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1. CEL PRACY 

Mechanika statystyczna cleczy jest działem fizyki 

statystycznej, który zajmuJe się między innymi opisem struktury 

cieczy, oraz obliczaniem wielkości termodynamicznych. Jednym z 

aktualnych badań jest uporządkowanie krótkiego zasięgu w cleczy 

oraz przejścia fazowe nieporza.dek-porz~ek . 

Celem naszym było zbadanie powstawania faz z parametrem 

uporza.dkowanla w wyniku przejść fazowych porz~dek-nleporządek na 

dwu wybranych przykładach. 

Celem naszym było takte zbadanie krótkiego zasięg~ tzn. 

geometrycznej struktury cieczy, zaburzonej obecnością jednej 

molekuły o innych rozmiarach. 
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2. STRUKTURA CIEClY W FAZIE OBXTOSCIO\ttrJ 

Historycznie, ciecze traktowano Jako substancję cl~ł~ /1/. Z 

przyjęciem taklego obrazu zwl~ane były nazwiska Newtona, Eulera, 

O. Bernoulliego, którzy budowali Jej pierwsze modele, daj~c podstawy 

do opisu hydrodynamicznego. 

Dopiero od Laplace'a na ciecze zaczęto patrzeć Jako na 

dyskretny zbiór .alekuł. W takla modelu własności makroskopowe 

cleczy opisane s~ w Języku oddzlałyvań poalędzy molekułami . Na 

podstawie doświadczeń określono w przybl11en1u, Jak wygl-da kształt 

oddziaływań pomiędzy molekułami w funkcji i ch wzajemnej odległości. 

Z eksperymentu wiedziano, ie potencJał oddziaływania jest silnie 

odpychaJ~cy na małych odległościach oraz przycl~a.J~cy na dutych 

odległościach (w porównaniu z rozmlaraml układu) . Przykładem takim 

Jest potencjał Lennarda-Jonesa /2, 3, 7/ stosowany Jako potencjał 

modelowy w wlelu obliczeniach. 

7 

o-parametr zbllienia 

r - odległość między 
12 

molekułami l i 2 

c-minimalna energia 

o--r +r 
1 2 
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-c 

PotencJal Lennarda-Joneaa 

r 
12 

(RYS. l) 

Przy jego tworzeniu przyjęto, te proste idealne ciecze (tzw. 

niepolarne- nie pokazują specyficznych wiązań homeopolarnyc h oraz 

natury wi~ań wodorowych / 4/), składają się z pojedynczych molekuł 

oddziałujących radlalnie symetrycznym potencjałem (w naturze ciecze 

te są realizowane przez clekle metale 1 clekle rzadkie gazy) . 

Ciecz jest stanem pośrednim pomiędzy gazem 1 ciałem stałym. Ze 

wzgl~du na trudności w zbudowaniu modelu cieczy, który dawałby opis 

zgodny z obrazem rzeczywistym, równolegle zaczęto stosować dwie 

metody opisu. 

Pierwsza metoda przybl Uała ciecz poprzez gaz, druga przez 

ciało stałe . Przy czym gęste gazy leplej opisywały ciecze o małych 

gęstościach, natomiast ciało stałe leplej opisywało ciecze o dużych 

gęstościach. \l obu przypadkach gaz i ciało stałe traktowane były 

jako stany pocz~tkowe, w oparciu, o które budowano przybiltony opis 

struktury i własności cieczy. Takle patrzenie na ciecze sugerowały 

podobieństwa własności fizycznych cieczy, gazów i ciał stałych. 

Podobleństwo cleczy do gazów wynikało głównie z podstawowej 

własności cieczy, Jake. Jest JeJ płynność. Holekuły w cleczy mają 

dut~ średni~ drog~ swobodną pomiędzy zderzeniami . Zderzenia te są 

głównie dwuclałowe , co wynika z małeJ liczby sąsiadów (oczywiście 
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dla niezbyt dutych gęstości). 

Ruch aaolekuł w cleczy oraz teoria van der Waalsa /2,6/ stały 

slę podsta~ do przyblltonego opisu własności oraz struktury cleczy 

poprzez gazy. 

Równlet za wyjście• od opisu gazu do opisu cleczy przemawiało to, 

te przejście fazowe gaz-ciecz ma charakter ciągły /choć towarzyszą 

temu dute zmlany gęstości/, tak te aaotna stosować do obu tych 

stanów te same grupy symetrii. 

Z kolei doświadczeola nad dyfrakcją promleni rentgena oraz 

rozpraszania neutronów w cieczach, uwypuklały podobieństwo cleczy 

do c lał stałych. Eksperymenty te mówiły o 1stnien1 u w cleczach 

krótkozasięgowego porządku, tzn., te w ograniczonych obszarach 

cleczy 1stoleJe coś na kształt lokalnego uporządkowania struktury. 

Uwidacznia slę to w kształcie radialneJ funkcJi rozkładu g(r) / 1,2/ 

g(r) 

2. 

l. 

o T= -125 C 
(148K) 

--------1---------1--------~-
0 . s. 10. rCAl 

ltrz~ e~~rperyaeotalna 9(r) dla &r90DU /2/ 

(RYS. 2) 

Ha.kslma g(r) staJą slę wyr-Un1ejsze przy zblltanlu do punktu 

topnienia 1 rozmywaJą slę w alarę wzrostu temperatury a głównie w 

mlarę obnUanla gęstości. Uwata slę, te oscylacje te są rozmytl!l, 

pozostałośclą stref koordynacyjnych kryształu /2,3/. Podobnle jest 

przeclet w ciele stałym. Z tym tylko, te uporządkowanie w elałach 
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stałych Jest uporządkowanie• dalekiego zash:gu l jest wynikiem 

istnienia periodyczneJ struktury siecioweJ . 

Występowanie lokalnego uporządkowania w cleczach nie sugeruje 

jednak istnienie. w nich Jaklejkol wiek struktury siecioweJ / 1. 4/. 

Równi et ma.kroskopowy obraz cleczy JD6w1 ł o podobieństwach do c iał 

stałych . Nte ma znacznych rótnlc pomiędzy ciepłem właściwym cleczy 

i cle.ł stałych. Choć przejście fazowe clecz-clało stałe nie jest 

ciągłe (pierwszego rodzaju), to zmiany objętości przy topnieniu nte 

są tak dute, Jak przy przejściu od c leczy do gazu / 4/. Te 

podobieństwa sugerowały, by ciecze rozpatrywać Jako stopione ciała 

stałe, choć takle przybUtenie zaniedbuje wewnętrzne 

nieregularności cieczy, oraz jest niezgodne ze zmla.na.ml entropii 

dla cleczy i stopionych ciał stałych /5/. 

Lokalne uporządkowanie w cieczy skłoniło, by do badania jej 

struktury zastosować opis geometryczny, taki Jak przy badaniu 

struktur ciał stałych /12-14/. Geometryczną strukturę ciała stałego 

opisuje się, buduj~ tzw, komórki \łignera-Se1tza. Odpowiedniklem 

ich przy opisie cleczy są wielościany \łoronoja-Dirlchleta 

/ 4, S, 10-16/, którymi moina wypełnić całą przestrzeń / 4, 6, 10-16/. 

Wielościany te poprzez swóJ rodzaj i kształt dają nam informację o 

lokalnej strukturze w cieczy. 

Innym sposobea badanta struktury cleczy Jest metoda 

nlez11lenników orientacyjnych /10-12 ,21/. DaJe ona podobne rezultaty 

do uzyskanych .etodą wielościanów Woronoja-Dirlchleta /10, 11,21/ 

(na przykład przy badaniu przejścia od cleczy do ciała stałego 

uzyskano talcle same informacje na temat struktury cieczy) . 

W rozdziale 3 do badania lokalneJ struktury przyjętego modelu 

cleczy zastosowaliśmy opis geometryczny, bazujący na metodzie 

wielościanów Woronoja-Dlrlchleta. 
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3. STRUKTURA CIECZY OPISANA PRZY POMOCY WIELOSCIANOW 

WORONOJA-DIRICłliT A 

Z doświadzczeń nad rozpraszaniem promieni rentgena oraz 

neutronów w cieczach wynika istnienie w nich pewnego lokalnego 

uporządkowania /1,4/. Do opisu tego uporządkowania wykorzystuje się 

między innymi wielościany Woronoja-Dirlchleta (W-D) /4-5,10-16/. 

W tym rozdziale stosuję metodę wielościanów W-D do zbadania 

lokalnej struktury przyjętego modelu cieczy. 

W literaturze spotyka się różne sposoby budowania wielościanów 

Woronoja-Dirichleta /5/. W paragrafie (3. 1) przedstawlam zasadę 

konstrukcji tych wielościanów. W paragrafie (3. 2) opisuję własny 

algorytm, który dalej stosuję . W paragrafach (3.3)-(3.5) wprowadzam 

parametry charakterystyczne wielościanów W-0, definiuję dla nich 

histogramy oraz wyprowadzam reguły sum dla tych wielościanów . W 

paragrafie (3.6) definiuję model cieczy. W paragrafach (3 .7)-(3.8) 

przedstawiam uzyskane wyniki dla przyjętego modelu cleczy oraz 

przeprowadzam ich dyskusję. 

3.1. Zasada konstrukcji wielościanów Voronoja-Dirichleta 

Wielościany W-D konstruuje się ze zbioru punktów w dwóch lub 

trzech wymiarach. Jeden z punktów obiera się za centralny, np. A
1 

i 

od niego prowadzi do pozostałych punktów AJ, odcinki l . Każdy 
IJ 
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takl odcinek dzieli się na. połowy płaszczyz~ CJ ( llnh' w R2
) do 

niego prostopadł, . Płaszczyzny C przecinaJ• slę ze so~ w rótnych 
J 

punktach, ogranlczaJ•c w ten sposób szereg obszarów przestrzeni K
1 

2 (pól w R ) • NaJaniejazy obszar 1
1 

wokół punktu A
1

, którego nle 

przecina tadna płaszczyzna CJ, nazywa się wielościane• \k>ronoja

Dlrichleta /26 ,27/ . Płaszczyzny ogranicza.j~e ten obszar nazywane 

są ścianami wielościanu W-D, a punkty, w których slę przecinają-

wierzchołkami tego wielościanu . Punkty AJ zwl~ane z płaszczyznami 

C tworz~yml śclany wielościanu W-D nazywa slę geoJDetrycznyml 
J 

s~1adu1 punktu A
1 

1 dz1el1 slę Je na "prostych" (d1rect, flll) 1 

"n1eprostych" (lndirect) sąsiadów /28/. •Prost~1 · s~1adaa1 punktu 

A s• te, dla których odcinki l przecinają tę część płaszczyzny 
l lj 

CJ, która ogranicza obszar 1
1

. "N1eprost~1 · s~iadaai s• te punkty 

AJ' dla których odcinlt1 1
1
J przecinaJą płaszczyznę Ck tet 

ograniczaj,cą obszar 1
1 

ale rótną od płaszczyzny CJ, zw1ązlln.ą z 

lln1• l /( rys . 3 . 1)-przykład wielościanu W-D w dwóch wy.larach/. 
lJ G) 

/ 
l 
L~& 

l 

® 

l <-n
l 

1{, 
lt'l. 

® 

s., 

(,~ - --~ 
(RYS. 3 . 1) 

Punkty 2-6 są geometrycznya1 s~1adaa1 punktu 1, a punkt 7 nle 

jest, przy czym punkty 2-5 są uprostyml" sąsiadaai, a punkt 6 jest 
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"nleprostya• Są$ladea . Odcinki C -c tworz~ ściany wielośc ianu w-o, 
2 8 

a punkty s2-s8 s• jego wlerzcbołkaa1 . 

Rćtnlce w budowle wielościanów W-D zwi~ane s~ z niejednakowym 

defln1owanlea poj~cia naJbUtszych s~ladów. W pracach / 13-16,29/ 

przez naJblltszych (geoaetrycznych sąsiadów) rozumie sle te punkty, 

w których odległość od wybranego punktu jest anlejsza nlt zadana 

wartość Przy taklej deflnlcjl ls t nleje duta dowolność 

określenia zbioru naJblltszych sąsiadów. Dlatego w innych pracach 

122-24 ,30,31/ poj~cle najblltszych s~ladów deflnluje al~ w sposób 

metryczny. Zwl~ane jest to z podzlałem przestrzeni (płaszczyzny w 

R2
) na tzw. slapllcjalne grafy (s 1mpl1clal graph) /33/. Z podzlałem 

tym wl~e s i~ transforaacja Delunaya /34/, pozwala.j~ca otrzymać 

regular~ strukturę sieci przez aałe perturbacje struktury 

pryaitywnej, tzn . takiej, która powstała z podziału slmplicjalnego 

przestrzeni /w trzech wymiarach dla taklej struktury nle 110te 

spotkać się w jecinym punktcle więcej nit cztery jej brzegi, a w 

dwóch wymiarach trzy brzeg11. Na rys . (3 . 2) ll&lllY przykład podzlał u 

płaszczyzny na simpllcjalne grafy. Są to trójkąty {w trzech 

wymlarach-czworoścle.ny) oznaczone llnl' przer~. Linl~ cl~ł~ 

oznaczono wiełośelany W-D. 

{RYS. 3 . 2) 
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3. 2 . Alaoryt• budowy wielościanu Woronoja-D1r1chleta 

W pa.ra,grafle tya opisuję stoso~ przeze anie zasadę budowy 

wielościanu WbronoJa-Dirlcbleta w trzech wyaiarach. 

BierzeJIIY zbiór n-wektorów niewspóliniowych 

z 

Y 

(RYS. 3.3) 

BuduJac do k.Udego wektora płaszczyznę 

przec inaJąca go w połowie Jego długości : 

otrzymamy zbiór n płaszczyzn o równaniach: 

gdzle 

A x+B y+C z+D -o 
l l l 1 

A -a: / 2 
l l 

B =13 /2 
l l 

{r } 
- l l • t,n 

ortogonalna 

(3. 2 . 1 ) 

(3 . 2 . 2) 

Wiadomo, te dowolne trzy nierównoległe do siebie płaszczyzny 

przecinają slę w Je~ punktcle. Zate• zbiór n płaszczyzn wyznacza 

w przestrzeni n(n-tHn-2)18 punktów przecięcia, których współrzędne 

({ ,l) • '1 ) otrzymuJellY rozwl~ując układ równań metodą eramera / 35/ 
l l l 
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gdzie 

{ 

A x+B y+C z+D =O s l s l 

A x+B y+C z+D =O 
J J J J 

A x+B y+C z+D =O 
lt lt lt lt 

detA detB 
~ - l)= 1 detU ' 1 detU ' 

s, J, lt•l, n 

de t C 
7a • detU 

[ 

A B C l ' l ' 
detU • AJ BJ CJ 

A B C 
k k k 

[

-D 

detA • -o: 
-D 

k 

[ 

A -o c l ' ' ' detB ... A -o c 
J J J 

A -D C 
k k " 

[ 

A B -D l l ' ' 
detC = AJ BJ -OJ 

A B -D 
lr " lt 

(3.2 . 3) 

{3 . 2. 4) 

(3 . 2.5) 

Warunkiem lstnlenla rozwiązania równania (3. 2.3) (dla dowolnych 

1,J,k) Jest aby detU.O. Geometrycznie warunek ten oznacza, ~e ~adne 

dwle płaszczyzny nle mog~ być do siebie równolegle. Oczywiście, 

niektóre punkty przecięcia mogą slę powtarzać, gd~ punkt 

wyznaczaJ~ conajmnieJ trzy płaszczyzny przecinaJ~ce się (np. 

ośaiośclan foreiiJ\Y - cztery płaszczyzny daJ~ Jeden wierzchołek) . 

Zagadnienie wielokrotnych wierzchołków w wlelośclanach zostanie 

rozwl~zane daleJ. 

z definicji wielośc ianu w-o wynika. te wyznaczaj~ go te punkty 

powstałe z przecięcia slę płaszczyzn, gdy po11lędzy nhll a punktem 

centralnym nle 118. płaszczyzn przecinaj~cych ten obszar. Kryterium 

sprawdzalności czy tak jest motna prosto przedstawić w języku 

wektorowym rys. (3. 4) 
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(RYS. 3. 4) 

Prowadzimy wektor R =(~,l) ,7 ) od punktu (0,0,0) do j-tego 
-J J J J 

punktu powstałego z przecięcia się płaszczyzn. Bierzemy płaszczyznę 

u nalet~c~ do naszego zbioru n-płaszczyzn, której odpowiada wektor 
l 

I:; do niej ortogonalny i obliczamy wielokość 

(3 . 2.6) 

Z rysunku (3 . 4 ) mamy 

(3 . 2 . 7) 

Z iloczvnu skalarnego wektorów r' i R ~M~Mv ., . . -l - J ___" 

r' oD = lr' liR lcos<(r', R ) 
~l UJ -l -J -l -J 

(3 . 2. 8) 

Łącz~c wzory (3.2.6)-(3.2 . 8) otrzymujemy 

(3.2 . 9) 

Jeś U AX>O to pomiędzy punktem ( ~ , 1l , r ) a punktem (O, O, O) 
l l l 
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lety płaszczyzna v 1 punkt (~ ,lJ .l' ) nle współtworzy wielościanu 
l l l l 

W-D. 

Jeśli AX<O dla katdeJ płaszczyzny v
1 

t o punkt ( ~ 1 . 11 1 .71 ) 

nazywaay wlerzchołklea tego wlelośctanu. 

SytuacJa AXli() nte występuJe, g~ nte bierze~ pod uwagę 

płaszczyzn, które utworzyły punkt CE
1 
,lJ

1
, 7

1
) (a tylko dla tych 

punktów aogło by być AX-o). 

BadaJ~ tak cały zblór n punktów: {&:
1

} 
1

•
1
,n' otrzym&.J~Y 

wszystkie wierzchołki wlelośclanu. Płaazozyzny, które tworz~ te 

wlerzchUcl, naz~ ścla.na.al tego wlelośclanu. Na rysunku (3 . 5) 

m&JQY przykład w1elośc1anu Woronoj&-D1r1chleta w przestrzeni 

(oczywlścle wleloścl~ w-o wcale nie aus~ aleć takleJ wysokieJ 

sy-Mtrll, Jak przedstawlony na rysunku). 

(RYS. 3. 5) 

3. 3. ,.,._tr~ cb&re.kt•~7'C'ZD8 v1elołclan6v Voronoja-Dlrlchleta 

MaJ~ zbudowany wlelośclan w-o, aote~ określić, tle ścian on 

posiada oraz Jaklego typu s~ to śclany /tzn. Jakle •• to wlelo~ty/ 

W tya celu korzywtuy z równania (3. 2 . 9), gdzle BJ przebiega 

w1erzchołk1 w1elośc1anu, a wektor c' płaszczyzny, które utworzyły 
l 

Jego jclany. Uat~ •elanę oraz zalenlaJ~ B obl1czaay wielkość 
• J 

AX, która powie .,.., ozy dane v1erzchołk1 let, na b&daneJ śclanle 1 
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lle l ch jest-czyli rodzaJ wielo~ta, jakla jest ta ściana . 

Gdy AX•O, to wierzchołek let.y na daneJ ścianie, gdy AX<O, 

wierzchołek nie l ety na niej (sytuacja AX>O n1e zachodz i , bo przy 

budowie wielościanu W- D odrzucil1śJilY wierzcho łki dla których ta 

nierówność zachodzi la-patrz poprzedni paragraf) . PostępuJąc tak dla 

wszystkich ścian otrzyma.my informację Jaklego r odza ju wielokąty 

tworzą ściany wielościanu W-D. 

Liczbę kraw.:dz1 w wielościanie obl1cz&.JilY mnotąc ll czbę śc ian 

przez ilość kraw.:dzi tej ściany i dzlele.c przez dwa (bo katda 

krawędt nalety do dwóch ścian). Ho:!na to zapisać wzorem / 12/ 

IC=~\Jf' 
2 L J 
J~ 

(3 . 3 . 1) 

K-całkowita l i czba krawędzi, gdzie fJ-liczba ścian o j-krawędzlach. 

Dla śclan i wierzchołów mamy pododne zaletnoścl: 

(3.3.2) 

(3.3 . 3) 

gdzie S-całkowita liczba ścian w wlelośclanle 

V-całkowi ta li czba wierzchołków w wlel ościanle 

v-liczba wierzchłków na ścianie o j-krawędziach . 
J 

Sciany, krawędzłe oraz wierzchołki spełniają zaletność Eulera /5/: 

V+S=K+2 (3 . 3 . 4) 

KorzystaJąc z tego, te przestrzeń 1110tna podzlellć na 

czworościany /5,33,34/ , liczbę krawędzi 1 wierzchołków motemy 

obli czyć znając liczbę ścian: 

V = 2S - 4 

IC = 3S - 6 
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Ze wzoru (3 . 3 . 5) wynika, fe vystępuJl\ tylko wielościany o 

parzystej liczbie wierzchołków i ~4. a ze wzoru (3. 3 . 6) wynika, że 

llczbe. krawedzi jest parzysta bądt nie, g<iy liczba śclan jest 

parzysta lub nieparzysta i DS· • (wielościane• o najanlejszej 

liczbie ścian jest np. czworościan: S=4, 1=6, V=4). 

3.4. Hl•toar~ dla wielościanów Voronoja-Dlrlchleta 

Dla zbioru wielościanów W-D można skonstruować histogramy 

ścian, kra~dzi i wierzchołków. Histogram ścian N(S) oznacza liczbę 

wiel ościanów aaJl\Cych po S ścian. Tak samo określa się histogramy 

pozostałych wielkości : N(K), N(W) . Hotna to zapisać wzorami : 

IC 

N(S) = L ~es, -s> (3 . 4 . 1) 

1=1 

MC 

N(K) = L ~CK,-KJ (3.4.2) 

1•1 

KC 

N(W) = L cS(W,-W) (3 . 4.3) 

'•1 

gdzie ~-Kroneckera 

[ 

1 gdy X •X 
cS(X -X)= 1 

1 
O gdy X •X 

l 

NC oznacza liczbę ropatrywanycb wielościanów. Ze względu na 

równania (3 . 3 . 5), (3.3 . 6) pozwalające jednoznacznie wyznaczyć liczby 

wierzchołków 1 krawądzi z liczby ścian, zachodzi relacja pomiędzy 

tymi histogramami : 

N(S) = N(W) • N(K) (3. 4.4) 
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Hotna tet zbudować histogram dwuzalenny N(K, S), który oznacza 

lic"Zbę ścla.n o K-krawędziach w wielościanach aajacych po S-ścian . 

WykorzystuJ•c wzory (3. 3 . 2) 1 (3.4.2) aotemy napisać : 

KC 

N(K, S) = \ r "(S -S) L 1r. . 1 1 
(3 . 4 . 5) 

lal 

t -oznacza licz~ ścian o k krawędziach w l-tym wielościanie. 
k,l 

3. S. Reguły aua 

Wetmy wielkość t / wzór (3. 4. 5) / 1 zsumuJIIIY j" po zbiorze 
k.l 

złoionym z NC wielościanów. Otrzyaaay wtedy liczbę śclan o 

k-krawędzlach w zblone tych wielościanów. oznaczo~ pnez LS : 
lr. 

MC 

-\r L lr.,l 

lz1 

(3 . 5 . 1) 

Jeśll dodamy do siebie liczby ścian S (S -liczba śc \an w 1-tym 
1 l 

wlelośclanle) w zbi orze NC wielościanów, to otrzymamy całkowita lch 

llczbę, oznaczon" przez LSS: 

(3 . 5.2) 

ale z (3. 3 . 2) 

l z (3 . 5 . l) 

\lykorzystuj~c wzory (3.3. 1)-(3.3. 3) oraz (3.5. 1)-(3. 5 . 2), motemy 

policzyć nastQpuj~oe średnie w zbior ze NC wielościanów 
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LSk 
(tk) :a LSS = (3. 5 . 3) 

średnią liczbę śclan k-tego rodzaju w Je~ wielościanie, 

(N>. 
k 

f 
k. l (3 . 5. 4) 

średnią l icz~ wierzchołków w Jednym wlel ośc 1an 1 e, 

liC 

00 
• ~c L L v"· ' (3 .5 . 5) 

l=l lt~ 

v -liczba wierzchłków na ścianie o k-kra~dziach v i-tym 
k,l 

wlelośc1anle, 

średni~ liczbę krawędzi v Jednya wlelośclanle, 
liC 

ro = ~c I L ~kf"·' 
1•1 k~ 

średnią liczbę ścian w Jednym wielościanie , 

MC 

<S> • ~ = ~c L L t k, • 

1• 1 kŁ3 

(3 . 5 . 6) 

(3.5 . 7) 

MaJąc powyisze zaletności, wyprowadzillll' reguły sum dla 

histogramu N( X, S) / wzór (3. 4. 5) : N(IC, S)-oznacza liczbę ścian o 

K-krawędzlach w wielościanach a8jących po S-ścian/ : 

Swauj~c N( K, S) po NC wielościanach otrzyauje~ : 

ale wzór (3 .5. 1) 

MC KC •c 
~ NCK,SJ) =~~t acs -s> 
L L L "·' , 1 
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Otrzymallś.y liczbę ścian t-tego rodzaju dla NC wlelośc lanćw. 

SumuJ~ teraz N(K, S) po rodzajach ścian: 

1 wykorzystuj~c (3 . 3.2) 

oraz (3 . 4. l) 

KC 

= \ \ ~ acs -s> L L k,' , J 
~ 1•1 

•c 

= \ acs -s >\ ~ L 1 J L k ,, 
l =1 kŁ3 

BC 

a \ s acs -s > L 1 , J 
1=1 

= S N(S ) 
J J 

(3.5.9) 

otrzymujemy całkowlt~ liczbę ścian w zbiorze NC wielościanów 

maJących po SJ ścian. 

Suauj~ N(JC, S) l po rodzaJach śclan l po zbiorze NC wlelośclanćw 

(wynlk nle zalety od kolejności suaowanla) otrzy.ujeJIIY: 

(3 . s. 10) 

ze wzoru (3 . 5. l) 

l ze wzoru (3 . 5.2) •LSS 

KC 

· Ł s1Ncs,> = 
1•1 

LSS, gdzie wykorzystal1śay wzory ] 

(3. 5 .9) 1 (3.5. l) 

3.8. Określenie mdelu układu 

Wlelośclany W-D wraz z wyprowadzonymi powytej zaletnośclaml 

wykorzystamy do oplsu układu złotonego z N molekuł, w którym jedna 
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z molekuł ma wleksz~ średnice nU: aolekuły J~ otaczaj~ce tzn. 

o- / o- »1 (czyli ~~~aay aieszaninę d\lUSkładnlko~ nieskończenie 
ab bb 

rozc leńczo~) . 

(RYS. 3 . 6) 

Molekuły oddziałuj~ pomiędzy so~ potencjałem Lennarda-Jonesa 

/ 2,3,7/ . Całkowita energia tego układu wynosi : 

gdzie 

u •!. \\ u·cr· l +\ u·cr· l 
2 L L lJ L lJ 

l-lJ•l J•l 
l-J 

( 3 . 6 . 1 ) 

(3 . 6 . 2 ) 

jest energl~ oddz la.łyo..ranla pomiedzy molekuł~ "a" l molekuł~ "b", 

jest energ1~ oddzla.łyo..ranla pomiedzy molekułami l,J typu "b" . 

• 
u •u/c • 

a b 

• r •r/ o- , 
ab 

s &(T / o- • 
O ab bb 

cab'cbb parametry potencjału Lennarda-Jonesa. 

Bez "'YYIl aro "'Y11i paramet raal rozwa:tanego 110delu s~ 

• • • 3 
s • c , T •k T/ c , p •txr....... gdzie T-teapera.tura, p-gestość, k8-stała o 8 bb uu 

Bo l tzmanna. 

Dla tak określonego modelu cleczy pro\l&dzone były symulacje 

komputerowe łł: (symulacje opisane zostały w rozdziale 3), dla 

rótnych \lartoścl bez"'Yttllaro"'Ych parametrów. Z symulacji tych 

otrzymaliśmy zbl ory współrzednych molekuł w układzie, które 
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pasłutyły do budowania wielościanów W-D. Poprzez te wielościany 

oplsallślll,Y lokalN\ strukturę w cleczy wokół dutej JDOlekuły. Wyniki 

obliczeń zostały opublikowane v pracy fluid Phase Equilibrlum, 48, 

141, (1989) . 

3. 7 . ~k011ja wyników dla wy.tazej temperatury 

• • 
Obliczenia przeprowadziliśmy dla T •1. 2, p aQ.7 oraz 

s
0
=t.0+1 .6. Na rysunkach od (3.7) do (3.13) pokazaliśmy wyniki tych 

symulacji . 

Z rysunku (3. 7) przedstawiającego histogramy liczby ścian N( S), 

widać, te dla jednakowyc h rozalaróv 110lekuł, procentowo najwięcej 

jest wielościanów o 14-15 śclanac~ Potvlerdza to wyniki uzyskane 

wcześniej / 4,28,33,34/. 

Wzrost s
0 

powoduje , te maksima przesuwaJ~ się w stronę 

wielościanów o większej liczbie ścian, a największa ich wartość 

przypada dla s
0
• 1.2+1.3 . Dalszy wzrost s

0 
wpływa na rozmyc i e 

histogramów, tzn., te jest duto wielościanów o rótnych liczbach 

śc ian. 

Kształt histog,r8JIÓw N(S) Jest podobny do krzywej Caussa, 

symetrycznej dla 5-16 przy s • 1.2 oraz dla 5-18 dla s • 1. 3 . o o 

Z rysunków (3 . 8)- (3 . 10 ) widać , te niezaletnie od 

naJczęścieJ występuJ~ pięciokąty oraz stale utrzymuje się ta sama 

sekwencJa występowania ścian: 5,6,4,7,3,8 . 

Rozkład (f )-średniej liczby ścian k-tego r odzaju rys . (3. 9) 
k 

pokazuje, te pomiędzy s
0
=1. 1+1. 3, następuje reorganizacja w 

strukturze wielościanu. Mamy wzrost siedaiok~tów i ośmiokątów, 

podczas gdy maleje liczba trójkątów. Lic zba piąciok~tćw naJpierw 

maleje, a potem rośnie, natomiast liczba sześciokątów najpierw 
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• Histogramy liczby ścian N(S) dla T =1.2 (RYS. 3.7} 

30. r·=u 
O(ib/Obb 

~o 
+ 1.0 • 

• \ 1.1 o 
: ~ą, l 1.2+ 

l )\ + 13. ... d \ , .. 
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l (·O •' \ : l . \ • X X 
l 

·. \ 

l 
l \ l • + • ~ \ l 

: l l 
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l :.o 
: 
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: l l 

., 
\ 
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Histogramy N(K,S) liczby ścian o K-krawędziach (RYS.3 .8) 

• w wielościanach mających po S-ścian dla T =1.2 

15 

<"ab/O'bb=tO * 12 ,A' Oób/crbb=t2 O' a t/O'bb= t3 
• 13 l l 
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• 
Średnia l i czba śc ian k-tego r odzaju dla T =1.2 (RVS.3.9) 

40 (fk > 
+ T=1.2 
l \ 

% l \ ,. 
+'t 

+ 
30. \ /+s 

/ 

~---- / ' 6 
ł, / 

.. ~ / 
ł· _, , , ..... 
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20~- .... , .... ... 

.... .... - _.,._ 4 

.... ... 
.... 7 

1 o. • -· , • -_. _ -· 
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x- - - -xs 
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to 1.2 1.4 1.6 Olb / <Jt,b 
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Rozkład ścian k-tego rodzaju w wielościanie (RYS. 3 . 10 ) 

• dla T =1.2 

N(k) o T=1.2 

%' • ~t/erb b +\ 
'x .... 30. 1- l ' 1.0. 

/ .. ~ 1.150 
1/ .... 1.2 + 

l 
o' 1.3. .. 

l 1 1.6 X 
l . 

,'. 
~ l 

20. t- \. + 
l 

~ \ . 

l f l 

l l 
\ l 

X 
l 

l l 

10. t- l l> l . ., \ '. 

r ,'. 
\ 

l 
~ l o. l l l l l l l l 

3 4 s 6 7 8 9 10 11 12 
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rośnie, a potem maleje, by daleJ znowu rosnąć . 

Z histogramu NOC, S) rys . (3. 8) wynika brak korelacji pomiędzy 

llcz~ ścian o k-krawędzlach a licz~ ścian w wilośc lanach mających 

S ścian. 

• 
Przedstawione histogramy dla T •1.2 pokazuj~. te lokalna 

struktura w cleczy jest czuła na zalany rozmiarów molekuły 

centralnej. Wzrost rozmiarów molekuły centralnej powoduje , te ma 

ona coraz więcej s~1adów . W języku wielośc ianów \ol-D oznacza to 

przegrupowanie w klerunku wielościanów o większej liczbie śc ian, 

Jak równiet pojawlenie się wielościanów o szerokim spektrum liczby 

ścian (np . dla s
0 
•l. 6 mam.y wielościany o S:-14+26, podczas gdy dla 

s =1.2, Sa12+20). o 

3.8. Dyskusja wyników dla nltszej temperatury 

• • 
Obliczenia przeprowadzone były dla T •0 . 8, p •0. 8S oraz 

s =l. 0+2. s. o 

symulacji . 

Rysunki (3. 11 )-(3. 13} przedstawiają wyniki tych 

Z rysunku (3 . 12) 1 (3. 13) widać, te niezaletnie od s
0

, nadal 

najczęściej występującymi ścianami w wielościanach są pięciokąty. 

Utrzymała się ta sama co poprzednio, sekwencja występowania 

rodzajów ścian : S, 6, 4, 7, 3, 9 . średnia ich liczba (f ) jest prawie 
" 

stała (poza s •1 . 0+1 . S) . Jedynie aaay spadek liczby sześciokątów a o 

wzrost liczby trójkątów. Pojawiły się natomiast dz1ewięc1okąty . 

Z histogramów średniej liczby ścian N(S) widać, te są one 

dobrze zlokalizowane (n1ezaletnie od s ), symetryczne dla ~20, dla 
o 

którego osi~ają swoje maksimum, (dla s
0 
=l. O mamy ten sam wynik co 

poprzednio). To oznacza, te liczba najbl1tszych s~iadów molekuły 

centralnej jest prawie taka sama, niezaletnie od jej rozmiarów. 
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Z porównania wynlków uzyskanych dla obu układów, dla temperatur 

• • 
T =1 . 2 oraz T -o. 8 JDO~emy poviedzieć, ~e układ o temperaturze 

nUszeJ ma lokalnie strukturę bardzieJ stabll~. ze względu na 

zmiany rozalarów aolekuły centralneJ, nit układ układ o wytszeJ 

teJDperat urze. 
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• Histogramy liczby śclan dla T =0.8 (RYS.3. 11) 
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Średnia 11czba śc1an k-tego rodzaju dla T·=o.a (RYS. 3 . 12) 

~ 

T=0.8 

5 -· ~ 
• · ------- 6 •-
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Rozkład ścian k-tego rodzaju w wielościanie 

• dlaT=0.8 
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l l 
• l 
l l . , 

l l . , 
l l 

X ; 
l 

• l ., 
~! 

l .... 

~ 
l \ 

' \ 
ł \ 
l 
l l 

l 
l 

l • 

\t 
l \ 

~ \ 
l \ 
l 
\ \ 
~ \ 

l • 
l \ 

\~ 
\ \ 

T=O.S 

O' Q.~ 
ubb 

1.0 ... 
1.5 • 
1.6 fj 

tS + 
2.0 • 
2.4 X 

(RYS. 3. 13) 

l l l l l t •'t ~ l 0 .. ~~~~~~~----L-~------~ 
3 4 s 6 7 s 9 10 ,, 12 k 

33 
http://rcin.org.pl



4. SYMULACJE MONTE CARLO W ROZTWORZE NIESKONClENIE ROZCIENCZONYM 

W rozdziale trzecim wykonaliśmy symulacje Monte-Carlo (MC), 

które posłużyły do opisu struktury rozpuszczalnika, poprzez 

wielościany Woronoja-Dirichleta /5/. Równocześnie w czasie 

symulacji ł«:: zbieraliśmy statystyki, pozwalające na wyznaczenie 

przyrostów potencjału chemicznego /2,3/ substancji rozpuszczonej . W 

niniejszym rozdziale opiszemy uzyskane wyniki z tych statystyk. 

Potencjał chemiczny rozpuszczonych cząsteczek w cieczy 

obliczano wielokrotnie z równania Widoma /48/ metodą symulacji 

komputerowych /47,48,52-56,59-61/. Rozpatrywano układy, w których 

rozpuszczone molekuły były z grubsza takleJ sameJ wielkości, co 

molekuły rozpuszczalnika, lub mniejsze /52-551. 

Układ przez nas badany był roztworem nieskończenie 

rozcieńczonym, w którym wybrana molekuła była większa od molekuł ją 

otaczających. Dla tego modelu /z symulacji MC/ wyznaczyliśmy 

przyrosty potencjału chemicznego w funkcji rozmiarów rozpuszczonej 

molekuły. 

4.1. Opla symulacji Monte-Carlo 

Symulacje komputerowe odgrywają coraz większą rolę w badaniu 

układów ciekłych. Z jednej strony wykorzystuje się Je do testowania 

modeli teoretycznych cieczy, z drugieJ zaś dostarczają informacji o 
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cieczach, których nie można by uzyskać innymi metodami 13,36/. 

Istniej~ dwie zasadnicze metody symulacji układów o dużej 

liczbie stopni swobody: Dynamika molekularna (HD} oraz metoda 

~nte-Carlo OC) / 3,36/. 

W HD, dla układu N cząstek całkuJe się równania ruchu Newtona. 

Znana musi być fWlkcja energ11 potencjal nej oddział ywania między 

cz~teczk8Jii . Z wyznaczonych trajektorii ruchu oblicza się 

termodynamiczne własności układu, Jako średnie po czasie z 

odpowiednich wi elkośc i 13/. 

W K:, dla układu N cząstek z zadanym potencjałem oddziaływania 

między nimi, koleJne konfiguracje (łańcuch Markowa) w układzie s~ 

tworzone z przypadkowych przest.mięc poJedynczeJ cz~teczk.L 

Własności układu otrzymuje slę tutaj średniując odpowiednie 

wielkości po otrzymanych konfiguracjach. Ze względu na ograniczenia 

numeryczne nie motna symulować zbyt dużych układów (symuluje się 

N<103
). Aby jednak. uzyskane wyniki oddawały własności 

ma.krosk.opowyc h układów (tzn. gdy N-., V-., N/Vaconst . ),gdy 1dz1e o 

badanie jednorodneJ fazy objętościowej , 

periodyczne warWlki brzegowe 13,36-38/. 

. • .. ' o. 

. . . . . ~ 

na układ nakłada slę 

(RYS. 4. 1) 

To oznacza, te wybr8J'ly układ otoczony Jest ze wszystkich stron 

taklal S8JQYJD1 układami. Opuszczenie tego układu (lub wejście do 

niego) - mocnieJ zarysowany na rys. 4. 1 - przez molekułę , jest 

równowatone przez wejście do niego (lub opuszczenie) InneJ molekuły 

ale z przeciwneJ strony. 
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Układ z periodycz nymi warunkami brzegowymi posiada silne 

korelacje ze względu na swoją okresowość (pokazano / 43/ , te w 

granicy terJK>dynamicznej, własności układów z periodycznymi 

warunkami brzegowymi i z twardyatl ścianaal s~ talcle same). W celu 

wyeliminowania wpływu rozmiarów układu, · gdy jest to motllwe 

prowadzi slę ekstrapolację własności do N~ (1/N~) . 

W symulacjach K: pojawia się tet problem ergodyczności, tzn. 

czy dowolny stan układu mote być osiągnięty z katdego innego stanu 

( aczkol wlek być mote po długim czasle). Zagadnienie to nie zostało 

do końca rozwl~zane /3,41/ (np. w układach o dutyc h gęstościach 

istnieją niedostępne obszary w przestrzeni fazowej), dlatego w 

czasie symulacji trzeba badać, jaJe fluktuują obliczane wielkości. 

W układzłe z periodycznyai war\ll'\.kalll brzegowymi, energię 

oddziaływania oblicza się jako swaę po wszystkich molekułach 

letących w obszarze o pewnym promleniu r /37-40/ . Do sumy tej 
c 

wchodzą tet 110lekuły będące obrazami cząsteczek z głównej kom6rkl, 

o lle ich odległość od danej cząsteczki jest mniejsza nli r 
c 

(2r ~L. L- rozmiar układu} . Oddziaływanie z molekułami polotonymi 
c 

dalej nit r , uwzględnia się w postaci poprawek /40-41/; (szerzej o 
c 

tym w dalszej części tego rozdziału). 

4.1.1. S)'IIKilacje Monte-carlo w zespole kanoniczny~~ (N, V, T) 

W fizyce statystycznej, średni~ po zespole kanonicznym /2,3/ z 

funkcji się w postaci : 

(4 . 1.1) 

N 
9dzle ~·1/kT, k-•ta l a Boltzaanna, T-Teaperatura, U(c )-potencjał 

11 N 
oddziaływania cząstek, w-obJetoac układu, C ·~· · ·C.• de •dc

1 
. .• dLx 
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W obl iczeniach HC, całkowanie we wzorze (4. 1 . l} motna zastąpić 

w standardowy sposób S\llllą po pwlktach wybranych losowo z jednakowym 

prawdopodobieństwem. Taka metoda obllczanla średnich nie byłaby 

jedna.k utyteczna, gdyt prawdopodobieństwo wystąplenia katdej 

konfiguracji jest takle s amo, a przy liczeniu średniej <f>, 

uwzględniane są konfiguracje mało prawdopodobne, tj . talcle dla 

k tórych wartość funkcji podcałkowej / f(r.}exp[-,:JU(c}}/ jest znikomo 

mała / 40, 41/ . Dlatego tet zaproponowano metodę generująca kolejne 

konfiguracje łańcucha Harkowa z częstotl iwością i c h występowania, 

proporcjonalną do funlccj 1 Bo ltzmanna exp[ -,:JU( c.)] / 49/. 

Niech w ł ańcuchu HC konfiguracje będą dobierane z Jakimś 

prawd..opodobler\stwea p(J} ~ wtedy popra~ średnia otrz~ ze 

zmodyfikowanego wzoru: 

M L exp[-,:JU(t )]f(t}[p(l)r1 

<f<c.l> • -··-1
--------M L exp[-~U(t)][p(t) ] - 1 

l • t 

gdyby udało się uzyskać 

exp[-13U(J) ] 
p(J) • 

" L exp[ -,:JU( 1 } ] 

l • l 

( 4 . 1.2} 

(4 . 1.3) 

to średnia <f> sprowadzi się do średniej arytmetycznej po ilośc i 

prób M. 

" 
(f(c.N>> = i L f( l ) 

1=1 

( 4 . l. 4) 

laJ\cuch Harkowa jest to proces stochastyczny z dyskretnymi 

zmiennymi losowymi 150/. Prawdopodobieństwo przebywania w stanie k 

w chw111 t+l, jest określone przez stan j -ty w c hwlll t , zaś 

prawdopodobler\stwo przejścia pomiędzy tymi sta.naJDl p nle zalety 
Jk 
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od t . Haclerz prawdopodobieństw spełnia warunki : 

p ~o 
Jk 

M 

E p Jlt = 1 
1=1 

(4 . 1.5) 

lańcuch Harkowa jest określony przez aaclerz prawdopodobieństw 

przejść oraz przez stan pocz~tkowy. Prawdopodobieństwo przejścia 

n-krotnego p<nl wynika więc z rekurencji: 
Jk 

(4 . 1.6) 

Jeśll stany łańcucha spełniaJ~ warunek ergodycznośc l , to 

lstnleJe granlca ISO/: 

11 
In) 

1lf = • p 
J l J 

n-łCD 

dla wszystkich J, niezaletnie od 1, spełniaj~ warunek 

1f >O 
J 

M 

1( ct'1fp 
J L 1 1 J 

1=1 

ostatnia równość jest spełniona, gdy 

1lf p - 1( p 
J Jl l lJ 

(4. 1.7) 

( 4 . 1. 8) 

(4. 1.9) 

(zasada alkroskopoweJ odpowiedniości) . Dla celów sy.ulacjl układu w 

zespole kanonlcznya chcemy mleć zgodnie ze wzorem (4. 1. 3) : 

exp[-lłU(J)) .. --------
J 11 L exp[ -IłU( 1) l 

1:1 

( 4 . 1. 10) 

Schemat Hetropolisa 

Zwykle przyjmuje się następuJ~~ macierz prawdopodobieństw 
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przejść : 

p • 1 
ll 

M 

-)p ~ 
J~l lJ 

dla 

dla 

!. ~ o 
K 

l 

1[ Łl[ 
J l 

(4. 1.11) 

(4 . 1. 12) 

M - liczba zwi~ana z l-tym stanem, której konkretna wartość jest 
l 

nie istotna. 

Srednia l iczona po takim łańcuchu Markowa zbiega do średniej 

kanonicznej (4. 1.1) gdy~ /3, 40,41,49,50/ . 

Generowanie konfiguracji odbywa się w praktyce Jalc następuje 

/3 ,40,41,49,50/: 

Startuj~c ze stanu 1 układu, wybiera si~ (cyklicznie lub 

losowo) aolekułę oraz losuje dla niej przypadkowo przesWlięcie , 

dostaj~ w ten sposób j-t~ konfigurację . Jeiel1 dla energ11 tych 

konfiguracji zachodzi : 

a więc 

u $u 
J l 

( 4 . 1. 13) 

(4 . 1.14) 

to stan J -ty jest akceptowany jako nowa konfiguracja układu w 

chwill t+l . Natoalast jeśli 

u > u 
J l 

to stan J-ty akceptuje się z prawdopodobieństwem 

(4 . 1. 15) 

-1)6U 
e ' gdzie 

6U.U(J) - U( l). Aby to roztrzygnąć, losuje się liczbę RE [O, 1) i 

porównuje z e-136U. Gdy Rse-l)bU to stan j-ty Jest alcceptowany, jeśli 

zaś R>e-1)6U, to konfiguracja j-ta jest odrzucona i Jako nową 

konfigurację dla czasu t+l, przyjauje slę poprzedni~ konfigurację 

ze stanu l. 

Losowe wyznaczanie przesunięcia dla kolejnej molekuły odbywa 

się zwykle tak, te losuje się przesunięcia Ax, 6y, 6z z sześcianu 
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3 l o dowolnie przyjętym l. W pralctyce dobiera slę l tak, aby 

proporcja przyjętych konflgura.cjl wynosiła około 30~-50~ . 

Generuj~ kolejne konfiguracje według schematu Hetropollsa, 

średnie wlelkoścl oblicza slę ze wzoru (4. 1. 4) . 

4 . 1. 2 . S)'a!laoje Monte-Carlo w zeiJpole atalego cUnlenia (N, P, T) 

Opieraj~ slę na schemacie symulacji K: w zespole kanonicznym, 

motna sformułować algorytm symulacji w zespole stałego clśnlenla 

/ 2,3/. W układzie N molekuł, w temperaturze T, oprócz ruchu 

molekuł, dopuszcza slę zalany objętości V układu / 40/. 

Prawdopodobieństwo stanu l przyjauje teraz posta.ć 

p(l)-

-fłpV - IJU( l ) 
e 

(4. 1. 16) 

p- ciśnienie , będ~e parametrem, U(l) -energia potencjalna 

l-tego s tanu , V - objętość (l-tego stanu). 

W symulacji koleJne konfiguracJe wyznacza slę następuJ~o : 

Wybiera slę cz~tkę (losowo lub deterministycznie), losowo wybiera 

się JeJ przesunięcie oraz losowo wybiera slę zalanę obJętości 

układu 6V. Następnie oblicza slę stosunek prawdopodobieństw 

-IJ{pA V+6U] poszczególnych konfiguracji : W=e • Jeśli ~1. to nowa 

konfiguracja Jest alcceptowana, Jeśli zaś WE[O, 1), to porównuje slę 

W z przypa.dlco~ llczbą R, z przedziału [O, 1) . Gdy ~W to 

konflguracjw aleceptuje slę , a gdy R>W to Jako no~ konfigurację 

przyjmuje slę poprzedni~ konfiguracJę . 

Gdy łańcuch koleJnych konf1guracJ1 jest dostatecznie długi (np. 

e 7 10 -10 razy dla N• 100), mo~na zawierzyć obUczonym wartościom 

średnim . 
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Zamiast zmienneJ losoweJ flV przyjmuje sie czasami w 

obliczeniach Jako zmienną losową lnV /511, gd~ fllnVotflV/V Jest 

bezwymiarowe . 

4 . 2 . Obliczanie przyrostów potencjału chemicznego 

cząstki rozpuszczonej 

Z symulacji HC nle motna otrzymać wprost takich wielkośc i , Jak 

entropia czy energia s wobodna /3, 37,40/, dlatego powstały metody 

pośredniego ich wyznaczania. 

Energl~ swobod.Jlą motna obUczyć poprzez całkowanie energ11 

układu po te11peraturze wzdł\d: drogi od stanu, w którym jest ona 

znana (np. gaz Idealny) , do stanu nas lnteresuj~cego / 44,45/ 

(obliczenie takle wymaga znajomości energll układu w dutym zakresie 

temperatur) . 

Równlet energl~ swobodną motna obliczyć / 46/ z zaletnoścl 

(4.2.1) 

U,U
0

- całkowite energie układu nas lnteresuj~cego , oraz układu 

odnles1en1a. 

Srednlowanle jest po układzie odnles1en1a. T~ metod~ obliczania 

energ11 swobodneJ testowano dla potencjału Lennarda-Jonesa /2,3/ z 

-12 
układem odnleslenla o potencjale r , uzyskuJ~c dobre wynlkl . 

Srednl~ z wielkośc i A, deflnluje się następuj~o /2,3/: 

(4. 2 . 2) 

gdzie H• T+V, jest hamlltonlanem układu /2 ,3,78/, T, V-energie 

kinetyczna i potencjalna układu, 

kanonicznym /2, 3/ . 
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(4 . 2 . 3 ) 

h - etala PlanciLa, (Q,[.) - Pf:dy 1 połotenia CU\Steczek 

Często stoso~ metodą jest obliczanie /47/ resldualnego 

potencjału chemicznego ~r•• /2,3/ z równania W1doaa /48/ 

~re• = - l n (exp[ -Ił~([.)]) (4 . 2 . 4) 

kreska pozioma, oznacza średniowanie po wszystkich poło~enlach w 

daneJ konflguracjl, ~(c.)-energia oddziaływanta próbneJ cząstki w 

połotentu [., z resztą układu . 

r•• Metoda obliczanta ~ daJe dobre wyniki w dość duty. zakresie 

gęstośc i 12,47/. OpieraJ~ się na tej aetodzie, w tYli r ozdziale 

wyzna.czyllśay przyrosty potencjału substanc ji 

rozpuszczoneJ . 

Rozwatan,ya przez nas układea był roztwór nieskończenie 

rozcieńczony. Składał slę on z molekuł b (rozpuszczalnik) oraz 

molekuł a (substancja rozpuszczona), przy czym ich llości były 

takle, te N /(N +N )...O, (N , N - liczby molekuł a 1 b). Holekuły obu 
• • b • b 

typów były sferycznie symetryczne i oddziaływały między sobą 

potencjale~ Lennarda-Jonesa 12,3/: 

u •• • 
4
'·· L n :::r- [:::n 

l< J 

gdzie c , c - parametry potencJału l..ennarda-Jonesa, 
ab bb 

v.b.vbb - odległości między środkami stykających slę 

molekuł a-b, b-b 

(4. 2.5) 

Potencjał chemiczny substancji rozpuszczoneJ a Jest sumą części 
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idealnej ~0(!), oraz pozostałości (części resldualnej) / SS/: 
• 

O r 
1.1 = 1.1 (T) + kTlnp + 1.1 • • • • 

(4. 2 . 6 ) 

gdzie p •N IV - gęstość, V - objętość układu 
• • 

Wyruenle na resldualną część potencjału chemicznego otrzymuje 

slę łatwo / 48/: 

(4 . 2.7) 

F - energie swobodne układu, N•,Nb~ ~ 

Wtedy 

-~~r Z(N +l,N .T,V ) 
• • b 

e -VZ(N ,N ,T,V) 
• b 

(4 . 2 . 8) 

Z - całka konfiguracyjna 

(4 .2. 9) 

UM - energia oddziaływania między molekułami b-b 

U - energia oddziaływania molekuły a (dodanej do rozpuszc zalnika) 
ex 

z molekułami b 

PodstawiaJI!le (4. 2.7) do (4. 2 . 6) otrzymuje się równanie Widoma na 

residualey potencjał chemiczny / 48/ : 

Śred.nla jest wzięta po czystym rozpuszczalniku, 

(4.2 . 10) 

a U jest 
ex 

energi" oddziaływania jednej cz~tki rozpuszczonej , dodanej 

przypadkowo . 

Przyrost A#Jr residualnego potencjału chemicznego substancji 
• 

r ozpuszczonej, wyznacza się tutaj poprzez stosowanie równania 

(4.2. 10) i obllczenle zmian spowodowanych wkładaniem do tego samego 

r ozpuszczalnika molekuły o rófnych parametrach. Dla dwóch rófnych 
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stanów I l I I odpowlada.Ja.cych molekułom o róteycb parametrach w tym 

samym rozpuszczalniku, zachodzi : 

gdzie b.SJr • IJr ( II) _ j.J.ar( l) 

• • 

Wykorzystuj~ równanie Widoma (4.2. 10) otrzymuje się: 

-~AU 
• < e « ) 

M+l, I 

(4. 2. 11) 

(4 . 2. 12) 

(4. 2. 13) 

I II gdzie U«, U« s~ energiami oddziaływań w I i II przypadku molekuł 

JJ I a-b, natomiast AU • U - U jest ró~ic~ energii a- b dwu przypadków I « « « 

i II . Średniowanie Jest po układzie N+1 cząstek w I stanie . 

W naszych obliczeniach molekuły a w stanach I i II ró~n1ły się 

od siebie oraz od molekuł b rozmiarami . W punktcle startowym, 

molekuła a była taka sama, jak molekuły b, a w kolejnych krokach 

puchła w s tosunku do molekuł b . r 
Skończone zmiany AIJ pomiędzy 

• 
ste.na.mi I i II zwl~ane są z W - części~ wl rlał u, poprzez 

ab 

pochodne po v . 
a b 

Ogólnie 

L 
du 

lj 
W•- r -

lJ dr 
l < j l J 

w. w +w 
ab bb 

W , W -części wlrlału związane z oddziaływaniami a- b, b- b. 
ab bb 

Wtedy 

(4. 2. 14) 

(4 . 2. 15) 
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cr
1 

-
8
- (fł/lJ.{) = 

ab a crl • 
a b 

• 

l 
-fł(W (er )) 

ab ab 

Wówczas zalana energll ~U jest dana wzorea: 

(4 . 2 . 16 ) 

(4. 2.17) 

• 
Jeśll wykona.y syaulacje w zespole stałego clśnlenla, to mamy ~V : 

• 6V = 

-fłAU -(ł~U 

(V e ~ - (V) (e ~ 
I I I 

-fł~U 

(e ~~ 
(4 . 2 . 18 ) 

Wówczas przejściu od stanu I do II towarzyszy zalana entalpll 

układu : 

• • • AH • 6U + p6V (4.2 . 19) 

p- c lśnlenle układu (paconst . w obllczenlach) 

Z obllczenlea całkowitej energll oddziaływaola U« pomledzy 

molekułą a oraz 110lekułaal roztworu b, zwl~ana Jest poprawka 

pochodząca od cześcl długozasięgowej w potencjale oddzlałyvanla 

( long-range correct l on •LR•). 

W syaulacjach H: ustala.ay pewien obszar o promleniu R • po 
c ut 

którym suauJeay wszystkie oddzlaływanla alędzy 110lekułaal . Poprawką 

do tych obllczeń Jest wkład do energll , pochodzący od moleku ł 

znajduJe.cyc h s 1 ę na ze'olllątrz obszaru o proa lenlu R 
e ut 

(patrz 

§3 . 1.1). 

U \ + lfR 
« • L u«J « (4.2.20) 

J 
f' <R 
«J c ut 
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\lielkośt ULR zalety od konkretnej postaci długozasięgowej 
(l 

potencjału oddziaływania. Dla potencjału Lennarda-Jonesa 

CD 

U~R • J4wr2dr (-4cv8p) 
re 

R 
c ul 

-- 1e eR-3 -pcv 
3 cut. 

gdzie c, v - parametry potencjału Lennarda-Jonesa, 

p - gęstość układu 

(4 . 2 . 21) 

4 . 3 . Dyakuaja wyników dla wytszej l nltazeJ te.peratury 

Obliczenia realdualnego potencjału che•iczngo w roztworze 

nieskończenie rozcleńczo~ z równania (4. 2 . 13), przeprowadziliśmy 

metod" symulacji ł'C w zespołach kanonicznym (N, V, T) oraz stałego 

ciśnienia (N,p,T) . 

• • Obliczenia te wykonaliśmy dla teaperatur T •1. 2 (T ckT/c , 
b b 

• 3 • • 
gęstości p • Ner IV•0 . 7) oraz T aO. 8 (p -o. 758+0. 832). \1 zespole 

b b 
• 3 

stałego ciśnienia przyjmowaliśmy p =~ /c •1. 
bb bb 

Holekuły oddziaływały potencjał e• 

Przyjmowallśay, te c ac 
ab bb' 

oraz 

Lennarda-Jonesa. 

s aq- l v 
O eb bb 

przedziale (1;1 . 65) . \1 syaulacjach w zespole (N,p,T) Jako zaienną 

l oso~ przyj.owallś~ lnV (1511. §4. 1. tej pracy). nato•iast A VIV 

wyblerallś~ losowo z przedziału [-~.~]. 

Symulacje ł'C stałego ciśnienia dawały lepsz• równowagę 

struktury wokół duteJ .olekuły dla w.ytszych gęstości nit symulacje 

ł'C w zespole kanonicznym, ale za to powodowały wzrost fluktuacji . 

Wszystkie wielkości wyr-Uone były w Jednostkach pudełka, w 

1/3 którym zamlcnlęty był układ L=V . Do symulacji braliśmy 107+1 
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-/3AU 
cz~tek, uwzględnle.Ją.c do 22x108 ruchów łC . \łyznaczyllślllY (e ~. 

(U), (V), W•b' Wbb oraz AV 1 AU a takte część energ11 AU: 

E a ( AU exp[-/3AU T) 
d (( a: (4 . 3. 1 ) 

Minlee w wynikach symulacji łC w zespołach (N, V, T) i (N, p, T) 

-1 
(dla skończonych rozmiarów układów) są rzędu N / 63/. 

(4 . 3 .2 ) 

gdzle (4 . 3 . 3) 

N • N + 1. z - ściśliwość izoter11lczna /2 , 3/. 
b T 

• • Na przykład dla T -o. 8. p =-0. 85 l N•107+1. zakładając 

3 
~C/0' =3. 6 oraz szacując oraz 

Jednoskładnikowego modelu płynu van der Waalsa 

graficznie z 

[8
2
f.'r /8p•i •275). otrzymujelllY poprawki rzędu O. 02 . Oznacza to , że • 

średnie liczone w zespole (N. v. T) były by wyisze o około 2X od 

średnich liczonych w zespole (N,p.T). 

W obl1czen1ach r 

"'· uwzgl ędn1 all śmy 

( 4 . 2 . 21) - tfR dla R =U2. V=L3: « eut 

poprawkę 

tfR = - 128 •c sa N [ O':b)2 
« 3 abO V 

długozasięgową 

(4. 3. 4) 

Dla syaulacjl w zespole (N.V. T) poprawka •UR" jest sta ł a, 

natoa1ast w zespole (N. p. T) zllienla się wraz z fluktuacją objętości 

układu, ale mało. gdyt róin1ca pomiędzy (V-~ 1 (V)-2 jest rzędu 

O. OlX. Poprawka tfR w istotny sposób wpływa na wyniki. ze względu 
(( 

na swoją wielkość. 

• Wynik l obliczeń dla T =1. 2 przedstawillśJAY w tabe 11 I oraz na 

• rysunku (4 . 2), natoralast dla T =0.8 wyn1k1 przedstawlllślllY w tabell 
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I I oraz na rysunkach (4. 3)-(4. S). Oble grupy wyników zostały 

opublikowane w pracach: Fluid Phase Equllibrla !i. 141, (1989) , 

Hol.Phys. 70(6), 985, (1990); / 8,9/. 

• • Dla T •1. 2 (p -o. 7) - tabela I - w plerloiSzeJ kolUIIU\le 1D8JQY 

wartości s
0

, w drugiej zaś przyrosty ~~: realdualnego potencjału 

chemi cznego. Przyrosty te liczone były dla ~ •s (l I)-a ( 1)•"-o. OS o o o 

i odpowiadały nitszej wartości przedzlał u [s
0

, a
0 
+a]. KolUliUla 

trzecia zawiera zakumulowane wartości lJłl{(s )-~J{(s •1)], czwarta • o • o 

kolumna pokazuje zalany objętości układu, a piąta kolumna zawiera 

wartości E (wyniki w kolumnach od 2 do 5 SI\ przedstawione w 
d 

funkcji s
0

) . 

Rysunek (4 . 2) przedstawia zmiany 6{JJ.t spowodowane puchnięciem 
• 

IDOlekuły a (tzn. w funkcji s ), dla t.s ~-o. OS ( trójkl\ty) . Pełny-.1 
o o 

kółkaai oznaczyliś-.y zakuaulowane wartości 

Kwadraty oznaczaJI\ [J3J!r(s ) -~J!r(s =1 )] po uwzględnieniu poprawki 
• o • o Uł 

3 
długozasięgowej "LR". Oprócz tego wylcreśl111ś1QY AV/r.r w funkcji s

0 b b 

( krzytyki X) . 

Błl\d obliczeń był mały np: dla APJ' wynosił tO. Ol l odpowiadał 

rozmiarami wartościom punktów rysunku. 

Dla porównania z innymi wynikaJai, zaznaczyllśiQY dwie wartości 

~J'r (s ) z prac Shing-Gubbins 152-S41 dla s •l. 1447 i s •1. 26 ( +). 
• o o o 

które wynosiły: +0.12 1 +0.38. wartości te niewiele rótn11\ slę od 

naszych wyników. 

Z powy!szego rysunku widać, te ~J'r jest funkcJI\ ros~cą 
• 

posiada,JI\CI\ alnlaua dla 8 •l. 05 o 
(alniaum to 

odpowiada pewneau przegrupowaniu się .alekuł rozpuszczalnika wokół 

większeJ molekuły patrz rozdz.3 teJ pracy) . 

Z kolei uwzględnienie poprawki "LR" (4.3. 4), wpływa zasadniczo 

na przebieg ~J'r, które staje się maleJI\cą funkcJI\ s o wartościach • o 
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Zmiany resldualnego potencjału chemicznego (RVS. 4. 2) 

~~r (pełne kółka) oraz ~~cor(kwadraty) 
• • 

spowodowane puchnięciem molekuły a 

l 
l 

rf • • , 
~f 

l PJJcor 0 ćV l 
l 

l E d o 
l • óV X l 

l 

ć~f A l • / X 
X l 

l , 
fl 

1 X 

"-k A 
1:1 ć , 

o o 

\ 

\ 
D 

\ 

\ 

-2 
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Zmlany restdualnego potencjału chealcznego 

Zmlany poprawki długozasięgoweJ 

IU~R(s0)/cl (krzytykt w kółkach) 

1 5.0 

1 o. o 

(RYS. 4. 3) 

EB 
uLR 

Ol. EB 
+ 

EB 
EB + 

+ 

5.0 
EB + 

ffiEB + + }J-

EBEB + + 
++ 

0.0 
1. o 1 . 1 1. 2 1 . 3 1. 4 1. s 1 . 6 
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Zmiany ca łkowitej energ11 uk ł adu 

U(s )/c (krzytyk1 w kółku) 
o 

3 
Zmiany objętości układu V(s

0
)/cr (krzytyk l ) 

EJ) /A - o' r-: u"\ 
..:t' m m (Y"l - - - -

+ EB 
+e 

-+e 
~ 

e+ 
$ + 

e + 
$ 

$ 

li"' o li"' 
m -4 ..:t' . . . 
li"' LI' L.n 

l l l 

1/n 

51 

(RYS. 4. 4) 

. 
m . o' -m m N 
...- ...- ...-

co -
r--
\.0 -
li"' -
-.3 o . 

V) -
+ m -+ 

$ + -
-. -+ 
o . -o li"' 

li"' "' li"' lf"' 
l l 

http://rcin.org.pl



Resldualny potencjał chemi czny Jlcor(s )/c .. o 

po uwzglf:dnlenlu poprawki długozasięgoweJ 

0 .0 ' '+ 

-1.0 

-2 .0. 

-3.0 
1.0 

' ' ' 

1.1 

' ' ' 

1.2 1. 3 

(RYS. 4. 5) 

' -i-, 
~ \ 

\ 

+-

1.4 1.5 1.6 1.7 
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TABELA l 

.,. 
a b s .. 

o .,. 
b b 

1.0 

l. 05 

1.1 

l. 15 

1. 2 

l. 25 

1.3 

l. 35 

1.4 

l. 1447 
1. 26 

TABELA 2 

6PS!:<so) 

0.0 

-0 . 03 

o. o 
o. 123 

0.252 

0.292 

0.341 

0 . 362 

0 . 614 

f3Slr(s )-/3S!r(s ) 
• o • o 

0 . 0 

-0 .03 

-0 .03 

0.093 

0 . 345 

0.637 

0.978 

1.340 

1. 954 

., 
+0 . 14 
+0. 38 . ) 

deno z •y•ulacj l dla r •- o.a 

• • .,. 
AJ,t 

łl (s )-S! (s •l) 
a b (c5• 0.025) • o • o s ... 

o (T c c 
b b 

1.0 o. 121 o. o 
1.05 o. 108 o. 121 

1.2 0 . 3 0 . 769 

1. 25 0.343 1.369 

1.3 0.384 2.055 

1. 35 0.475 2.823 

1.4 0 . 521 3.773 

l. 45 0.643 4.815 

1.5 0 . 694 6. 101 

l. 55 0.833 7.489 

1.6 1. 02 9. 155 

l. 65 1. OB 11. 195 

53 

0 . 0 

0 . 743 

0.532 

0 . 350 

0 . 849 

0 . 499 

o. o 

-0 . 445 

-0.565 

-0.380 

- 0 . 398 

-0.222 

• • 
łl (s )-J,t (s al) 

• o • o 
c 

po LR corre c llon 

0 . 0 

-o. 163 

-0 . 856 

-0 . 91 

-l. 022 

-1. 181 

-1 . 33 

-l. 587 

-l. 761 

- 2 . 087 

- 2 . 346 

-2. 478 
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ujemnych. Ola małych s , zalany w f3Jl s~ JDałe, gdy! poprawka " LR" 
O cor 

jest tet u.ła, natoalast ze wzrostea s poprawka "LR" znaczn ie 
o 

r 
rośnie, co powoduje dute zalany w f3Jl • 

a 

Z wykresu aoina oszacować, te f3Jlr rośnie z potę~ -9, natomiast 
a 

ze wzoru (4 . 2 . 1) wynika, te "l.R• rośnie z potęgą 6. Zatem motna by 

slę spodziewać, te f3J! przejdzie w końcu przez alniaua dla bardzo 
eor 

dutych s
0

. J ednak dla dutych s
0 

nle aotna właściwie nlc powiedzieć, 

gdyt potencjał Lennarda-Jonesa w postac i skalarneJ u ( r / o- ) jest 

wtedy nlerealistyczny, ponle~ nle uwzględnia rozmiarów molekuły 

a . 

Wzrost 
LR U wraz ze wzrostea s spowodowany jest u o tya, te 

molekuła a zajmuje coraz wlększ~ część objętośc i ograniczonej przez 

R • A zatea coraz anieJ aolelcuł b jest w tej objętości, a więc 
C Ul 

coraz aniejsza j est l\1 dla r <R ( 4. 2 . 20) . Natoalast więcej 
J UJ UJ cUl 

molekuł b Jest na ze~trz obszaru ograniczonego przez R , co 
c ut. 

powoduje wzrost uLR (4. 3 . 4) . 
u 

Ol a dutych układów poprawka "LR'" 110te nie ml eć ta.k istotnego 

znaczenia, jeśli obszar, po którym sumujemy wkłady do energii U we u 

wzorze (4 . 2 . 20 ), jest dostatecznie duty 155,56/ . 

• Wynik l obliczeń d l a T zO. 8 • (p z0. 758-0. 832; • p •1.) 

przedstawiliśmy w tabeli II oraz na rysunkach ( 4.3 )-(4.5 ) . 

Kolumna pierwsza podaje zakres s
0

, druga kolumna zawiera 

przyrosty AJ!!c poaiędzy As
0
a6-0.025, odpowladaJ~e nitszeau końcowi 

przedzlał u [s
0

, s
0 
+a]. \1 kolumnie trzeciej uaieśc111śay alcuaulowane 

wartości [J!r (s )-Jlr(s •1)]/c. Uczone dla As •2a•0. 05 oraz poprzez • o • o o 

rozwijanie w szereg Taylora f3J!r(s) wokół s (dlatego obliczaliśmy 
• o o 

I i II pochodne f3Jlr po s ) . Kolumna czwarta zawiera wartośc i • o 

Jlcor/ c , tzn. J!r/ c po uwzględnieniu poprawki "LR" . 
• 

Na rysunku (4 . 3) przedstawiliśmy [Jlr(s )-J!r(s • 1)]/c (krzytyki) • o • o 
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oraz ju~"lc l (krzyiykt w kółku} w funkcJi s
0

• ~W\ek (4. 4) ukazuje 

zalany całkowitej energ11 układu U/c oraz zalany objetośc1 układu 

V/ v3 tet w funkcji s
0

. Natoalast rysunek (4. 5) przedstawia ~cor/c w 

funkcji s
0

• 

Z rysunku (4. 3) wlda.ć. te ~r /r; jest tunlccj~ ros~~ (wraz z 
• 

s
0

), oraz, te l~"lcl jest tet funkcJ~ ros~' z s
0

. 

Z porównania wykresów (4.3) 1 (4.5) na ~r/r; l ~cor/c wynika, te 
• 

r 
uwzgl.,dnienie poprawki "LR" zmienia zasadniczo wartości ~ Ie oraz • 
przebieg ~r (s )/c: f.'cor Ie staje się funkcj' maleJe.c~ o wartościach 

• o 

ujemnych 1 Jak widać z rysunku (4. 5) ma tendencję do osiągnięcia 

m1n1mum dla pewnego s
0

• Zależność ta zgadza się dość dobrze z 

r teorl' płynów 152-561 . przeciwnie nit •gołew f.' / c, które odbiegało 
• 

zasadniczo od tej teor11. 

W pracach Cubbinsa 152-541, otrzyu.no f.'r / c w tunlccjl s . Przy 
• o 

obllczanlu całkowitej energii układu ograniczono s1e Jednak tylko 

do sumowania po obszarze R • nie uwzględnia.Je.c członu zw1,za.nego 
c ut 

z oddziaływaniem długozasięgowym lfił (4. 2. 20). To spowodowało, te 

uzyskane wynlk1 na ~r/c nie zgadzały się z teor1' płynów. Poprawka 
• 

"LR" choć stała (dla danego s
0

) jest jednak nUJDerycznie duta i nie 

mote być pominięta (szczególnie dla niezbyt dutych układów N•lOO). 

• • Z przedstawionych obl1czel'l dla T •1. 2 1 T -o. 8 wynika główny 

wniosek, te uwzględnienie poprawki zwl~aneJ z przyc1ągaje.cya 

oddzl ał)'\18J\lea 
-e 

r l stotnie wpływa na otrzywmne wartości 

realdualnego potencjału chealcznego f.'r Ie . Poprawkl do ~r I e ros~ 
• • 

wraz ze wzrostea rozatarów aolekuly a w rozpuszczalniku. 

Obliczenia nasze wykonallśay poalJe.Je.c rozalary przestrzenne 

molekuły a . Lepsze wyniki motna by otrzymać, gdyby przy obliczaniu 

poprawki uwzględnić wpływ rozalarów molekuł na obszary 

całkowania we wzorze (4 . 2.21). 
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rozaiary CZĄStki centralneJ 

W tya paragraf'le wyprowadzi.y analityczne wyra.tenla na poprawki 

lf-R, zwl-.zane z oddziaływaniem długozaslęgowya. Do wzorów tych, w 

istotny sposób wchodzić bedą rozmiary .olekuły a . 

Całkowlt' energie układu zło~onego z molekuł b oraz z molekuły 

a mo~na zapisać wzorem: 

u 

gdzle 

r <R 
la eut. 

=U
8
+Ub 

lot. 

00 

+ J4wr2
d.r p (r )u (r) 

b ab 

R 
e at. 

(4. 4. 1) 

(4. 4.2) 

jest całkowl t, energl' oddzlaływanla .olekuly a z aolekuł8Jill b . 

R jest proaienlea kuli, wewnątrz któreJ wszystkie oddziaływania 
c ut 

a-b przedstawione s, w postaci su.y, a na ze~trz któreJ 

oddziaływania a-b przyblltone s~ przez całke; pb(r) jest gęstości~ 

płynu molekul b, u (r) jest energl~ oddziaływania pary a-b. 
a b 

(4. 4. 3) 

(r <R ) 
l J c:ul 

Ub Jest całkowlt' energl~ oddziaływania aolekuł b z wszystklal 

lnnyJal aolekułaal , Ubb - energia oddzlaływanla pary b-b. 

tfR jest całkowlt' energl~ oddzlaływanla aolekul b z lnny~~l 
t. ot. 

aolekułaal poaledzy któryal odległość jest większa nlt R 
c: ut. 

~:, • :~ Jdr. u'-"<cl 
v-v 

CT 
a b 

(4 . 4 . 4) 

gdzie V objętość układu, V objętość zajęta przez molekułę a, 
CT 

a b 
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LfR<c> energia oddziaływania molekuły b z innymi molekułami . 

Postać członu tfR zalety od tego czy molekula a jest veWTU\trz 

kul1 o proaieni u R , centrowanej na aolekule b, czy przecina tę 
e ut 

kulę, czy t.et jest na zewnątrz tej kuli . Ha.llay zatea trzy przypadki : 

A: dla v <r < R -(f' 
ab ab eut ab 

) • 

( 
\ • 

(RYS. 4 . 6) 

(4.4 . 5) 

co 

tfR • J4Jtr2dr p (r)u (r) 
A b bb 

R 
e ut 

Człon ten jest taki sam Jak poprzedni wzór (4 .2. 21). W drugim 1 

trzecim przypadku, w całkowaniu na zewnątrz kuli o promleniu R 
e ut 

musliQY uwzgl~dnić, te część obszaru o gęstości płynu pb(r) zajęte 

Jest przez molekułę a . Husi~QY więc odJ~ od wyratenla tfR (4 . 4 . 5} 
A 

wkład pochodz~y od tego obszaru, gdyby nie było w nia molekuły a . 

B: dla R - v < r < R + v 
e ut ab ab eut ab 

tf-R 
B 

• lf-A -
A IB (4. 4 . 6) 

gdzie I 
B . Jd~. p b <!:b l )ubb (~ l } (4. 4. 7) 

V 
X 

V - objętość na zewnątrz kuli o promleniu R ,zajęta przez część 
x cut 

molekuły a 
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• 

~-b • b 
/ 

/ 

( 

\ 
•b 

b 

·' • b " 

) 
b b • 

.. b 

C: dla R +er <r 
cut ab ab 

gdzie Ie • Jc~c.. p.cc..lu••'t,•l 
V 
• 

• b 

Przypadek C jest graniczny~~ dla B. gdy V -+V • 
X A 

Przy J•u.J~, te 

e 
4cbbcrbbp 

h::, b i B 

58 

(RYS.4.7) 

(4.4. 8) 

(4.4 .9) 

(RYS. 4.8) 

(4. 4. 10) 
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N - 1 
b 

Jonesa, p- - v-· PrzyjauJe-.y dalej . :!e CTZCrbb' c•.c , 
b b 

Dla 

a -

8 
16upo-

3R3 
c ut 

/ patrz wzór (4 .2.21)/, obliczmy całkę 1
8 

(4 . 4 . 7) 

I • - 4ca-
8pJdr 8 -,b 

1 

V 
X 

O" • 
a b X 

•J 2 J 
dx 

• -Sacpa- r dr 
( R2 +r 2 -2Rrx) 

3 

(A -A) 
e ul -1 

gdz1e 

oraz R2 + r2 - R2 
• c ut 

x -= cos8 = --=---2Rr 

59 

( 4. 4 . 11) 

(4 . 4 . 12) 

( 4. 4 . 13) 

(4 . 4 . 14 ) 

(RYS. 4.9) 

http://rcin.org.pl



Wtedy po wycałkowanlu otrzymuJeJIY 

8 
l ". _ 2ft.Cp0" 

8 r 
a b [ 

2 2 v -(R -r ) 
ab cut &b + 

2Rł 
out 

r + 3v 
ab ab 

3 
6( r +v ) 

ab ab 

Obliczmy teraz całkę Ic (4.4.9): 

I c . J~. Pb (~l )ubb (r b l) 

V 
• 

• -4c".-•J~, 1 --
1~.1

8 

V 
• 
(T 

a b 1 

2r -JR ] + ab out. 

6R3 

o ut 

·J 2 J dx • -8wcpv r dr 
2 2 3 (R +r -2Rrx) 

o -1 

gdzle 

Wykonuj~ całkowanie otrzymujemy: 

8 3 16'RCpO" tT 
a b 

Ic • - ---------
J(ra -v2 )3 

ab ab 

(4 . 4 . 15) 

(4. 4 . 16) 

(4 . 4 . 17) 

Ostatecznie dla przypadków A,B,C otrzyaujeay wyratenla: 

dla v <r <R -v 
ab ab cul ab 

tfR 
' --

e 16upo-

3R3 
c ut 

dla R -v <r <R +v 
cut ab ab cul ab 

[ 2 2 + 3v 16wcpo-e 2wcpo-e v -(R -r ) r lfR ab cut. ab + a b a b . - + 
8 3R3 r 2Rł a b 6(r +v ) 

c ut c ut ab ab 

e 3 

lfR,. - 16Jrcpv8 16wcpo- v 
dla R <r + a b 

+v 
out. a b a b c 

3R
3 3(r2 -va )3 
c ut. ab ab 
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(4 . 4. 19) 

2r -JR ] ab cut 
+ 

3 6R3 
out. 

(4.4 . 20) 
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Podstawiaj~c wzory (4. 4.18)-(4.4 . 20) do zaletnośc l (4 . 4 . 4 ) 

otrzyaujeay tf.lt : 
t. ot. 

R -<T R +<T 
c: ut. a b c: ut. a b III 

tfR • hN•[ Jr2
dr 

tfR + Jr2
dr 

lf-R 
+ Jr2

dr ~·] (4. 4. 21 ) 
lot 2V A 8 

<T R -o- R +<T 
a b c: ut a b c: ut a b 

= 
fS 4nN (n -l)c <T 

b b bb bb 

3V v[ i( ;·b J· i( ;·b )2-1:( ;·b )3 
c:ut c:ut. cut. 

3 
<T <T 

ab ab __ ___; __ 
2(R +3o- ) 2(R +2o- ) 2 (R +3o- ) 

c:ut. ab cut ab c:ut ab 

Jest to wyratenle na całkowi tą energię oddziaływanta IDOlekuł 

b-b, poaledzy któryai odległość jest większa nlt R 
c: ut 

Wzory (4 . 4. 18)-(4 . 4.20) przedstawiają poszczególne poprawki do 

energl l oddziaływanta b-b, gdy odległość między molekułami b- b jest 

większa nit R Poprawkl te uwzględniaJ~ obecność "puchnącej" 
c: ut 

molekuły a . 

Patrząc na wzory (4.4. 19) 1 (4.4.20) wldzlmy, te uwzględnienie 

rozmiarów molekuły a zmniejsza tfR. które braliśmy poprzednio w ex 

obliczeniach (4 . 2 . 20), o człony zawierające informację o molekule 

a Wobec tego wyniki dla resldualnego potencjału chemicznego (po 

LR 
uvzględnleniu U ) są co llOdulu zawytone, choć a prlort nle motemy ex 

powiedzieć, Jak bardzo. Na pewno Jednak nle znosz~ one całkowiteJ 

U u dla de.nego r . Dla dostatecznie dutych R oraz r , tfR 
« ab out ab ex 

- 3 s taje się wi elkośc i~ małą rzędu r . 
ab 
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5. ZASTOSOWANIE TEORII B~CJI DO PRZEJSC F AZOWYCH 

Rozdział ten poświęcony jest przejściom fazowym od fazy 

nieuporządkowaneJ do fazy uporządkowanej /2, 3, 74/. Do opisu tych 

faz wprowadza się parametr uporządkowania lub w ogólności zbiór 

{5
1

} (S.{Si}) parametrów uporządkowania 176,89,92/. 

Parametr uporzadkowania jest to wielkość definiowana dla 

i lościowego określenia stopnia uporze.dkowania w daneJ fazie . 

Defini cję w dodatku dobiera się tak, by fazie nieuporządkowanej 

odpowiadało s-o, a idealnemu uporząlcowan1u s-1. 

Na przykład w stopie CuZn o strukturze sieci przestrzennie 

c entrowanej (bcc) (rys. 5.1), w stanie uporządowanla, węzły Jednej 

podsiec i (A) sa całkowicle obsadzone przez atomy Cu, a drugiej 

podsieci (B), przez atomy Zn. 

/ 
/ 

• l 

,.@- --

o ato~ Cn, podsieci A 

atomy Zn, podsieci B 

(RYS. S. 1) 

W miarę wzrostu temperatury układu idealny porządek zostaje 

zakłócony 1 pewna llość węzłów podsieci B zostaje obsadzona atomami 
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Cu 1 odwrotnie . Jetell spośród wszystkich N węzłów podsieci A, N+ 
A A 

+ 
węzłów jest obsadzonych przez atomy Cu, to Q •N /N stanowi już 

Cu A A 

dobr~ definicję parametru uporz~owanla. Podobn1e dla podsieci B l 

+ + 
atomów Zn; ~ • Na/Na' gdzie N

8 
oznacza liczbę węzłów podsiec l B 

obsadzonych przez atomy Zn. W fazle nleuporz~owanej oble podsieci 

A 1 B s~ obsadzone z jednakowym prawdopodobieństwem przez atomy 

bądt Cu bądt Zn: Q •O •1/2. Na ogół tąda s1ę aby s-o w fazie 
Cu -zn 

n1euporz~dkowanej 1 w tym celu wystarczy 11n1owa transformacja 

wielkości Qcu i ~· 

Z reguły parametr uporządkowania S defln1uje się jako średnią z 

pewnej funkcji o odpowiednio dobranej syc~etril /89/. Przykładem 

~te być clecz izotropowa złotona z podłutnych cz~teczek, która w 

nitszych temperaturach porządkuje się tak, te średnio c~teczk1 

obieraj~ wspólny kierunek. Parametr uporządkowania S określamy Jako 

(5. 0 . 1) 

o 2 gdzie f(O) funkcja rozkładu kątów, P
2

(cos9)•(112)(3cos 9-1) . 

W postaci ogólniejszej 

s= Jd<tlp(tlS<tl (5.0.2) 

gdzle d(l) 
\ 

oznacza wszystkie ZJD1enne ok.reślaj~e stan jednej 

cz~tkl, p( l) jest Jednoc~teczkową funkcj~ rozkładu (gęstość 
.. 

prawdopodobieństwa), a S( 1) jest funlccj~ o odpowiednio dobranej 

symetrii, o której była aowa powytej . 

Stan równowagowy układu określa jego energia swobodna F(T, V, N). 

Teoria funkcjonałów gęstości /88,91/ wprowadza wielkość uogólnioną: 

funkcjonał energii swobodnej określony dla zadanej 

jednocz~ teczkowej funkcji rozkładu o( (p (l) J. T, V) w da.nym układzie 

(tj. w układzie z zada.nym hamlltonianem) . Warunek konieczny 
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równowagi układu /88/ wyr.Ua się vzorea: 

a ts 
--- Jl + V'"xt(l)- o (5. 0 . 3) 
apCtl 

T,V, J! - zadane 

gdzie J!-potencjał cheaiczny /2, 3/, T-teaperatura układu, V-objętość 

układu, ats/ap(t) oznacza pocho<:J.ną funkcjonalne. 13,87. 88/ 

funkcjonału energii swobodneJ po jednocz~teczkowej gęstości układu 

/3 ,87,88/ , a jest jednocz~teczkowya potencjałem 

zewnętrzny'ID . 

Równanie (5. O. 3) określa w ogólności równowago"" funkcję 

rozkładu p(1)• p
0
(t) 1 daleJ energię swo~ f-tJ(p

0
(t)) . Jeśll 

stosuje się ogólna reguła (5. O. 2) dla pe.r-a.etru (pe.ra.etrów) 

uporządkowania, to warunek (5. O. 3) Je równiet określa. 

Z warunlru (5 . O. 3) otr:zyaa.ay więc układ równań 

(5 . 0. 4) 

na parametry uporz~dkowania S. Dla układu prawdziwie makroskopowego 

rótne wybory zmiennych niezaletnych s~ równowa.tne, a wlęc równie 

dobre . 

(5. 0.4a) 

r ozwa.ta,y pzype.dek poJedynczego pa.ra.etru uporządkowania S. 

Jeśli zachodzi przejście fazowe od s-o dla T>T do s-o dla 
pr 

T<T , to rozwi~ania równania (5. O. 4) zachowuj~ się następująco. 
pr 

Dla pewnej wartości teaperatury T (nazywaneJ daleJ paramertrem 

• 
blfurkacyjny.), T• T , od rozwiązania s-o odgałęzia się rozwi~anle 

S1tO, odpowiadające poJawleniu się fazy uporz~owanej . Punkt, w 

którym następuje odgałęzienie slę rozwi~ania s-o, nazywamy punktem 
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bifurkacji /68,69,92/. Fizycznie punkt bifurkacji jest punktem, w 

którym faza nieuporządlcowana przestaje być stabilna względem 

zaburzeń o syaetrll właściwej dla fazy uporz•dkowanej. 

-1 • -1 
Stabilne rozwi~anie S=O dla T <(T ) staje się niestabilnym 

-1 • -1 
dla T ~(T ) . Wtedy S=O odpowiada 1118Jtsiawa energ11 swobodnej, 

bądt punktowi siodłowemu /65-68,89,92/. 

Najczęściej spotykamy się z trzema przypadkami, przedstawionymi 

na rysunku (5. 2) . 

(&.) (b) 

s s 
s-o s-o 

o --------~----------~ 

(c) 

s 

(RYS. 5.2) 

o 

Dla przypadku (a) mamy: 

- 1 • -1 
Dla T <(T ) rozwl~anie S=O dla fazy nieuporz•dkowanej jest 

stabi lne, natomiast w punktcle nowe 

rozwiązanie s-o. 

Dl a T- 1~(!• )-1 
ID&JilY dwa rozwl~ania: S=O oraz s-o, ale tylko 
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rozwl~zanlo s-o jest stabilne. 

Punkt blfurlta.c:Jl jest punktem utraty stabllnoac l 1 jest punktem 

przejact a od fazy nleupo~owanej do fazy uporz~owanej . Jest to 

przejście II rodzaJu 165-69,89,92/. 

-s • 
W przypadku (b) l (c) dla pewnych wartości T <(T ) lstnleją 

równocześnie dwa rozwiązania s-o i s-o l oba s~ stabilne, a Jedno z 

nich odpowiada n\tszej wartości energll swobodneJ układu F( S). 

Przejście fazowe dla tych przypadków zachodzi wcześnieJ (dokładnie, 

tam gdzle aaay równość energii swobodnyc h obu faz / 3/- linia 

przerywana) n1t utrata stabilności fazy nleuporz~owaneJ . Jest to 

przejście fazowe I rodzaju. 

Punkt blfurkacJl wyznaczuay z zerowania jakoblanu /65-69/ 

uleładu równan (S. o. ł ) 

"" o 
8Slc i•l,. 

(5. 0 . 5) 

~ - parametr 

bifurkacyjny. 

• 
Zachowanie s lę rozwl~ań 5-o w okolicy punlctu bifurkacJi ~-~ 

motna zbadać parametryzuJ~ S oraz ~ parametrem rzeczywistym t . 

(w punktcle bifurkacJi t-o). 

S(t) • S't +! s•t2 + . .• 
2 

~ (t) • ~· +~·t + 
1 ~·t + 
2 

(5. 0 . 6) 

Współczynnllcl rozwlnlęcla do n-tego rzędu 110tna obllczyć z równań 

• o (S . O.Ba) 
d t 

• 
Jeśll w pewnya otoczeniu pW'lktu blfurlca.cJl jest ~(t)<~ to 

66 
http://rcin.org.pl



110te~ oczekiwać przejścia I rodzaju rys. [5. 1: (b), (c)), natomiast 

• gdy będzie >.(t)>>. to DOtemy oczekiwać przejścia fazowego I I 

rodzaJu rys . [5 . 1: (a)} / 65-69 , 92/. 

Dodaj.y, te w ogólnya przypadku 110te.ay aleć do czynlenia z 

dwoma zmiennymi niezaletnyai T,p (albo T,p) zamiast jednej zmiennej 

nlezaletneJ T. Wtedy linie na rys. 5. 2 st~ się powierzchniami w 

przestrzeni S,T,p. 

Dodajm.y t&lde, te z 110mentea rozwiązania równania (5 . O. 3) l 

wyznaczenia Jednoznacznego funkcji p( 1) jeste_.JIIY Jui w obrębie 

teorii pola _.redniego, która prowadzi do dobrych wyników poza 

punkt8Jii krytycznymi : W punktach krytyczcych 1 w bezpośrednim jego 

sąsiedztwie, gdy długość korelacJI rośnie nieogranlczenie, 

fluktuacje p(l) nie 110&1' b~ zaniedbane . 

.. .. 
5. 1. ORI DłTACY JHE PRZEJściE F AZOVE TYPU lłERRI t«:BBNE 

LI NI OV'fCH c:zĄSTECZfX NA DVU\IYMI AROVEJ SIECI TRćJXĄTHEJ 

Z dośwladczenlń wladoDO nO, 71/, te CZMteczkl adsorbowane na 

powierzchni c lala stałego bywaJ~ czasem ulotone na plaskleJ slec l , 

któreJ strukturę wyausza sleć ciała stałego. 

Roz\łlU.y liniowe c~teczki, które oddziałuJ' wzaJwanle ze sobl\ 

oraz z clałea stałya i s~ rozłotone na dwuwyalarowej slecl 

trój~tneJ , współaierneJ z sleclą ciała stałego. Haay tu na ~11 

tak 1 e ule ł a.dy, Jak H 1 N , zaadsorbowane na gran c 1 e no. 71 , 161. 
2 2 

Dopuszcz~ orientacyjne i translacyjne stopnie swobody. Dla 

takich czMteczek pokazano doświadczalnie 1 teoretycznie, te 

istnieje orientacyjne przejście fazowe n2- 74/ od fazy 

nleuporz~dkowa.nej do fazy uporządkowanej. 5Y'IIulacje komputerowe 

n4-76/ dały temperaturę tego przejścia dla cząsteczek H
2 

1 N
2

, 
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zgo~ z do~wladczenlem 170,71/ oraz określiły jego rodzaJ . 
.. . 

~unek (5. 3) pokazuje przykłady struktury herrlngbone Słowo 

• • 
to oznacza szkielet śledzia a Jego polski odpowiednik nle jest al 

znany. 

Zaadsorbowane CZl\Steczkl liniowe rozłotone s' na slecl 

trójk,tnej, nad h.exa.gonalną strukt~ s leci powlerzchnl graf l tu. 

Stała slecl trójk,tnej r 
0 

jest . ..r.i razy wi~ksza. od stałeJ s leci 

grafitu a . 

(RYS. 5. 3) 

Ola układu liniowych cząsteczek adsorbowanych na powierzchni 

c lała. stałego znaJdziemy temperatur~. w której zachodzi 
Ił " orientacyjne przejście fazowe od orientacji typu herrlngbone do 

orlentac jl przypadkowej. 
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Przyjmie~ pewi en rodzaJ oddzlałyvań w t.ya układzie, oraz 

nar~uc lll)f rótnego r odzaJu więzy na translacyjne 1 rotacyjne stopnie 

swobody, celem uzyskania przybl1teń, które UJDOtllwi~ konkret ne 

rac hunki l rozwi~ania. 

W obliczeniach stosujeay teorię pola średniego (dlatego nie 

wyznaczamy nowych wykładników krytycznych) oraz analizę 

b1furkacyJIU\ n7/. utywamy klasycznej fizyki statystycznej, gdyf 

temperatury przejść będ~ na tyle wysokie (np. dla N -30K), te efekty 
2 

kwant.owe s~ do pominięcia. 

S. 2 . RÓVHAHIA NA PAJWCETRY UPORZ.ĄilmVAHIA Ula..ADU 

V PRZYBLIZDftU POLA SREIIaEGO 

Rozpatruje~ zbiór 11niowych cząsteczek zaadsorbowanych przez 

ciało stałe, ułot.onych na płaskleJ trójqtnej sieci . Energi~ 

oddziaływania pary cz~teczek l,J jest U(i,J), a v-•t(z ) jest 

potencjałem pochodz~cym od ciała stałego, w polu którego znajdują 

się CZ(\Steczki (zakładaJIIY, te potencjał ten nie zalety od ~zła 

sieci, ani od orientacji cz~teczki. oraz. te cząsteczki mogą się 

poruszać w klerunku ortogonalnyJD do powierzchni clała stałego) : z 

jest od ległości~ .olekuły od powierzchni clala stałego . 

Konstruujeay funkcjonał energii swbodneJ F(p) /3 , 87/: 

F • F + F 
lei u: 

(5 . 2 . 1) 

gdzle F - część 
lei 

idealna energll swobodneJ (pochodząca od 

nieodzlałujących pomiędzy sobą molekuł) 

(5 . 2. 2) 

oraz F - część nadmiarowa energll swobodnej (pochdz~ca od 
ex 
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odz1aływań między molekułami}, zgodnie z często stosowanym 

przyblltenlem / 87,88,91/ 

r - !Jd(1) JdC2) U(1,2)p(t)pC2> 
• • 2 

(5 . 2 . 3) 

\illelkość p( 1) Jest Jednocząsteczkową fWllccJ~ rozkładu 

p ( 1 } • p ( !:.1 l Q 1 ) (5.2.4) 

gdzie n • (e,;) k~towe zmienne cząsteczki /2,3/ . 

(5.2. 4a} 

Zmienne Q oraz z s~ zmlennyal cl~łyal . 

dyskretny wyznacza węzły trójkątnej sieci, w których lei:ą 

cząsteczki . 

Przy wykorzystaniu pola średniego n7/, równowa,ao~ funkcję 

rozkładu dla uleładu cząsteczek otrzymuay alnlmallzuj~c /zobacz 

(5. O. 4 )/ wzgl~dea p (l) funkcjonał energ11 swobodnej / 88/ F[ p) z 

równań (5 . 2. 1-5. 2 . 3) 

p(l!~, z, D) • Ce -llv""'<•l exp[ -11 Jdll' Jdz' L p(8~, z', D)U( l, J l] 

Jlłl 

(5 . 2 . 5) 

\lykorzystallśJD,Y załotenle, te yext.(1 )•v-xt.(z). C Jest stałą 

normalizacyjną dla p: 

- t I I o C • dz dQp(~.z , O} (5. 2 . 6) 

o 
RozwijaJ~ fWllccJ~ p(B;, z, Q) na banionoki sferyczne YLM(Q ) nB/ 

otrzymaJa.y 

p(R0,z,Q) • ~S (R0 ,z)Y ( Q) .., L Uf l LII 
(5. 2 . 7) 

LM 
dla IHI <L 

Współczynniku! tego rozwinięcia s~ S · {R0 ,z)as0 ,(z), l tra.ktuJeii\Y ue .., ue 

Je Jako paraJDetry uporz~dkowanla (patrz wstęp do tego rozdziału). 
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• 
H1anow1c1e, ca ł kuJ~ oble strony wzoru (5. 2 . 7) z YLM(O) 

I o • I o I. d.Op{fi , z, D) Y , , (Q) • S (R" , z ) dO Y , , ( O) Y {O) 
l LM Ul""'1 LM Ul 

LM 

(5. 2 . 8) 

1 wykorzystuJ~ warWlek ortogonal ność na/ funlccj 1 Y L M ( Cl) 

(5.4.9) 

a ,a .-de lty Kroneckera 
LL NK 

otrzymamy 

I o • o 
dn p(s;,z,O)YL ' M' (0) = SL'M' (fi 

1
,z) (5.4.10) 

lub 
o 

SL, ... <a •• z) = (YL'K' ( D)) (5.2 . 11) 

Parametry uporz~owanla s0
> (z) są to śred.nle z odpowled.nlcb 

Ul 

harJDOn l k sferycznych Y . 
LM 

Podstawlając (5.2 . 7) do (5. 2 . 5) oraz całkuJąc oble strony wzoru 

• (5 . 2 . 5) z czynnlklem Y, ,(D) 
L M 

JdllL Suo(B~, z)Yu(nl( •' (ll) ~ 
LK 

(5. 2 . 12) 

ce -IlV .. ' c•• Jdll V:, •' (ll)exp [-11 Jdll' Jc~z· L L s"' es;. z' lV.,11 (1l' lU( •, J l l 
J•l LM 

otrzymujeJIY układ nlellnlowych równań na pe.ra.etry porządlcu SUł : 

(5. 2 . 13) 

Ce -11v•-' 1'
1 Jdll Y:, • ' (Q)exp [-11 L L Jdz' Suo(B;. z ' l Jdll' Yuo(ll' )U( c, J l l 

LK J•l 
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5. 3. PUNXTY BIFtJRUC.JI JAm ZACADNI ENl E Vł..ASNE 

Układ równaJ\ n1el1n1ovych (5. 2. 13 ) określa pe.ruetry por~'d.ku 

Suc. Stosujeay do niego teorię bifurkacJi /69,77/, poszukuJ~ 

punktu, w którya od rozwl~la zerowego Su.-o (pe.tn wstęp do tego 

rozdziału), odpowiada.J~ego fazie nieuporz~owaneJ, odgałęzia się 

rozwl~anie niezerowe sut-o. Pojawlenie alę tego rozwil\Zanla 

sygnalizować będzie pojawlenie się fazy uporz~kowaneJ. Punkt 

blfurkacjl aote być utotsamlany z punkte• przejścia, jetel1 

przejście do fazy uponądkowaneJ nle Jest l rodzaju. 

Zachowanie atę rozwll\Z&flla niezerowego SUA-<J w poblltu punktu 

b1furkacJ1 be.d.aay 11nearyzuJ~ równanie (5. 2. 13) wokół tego punktu. 

Otnyaujeay wtedy llnlowy układ równatl na. pe.ra~~etry uporz~owanla 

s /77/. 
ue 

gdzie (L' H' l ( ... q !.H) o Jdllfdll' V:, •' (O)YLII(D' )( · .. l 

(5. 3 . 1) 

(6. 3 . 2) 

Korzystaj~ z transtacyjnej nleZIIlermlczośc1 slec1 tworzym.y 

s~ Fourlera /77,78/ 

(5. 3 . 3) 

Wektory t nale:tl\ do pierwszej strefy Brllloulna s1ec1 . 

Dokonujl\C transfor.aty Fourlera obu stron równania (5 . 3 . 1) 

otrzymuJellY llnlowy układ równań całkowych na parametry 

uporz,dkowanla Suc w przestrzeni ~: 
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(5. 3. 4) 

S (~.z)..Ce-IW .. t.cz>[a c5 -f)Jdz·\ C .• (~.z.z')S, ,(t,z') 
LM l o lłO L Lłl, L .. L K 

L'll' 

C , ,(t, z , z') • \ elk(B~-~)(LMIU{l.J) IL'H') 
Uf,L M L (5 . 3.5) 

J 

Jest to układ llnlowy, ale jeszcze nie skończony. Jeśli 

ograniczymy sl~ do motna. układ ten rozwil\Z&Ć. 

Do rozwl~anla tego układu wybraliśmy !Dało z~ lecz bardzo 

skuteczną metod~. zaczerpniętą z monografll/81,82/. 

Niech całkowanie będzie wykonane numerycznie przy pomocy 

procedury Causaa. Wówczas 

b 

Jdz f(z) 

a 

• p 

=\W (a,b,N )f(z ) L &l p &l 

P=l 

z -zadane punkty w procedurze całkuJ~ej 
&l 

W -wagi w procedurze całkującej, aszsb. 
&l 

(5. 3.6) 

Podstawlaj~ wzór (5. 3. 6) do katdego z równań układu (5 . 3. 4) 

otrzymujemy przy ustalony. wektorze &. zadanych a 1 b oraz Np 

L N 
••• p 

(-~)- 1SLM&I. ~ ~ GCLHvll'H'&I')SL'M'&I' 
L'at'&l'•l 

(5 . 3.7) 

gdzie 
S • S (z ) 

UQI LII &l 
(5.3. 8) 

oraz yext. 
"'u., IL' H' p') • e -fł <z>c- (z z )W 
\.7\ UI.L'II' &l' &l' &1 1 (5 . 3 .9) 

Sumowanie po l', H' ausl być ograniczone do l, l' sl.x. 

Równanie (5. 3 .7) motna interpretować jako zagadnienie własne: 

GA•AS. Znajduj~c ~ (przy zadanych parametrach problemu) otrzymamy 

temperaturę w punktcle bifurkacJi. 
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5 . 4 . I«>DD.. LIKI OVYCB ~ADRUPOLI NA nó.ncĄTNEJ SIECI 

ZAADSORBOVAHYCH NA GRAFICIE 

Przejście fazowe •herrlngbone• badaay dla układu aodelowanego 

przez liniowe kwadrupole Willeszczane na dwuwy~~iarowej trójkątnej 

slecl w polu grafitu. Przyjęcie taklego aodelu zasugerowała praca 

O' Shea 1 Kleina nS/, w któreJ z SyJlulacJi I'C otrzymano , te 

oddziaływanie kwadrupolowe jest głównie odpowiedzialne za powstanie 

struktury "herrlngbone". 

Energia oddziaływania pary kwadrupoli wyrua slę wzorem 

Q-moment kwadrupolowy, r -wersor: 
12 

~2 
r •-- ' 

12 l~al 

(5 . 4. 1) 

wektor: t12•lr1 -~l . łączy środki 1-szeJ oraz 2-glej eolekuły . 

TN(Q)-funkcje symetryczne przystosowane-syametry adapted 

func t lons, n7. 83/ będące llnlowyal kollbinacjul harmonik 

sferycznych Y(Q) 1 tworzącymi zbiór orlonormalny na1 

T (Q) • !.(yl (D)-Y- l(Q)] 
l 2 2 2 

Tł (Q) • !.(y2(Q)+Y-a(Q}] 
2 2 2 

(5.4.2) 

T (Q) 
2 

• :!.(vt <n>•v-tca>] a 2 2 
(5. 4. 3) 

T (Q) 
6 

• ~-[y2(Q)-Y-2(Q)] 
2 2 2 

Macierz c* o wyaiarach 5x5 jest symetryczna c2'"-C*> l zalety 

w równaniu (S . 3 . 4) 

rozpatrywać będzleJIY dwa przypadki. W pierwszym zalcłada.JII.y, te 
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yext(z) ma silne aini11um, w którym tkwi~ centra kwadrupoli . W 

drugi a przypadku przyJaujeJQY na yext(z) IDOdel potencjału grafl tu 

zaproponowany przez W. A.Steele 17,76,84/. 

Podstaviaj~ równanie (5. 4 . 1) do wzoru (5 . 3 . 5) otrz~ 

CUK,t' M'(t,z, z') • (5 . 4 . 4 ) 

Wykorzystuj~ wzory (5. 3. 5) oraz korzystaj~c z tego, te YLM 

tworzy zbiór ortanormalnych funkcji 178/ otrzymujemy, te we wzorze 

(5 . 3 . 4) lstnleJ~ tylko wyrazy z L :o:L•l'•2 oraz, te H,H'=-t2,:tl ,O. 
~ 

Równanie (5.3.7) redukuje się vtedy do postaci : 

(5 . 4 . 5) 

gdzle z równania (5.3.3) aamy 

l(( l ) -#)v-xt (z ) l( ( u 2Hv 2H' 11' • e 11 1." , z , z , )W , 
2M, 2M 11 11 " 

(5 . 4 . 6) 

Haclerz e Ąw• obliczana jest ze wzoru (5.4. 4) . 
2M, .... 

Układ równa/l (5. 4. 5). był rozwl~ywany procedur~ EISPACIC dla 

N •8 i N •12 (N -oznacza liczbę punktów Caussowsklch w procedurze 
p p p 

całkowania). 

Macierz ~ była odpowiednio 40X40 1 SOXSO. Jej eleaenty 

otrzyaano swauJ~c po wszystkich "'=z łach s leci we wzorze (5. 4. 4), 

dla każdego wektora t . Wektory k przebiegały cał~ komórkę 

Brillouina (około 30), a w okollcach ekstre•ua wartości własnych 

problemu, zwiększano 1ch liczbę. 

Wszystkie otrzymane wartości własne były rzeczywiste, a 
_, 

obliczono je z dokładności~ 10 . 
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Ola katdego zbioru parametrów wejściowych znaleziona była 

wartość ;\ (;\ <O). która wyznaczała wartość bezwymiarowego 
atn •łn 

2 8 
par8.111etru I3Q /Sr wzorea o 

(5. 4 . 7) 

otrzymanym po podstawleniu do sleble równań (5.4.4)-(5. 4 . 6), 

r 
0 
-sta1a slecl trójkątnej, Q-110ment Jcwadrupolowy. 

Stała nor•a.llzacyjna C obliczana byJa numerycznie ze wzoru 

(5. 2 . 6) 1 przyjmowała rótne wartości w zaletności od przyjętych 

wartości na parametry wejściowe. Wartości stałeJ C będą podane w 

kolejnych podpunktach tego paragrafu. 

Oprócz parametru 

bezwymiarowe pa.raaetry 

bezvya1arowego 13Q
2 /Sr~ -..y 

problemu: p - 1-(kT/c )(d/0" )
8 

ICC: XC 

potencjał e• zewnętrzny11 f3v"xt. oraz a / d, 
• 

zwi~ 

dwa inne 

zwt~ane z 

ze staływal 

materlałowyal ciała stałego. W obllczenlach paraaetry te były 

wielkościami startowymi. Zadając 
-t 

p 

otrzymywallśaay z równania (5. 4. 5) ;\ , które z kole l wyznaczało 
•t n 

a e f3Q /5r
0 

ze wzoru (5 . 4.7). 

\olyn1k1 obliczeń, które przedstaw18JilY daleJ , dla układu 

kwadrupoli z rótnyal warunkaal nałotonyal na więzy, zostały 

opubl ikowane w: langauir i. ( 1988}. l..anpuir ~. ( 1989) n9, 80/. 

5.4.1. Kwadrupole w clvócb vyaiaracb 

bez tranalacy jn)'Cb at.opnl avo~ 

Bada&y temperaturę przejścia fazowego •herringbone .. w układzie 

llnlowych kwadrupoli zaadsorbowanych na powlerzchl grafitu, 

tworz~ych dwuwymiarową trójkątną aleć, współmierną z aleclą 
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grafitu. Za.kładu,y, te środki kw.drupol1 tkwi, w minlllWil potencjału 

V(z) grafitu le~ w płaszczytnie sieci, równoległej do jego 
.. 

powlerzchnl, tzn. , te we wzorze (5. 4. 1) r •(8 -./2,; ) . Tak 
łJ łJ lJ 

przjęte załoienla upraszczaJ, wzór (5. 4. S), ~ v-xt.(z)-const. we 

wzorze (S . 4. 6) oraz energia oddziaływania pary kvadrupoll (S. 4. 1 ) 

przyjmuJe prostsz' postać, 
" 1011 

poniewat u.cierz C ulega redukc ji 

(dodatek S), oraz ze wzoru (S. 4 . 2) aa.y 

• T (9•- .... ) 
3 2'.,. 

(S.4.8) 

T (9•! ;) • [~]cos2; 
ł 2' 181( 

co rzutuje na postać -.cierzy C , we wzorze (S . 4 . 6). 
211,211 

Dla tak określonego układu rozvi~aliśay zasadnienie własne 

(S . 4. S) w sposób opisany v paragrafie (5.4) . 

Dla PQ21r5•S/I~ l /wzór (S.4.7)/ otrzyaaliś~ z obliczeń 
O aln 

wartość O. 139, przy czym stała C•(4w}-1
. 

PrzyJauJ~ teraz rótne wartości na 11011ent kwadrupolowy, JDOtna 

obliczać temperaturę przejścia (przykłady •• podane w ostatnim 

paragrafie tego rozdziału) . 

InteresuJ~e Jest pytanie, Jak uwalnianie lcoleJn)ICh stopni 

swobo<t)' układu wpłynie na zalane tej teaperatury. Olatego daleJ 

będzieay to zasadnlenie, badać zvi-:ksz:a.J~ llczbę stopni swobo<t)' 

układu . 
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5 . 4. 2. Kwadrupole w trzech wyaiaracb 

bez translac7Jnycb atopni awobod.)-

Nadal rozpatruje-.y liniowe k:wadrupo l e, któr-e tworzą 

dwuwymiarową trójkątna sleć nad powierzchnh. grafitu. 

Utrzymujemy załotente, te środki kwadrupoli letą w płaszczytnie 

teJ s1ecl - która Jest równoległa do powierzchni grafitu - 1 tkwią 

w minimum potencJału '/'xt(z) graf1tu. tzn. , 
... 
r •(9 -n./2,; ) we 

lJ lJ łJ 

wzorze (5. 4. 1) l aaclerz 2'" nadal przyjmuje postać zredukowaną 

dodatek 5 . 

Oopuszcz8JilY teraz obroty kwadrupol l w trzech wyalarach, tzn. , 

te n •<e ••/2, • ) . Zatea wzory (5. 4 . 2) nie ulga.Ją Jut uproszczeniu 
l l l 

taJe JaJe to było w poprzednim przypadku /patrz wzory (5. 4 . 8) /. 

Dla układu lcwa.drupoll z powyższymi ograniczeniami rozw1ązallśiJlY 

za.gadnlenle własne określone układea równań (5. 4 . 5) w sposób 

opisany w paragrafie 5.4 . . 

Dla fłQ2/r8•5/ l:\ l / wzór (5.4 . 7) / otrzymallśl!lY wartość 0 . 26, 
O •ln 

gdzie stała C•(4w)-1
• 

PrzyJmując rótne wartości na. 110aent kwadrupolowy 110tna obUczyć 

temperaturę przejścia , oraz jaJe slę ona zalenia w porównaniu do 

poprzednieJ sytuacJI w paragrafie (S. 4.1). gdy uwolniliśmy Jeden 

stopleń swobody. /Przykłady, porównania 1 dyskusJa s' w następnya 

paragrafie (5.4.3) / . 

Dotychczas uwolnlllśl!lY wlęzy związane z rota.cyJnyai stopniami 

swobody. Chceay zobaczyć teraz, Jak wprowadzenie transla.cyJnych 

stopni swobody wpłynie na temperaturę przejśc ia w układzie . Aby 

utrzymać nadal strukturę slecl trójkątnej dla kwadrupoli , dozwala~JlY 

aby poruszały się one w klerunku prostopadły. do pow1erzchn1 

grafitu. 
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8 . 4 .3. Kwadrupole w trzech ~arach 

z jedny. translacyj~ atopnle• awobody 

Tak Jak poprzednio układ złotony jest z li niowych kw.drupoli 

tworzl\cych dwuwy.iaroWl\ trójkątną. siet. Utrzyauje.y załotenle o 

swobodzie rotacji w trzech wymiarach. 

Wprowadza.y nato11iast Jeden translacyjny atopleń swobody, tzn. 

pozwalamy na ruch kwadrupoli w klerunku prostopadłym do powierzchni 

grafitu. Ruch ten odbywać slę będzie w potencjale zewnętrznym 

yext(z) grafitu. 2alcłada&y przy tym, te nie zalety on od węzła 

siecl, w któr)111 tkvll\ kwadrupole, oraz od l ch orientacji . 

W obli czeniach we wzorze (5.4.6) przyj11uje"Y realistyczny 

potencjał grafitu n,66,87/- rys.(5.4), który powstał Z SWIOwania 

oddziaływań typu Lennarda-Jonesa (6- 12) /2,3/ poal~dzy adsorbowaną 

molekułl\ a wszystkiai atomaai węgla w graficie : 

gdzie a -objętość ko116rki elementarnej dla grafitu, 
• 

(5 . 4.9) 

d-odległość poaiQdzy płaszczyznaal slecl w graflcle / (a /d2 ).0.453/ 
• 

c , cr-pe.ruaetry oddziaływania Lennarda-Jonesa. 

\łyratenle (5. 4. 9) aotna przedstawić w forale bezwy.larowej 

••l 2 ~V tz) z 4wp(ald )~(z/d ) 
• 

(5. 4 . 10) 

gdzie 

(5.4.11) 

• .ex t 
Potencjał grafitu v (z) ma głębokie minimum dla 
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,,ext 
Potencjał grafitu v (z) (RYS. 5 . 4) 

-13. 

-15. 

-17. 

3.0 3.5 4.0 
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Ze wzgledu na dopuszczenie transtacyjnego stopnia swobody, 

JOC 
macierz C we wzorze (5 . 4 . 1) na energi-: oddziaływania pary 

k\ładrupoli nie ulega redukcji. tak Jak poprzednio i przyjauJe pełną 

postać / dodatek-S, nadal wykorzystuJe._y pełrw_ postać na 

T {0) -(5 . 4 . 2) /. 
N 

Dla tak określonego 110delu bta.drupoll rozwi~allśay zagadnienie 

własne, okreś lone równaniem {5 . 4 . 5). W obllczenlach startowallśJIIY 

-1 
zadaj~c wartości parametru p wzór (5. 4 . 11} . Całkowanie we wzorze 

(5.3 . 6) było wykonane dla az3.0 1 b-4.4 (dlatego. fe w tym 

d i l t J l .. -~ltu • .-:n(z} prze z a e po enc a &> ~ v (rys. 5 . 4) aa głębokie 

mlnlaum) . 

Z rozwi~ania zagadnienia własnego (5 . 4 . 5) otrzyaywallśay jego 

wartośc i własne >. , 
al n 

2 6 które vyzna.czały ze wzoru (5. 4 . 7) lłQ l r 
0 

(wartości stałej normalizacyjneJ C zaleniały ale w przedziale 

ł7 10 [0.42x10 +0. llxlO ),w zalefnoścl od wartośc i parametru 

pocz~tkowego p-1
) . 

Na rysunku (5 . 5) aa.ay wykreślone llnil, clą.gł• tJQ2/r~ w funkcji 

parallletru 
-1 

p . Dla porównania wyników, llni• przerywaną 

zaznaczyl1ś~~~Y obliczenia z poprzedniego modelu (paragraf 5 . 4 .2) dla 

2 B 
lłQ / r 

0 
-o. 26, gdy zaarotone były transtacyjne stopnie swobody. 

W tya 110delu, kwadrupole poruszały się w polu grafitu, w 

klerunku z-prostopadłym do Jego powierzchni. Dlatego obllczyllśay 

równlet średnie połofenie hladrupoll nad powierzchni- graf l tu, 

(5. 4 . 12) 

które wynostło (z)-3 . 4A i bardzo mało zaieniało się wraz z 

temperatur, . Obliczyliśmy zmianę dyspersji ~ wraz z temperatur~ . 
z 

(5.4 . 13) 
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2 s - 1 6 
Zale~ność lłQ. /r w funkcji p =(kT /c )/(d/v ) (RYS. 5. 5) 

O e " " 

(linia ciągła) - przy uwzględnieniu pola grafitu yext(z) 

(linia przerywana) -gdy nie uwzględniono translacyjnych 

stopni swobody 

o • 
~ 

o 
Lno 

....j- N o a· 
\.....: ex:; 

~ f-u '-D '() '-D L() 

~ N ('.l N ('"'.J 

• • • 
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Dyspersja rr wzrosła n1ew1ele od O. 09 do O. 12, gdy temperatura 
z 

e 
(kT/ c Xd./rr ) wzrosła od O. 91 do 1. 33 . 

xc; xc; 

Z r-ysunku (5 . 4) widać, te ~2/rs (zredukowany moment 
o 

kwadrupolowy) wzrasta powoli 1 praktycznie l1n1owo z temperatW"ą 

bifurkacji . Ta słaba zale:tność jest rezultatem względnie słabego 

oddz1ał,ywa.n1a kwadrupol-kwadrupol w 

oddzlał,ywanlea kwadrupol-grafit (V •55010. 
al n 

porówani u z silnym 

MoteJIIY teraz porównać, jak uwalnianie kolejnych stopni swobody 

wpływa na otrzymane wyniki . Rozpatrywaliśmy trzy przypadki : 

Pierwszy, gdy kwadrupole miały swobodę obrotów w dwóch 

wymiarach, a l ch środki tkwiły na płaskleJ sieci w alnimum 

potencjału grafitu: ri•{B~.zO). 

W drugla przypadku wprowadziliśmy peł~ swobodę rotacji w 

trzech wymiarach utrzymując ograniczenie na połotenle środków 

kwadrupoli . 

Trzeci przypadek utrzymywał swobodę rotacji w trzech wymiarach 

oraz wprowadzał jeden translacyJny stopleń swobody w klerunku 

o o 
ortogonalnym do płaszczyzny grafitu, r i•<B;, z ) a$Zl~b . 

2 6 
Z wartości uzyskanych na I3Q /r 

0 
dla tych mode 11 (w pierwszym 

O. 139, w drugim O. 26, dla trzeciego III8Jil,Y wykres ( 5 . 4)) wynika , te 

przy ustalonya aoaencle kwa.drupolowya Q, teaperatura przejścia 

"herrlngbone• obnUa się, gdy zw1ększaJIY liczbę stopni swobody w 

układzie . 

Hotem,y dokonać porównania ilościowego z wynlkaJai eksperymentu 

/70,71/ oraz s~lacji /75,76/ na przykładzie azotu N
2 

(porównanie 

to będzie alało charakter przyblltony, gdyf rzeczywista cz~teczka 

N
2 
oddziałuje dwoM centrami z grafitea, a nie Jak w naszym 1110delu, 

jednya) . Ola Q-1.4B /18=10-28esu/ w pierwszym 110delu T •72 . 9K, w 
c 
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Q=l. 178 (model X1 / 85/ ) ID8JIIY odpowiednio dla naszych modeli 

Tcu•Sl. K, r< 2 >•27 . 2K, TC 3 >•26. K. Z sy.ulacji ns, 76/ otrzymano dla 
c c c 

Q-1. 4,8, Tc•33. K, a dla Q-1.178, otrzyaano Tc•25. K. Ek.sper)flDent 

no, 11/ dał teaperatury Tc•22. -29. K. 

z porównania naszych obliczeń z wynikaai SYlDUlacji 

komputerowych oraz eksperymentu wynika, te uwalnianie kolejnych 

stopni swobody (a wif:C przybUtanie naszego JDOdelu do warunków 

bardzlej realistycznych) zmienia w modelu temperatur~ przejścia w 

dobrym kierunku. Hotna równiet stwierdzić, te dobrym przybliteniem 

było zakładać, te za orientacyjne uporządlcowanie odpowiedzialne 

jest głównie oddziaływanie kw.drupolowe. 

Obnitenie teaperatury przejścia w naszya JDOdelu motna by, 

spowodować gdyby dopuścić przesuwanie kwadrupoli w 

płaszczsytnie grafitu. Hięllbyśm,y wtedy sprzętenie 

translacyjno-rotacyjne i mot 11 wość powtan 1 a wspólnych modów 

fononowych i libronowych (choclu dla N na graficie otrzymano 
2 

S(~ w) z symulacji /86/ oraz badano wspólne JDOdy fononowe i 

11 bronowe, nie stwierdzono JDOdów odpowiednich dla przejścia 

orientacyjnego /86/). 

Z kolei dołączenie dwucentrowego oddziaływania Lennarda-Jonesa 

(6- 12) czuteczek ze so~ oraz z grafltea spowoduJe powstanie 

pomif:dzy niai orientacyjnego sprzf:tenla. Ten efekt pogorszy 

zgodność z eksper}'llentea teapera.tury przejścia (wzrost), gdyt 

oddziaływanie Lennarda-Jonesa narzucając swoje upo~owanle 

utrudni uzyskanie struktury •herrlngbone•. 

W ramach stosowanej tutaj teorii nie otrzymano pełnej zgodności 

z eksperymentem, gdyt jest to teoria pola średniego, która leplej 

pracuje dla sieci tróJwymiaroweJ, gdzie kddy punkt sieci ma więcej 

otaczaj~cych go s~iadów. Teoria ta zaniedbuje fluktuacje, maj~ce 
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duie znaczenie w samym punktcle przejścia. Wreszcie, motna 

przypuszczać, ~e przejście np. dla N 172-74/ mo~e być przejściem I 
2 

rodzaJu. 
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DODATEX 5. 

Macierz 2'"c; ) Jest symetryczna, ?'" • ?"- zalety od klerunku 
l J 

wektora LlJ łącz~ego środki molekuł 1 oraz J . 

c 
11 

c 
12 

c 
13 

c 
1ł 

c 
16 

c 
22 

c 
23 

c2• 

r • [a = arccos z 1 - z J "" ] 
tJ 'J r ·"u 

lJ 

WprowadzaJąc 

S • sln(n; ) 
n 1J 

nsl. 2 . 3 . 4 

C • cos(n; ) 
n lJ 

.. )Ol .. 

Haciezr C (r ) zawiera następuj~e elementy: 
lj 

.. 3P •zcz- 36P•o c2S 
3 • -P C+ 
• ł3 3 

~p c 
2 u 1 

• 3P •z s z c 
33 

• 54P 
łO 

= -shP c c • 3VJ p c 
łl l 34 2 ł2 2 

3 p c + 
Q p c 3VJ p = - - -

ł ł3 3 2 łl 1 c • s 
36 2 ł2 2 

9 p s - 3 p s .. - - ~p c + 2 łl 1 ł ł3 3 c •• - 9P 
8 u. łO 

= -3P •zcz- 36P•o c.s ~p s -e u • 

= -shP s c 3 
u 1 • 9P - -P C 

88 łO 8 łł ł 

3 p s - 9 p u st . - - -
ł ł 3 3 2 
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c 
1l 

c 12 

dla 9 -x/2 aa.y uproszczoną postać aaaclerzy CXX: 
lj 

ł8 c- 27 c ~C+ 27 - - - -2 2 2 .. 8 • 8 

-- ~s 318 s 
2 2 c • 

łS 8 ł 

c ł!l c - 27 
c sa 318 c+ 27 - - --22 2 2 2 8 • 

c 81 c c c -o a - - • 
33 • 13 lł 18 

c3ł 
_ •rn c • • 2 

c • 
23 

c • 
2ł 

-o c 
28 

c3S .., - •m s 
ł 2 

p są stowarzyszonyJat v1elomla.na.1 Legendre' a na/ . •• 
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6. TEORIA KRYSTAliZACJI TWARDYCH Kll. Z MJEKKlM POTENCJALEM Y~ WY 

Krystalizacja jest przejściem fazowym pierwszego rodzaju od 

fazy ciekłeJ (nieuporz~dkowanej, o nltszej symetrii) do ciała 

stałego (fazy uporz~dkowanej, o wyU;zej symetrll) /3/ . Znaczącą 

rolę w atwo~zenl u scenariusza tego przejścia odegrały symulacje 

komputerowe /123-125/. \łynlkl S)'IIUlacjl pasłutyły jako testy dla 

l stnlej~cych l nowo powstających teorll krystall zacjl . 

Opls teoretyczny zjawiska krystallzacjl w cleczach atał slę 

przedmiotem wielu prac /2,95-100/ od czasu ukazania slę 

p1on1ersk1ej teor11 opartej na hlerarchll Born""tiogollubov

Klrkwood-vvon /3/. 

W ciągu ostatnich dziesięciu lat zacz~to stosować funkcjonalną 

teorl~ gęstości /27/. W teorii tej rozwaia slę potencjały 

termodynamiczne układu jako funkcjonały jednocz~teczkowej funkcji 

rozkładu gęatoścl p(c) /2,3,27/. Na bazie tej teorll Raaakrishnan 1 

Vussoutf zbudowall teorię krystalizacji. która fazę ciekł~ traktuje 

Jako układ wyj.clowy do perturbacyjnego opiau kryatallzującego 

układu I powstaJącej fazy stałej /3, 101-103/. 

Teoria ta została rozwinięta przez ~ta l Oxtoby'ego / 110/. 

Wykorzystano J~ do zbadania krystalizacji układu twardych kul 

11111, układu twardych kul z potencjałem odpychaj~cym /114/, 

(układy te krystalizuj~ w strukturze fcc /150/), uleładu twardych 

kul z potencjałem dipolowym /115/, do jednoskładnikowej plazmy 
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/ 113/ (krystalizuje w strukturze bcc /150/) oraz do płynu 

Lennarda-Jonessa /122/. 

W inny~~~ rozwlnlęclu teor11 Ramalcrlshnana i Yussouffa (zobacz 

/ 104-109/ ) jednocz~teczlcową funkJę rozkładu fazy stałeJ p(L,). 

przedstawia się nie w postaci szeregu Fouriera wektorów sieci 

odwrotnej /150/ fazy stałej - tak jaJe to było u Haytneta 1 

Oxtoby'ego / 110/, lecz Jako sumę funkcji Caussa / 106/ centrowanych 

na węzłach sieci: 

(6.0. 1) 

l - numeruJe węzły sieci. 

Rozwlnlęcle w wektorach slecl odwrotnej fazy stałej jest wolno 

zbieine l wymaga vzlęcla do oblicze!\ wielu wyrazów, natoalast 

aproksymacja funkcjul Gaussa wyaaga zalotenla, te czynnik 

Debye-wallera /150/ jest niezaletny od wektora falowego 

/101,106,127/. 

Formalizm funkcjonalnej teorll gęstości w zastosowaniu do 

krystallzacj1 został równlet rozwinięty w innych pracach 

/134,137,141/ i wykorzystany do obliczeń modelowych. 

Równolegle do opisu krystalizacji opartego na pracach 

Ramakrlshnana l Yussouffa rozwijane było uJęcie zaproponowane przez 

Ryzkowa l Ta.ra)'eva wykorzystujące teorię bifurkacji / 116, rozdz. S 

tej pracy/. W teorli tej punkt, w którya zachodzi przejście fazowe 

od fazy cleklej do clała stałego utoisaalany jest z gęstością 

cleczy, dla któreJ faza clekła zaczyna tracić lokal"- stabilność. 

Hetodę tę rozwlnięt~ w pracy /117/, zastosowano w obllczenlach dla 

układu jednoskładnikowej plazmy /118,119/ oraz do płynu 

Lennarda-Jonesa /126/. 

Omówione teorie krystallzacj1 opleraJ" slę na Jedno- 1 
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dwucząsteczkowych funkcjach rozkładu . Do pełnego opisu 

krystal1zacji uwzględniającego ró:!ne struktury sieci krystal1cznej, 

naletałoby brać pod uwagę równie:! funkcje rozkładu wytszego rzędu, 

at do czwartego /11/. (Pokazano w aikroskopowej teorii szkieł 

/ 138-140/ , te przy poiDOcy czterocz~teczkowej funkcji rozkładu 

P 4 ( r.1• ~. ~ . z:4 ) mot na uzyskać pewne 1 nf'ormacje o przejśc 1 u 

szklistym / glasa transition/). Dotychczas Jednak nie powstały takle 

teor ie, ze względu na znikomy zasób wiedzy o tych funkcjach . 

Oprócz teorii krystalizacji bazujących na funkcjonalneJ teorii 

gęstości, do opisu przejścia ciecz-elało stałe wykorzystano metodę 

wlelośclanćw Woronoja-Dlrlchleta 15, 13, rozdz. 3 teJ pracy/ oraz 

metodę niezmienników orientacyjnych /10/. Hetoda ta daJe obraz 

geometrycznych zalan zachodzących lokalnie w strukturze cieczy, w 

poblltu przejścia. Geometryczne ujęcie krystal1zacjl doprowadziło 

do powstania teorll krystalizacji orientacyjnego uporz-dkowanla 

bazuj-cych na teorii elastyczności / 143-145/. 

W pracach na temat lcrystallzacJl opleraj-cych się na 

funkcjonalnej teorii gęstości nle roz~ano krystalizacji twardych 

kul z dodatkowym potencjałem przyciągającym . Dlatego tet zajęliśmy 

slę takla modelea, rozWIUaJąc układ twardych kul z doł-czonym 

potencjałem oddziaływania typu Yukawy /128-133/. 

Jest to \łUny flzycznle przykład, pokazujący jak dodanie 

potencjału przyci'B&Jącego wpływa na zalanę gęstości krystalizacji 

układu w porównaniu z układea saaycb twardych kul. Wprowadzona tu 

zostaJe teaperatura, która dla układu twardych kul zjawia się 

jedynie w sposób trywialny /2,94/. 

Obliczenia moje przeprowadziłea stosując teorię Raaakrlshnana i 

Yusouffa / 101-103/ rozwinlęt- przez Hayaeta i Oxtobyego /110/. 

W paragratle (8 .1) przedstawlam teorię Ramakrlshnana-Yussouffa-
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Haymeta~obye'go (RYHO) . 

W peragrafie (6 . 2) definiuję model układu wziętego do obliczeń, 

oraz opisuję średnie przybli~enie sferyczne (MSA - mean spher1cal 

approxtmatlon /2 , 3/ ) zastosowane do obliczeń w tya modelu. 

W paragrafach (6. 3-13. 5) przedstawlam wynlk1 obUczeń, ich 

dyskusję oraz podsWDOwe.n1e. 

Wynlkl tutaJ przedstawione, zostały opublikowane w pracy 

J . Chem. Phys. ~(9), 5834, (1988) /148/. 

8 . 1. TeoTia krystalizacji 

Dla układu N cz~tek zgromadzonych w objętości V, halli l tontan 

~ jest SUJIII\ energ11 kinetycznej, energ11 potencjalnej oraz pola 

zewnętrznego U(~) /2,3/: 

.. 2 

HN • 2:: ~ + vc~:, .. .. t;, l + Jdc p( eluCel (6.1.1) 

J •1 

gdzie ~ dłt• s" poło~en1ea 1 pęde• l-teJ cz~tkl, m jest mas" 

katdeJ z cz~tek, a p(c) Jest mikroskopową gęstością: 

• 
p C r.> • L a er. - t;> (6 . 1. 2) 

1•1 

p(~~,> Jest funkcJ- D1raca 12,3/. 

Wtedy w1elk1 potencjał termodynamiczny O dla układu wyrafa s1ę 

poprzez wielką sumę stanu E wzorem: 

- fłO = ln2 (6 . 1.3) 
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• 
s - L N t~ .. J<I!:"Jdl!1exp[-· ~c u.- JAN)] 

•-o 

(6. l. 4) 

h - stała Planca, v. - potencjał chemiczny /2,3/ oraz 

(6 . l. 5) 

Zwll\Zek wielkiego potencjału termodynamicznego z 

termodynamiką Jest następująpy /2,3/: 

n = - pV (6. 1.6) 

gdzie p-p(T,V, J! ) oznacza ciśnienie w układzie . 

Teoria Raaakrishnana-vussouffa / 101/ rozwinięta przez Haymeta l 

Oxtoby' ego / t 10/ sfoMDułowana Jest w języku fwllccjonalnej teorii 

gęstości / 27/. Dla fazy ciekłeJ i stałeJ konstruuje się fwllccjonał 

wielkiego potencjału teriDOdynaaicznego n / 110/ . który zaleiy od 

Jednoczf.\Steczkowej funkcji gęstości p(L) /27/ oraz od objętości V, 

temperatury T l potencjału chemicznego jJ. układu. Funkcjonał n daje 

s i ę wyrazić (dokonując transformaty Legendre ' a) poprzez funkcjonał 

energii s wobodnej F /27/: 

(6 . 1.6) 

gdzie 

(6. 1.7) 

nazywane jest częścl l\ idealną energll swobodnej (pochodZl\Cl\ od 

2 t /2 
nieoddziałująpych pomiędzy sobą cząstek), A•(h ~/2mn) jest 

długośc 1l\ fali Broglle, oraz 

92 
http://rcin.org.pl



(6 . l. B) 

część zewnętr%1\& energii swobodneJ (zlll~ana z pole• zewnętrzny~~ 

Vext(r) dzlalaJ~YJI na układ), a ~x nazyw.ne jest nadmiarową 

częścl' energ11 swobodneJ i pochodzi od oddziaływań mlędzy 

cz~tkul . Z warunku równowagi /27/ 

ac(pJ 
-- a() (6 . l. 9) 

ap(J:) 
po 

(a/ ap(J:) oznacza rótnlczkowanle funkcjonalne /3,27/ ) otrzymuje 

slę równowagową Jednoczą$teczkową funkcJę rozkładu /3,27/ . 

(6. l. 10) 

c( t l (J:) jest Jednocz~teczko"" funkcJ- korelacJi wprost 

/ 3,27,30/ , która wl~e się z nadmiarową częścl' energ11 swobodneJ 

ex f poprzez rótnlczkowanle funkcjonalne po gęstości /3,27,30/: 

a(- ,:łFex) 
c(u<~:> • ---- (6.1. 11) 

Ogólnie n-czą$teczko"" fWlkcJę korelacJi wprost definiuje się 

poprzez n-k:rotne rótnlczkowanle funkcjonalne : 

(6 . 1.12) 

Dla równowagoweJ JednocząsteczkoweJ funkcJi rozkładu p•q(C), 

funkcjonał Q[p) staje slę wielklll potencjale• teraodynamlcznym 

(6.1.3) . Fazy clekła 1 stała określone s, Jednocz_.teczko"" funkcJ-

gęstości, p(J:) która w oqólnoścl zalety od (~.T , V) . DaleJ przyJmuJe 
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się, te objętość układu jest stała. Wtedy pap(c.~.T). 

Dla cleczy w te•peraturze TL oraz o potencjale chemicznym ~L 

( 6 . 1. 13) 

Rozpe.rtuje się tutaJ ciecz Jednor~. dlatego pL oraz CL nie 

zalet~ od połotenia; p •<N>/V, <N>-oznacza średnl' liczbę cz~tek w 
L 

układzie . 

Dla fazy stałej 

(6. l. 14) 

gdzie T
5
-temperatura fazy staleJ, ~5-potencjał cheaiczny fazy 

stałeJ. 

Dzlel~c oba równania (6. 1. 13) i (6. 1. 14) otrzymuje slę 

(6 . 1. 15) 

Krystalizacja za,Jdzle wtedy, gdy dla obu faz - clekleJ 1 stałeJ 

będzie zachodzić równość potencjałów chemicznych, temperatur oraz 

clśn leń. Z równania (6. 1. 15) otrzymuje się wtedy, te 

(6. 1. 16) 

W teor11 RYJ() fazę clelcł~ traktuje się Jako układ od.nleslenla 

do perturbacyjnego rozwinięcia obeJ•uJ~ego faz4t stał, . 

Pra~ stron~: równania (6. 1. 16) rozwija s14t w funkcjonalny szereg 

Taylora /3 , 110/, w potęgach rotnicy gęstości faz ciekłeJ 1 stałeJ : 

(6. l. 17) 
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A prlort n1c nle wladoJDO o zbieżności tego szeregu. Hlędzy 

lnny.l Hayaet l Oxtoby / 110-115/ stw1erdz111, te wzi~cle pierwszych 

lclllcu a nawet tylko plerwzego wyrazu rozwlnl~cla, prowadzi do 

wyników zgodnych z wynlkaal experyaentalnyal /11Q-115/ . Dlatego tet 

w obliczeniach zwykle ogranicza się do C~n)(~· · · . ~) dla n•2; poza 

( o) 
tym dla n>2 praktycznie współczynnllc1 CL nie s" znane . 

\łspółczynn1k1 wzorze (6. l. 17) zalet~ od struktury 

cieczy. Ze wzgl~du na lzotropowość cleczy 

(6 . 1. 18) 

c ( lr, · ~I> -Jest funkcJ~ korelacJ11 wprost (korelacJi bezpośrednieJ) 

Ornstelna-Zernlke /3/. Transf'on~ata fow-lera c<h:,.~P / 2,3/ 

zwl~ Jest z czynnlklea struktury cleczy S(k) /3, 11Q-114, 150/ 

wzorem: 

c(t) • c • p de c(r)e • 1- S (Ie) I lkl:. - t 

n L 

dla k • O 
n 

(6. 1. 19) 

(6 . 1. 20) 

gdzle l • p-1
( Bp) jest śclśllwośclą lzotermlcz~ /2 ,15/. 

T 8p T 

(3) 
Wprowadzając transforaatę fourlera funkcJi C cc, ·~·!:.,> 

(6 . 1.21) 

c 
13

' , 15". ~"l • c~~! • p~ I d!:,. I d!:,. ę· , L,. r.· r. )e><)> [l( 15"1:,.. k"L,. l l 
(3) motna w szczególnya przypadku obUczyć c (1sn, k. l znaje_c c(,k) . 

Dla t-o otrzyaano /111/ 

cC3>(k,O) • - c(k) + 8c(k) 
PL 8p 

L 

(6 . 1. 22) 

Korzystaj~ z rozwlnl~cia (6. 1.17) aotna wyrazić formalnie 
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rótnlcę wlelklch potencjałów termodynamicznych faz ciekłej 1 stałej 

w postaci szeregu potęg [p(c)-p 1 /111,112/: 
L 

~(T,JJ., V) • IJQ
5

- #łQL • (6. l. 23) 

Punkt, w który. zachodzi przejście ciecz-ciało stałe określony 

jest przez warunek 

{6. 1. 24) 

Znałezlenie gęstości, dla któreJ zachodzi .krystallzacja wyaaga 

rozw1e.zan1a równania (6. l. 16). WstawiaJ~ (6. l. 17) do (6 . l. 16), 

otrzymuje slę /wykorzystuj~ (6. l. 18) 1 ograniczaJ~ slę do 

pierwszych dwóch wyrazów rozwinięcia/ równanie 

(6. 1. 26) 

(2) (3) 
Postacle funkcJI cL i cL zale~ od przyjęte-go aodelu cieczy. 

Do rozwie.zania równania (6. l. 25) potrzebna jest zaletoość na 

p(c) dla fazy stałeJ . W teorll RYli> fWlkcJę rozkładu fazy stałeJ 

rozwlja slę w szereg Fourlera wektorów slecl odwrotneJ / 150/ 

(załotoneJ sieci, w któreJ ciecz będzle krystalizować) : 

~ • Jl. • (p - p ) / p 
O S L 
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J! -współczynnlkl -J~e sens pa.MU~etrów uporz~owanla (patrz 
n 

rozdział 5 teJ pracy), ale~ych stopleń tra.nslacyJoego 

uporz~owanla . \lspółczynnlk1 te zvl-.zane są. z czynnlklem 

Oebye-Wallera /110, 150/. Suaa Jest wzięta po zbiorze {Ie } wektorów 
n 

sieci odwrotneJ. Dla katdeJ translacyJnie uporz~owaneJ struktury 

siec i r ozw1nlec1e (6 . 1. 26) Jest dokładne, gd)' bierze slę sumę po 

wszystkich wektorach sieci odwrotneJ. 

PodstawlaJ~ (6.1 .26) do (6.1.25), otrzymuJe się zbiór równań 

całkowych na zmianę gęstości dla krystal1zacJ1 ~ oraz na paramerty 

uporzą.dkowanla J! . 
n 

l+l) -
exp(x

0
) 

V 

exp(x
0

) 

J!J • V 

gdzie X • o 

X • 
n 

Ide exp( ~ x.exp( lk"l: ) ] (6 . 1. 27) 

Jdl: exp( 1!!;1r: )exp( ~ x
0
exp( 111"1: ) ] 

(6. 1. 28) 

c ~ + 
l ( 3) 2 
-c l) + o 2 00 

l E (3) 2 - c Jl 
2 nO n 

(6 . 1. 29) 
n 

[ (3) ] c+c l'łJl 
n nO n ( 6. 1. 30) 

PodstawlaJ~ natoalast (6. 1. 26) do (6 . 1. 23) otrzyauje slę 

-· N 

(6.1.31) 

(c- t)~ +!. fe+ c'3 ))112 +!. c'3
,l)

3 +!. r [c+ (2~ + 1)c13
)] 

2 

O 2 \: O 00 3 00 2 L n nO Jl n 
n 

Rozwi.,.zuJ~ równania (6. 1. 27)-(6. 1. 28) z warunki e• (6 . l. 24) 

wyratonym wzorea (6. 1. 31) otrzywauJe się pW\kt, w którya - przy 

zadanych pare.metrach uleładu - zachodzi przeJście fazowe od fazy 

c iekłeJ do fazy stałeJ . 

Choć rozwl.,.zanle przyjęte na funkcJę gęstości (8. 1. 26) Jest 

wolno zbie~ne. to Jalc pokazał lłayJDet /127/ wzlęcle do sWIOwanla 
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d\ttego zbloru wektorów siec l odwrotneJ (łłayllet uwzględnił w 

sWDOwanlu 258 wektorów) daJe dobry profll gęstośc i . Sumy 

~nexp(lkr) w równaniach (6 . 1. 27)-(6.1 . 28) są natoalast szybko 
n 

zbletne , ponlewa.t transforaata Fourlera funkcJi korelacJi c (kn) 

maleje szybko ze wzrostea k . 
n 

MaJ~ równania (6. 1. 27)-(6 . 1. 28) aotna rozwl~ać je dla konkretnego 

modelu cleczy l zbadać dla niego zjawlako krystalizacji . 

8.2. Przyblltenle 6rednle •fer~zne 

(ttSA-•an •pherical approxi-tlon) w .odelu twaNI)'Ob kul 

z potencjale• Yutawy 

Przejście fazowe clecz-clało stale bada"'Y dla uleładu c leczy 

modelowanego przez twarde kule z doł~zonya potencjałea Yukawy. 

Potencjał oddzlalywa.nlan poalędzy aolekuł&JDi jes t postaci 

/ 129-133/: 

V(r, 2 ) • { _: exp[- ;(r
12

- vl] 
12 

dla r
12 

< v 
(6. 2. 1) 

gdzie r12•h;-~:.zl• er-średnica aolekuły. Z-zaslęg potencjału 

V(r ) 
12 

98 

,. • (T 
12 

l 
l l 
l l 
l 

r 
12 

(RVS. 6 . 1) 
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Kluczowy. problemea w policzeniu parametrów krystallzacjl 

układu jest znaJoliOść fwlltcji korelacji wprost c(r) dla cleczy 

jednorodnej. 

W naszya przykładzie wykorzystaliby fwlltcję korelacji wprost 

c(r) pollczo~ ~aetodą. przybll:tenia średniego sferycznego (HSA) 

/2,3/ . 

Dla płynu twardych kul z potencjałea Yukawy jest 

h(r ) • g(r )-1 • -1 
12 1 a 

c(r ) • -fłV(r ) 
12 12 

dla 

dla 

r < a-
12 

g(r
12

> jest dwucz~teczkową. funkcją. korelacji /2,3/. 

(6 . 2 . 2) 

Pierwsze z równe.J\ oznacza, :te na -.łych odległościach .olekuły 

zachowują. się Jak twarde kule, a drugie, :te korelacje są. 

proporcjonalne do potencjału oddziaływania . 

Funkcje h(r) oraz c(r) spełniają. równanie Ornstelna-Zernike 

/ 2,3/: 

(6 . 2 . 3) 

(Jest to szczególna postać dla układu translacyjnie niezmienniczego 

1 izotropowego) . 

W pracach /126-133/ rozwiązano w przybl t ten l u ło5A równanie 

Ornstelna-Zernike (6 . 2. 3) techn ilcą. transforu.cj1 Fourlera 

wprowadzo~ przez Baxtera /146/ i otrzyaano twlltcję c(r) dla r <a-: 
12 

[ 
-zr ] 

- r c(r ) • + b r 2 + ~~a r• + ~z t- e 12 
12 12 aoru o 12 z' o 12 

(6 . 2 . 4) 

3 gdzie ~·npa- 16, K•/łA. Parametry a
0

, b
0 

i v zaletą. od ~. Wielkość 

-zr 
v-2ł~!drrg(r)e jest proporcjonalna do energii wewnętrznej układu 
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( równania na a
0

, b
0 

t v są Z8.11leszczone w dodatku) . 

Obllczono równie~ transformate Fourlera funkcJl c( r) / 130 / d l a 

r <er l r >er: 
12 12 

24( t a ( 
c .. cOc) • - - a I (Je) + b I (k) + 

2
° I (Je) 

n k O 1 O 2 ł 

gdzle 

oraz 

l 

In(k) • Jdr rnslnkr 

o 

e z ( Jccosk - zslnk ) 
J ( z,k) • - ------

z2 + Jc2 

(6.2. 5) 

(6. 2 . 6 ) 

(6. 2.7 ) 

Korzystając z równafl (6. 2 . 4) oraz (6. 2 . 5)+(6. 2 . 7) będziemy 

mogl1 rozwl~a.ć równania całkowe (6 . 1.27) 1 (6 . 1 . 28) z warunkiem 

(5. 1. 24) 1 otrzymać gęstości pL krystallzująceJ clec zy- przy 

-t 
zadanyc h wartościach parametrów potencjału: K - T oraz zasięgu z . 

6 . 3 . Vyb6r •lecl, v której kryatallzuje układ tvardych kul 

z potencjale• YukaW7 

Krystalizujący układ tvar<lych Jcul z potencJałea Yukawy tworzy 

struJeturę przestrze~. W teor11 JcrystallzacJl RYHO do obliczeń 

zadaJe slę konkretM. postać slecl. Obllczenla nale~ałoby wykonać 

dla wlelu typów slecl 1 wybrać tę, która daJe stabllM. fazę 

krystallcZJll\. W praktyce Jednak pod uwagę blerze slę kllka typów 

sl ecl , z których Jedna spełnia powy±szy warunek. 
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V naszya .odelu twardych kul z potencJałem Yukawy 

rozpatry\ł&.llś~QY dwie slecl : centro~ powierzchniowo (fcc ) 1 

objętościowo centro~ (bcc). / 150/. Ich wybór podyktowany był 

tym, te układ twardych kul krystalizował w strukturze fcc /1 11/ , a 

Jednoskładnikowa plaz1118. w strukturze bcc / 113/ . Dla określenia, w 

której ze struktur (fcc czy bcc) ~dzle krystalizować układ, 

porównaliśmy ze sobą energie swobodne obu sieci utworzonych z 

twardych kul odz1ałuj~ych pomiędzy sobą potencjałem Yukawy. Sieć 

mini~~~alizuJ~a energię swobodną Jest t,. w któreJ wykrystalizuje 

nasz układ. 

Energia swobodna kryształu Jest· swaą energ11 swobodneJ drgań F
0 

oraz energii wewnętrznej kryształu U
0 

(6 . 3 . 1) 

Drgania sieci poalJallśJIIY daleJ, gdyt rozwatallśll)' układ w 

pobl1~u zera stopni Kelvina (To załotenle laplikuJe znlkanle 

entrop11 kryształu Su -o, getyt 

S Ie r • - ~ (r 0 (V, T) + U 0 (V)] V 

1 dlaT-łO F
0

(V, T)-+ O, a U
0 

nle zalety od temperatury). 

Wobec tego F • U (V) dla T-ł O. 
kr O 

(6 . 3 .2) 

Energię wewnętrzrut. slecl U (V) obllczallś._y ze wzoru /2/: 
o 

l 

U • !. \ u(r ) • ~ \ n f(r ) 
2 L tj 2 L • tJ (6. 3 . 3) 

l • J l 

gdzie r
1
ti&;-1:JI' N-liczba 110lekuł, n1-llczba 110lekuł let~ych w 

1-teJ strefie tzn. w odległości r od aolekuły polotonej w centrum 
l 

układu współrzędnych. ~(r1 )-energla oddziaływania poalędzy molekułą 

połotoną w odległości r od centrum a aolekuł~ w centrum układu. 
l 

Na '(r
1

) przyjmujemy zaletność określoną wzorem (6 . 2 . 1) . 

Sumowanie we wzorze (6. 3 . 3) odb)'\18. slę po strefach odległych o r 
1 
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od centrua układu współrzędnych . Wobec tego dla T~ energia 

swobodna kryaztału utworzonego z N twardych kul z potencjale• 

Yulcawy wynos l : 

- z(r - er) 
.- !!KLne l 

2 1 r 
' l 

(6.3. 4 ) 

gdzte K•IJc, a r
1 

zalety od rodzaju slecl. dla któreJ obliczamy 

energię swobo~. 

Wyratamy teraz energię swobo~ kryształu w funkcji jego 

gęstości dla obu sieci fcc i bcc 1 badamy, która z nlch {przy 

rótnych gęstościach) alnlmallzuje tę energię . 

Ola slecl fcc l bcc ich gęstości wynosu. / 150/: 

4 
3 a 

2 p • 
bcc 3 a 

(6 . 3 . 6) 

a- stała s ieci, natoalast r
1 

zmlenla slę następuj~o /65/: 

d 
f'cc • c 

f'co l 
rbec • d cbcc 

l bco l 
(6.3.7) 

f' co 
gdzie współczynnlkl c

1 
1 

be c c
1 

są śclśle określone, a d l d 
f' oo bcc 

są od l egłośclaa l między najblltszyml sąsladaml w obu slec lach: 

aleć FCC 

d -f' co 

a 
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a fi 
d ·-bec 2 

/ 
/ 

sieć BCC 

(6 . 3 . 8) 

(RYS. 6. 2) 
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KorzystaJ~ ze wzorów (6. 3 . 6)+(6.6. 8) otrzymujemy, te 

(6 . 3 . 9 ) 

PodstawiaJ~ zaletność (6 . 3 . 9) do (6. 3 . 4) otrzymuJe~ wyratenie 

na energie swobodne kryształu w naszya aodelu 

be c 
Ił F 

kr 

;-:--::: t / 3 

/ i c~~-[+) 
(6. 3 . 10) 

(6 . 3 . 11} 

Obllczenla energ11 swobodnych przeprowadzillś~ dla 12 stref 

sieci fcc i bcc, dla kllku zasięgów z, oraz kllku wartości 

parametru IC>O. 

Na wykresie (6. 3) przedstawillśay wyniki przykładowo dla K• l, 

za1 (duty zasięg}, 1 z-5 (aały zasięg) . Gęstość za1enial1śay aż do 

gęstośc i aaksy.alnego upakowan1a, która wynosi dla slecl f cc 

p • •h a dla bcc p • •(3h)/ 4 (gdzie p • •pv3
) . .... .... 

Z o trzyaanych wykresów widać, te dla z•S, krzywa uzyskana dla 

sieci fcc lety poniteJ krzyweJ uzyskaneJ dla sieci bcc . Oznacza to, 

te energia układu twardych kul z potencJale• Yulcawy tworz"cego sieć 

f cc Jest nitsza nit energia tego samego układu ale tworzącego sleć 

bcc . Nierówność ta zostanie utrzymana równlet dla energ11 
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Energie swobodne kryształu dla dwóch sieci: (rys . 6.3) 

• FCC 1 BCC dla z=2, z•5 oraz K•l w funkcji p 

o. -;~---------------.,---------------~~---------

-1. 

-i.5 

-2. 
0.8 1.0 1.~ 
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swobodnych. Zatea, uleład nasz krystal izuj~ . utworzy strulctw-ę 

powierzchniowo centro~ fcc . 

Powyiszy wynik nie zale~y od zasięgu potencJału. Wzrost zasięgu 

powoduje Jednalc, te energie obu sieci obnlb.Ją się, Jak równiet 

wzgędna rotnica poaiędzy niai rośnie dla obu siec i . Równiet wzrost 

zasięgu powoduje, te zaleUw>ść energii od gęstośc i staje slę w 

przybliteniu liniowa. 

Zatem, przy badaniu krystalizacji uleładu twardych kul z 

potencjałem Yukawy teorią RYHO do obUczeń przyJmujemy strukturę 

siecl fcc, Jako tę, która daJe stabll~ fazę krystallcz~. 

korzystnieJszą energetycznie od struktury bcc . 

6 . 4 . Kryatallzacja płynu twardych kul z dol-czonya potencjale• 

Yuk.a\Q' (obUczenia dla potencjału J>I''%)'Clqaj._ceao 

l o4p)febaJł\(:eiO O du:ey. l -~)'a :ta.8l,p) 

W paragratle tya przedstawione są obliczenia własne parametrów 

krystalizacJi układu twardych kul z doł~zonya potencjałea Yukawy 

(5. 2. 1) opublikowane w pracy •rreezing of bard core Yukawa 

fluidK-J.Chea . Phya. ~(9),5834,(1988). 

W obl1czen1a.ch brallś.y dwle wartości pa.t'1Uietru z (zasięg 

potencJału) : z•l (duty zasięg), za5 (aały zasięg), oraz wiele 

wartośc i na paruetr I( -T-1
) . t>O odpowiadało potencjałowi 

przyc1'8'eJąceau, a K<O potencjałowi odpychaJ~eau. 

Wybór gęstości pL oraz K do rachunków nie był całklea dowolny 

(dla ustalonego z) . Związany był on z istn1eniea rozwiązań 

rzeczywistych równania algebraicznego czwartego stopnia na v 

/ dodatek 6/ oraz z warunklea aechanlczneJ stab1lnoścl uleładu 

/2,3/: 
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(6 . 4 . 1) 

Dla pewnych wartości p • K (przy ustało~ z) równanie na v nie 
L 

ma rzeczywistych rozwi~ / odpowiada to zerowaniu się wyznacznika 

tego równania/ oraz nie jest spełniony warunek (6.4. 1) mechanicznej 

stabilnośc i . 

Na rys 6. 4 wykreśl one są krzywe odpowladaJ~e znikaniu 

rzeczywistych rozwi~ań na v ( llnla cią,gła.) oraz krzywe 

wyznaczaj~e granic~ .echaniczneJ atabllnoścl uleładu ( linla 

przerywana) dla dwóch wartości z: z-1, z•S. 

Dla ustalonego z pole pod krz~ przerywaną wyznacza obszar 

rozwi~ań rzeczywistych dla v oraz obszar .echaniczneJ stabilności 

ulcła.du. Pole poalędzy krz~ prze~ a clą,gł' wyznacza obszar 

nlestabllny układu, a pole powy!eJ krzyweJ clqłej zwl~e Jest z 

dwu.fazowya obszarea o nierzeczywistych rozwl~anlach . 

Hlnlma krzywych deflnluJ~ punkty krytyczne / 132,133/ modelu. 

Dla ustalonego K powy.teJ Kc (krytycznego) 1D8J11,Y dwa obszary 

gęstości, gdzle istnieJą fizyczne rozwiązania. 

Obszar p<pc odpowiada faz te gazoweJ, a obszar o gęstośc iach p c <p 

odpowiada fazie ciekłeJ (p c -gęstość krytyczna) . W dalszych 

obliczeniach paraaetrów krystallzacjl ulctadu wybieraliśmy talcle 

p L, K (przy ustało~ z ), które odpowiadały flzycznya rozwl~anloa . 

Do obliczenia para.etrów krystalizacji układu z równań (6. 1.27) 

1 (6 . 1.28): 

1+lJ • 

" . J 
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15. 

10. 

s. 

Li ni a c iągła oznacza znikanie rzeczywistych rozwiązań (RYS. 6 . 4) 

na v (równanie A. 1 w dodoatku 6) 

Linia przerywana wyznacza granicę mechanicznej 

stabilności układu 

1 l< 

l 
l 
l 
\ 

\ 

\ lj 

\ f 

""' 
Z=S ~ 

/ --- --
~ 

Z=1. 
~ 

o. Q1 0.3 QS 
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gdzle t (3) 2 1 L (3) 2 
X •C l)+ -c l)+- C Jt 

O O 2 00 2 nO n 
D 

[ 
(3) ] x • c +c lJJ! 

n n nO n 

/s~ to powtórzone wzory (6. 1. 27)+(6 . 1. 30)/ wybrallś~ strukturę fcc 

/ patrz §6. 3 . tego rozdziału/. Równania te dały się rozwl~a.ć 

analitycznie dla szczególnego przypadku, gdy wz1ęl1śmy tylko jeden 

wektor s lec l dla fcc (s1ec1~ odwrotną dla fcc jest aleć bcc /150/ ) : 

ls,•(2n/a)(l,l, 1). a-stała slecl. Otrzyu.llśJIIY wtedy: 

1 + 
[ 

1 1 l ] - 1 - 2 
l) • exp(x ) F 2 • ' 2 16x 

o 3 ł t 

1,1,1.1 

( ) • [rcs 
• exp xo L 

• •• o (rcs 
+ i ) ]2 (tsx~)s 
+ 1)] 3 

sl 

[ 

3 3 l ] 1 - - 2 iF. • 2 ' a 16x1 
2. 1,2,2 

2x exp(x ) 
1 o • • 

(6. 4. 2 ) 

(6 . 4. 3) 

gdzie .f.L .. ) -uogólniona funkcJa hlpergeo.etryczna / 147/ . r Cs) -

funkcja gaaaa / 147/ . 

Uwzględnienie Jednak tylko Jednego wektora slec l odwrotnej jest 

n ie wystarczaJ~e do policzenia paraJDetrów krystalizacji układu, ze 

względu na sła~ zbietność p( t:) (/127/,§ 6.1 tego 

rozdziału) . Dlatego przy rozwlązywa.nlu układu równań na zmianę 

gęstości układu dla krystallzacjl lJ (6. 1. 27} oraz na parametry 

uporz~owe.nla Jtn (6. 1. 28) (równania s~ powtórzone powytej) 

108 
http://rcin.org.pl



braliśmy 15 pierwszych komórek slecl odwrotnej (patrz dodatek), co 

oznaczało w rachunkach uwzględnienie 258 wektorów. Podstawlenle 

tych wektorów do równa.J\ (6.1 . 27) 1 (6.1.28) na l) 1 p. dawało nam do 
n 

rozwl~la układ 16 równań. Ich rozw1~1e odbywało się według 

następuj~cego schematu: 

Ustalaliśmy parametry z,K oraz wybieraliśmy pL. Dla nich 

rozw1~ywal1śmy równanie 4-stopnla na v /dodatek 6: (A. 1) / 

/numerycznie-program PROOT-CYBERI: 

Kez [ v2 • " )2 
---- D + _v_(D + D ) + D 

z 4Kz2e2Z 2 2Kzez 1 1 o 

= --X+X X --D 
[ 

V )[ [ V 

2Kzez 1 o o 2Kzez 2 
•o')- x ( _v o"•o )] 

t 1 2Kzez 1 o 

. . 
/Współczynn 1 kl 0

0
, 0

1
, 0

1
, 0

1
, 0

2
, X

0
, X

1 
są podane w dodatku 6: 

( A. 3)+(A. l6)/. 

Jeśll dla ustalonych z,IC, p lstnlały rzecz}'loflste 1 stabilne 
L 

rozw1~an1a (patrz komentarz wcześniej w tym paragrafie), to dalej 

obliczallśmy transformaty Fourlera en (6. 2. 5) oraz c
0

, 

wzory (A. 17)+(A. 19) w dodatku. Pol1czenle transformat 

(J) 
c l 

nO 
(J) 

cnO ' 

wymagało rozwl~anla numerycznego /program PROOT-CYBERI równania 

4-stopnla na 8v/8~ /dodatek 6: (A.20)+(A.33}/. 

MaJ~ po 11 czone c , c , c • c , podstawlallśllY je do układu 
0 D 00 o0 

równań na l) : (6.1. 27) oraz {Jot/: (6.1. 28) (gdzie 1 s J s 15). 

Układ 16 równafl na l) 1 {p.j} rozwl~ywallś!IIY numerycznie (program 

NDIT-CYBER) . Trójwymiarowe całld występuj~ce w tych równaniach 

obllczallśllY Caussem 12 1 24 punktowym (oba obliczenia były zgodne 

ze so~ z dokładnością 10-3 ). 

Obllczone c
0

, en' cnO, c
00

, oraz l) 1 {Jot J} podstawlaliśmy do 

równania (6. 1. 31), z którego obllczallśmy A/30-/3(0 -n ) Jeśli nie 
S L 
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był spelnlony warunek (6. 1. 24), te~. to dla tych saaych K, z , 

uienlal1ś-.y pL l przechodzlliśJIY cał' powytsz" drogę otrzymuj,c 

znowu biłO. 

Proces z•ienianla pL prowadzillś-.y tak długo u znaletllś-.y 

ta.ką wartość p L, dla której-przy ustalonych K, z zachodził warunek 

(6 . 1.24) : Aj){)a(). Punkt, w którYJI to zachodziło był punlcte11 

krystalizacji, a wartość ~(=(p-pL) /pL) odpowiadaJ~a Jemu była 

wzglę~ zmlaną gęstości układu przy krystallzacjl 

Następnie - przy ustalonym z wybleraliśaay nowe K l szulcallśzny 

taklego pL (tak Jalc poprzednio). dla którego zachodziła 

krystalizacja. K przybierało wartości dodatnie Jak 1 uJe~~~.ne oraz 

zero. 

KoleJnya kroklea była 211iana zasięgu z l lale Jak WYteJ 

obliczanie-dla rótnych K, gęstości pL krystallzacjl uleładu oraz 

zmiany tej gęstości ~ . 

Postępując w ten sposób, otrzymallśaay zaletność na K•K(pL, z) 

oraz l'P"1)(K, z) w punktach krystallzacJl układu . 

6 . S. Vyn1k1 l d.y&kuaja 

Obliczanie para.~~etrów krystalizacji p , ~.(~o& } układu twardych 
L J 

kul z doł~zo~ potencjałea Yukawy wykonallśay dla rótnycb 

-t 
wartości K(-T ) oraz z-zasięgu . 

Paraaetr K zaienlany był od wartości K>O (przypadek potencjału 

przyci"'88.Jącego) do wartości K<O (przypadek potencjału 

Zasięg potencjału z przyjmował dwle wartości : z•l (odpowiadało 

potencjałowi o dutym zasięgu) oraz z-5 (odpowiadało potencjałowi o 

małym zasięgu). 
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Zmiana gęstości krystallzacj1 p wraz z te11perature. 
L 

-1 (K-T ) oraz z zasięgleli potencjał u: K(p , z) 
L 

K 

'i. 

3. 

2. 

1. 

o. 
0.9'1 0.96 

- 1. 

-2. 

11 1 

(RYS. S. S) 

1.0 

http://rcin.org.pl



Względna zmiana gęstości krystalizacji ~=(p -p )/p 
• L L 

-1 w fWlkcjl K (-T ) dla z=l, z=S. 

~ 
• o 

112 

(RYS. 6.6) 
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WynUci obUczeń przed.staw111śmy na dwóch rysunkach: 

Pierwszy rysunek pokazuje, Jak gęstość k:rystal1zacj1 7L zmienia 

slę wraz z teaperat~ układu, oraz z zasięgiea potencjału: K(pL, z) 

rys.(6.5 ). 

Drugi zaś przedstawia ~any gęstości układu ~ dla 

krystalizacji, w zaletnoścl od temperatury uleładu oraz zasięgu 

potencjału : ~(K,z) rys(6. 6). 

Z wykresu (6. 5) wynika, te dla potencjału przycil\8ajf\cego, 

-l 
coraz wytszej wartości K(-T ) odpowiada coraz nitsza gęstość pL 

fazy ciekłej, dla której zachodzi krystalizacja. Dzieje się tak 

niezaletnie od tego czy zasięg potencjału jest mały,czy duty . 

Z kolei dla uleładów o tya sa.aya K (ta saaa temperatura). 

gęstość krystalizacji jest nitsza dla potencjału o dutym zasięgu 

(zsl) nit o aał~ zasięgu (z-5) . Dla wysokich teaperatur (małe K), 

~ zachowanie odwrotne. Dla K~ dostajemy gęstości krystalizacji 

płynu twardych kul bez dołączonego potencjału (pHS-Q . 976), co jest 

zgodne z wynikami Maymeta / 111/. 

Dla potencjału odpychajl\cego (K<O) mamy inne zachowanie . Wzrost 

K (co do modułu) powoduje, te krystallzacja układu zachodzi dla 

coraz wytszych gęstości pL l to niezaletnie od zasięgu. Natomiast 

dla ustalonego K (ustalonej temperatury) uleład z potencjałelll o 

większy. zasięgu (~t) k:rystallzuJe w nltszej gęstości pL nit uleład 

z potencjale• o aniejszya zasięgu {~5). Ha.-.y tak niezaletnie od 

tego czy K Jest dute,czy aałe . 

Z przedstawionego wykresu wynika, te doł~czenle potencjału 

Yukawy do płynu twardych kul wpływa na zmianę gęstości 

krystalizacji tego układu . Potencjał prz.ycil\8aJl\CY Yukawy obnlta tę 

gęstość, natomiast potencjał odpychający podwytsza Ją, w porównaniu 

z twardymi kulami. Wielkość tych zmian zalety od zasięgu potencjału 

113 
http://rcin.org.pl



-l oraz od K(-T ) . 

Na wykreale (6. 6) aaay względną Zlll&.n.: gęstości l) krystallzacjl 

w funkcji l, dla ró~b zasięgów z. \1 przypadku potencjału 

przycl~~ego (K>O) Zlliany l) ~ większe dla potencjału o du.tya 

zasięgu (z-1) nlt dla potencjałów krótkozasięgowych (z-S) . 

Ola przypadku odpychających się twardych kul (K<O) zalany 

gęstości przy krystallzacjl l) s~ z kolei większe dla potencjałów 

krótkozasięgowych nit długozaslęgowycb. Natomiast szybkość zmian l) 

w funkcji K (dla obu przypadlców-przycll\PJ~ego 1 odpychaj(\cego) 

rośnie wraz ze wzrostem zasięgu potencjału Yukawy. Z wykresu tego 

widać , te niezaletnie od zasięgu z potencjału, krzywe l) ( K, z ) 

przecinaJ' aię tylko w jednya punktcie,gdy K~. Punkt len odpowiada 

skokowi gęstości l) przy lcrystallza.cji uleładu twardych kul (dla tego 

punktu l)~-<l . 058 (-6X),co Jest zgodne z obllczenlul ~ta 
łłS 

/ 111 o 112/ ). 

Otrzyaane zaletoości gęstości fazy ciekłej dla krystal1zacj1 

oraz zmiany tych gęstości dla krystalizacji od zasięgu potencjału, 

SI\ jakościowo zgodne z rezultatami uzyskanymi z symulacji dla 

11 mlękkich kul 11 z potencjale• typu 1/r0 
/3/. Natomiast ze względu na 

brak syaulacj1 dla płynu Yulcawy n1e aogllthly dokonać porównań 

ilościowych . 
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DODATEK 6 . 

Równania (A.l)- (A. 33) otrzymano / 130/ z rozw1~zan1 a 

r ównania Ornste1na-Zern1ke dla płynu twardych kul z potencjałem 

Yukawy, metod~ Baxtera / 146/ . 

z 
v • 2Kze r 

gdzie "1 jest rozw1~an1em równania 4 stopnia: 

e z [ , .. ]z 
K - "1~ + "1 ( D +D ) +D z 2 1 1 o 

gdzie 

B = ( 12(/z){-z
2
e-z >[ ~ (-z)(a +b)+~ (-z)a J 

l t o o 2 o 

C e-z"' -B + ( 12(/z) ra +b - (1/z)a] 
t t Lo o o 

2 -z [ ] B ~ (12(/z)(-z e ) ~ (-z)a - 4~ (-z)b 
2 l o 2 o 

D = 12( [~ ( z ) B + ~ ( z) B - (1/2z )( 1-e -z) 
2

] 
2 2 2 1 1 

D = 12(e-z[~ (z)C + ~ (z)C- (1/2z )(2-e-
2

) ] 
l 2 2 1 1 

.. 
D • D+ (12(/ z)e-z 

1 1 
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(A. l ) 

( A. 2) 

(A.3) 

(A. 4 ) 

(A. S) 

( A. 6) 

(A. 7) 

(A. S) 

(A. 9) 

(A. 10) 

(A.lll 
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X • -12~(e /z) a+ z(a+ b) -z ~ [ ] 
o o o o 

2 
a • (1+2~)/(1-~) 

o 

a+ b •(1+1/2~)/(1-~)2 o o 

(A. 12) 

(A. 13) 

(A. 14) 

(A.15) 

(A. 16) 

c • 
o 

11m c(k) • 24~[ K(z+1) -bo- a0 ( 4+~) - ..:!._[z2- 2 (1-e-z(z+t)) ] 
k~ z2 4 12 2z~ 

c'~> (k,O) • c' 3 > 
n,O 

(A. l7) 

(A. 18) 

= łn( { 
8

ao [kcosk-slnk + ~Ck'- 12k2 + 24)cosk - 4(k3
- 6k)slnk -24}] 

k 8~ k
2 ~ 

+ -- 2-2kslnk - (2-k2 )cosk ~ 1 [ ]8b 
k~ 8( 

+ - (k - 12k + 24)cosk - 4(k -6k)s1.nlc - 24 ao [ ł 2 3 ] 

2k5 

+ v [kchzcosk - zshzslnk 
Kz2ez z2 + k2 
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( A. 19) 

{ 

4+~ 8a l 8b a 
z24f---.E.- --0 -~ 

12 8( 4 8( 12 

8v 87 
- • 2Kzez- (A. 20) 
8( a~ 

Równanle na 8v/8( otrzy.uJe slę ze zrótnlczkowanla równanla ( A. 2) 

(A. 21) 

gdzle 8a 
4 - 2~ o - ... 

8~ ( 1-~) 3 
(A. 22) 

8b o 3(1 + () - -
8( 2( 1-~) 3 

(A. 23) 

(A. 24) 

(A. 25) 
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.. . 
80 18~ • 80 18~ + 12e-z/z 

1 1 

(A.26) 

(A. 27) 

ax 18~ • -12 [• (z)a + • (z)(a + b >] 
t 2 o 1 o o 

(A.28) 

(A.29) 

BX/8~ .. X/~ - 12~(e -z /z
3 >{ (aa/a~) + z [ (8a/8~) + (8b/8~) ]} 

(A. 30) 

88/8~ • 81/~ 

+ ( 12~/z)(-e -zz2 > {ł1 (-z) [ (aa0/8~)+ (8b/8~) ]·~2(-z) (aa0/8~)} 

acc e-z)/8~ =- 88 18~ + ( 12/z) ra +b- (a
0
/ z )] 

1 l l o o 
(A . 31) 

(A . 32) 

88/8~ • B/~ + (12~/z}(-e -zz2
) [~1 (-z) (8a/8~) - 4;

2
(-z) (8b/8~)] 

8(C e -z)/8~ • - 88 18~ + (12/z) (a+ (4/z)b] 
2 2 o o 

(A.33) 
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Pierwsze 15 komórek wektorów sieci odwrotnej dla sieci fcc użyte do 

obliczeń k =(2n'/a) (n , n ,n ) , 
n X Y Z 

N -degeneracja wektorów. 
n 

Każdej 

komórce odpowiada zbiór wektorów powstałych z perturbacji znaków w 

wektorach przedstawionych w tabelce: 

N n n n N k~ l ( 2Jtla) 
2 

p X Y z n 

1. 1 1 l 8 3 

2. 2 o o 6 4 

3 . 2 2 o 12 8 

4. 3 1 1 24 11 

5. 2 2 2 8 12 

6 . 4 o o 6 16 

7. 3 3 1 24 19 

B. 4 2 o 24 20 

9. 4 2 l 24 24 

10. 3 3 3 B 27 

11. 5 l 1 24 27 

12. 4 4 o 12 32 

13 . 5 3 1 48 35 

14. 4 4 2 24 36 

15. 6 o o 6 36 
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7. PQOSl.H)WANIE WYNlKOW PRACY ORAZ DYSKUSJA 

7.1. Ze•tawlenle Dajwatnlej~b wyników prac~ 

1. Metod~ wielościanów Woronoja-Dirichleta zbadano geo~~~etryczn.ą 

struktur~ cieczy, w której Jedna z aolekuł aa inne rozmiary: 

a) Zbudowano własny algoryta do konstruowania nuaerycznego 

wielościanów W-D w da3. 

b) Otrzyuno histogr&llY llczby ścian, krawędzi, wierzchołków i 

11czby ścian o le-krawędziach w wielościanach o S-ścianach; 

obliczono wielkości średnie (rys. 3.8- 3.13). 

c) Stwierdzono brak korelacji •1ędzy całkowit~ 11cz~ ścian w 

wlelośc1an1e a licz~ ścian o K-krawędzlach (rys . 3 . 8) 

d) Wyprowadzono reguły swa dla powytszyoh histogramów. 

2. Symulacje Monte-carlo zastosowano równiet do policzenia 

przyrostów realdualnego potencjału cheaicznego 
"' 

re a obcej 

aolekuły (ob. punkt 1) 

a) ObUczono dla rótnycb stosunków średnic s
0 

średnie: energię, 

objętość 1 entalpię układu oraz ich z•iany przy z•lanie s
0

, a 

taltte cz~ści wiriału zvi~ z oddziaływaniaal a- b, b-b 

b) 

(rys. 4. 2, 4. 4) . 

Otrzymano 
rea rH 

Jl oraz Jl 
eorr 

l wykazano, te uwzględnienie 

poprawki na część dlugozaslęgo~ energ11 oddziaływania 

zmienia wynlkl w sposób Jakościowy. Poprawlono w teri sposób 
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wcześniejsze l nleuzasad.nlone wnloskl grupy K. Gubblnsa z 

Cornell Unlversl ty opublikowane w Mol. Phys. 152-54/ . 

c) Wyprowadzono nowe analityczne wyrdenla na część 

długozasl~go~ energll, uwzględniaJ~- obecność obcej 

molekuły w c i eczy. 

J . Opracowano teorię orientacyjnego przejścia fazowego w układzie 

llnlowych kwadrupoli zaadsorbowanych na dwuwymiarowej trójkątnej 

slecl w polu grafitu. 

a) Wyprowadzono równania parametry uporz~owanla w przybl l~enlu 

pola średniego . 

b) Zastosowano teorię bifurkacji do znalezlenla punktów 

pojawlenia się struktury •herrlngbone '" . 

c} Zbadano wpływ dopuszczenia translacyj~h stopnl swobody 

zaadsobbowanej cz~teczkl w klerunku z prostopadłym do 

płaszczyzny grafitu; rozdział 5 §5 . 4 . 3 . Opracowana teoria l 

metoda otrzyaywania rozwiązań stanowi pe~ nowość . 

4 . Rozszerzono teori~ Ramakrlshnana-Yussouffa-Haymeta-Oxtoby' ego 

krystallzacjl płynu twardych kul poprzez doh,czenie potencjału 

pzycl~aj-cego (lub odpychającego) modelowanego potencjałem 

Yulcawy. 

a) Stwierdzono, te układ ten nadal krystalizuje w strukturze fcc 

(rys . 6 . 3). 

b) Wyznaczono obszary wartości pai"UUetrów: zulęgu potencjału, 

te•pen.tury oraz gęstości płynu dla których zachodzi 

bifurkacja (rys.6.4) . 

c) Rozwi~e.no nuaerycznle nlellnlowy układ równań całkowych, 

otrzymuj~ parametry k.rystallzacJl układu dla przypadków 

potencjału: przycl~jąpego l odpychaj-eego oraz ró~nych Jego 

zas ięgów l temperatur. 
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d) Stwierdzono, te człon przycl~~Y Yu.kawy obnlta, a człon 

odpychaJ~Y podwytsza gęstość krystallzacji w stosunku do 

twardych kul (rys . 6.5,6. 6) . 

7. 2. Dyakuaja 

Szczegółowa dyskusja dotycz~ca rozdziału trzeciego znajduje się 

na stronach 24-33. 

Szczegółowa dyskusja dotycz~a rozdziału czwartego znajduje się 

na s tronach 46-55 oraz 61 . 

Szczegółowa dyskusja dotycz~a rozdziału p1~tego znajduje slę na 

str onach 82-85. 

Szczegó łowa dyskusja dotycząca rozdziału szOstego znaJduje stę 

na stronach 110-119. 
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