
Quelques théorèmes sur les séries orthogonales 
par 

J. M a r c i n k i e w i c z (Wilno) 

1. Cette note contient trois parties différentes. Dans la pre­
mière je démontre certaines propriétés du système orthogonal 
de H a a r. Dans la deuxième partie, je généralise un résultat 
concernant les séries lacunaires. Dans la dernière partie je donne 
un théorème général sur l'unicité de séries orthogonales. 

2. Posons 
(2.1) 

(2.2) 

où 
(2.3) 

Désignons encore par la fonction égale à 
dans les segments et 
et égale à zéro en dehors de ces deux intervalles. Les fonc­
tions et sont respectivement les fonctions de R a d e  ­
m a c h e r  1 ) de W a l s h 2 ) et de Haar 3 ) . 

P a 1 e y a démontré le suivant 

Théorème4): Soit 

(2.4) 

(2.5) 

*) Rademacher 10. ») Walsh 12. s) Haar 1. <) Paley 9. 
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On a 

(2.6) 

où et . sont des constantes positives. 
Je vais démontrer un résultat analogue pour le système de 

H a a r. On a le 
Théorème l . 1 ) Soit 

(2.7) 

(2.8) 

On a 

La démonstration est presque immédiate. En effet, posons 

(2.10) 

Si l'on développe les fonctions selon le système de H a a r 
on obtient 

(2.11) 

de sorte que 

(2.12) 

Les formules (2.6), (2.10) et (2.12) donnent (2.9). 
Théorème 2. Si la série 

représente une fonction de la classe il en est de même 
pour la série 

dès que la suite est bornée. 

*) Pour les relations mutuelles entre les théorèmes 1—5 voir Or l iez 1. 
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Théorème 3. Désignons par les fonctions de Haar prises 
dans un ordre arbitraire. Soient 

(2.13) 

La série (2.13) converge fortement1). 
La démonstration de ces deux théorèmes résulte facilement 

de la formule (2.9). La même formule donne aussi le 

Théorème 4. Soient 

La série 

oonverge absolument. 
C'est une conséquence immédiate du théorème 2. 
On a enfin le 

Théorème 5. Il est vossible de choisir une suite croissante 
de nombres entiers de sorte que Von ait 

(2.14) 

où 

Es effet, rangeons les fonctions comme il suit: 
et désignons les fonctions ainsi obtenues par 
Choisissons la suite de sorte que le plus 

petit indice des fonctions dans le groupe 

surpasse le plus grand indice des fonctions dans le groupe 

1) Cf. aussi J. S c h a u d e r 11. 

http://rcin.org.pl



87 

D'après le théorème 1 011 voit que les séries 

où l'on a posé 

réprésentent des fonctions de la classe On a d'une façon 
évidente 

où et sont les sommes partielles des séries 

On voit que tout revient à démontrer le 

Lemme 1. Soit 

On a 

Ce lemme est sûrement connu, quoiqu'il soit difficile de dire s'il 
a été formulé explicitement dans la littérature. En tout cas, on 
peut l'obtenir d'un théorème de M.M. G. H a r d  y et J. L i 111 e­
w o o d 1 ) par le même raisonnement dont s'est servi P a 1 ey 2) pour 
obtenir un résultat analogue relatif au système de W a 1 s h. Je 
laisse les calculs au lecteur. 

3. Dans une note antérieure3) j'ai démontré le 

Théorème. Soit donné un système orthogonal et normal dans 
Vintervalle (0, 1) satisfaisant à la condition suivante 

(3.1) 

!) H a r d y et L i t t l e w o o d 2. 2) P a l e y 9, spéc. th. 1, p. 246. 
3) M a r c i n k i e w i c z 3. Pour le théorème réciproque voir M a r c i n ­

k i e w i c z 3, 4, 5 et 6. 
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On peut choisir une suite de sorte que la convergence presque 
partout de La serie 
(3.2) ^ 
entraîne la relation 
(3.3) 

Dans la note présente je vais démontrer un théorème plus fort, 
à savoir le 

Théorème G. Bans Vhypothèse (3.1) on peut choisir une suite 
de sorte qu'une série quelconque (3.2) satisfaisant presque 

partout a la condition suivante 

(3.4) 

satisfasse aussi à la condition 

(3.5) 

La démonstration est basée sur deux lemmes. 

Lenime 1. Bans Vhypothèse (3.1) il est possible de définir 
une suite • extraite de la suite un ensemble K, un système 
orthogonal et normal et une constante a de sorte que Von ait 

(3.6) 
(3.7) 

(3.8) 

Pour chaque ensemble A, 

(3.9) 

On a enfin 

(3.10) 

où Von a posé 

Ce lemme est connu1). 

*) Marcin k i e w i c z 3. 
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Lemme 2. Les fonctions jouissant de propriétés (3.6), 
(3.8), (3.9), (3.10), il est possible de définir deux nombres positifs 
et A de sorte que Von ait pour chaque ensemble E, 
et chaque suite 
(3.11) 

Ce lemme est aussi connu, je l'ai démontré dans un travail 
commun avec M. A. Z y g m u n d  1 ) . Ce lemme y est formulé 
pour les fonctions dites indépendantes, mais la démonstration 
n'exige que les propriétés énoncées plus haut. 

Maintenant il est facile de démontrer le théorème2). Suppo­
sons qu'une série quelconque 

(3.12) 

où les fonctions vérifient les conditions du lemme 1 satisfait 
à la condition (3.4). On conclut facilement que la série 

(3.13) 

satisfait aussi à la même condition. Il en résulte l'existence d'un 
nombre positif M tel que 

(3.14) 

où désignent les sommes partielles de la série (3.13). 
Supposons que 

(3.15) 
D'après (3.11), on obtient 

(3.16) 

D'autre part, en tenant compte de (3.14), on conclut 

Or, comme 

*) M a r c i n k i e w ic z et Z y g m u n d 7, th. 2. 
2) Comparer ici Z y g m u n d 13. 
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on en déduit d'après (3.15) 

ce qui est impossible en vertu de (3.16). 

4. La théorie de l'unicité de séries orthogonales n'est déve­
loppée que pour systèmes tout-à-fait particuliers. Je vais donner 
ici quelques théorèmes généraux. 

Théorème 7. Soit un système orthogonal, normal et 
complet dans Vintervàlle (0,1). Il est possible de construire une 
série non-nulle 

et une suite de soi"te que la suite des sommes partielles 

converge presque partout vers zéro. 

Je vais donner deux démonstrations différentes de ce théorème. 
La première d'elles est très intuitive, la seconde a l'avantage 
de pouvoir être appliquée à la démonstration du 

Théorème 8. Supposons que le système vérifie les con­
ditions du théorème 7 ainsi que la condition suivante 

Il existe une série non-nulle et à coefficients tendant vers zéro, 

et une suite telle que la suite 

converge presque partout vers zéro. 

Lemme 1. Soient 
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n fonctions orthogonales et normales, e un nombre positif et 
quelconques. Il existe une fonction f satisfaisant aux 

conditions suivantes 
(4.1) 

(42) 

Posons 

(4.3) 

On a 

(4.4) 

Il est facile de démontrer que les fonctions 
sont linéairement indépendantes des que s surpasse un certain 
nombre N. En effet, on conclut facilement de (4.4) 

d'où il vient 

où 

ou bien pour 

ce qui équivaut à l'indépendance linéaire des fonctions 
Il en résulte facilement l'existence d'un déterminant non-nul 
d'ordre n de la matrice 
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où l'on à posé 

Supposons par exemple que 

et soit 
On peut choisir les nombres de sorte que l'on ait 

La fonction / égale à dans le segment 
et à zéro en dehors de ces intervalles vérifie 

les relations 

ce qui achève la démonstration du lemme. 
Par une application facile de ce lemme, on obtient facilement le 

Lemme 2. Soient f une fonction de carré sommable, e>0, n un 
entier positif. Il existe une expression de la forme 

satisfaisant à la condition suivante 

En effet, d'après le lemme 1, on peut modifier la fonction f 
dans un ensemble de mesure ne surpassant pas e/2, de sorte que 
la fonction ainsi obtenue /* soit orthogonale par rapport aux 
fonctions et de carré sommable. Soit 

En tenant compte du fait bien connu que la suite des sommes 
partielles d'une série étant le développement d'une fonction 
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de carré sommable, converge en moyenne vers cette fonction dès 
que le système est complet, on conclut facilement que pour N 
suffisamment grand, on a 

Or, comme les fonctions / et /* ne diffèrent que dans un ensemble 
de mesure g/2 au plus, on voit facilement que l'expression 

vérifie toutes les conditions demandées. 
Il est maintenant facile de démontrer le théorème 7. En effet, 

d'après le lemme 2, on peut choisir une expression 

de sorte que l'on ait 

De même on peut choisir une expression de la forme 

de sorte que la somme 

surpasse dans un ensemble de mesure au plus. D'une façon 
generale, on peut choisir une expression 

satisfaisant a la condition suivante 

Si la série à terme général converge, la série 

converge presque partout vert zéro. 
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La deuxième méthode de démonstration est basée sur le suivant 

Lemme. Le produit infini 

(4.5) 

converge presque partout vers zéro dès que 

(4.6) 

Ce lemme est dû à M. A. Z y g m u n d  1 ) . 
Pour en tirer le théorème 7, supposons définis 

et posons 

Soit un nombre choisi de sorte que l'on ait 

Soit suffisament grand pour que l'on ait 

où 

Il est évident que les suites convergent. Je 
vais démontrer que la série 

où 

vérifie les conditions du théorème. Dans ce but, il suffit de prouver 
que presque partout 

») Z y g m u n d 13. 
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Or on a 

On peut en déduire le résultat demandé dès que 

Supposons maintenant 

Les formules 

donnent d'une façon immédiate 

Pour obtenir le résultat plus précis on peut raisonner 
comme il suit. 

On a 

où 

Supposons i 
On a 

D'autre part, étant établi, on peut choisir de sorte que 
l'on ait pour Il s'ensuit 

ce qui donne 
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