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DO CZYTELNIKA.

} f Aukladaniu,  dzielg tego trzymalismy sie
naywiecey JeomeLryi eieTuejitarney  Lacroix.
Jezeli zaszly iakowe z innych Autorow  doda-
tki lub odmiany tak co do porzadku rzeczy-
iako tez co do sposobu ich wystowienia * stalo
sie to sczegllniey dilatego, aby malym  dzie-
ciom” iakie sie zwyczaynie po nizszyct?, klas-
sacti szk6t Departamentowych znayduig. " po-
czatliowe wiadomosci Jeomecryi byly iak nay-
bardziey ulatwione. Pod tym XK>zgledem bio-
rac rzeczy- wypadato trzymaé sie tego prawi-
dta: im ktdra wia(loiiios<5 triidiiieysza iest dla
poczynaigGycli, tein bardziey powinna by¢ od
poczatku oddalona; staraigc sie wreszcie itik
naytrosktiwiey oto, aby kazda prawda wy-
nikata  z poprzedzaigcych utatwiata zro-
zumienie  nastepnych. Dla ley przyczyny ~ o
powierzchni wielokatow , umiescilisSmy Pi&r-
wey , niz o proporcyonalnos$ci ich bokéw , o
wielokatach w koto wpisanych i opisanych na
kole i o stosunku przyblizonym okregu do
$rednicy: te bowiem wiadomos$ci sg nieréwnie
do zrozumienia , a nawet niektdre z nich do
wytozenia  trudnieysze®  nizeli twierdzenia o
powierzchni wielokgtow.

Na koncu Czpsci I. Jeometryi. :  umiesci'
lisSmy iako przydatek  Trygonometrya prosto-
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kreslna , nie tylko dla dopetnienia  nanld &
troyhatachy na ktére wszystkie wielokaty nio-
e"g by¢ zamienione ” kota nawet nie wytgcza-
igc\ ale tez dlatego® ze tiygoTiornelrya u-
cznioni maigcyni  iakagkolwiek w prawe w teo-
ryi rdwnan stopnia drugiego, daleko iest la-
Lwieysza® nizeli Jeometrya  obietosc dat za
przedmiot maigaca. reszcie wtey mierze®
réwnie iak we wszys!ldem stosowalismy sie.
zupetnie do planu nauk przepisanego na szko-
iy Departamentowe” podiug ktérego  Plani-
inetrya  2r Trygonometryg  prostokresing kon-
czy sie w Klassie 1JM Stereometrya z  Trygo-
jzometryg kulista w Klassie V\ a teorya liniy
krzywych drugiego rzedu czyli Sekcye  koni-
czne w Klassie TAI.
trygonometryi  przestaliSmy na Kilku
tylko przystosowaniach  do Jeometryi wtasci-
i praktyczney® nie zapusczaigc sie w przy-
stosowania  Trygonotnetryi do innych-nauk
rnatematycznojizyczjiych: wtym bowiem przy -
padku opisy wyrazéw technicznych i narze-
dzi w/ywanych wiecryby zahraty mieysca® ni-
zeli same przystosowania. I"auczyciel®  kto-
ry iak we wszystkich naukach i  umieigetno-
Sciachj tak i w Jeometryi na iednem  dziele
przestawa¢ nie moze® chcacy uczniow o uzy-
tkach Jeometjyi  przekonaé *~aby ich tym spo-
sobem do niey zachecit, znaydzie takowych
przystosowan wielkg liczbe w dzietach Jeome-
trya praktyczna X. Zaborowskiego; Miernictwo
woienne Jozefa te.skiego ; Nauka matematyki



Bezoiit przez Jakubowskiego; traite deGeodesie
theorigLie et pratigtie par Puissant; traite d'Ar-
pentage parLefevre; traite deTrigonometrie par
Cagnoli; Gr:u. Ausf: Uiit: zur prak: Geometi ie
V. J.T. Mayer; Prak: Anw: zum plan: Vermessen
etc. V.J. L. Hogrewe it.d, %i> reszcie w rdznych
luiiieietnosciach  mate/natycznojizycznych” a
iladewszystko ~ w Jeomeiryi  prnhtyczney dla
szhét narodowych " ktéra “ile rni iest wiado-
mo ” luz blizka ukonczenia ~ whrOLce zapewne
wyydzie na widok piihliczny.

Co sie tycze niektorych po77inieyszych

przydalkbw  z dzieta ljegendre i innych , te
poczynione  zostaty albo dla okazania  zgo-
dnosci dowodzer ieometrycznych zalgiebrai-
cznemi; iak sg iip. o kwadracie summy lub

réznicy dwdch liniy it. d; albo dla skrocenia
i ulatwienia  dhuzszych, lub trudnieyszych do-
wodzenn  w Jeometryi dalszey " iak np. Twier-
dzenie pod liczbg 175, bez pomocy  ktdérego
chcac dowiesé iednego z poczatkowych twier-
dzen Stereometjyi,  trzeba uwaza¢ \I\ trdyka-
tow j i okaza¢" ktére z nich mogg do siebie
przystac'* albo dlatego® azeby od iedney wia-
domosci waznfy nie przechodzié nagle do
driigiey wazney bez nalezytego obiecia pit"r-
wszey j iak sg li]), zagadnienia o roznicy po-
wierzchni dwoch kot spolSrodJiowych i /. d.
Mozna w prawdzie przez kilkokrotne powté-
rzenie iedney ze wiadomgosci waznieyszey  dac
ig pozna¢ uczniom nalezycie \ lecz tym spo-
sobem dzieci uczg sie Jeometryi  wiecey na
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pamie¢ niz na rozumy przez co iuz nikng ko-
rzyScig ktore z uczenia sie Jeometryi na roz-
postarcie wyzszych wiadz umystowych  sply-
waé powinny. Nadto, ciagle iedneyze  rzeczy
‘powtarzanie , t¢ ma do siebie przewigzang
niedogodno$¢ , Zze ucznibw zwhascza  poie-
tnieyszych  wprawia nieznacznie w natdég nie
dawania uwagi na to , co sie im  wyklada.
Lepiey zatem iest przypominaé im te sarne
rzecz coraz' pod odmiennym  ksztattem , do
czego stuzg naywiecey  wiadomosci miedzy
Y%vazfiieyszemi twierdzeniami Srodkuiace, ia-
kiemi sa uwagi yzagadnienia ~a  nadewszystko
odmienne  sposoby dowodzenia ” ktérych w
dziele tem uzyliSmy dosyC czesto-, gdyz i nic
hardziey nie stuzy do rozwiniecia i wydo-
skonalenia  wladz umystowych j iak V\'prawa
w okazanie tey samey prawdy kilka sposoba-
mi odmienn cmi ; i sama prawda w te7i czas
dopiero gruntowtiie  iest pozhana , gdy do
niey z tatwoscig roznemi drogami trafi¢ nio-
Zna; i uczniowie nabieraig przez to checi do
Jeometryiy  zwlascza gdy im iest  zostawiona
wolnos¢ dawania pierwszenstwa  temu  spo-
sobowi , ktéry sie im naybardziey podoba.
Procz tego iedne =z tych sposébojw sg grunto-
"i“nieysze™ inne latwieysze do zrozumienia  lub
iwstowiefiia, albo tez wygodnieysze do uzy-
cia w dalszey Jeometryi. Tak np» z. trzech
sposobow, ktérych uzyliSmy do okazania  po-
wierzchni  kota i stosunku okregéw , pierwszy
moze byé wygodnie uzyty do  wyprowadzenia
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powierzchni i ohietosci dat zakonczonych
powith zchniaini krzyweini-, drugi ma za sobg
wszelkag $cistoi¢ i doktadno$¢ matematyczna;
Irzeci oprécz doktadnosci i Scistosci, te ma
iescze przed inaemi korzy$¢ , ze  wystawnie
przed, oczy koto i wielokat * ktére uwaza¢ po-
trzeba; a tym sposobem zmyst widzenia  do-
pomaga uwadze-, co w dwoch pier wszych spo-
sobach mieysca nie ma.

yyreszcie dla ulatwienia i skrdcenia nie
ktorych dowodzeA™ uzyliSmy pomocy z Algie-
bry , ktéra stosownie do planu , daie sie TV,
Szkotach Departamentowych obok  Jeometjyi.
Od poczatku az do potowy Rozdziatlu T*. po-
trzebna iest tylko wiado?no$¢ o  skrdconych
znakach, i naypierwsze wiadomosci o0 réwna-

niach; od potowy Rozdziatu trzeba znac
poczatkowa teoryaproporcyy ieometjycznychy
adaley podnoszenie liczby do kwadratu i wy-
daganie pierwiastku kwadratowego. Do

Trygonometryi  potrzebnaiest  teorya  réwnan
stopnia di*ugiego i Logarytméw;  wiasnie tez
na tem podtug planu , konczy sie  Algiebra
*w Klassie Lecz aby 1z dzieta tego i ci
korzysta¢ mogli, ktérzy do szkdt  publicznych
nie chodza, podaiemy tu niektdre wiado-
mosci z Algiebry $dSleyszy zwigzek z Jeome'
tryg  maiace.
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WIADOMOSCI z ALGIEBRY

SCISLEYSZY ZWIAZEK, ZJEOMETRYA. RIAIACE.

I. VeMrozwi®zywaniu zagadnien Arytmetycznych, cza-
sem iedenze wyraz czesto powtarzaé potrzeba. Po-
wtarzanie to i razi ucho, i przeszkadza uwadze. Dla
ley przyczyny zgodzono sie na mieysce wyrazow, Kto-
re nayczgsciey powtarzac trzeba, uzywac skréconych
znakéw. | tak na oznaczenie dodawania uzywa sig
znak taki -j-~np. a-j-  znaczy a wiecey b.

Znak odeymowania iest—, /ip.a— znaczy a
, mniey b.
Znak mnozenia iest "p* znaczy a roz-

mnozone przez b.

Mnozenie takze oznacza sie czestokro¢ przez kro-
pke miedzy czynnikami potozong, a nayczesciey kia-
dq sie przy sobie czynniki bez zadnego znaku. | tak

- trzy te wyrazenia A NAN 7nacza to samo.
;Jezeli czynniki sa ilorakie, to iest z kilku ilosci zto-
zone, na ten czas mnozenie Oznacza Sie za pomocy
nawiaséw. Itak {a-\-b) znaczy, Zze czyn-
nik a-j-b powinien by¢ rozmnozony przez czynnik
c+ J.

Znakiem dzielenia sa dwie kropki miedzy dziel-
na i dzielnikiem potozone, np. a: b, znaczy a po-
dzielone przez b. Dzielenie takie oznacza sie sposo-

bem utomkdéw np —ZL .
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Na oznaczenie, Ze iedna ilos¢ wieksza iest od
drugiej, uzywa sie znak taki np: i 0 znaczj,
Ze Kczbi lub ilos¢" iakakolwiek oznaczona przez x
Wi N aiestod io.

"fa oznaczenie, ze iedna ilos¢ mnieysza iest od
dru'.i. , uzywa sie ten sam znak, lecz w potozeniu
od A im, np. X 15, znaczy x mnieysze od 15-

. a 0znaczenie réwnosci uzywa sie znak takiziz,
np. znaczy a; rov/na sie 12.

li. Jezeli sa dwie ilosci réwne , dodawszy do
obudwu-lub od obudwu odiawszy te sarne ilo$¢, w
is/.yuj prcypadku d.ae summy, w agini dwie rdznice
bedg r"wne. 1 tak iezeli aznm , bedzie tez

Jezeli Sfj dwie ilosci rowne , roznmozywszy o-
biedwie , albo tez obiedwie podzieliwszy przez te sa-
nie¢ ilo"¢, bedg w iszym przypadku dwa iloczyny, w
2giin dva ilorazy rowne. | tak iezeli x~ay bedzie
tez

Jezeli sa dwie ilosci nieréwne, dodawszy do o-
budwu, albo tez 6d obudwu odiawszy te same ilosc,
w iszym przypadku dwie summy, w agim dwie ré-
znice bedg nieréwne. | tak iezel /«, bedzie tez

Jezeli sa dwie ilo'ci nieréwne, rozmnozywszy
obiedwie, albo tez obiedwie podzieliwszy przez te sa-
nie ilos¢, w 1 szym przypadku dwa iloczyny, w agim
dwa ilorazy bed¢| nieréwne. Itak iezeli be-
dzie tez

I1l.  Whyrazenia te,

m—'C, i tym podobne, zowig sie rébwnaniami. llo-
§ci a,c, m, 5 it.d, zowm siii wyrazami. Wyrazy



réwnania oddzielone od siebie znakiem zowig sif
stronami réwnania. | tak w réwnaniu

pierwsza, strona réwnania lest druga
strona réwnania iest

To codiny powiedzieli wyzey (11), o iloSciach
réwnych, stosuiac do réwnan w og6lnosci, wypadnie,
ze dodawszy lab odlawszy po obu stronach réwna-
nia te same ilos¢ , albo tez obie strony j-6wuania
rozmnozywszy  lub podzieliwszy  pj-zez 1§ sarne ilo$¢h
réwnanie sie nie zepsuie : gdyi. w iszyni przypadku
summy, w agim roznice, w 3cim iloczyny, w 4tyiu
ilorazy wypadna réwne.

IV. Joéd, adodawszy do  bedzie

a dodawszy do  bedzie czyli
dodawszy do bedzie czyli
uodawszy bedzie
czyli dodawszy do
bedzie czyli czyli
dodawszy bedzie
czyli czyli
dodawszy bedzie
czyli czyli
dodawszy bedzie czyli
czyli

Pierwsze cztery przykfady nie potrzebuia zadne-
go obia™nienia ; cztery ostatnie sg takze oczywiste :
bo w przykfadzie 5tym dodawszy do
bedzie summa €O znaczy, ze
powigkszywszy i zmnieyszywszy t" sam” iloscig b, zo-
stanie za.

Podobniez w przykfadzie Gtym summa

znaczy , e Jo 2.adodawszy na-
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przéd ~b, apotem oOdinwszy zostanio :
W przykfadzie ymym, summa

, Znaczy, ze do Srt dodawszy-riaprzéd 36, a po-
tem odlawszy g”, zostanie @'z — Gb. jNakoniec w
przyktadzie Sniym summa

znaczy, ze od™aa odlawszy naprzéd ""b, a potem

zostanie

Zastanowiws?y sie pilnie nad temi przyktadami,
wyciggniemy z nich nastepuigee uwagi; i6d, Do-
daigc iloki odmieiMie, to iest odmiennemi gtoskami
oznaczone, iak  przyktadzie i, daie sie miedzy temi
gtoskami zuak dodawania-f-« 27 Dodaigc ilosci
iednakowe, to iest iednakowemi gtoskami oznaczone,
iak w przyktadzie 31  dodaicj 9 t*lko same liczby
przed gloskami temi bedace, ktére sie zowig spot"
czpmiki.  Uwaga ta $cigga sie takze i do przykfada
a ,'w ktorym a dodane do a czyni aa : gdyz spot-
czynnik x zwyczaynie sie opuscza, lecz iest zawsze do-
niyslny.  3cze Dodaigc ilosci iednakowe, spéiczyn-
niki idi czasem sie dodaig, tak wpiz;yktadzie, 3,
4 i8; aczasem sie odeymuig, iak w przykfadzie 5,
6 i 7. Ace Spotczynniki ilosci iednakowych w tea
czas sie dodaia, Kiedy przed niemi sa iednakowe zna-
Ki, to iest albo przed obudwonia znak —, iak w przy-
ktadzie 8 jalbo przed obudwonia znak -f-, iak wprzy-
ki«d2ied> i iak iest we wszystkich przyktadach przed
swyrazem pierwszym, przed ktdrym zwyczaynie> zaden
sie znak nie dale, lecz iest zawsze domysiny znak -f--
Ste Spotczynniki ilb”ci iednakowych w ten czas sie
od siebie odeymuig, kiedy przed niemi sg znaki od-
mienne, to iest, kiedy przed iednym iest znak -f-, a
przed drugim znak —, iak iest w przyktadzie 5, 6 i
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rj. €Y Kiedy sie. spélczynniki ilosci iediiakowycli
od siebie odoytDuia, przetl pozostata reszta daie sie
albo znak-{- , iak w przykfadzie 6, albo znak —, iaic
w przykiadzie jtne Odeynuiiac od siebie spol-
Gzynniki ilosci iedjiakowych, przed resztg ktadzie sie
znak talci, iaki iest przed spolczynnikiein wiekszym.
Z uwag tycli wypada riastepuiace prawidto do-
dawania: spoéiczynniki  ilosci iednakowych Zjedtia-
kowemi znakami dodaig sie; spé'czynniki  ilosci ie-
dnakowjch  z odniiennemi  znakami® odejmuig  sie"
daigc przed resztg znak spot czynnika  wiekszego.
V. 16d Od a odi¢jwszy h-" zostanie
Od  odigwszy zostanie
Od  -{- zh odigwszy za-\-b ” zostanie
czyli fl-j-az' —  czyli rt-j-Z". Ate Od
O©digwszy  —  zostanie —2.a-\-b\ czyli
Od6rt-|-aZz> odigwszy 2.a— > zosta-
nie 6a-\-2.b — 2a-|-3Z',czyli it.d.
Pierv\sze trzy przyktady sg oczywiste: ostatnie
dwa, w ktorycti wilosci ‘maigcey sie odeymowac
znak — zamienia sie na znak -j-, potrzebuig dowo-
«lzenia.
Od 12 odigwszy g, zostanie A. Jezeli tak do
12 iako tez do 8 przydam np. po i suuime dru-
gg, to iest JO odeyme od summy pi*rwszey,, to iest
od 14, zostanie takze A. Jezeli tak do j2 iako i do
8 przydam po 35po4? po 5 it.d. i odeyrne drugg
summe od pierwszey, zawsze wypadnie ta sama ro-
znica, to iest 4- Daymyz na to, ze trzeba od a od-
igc b— c: poniewaz dodawszy tak do a, iako tez do
AN — ¢ iakakolwiek ilos¢, i summe 293 odigwszy od
"isz«j, zawize wypadnie ta sama reznica, kteraby wy-



padta bez takowego dodania; wiec tak do e, iako tez

do dodawszy po  potrzeba bedzie od

odig$ czyli od potrzeba odigé
digwszy od zostanie Stad wno-
simy, ze w ilosciach inalgcych sie odeyjnowad  znak
-j- zamienia sie na znak—, i przeciwnie znak —
na znak ; a z resztg zachownie sie prawidio do-
dawania.

Odeymowanie oznacza sie takze za pomocg na-

wiasow; i tak X— (a— 6-|-c), znaczy to samo co
podobniez
it.d.

llosci maince przed sobg znak — , zowi” sie
odiemne', ilosci maiace przed sobg znak  wyrazny
lub domy-Iny, zowia sit" dodajne.

VI. Ztogo coSmy yvyzey poviedzieli o skrd-
conych-znakach W mnozeniu uzywanych, tatwo iest
wyprowadzi¢ naslepuiace prawidto mnozenia ilo-ci
poiedynczych: iloczyn sklada sie zewszystkich czyn-
nikbw bez zadnego znaku przy sobie potozonych.
Tak np. iloczyri czterech czynnikow a™b, c i d iest
abed i t. d.

VII. Liczba dziehia, iak wiadomo z Arytmety-
ki, moze by¢ uwazana iak iloczyri dwoch czynnikow,
z ktérych ieden iest dzielnikiem, drugi szukanym ilo-
razer. Gdyby wiec przyszto dzieli¢ ab przez rt, u-
wazaiac dzielna ab iako iloczyn dwdéch czynnikow ct
i b " podzieliwszy iloczyn ten przez czynnik  wypa-
dnie na iloraz czynnik drugi b: iw rzeczy sarney zna-
leziony ilorazrozmnozywszy przez dzielnik — wy-
padnie iloczyn ab ” ktéry od dzielney ab odigwszy zo-
stanie 0. Podobniez dzielac przez ii/zi, Mypas
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dnie na iloraz hc. gdyz hc rozmnozywszy przez rtm,
wypadnie iloczyn ahcm” ktory od dzielney odigwszj
zostanie 0 it.d. Stad wypada nastepujgce prawidto
dzielenia: ilosci, sp6lne dzielnej i dzielnikowi prze®
kresliwszy * reszta bedzie szukanym ilorazem , np.

VIII.  Ulomki algiebraiczne tern sie tylko od
zwyczaynych roznia, ze wtych uzywaig sie znaki li-
czebne, w tamtych za$ gloski abecadta i znaki skro-

a c

eone. Tak np. dwa utomki chcac przypro-
wadzi¢ do iednakowego mianownika, trzeba licznik i
mianownik igo rozmnozy¢ przez d" aago przez Z5i

ad hc
bedzie » chcac utomek "rozmnozyc przez

ad
d bqdzie — i it.d.

IX. Jezeli 4 ilosci ah~c™ d sg takie , ze ile
razy ilo ¢ iwsza iest wieksza lub mnieysza od agiey,
tyle tez razy ilo$¢ 5cia iest wieksza lub mnieysza od 4tey;
cztery te ito -ci zowm si® proporcyoiialne i skladaig
proporcya ieometrycznci: i niéwimy na ten czas, ze
tak sie ma ilos¢ pierwsza do drugiey® iak trzecia
do czwartey® albo ze stosunek ilosci iszey do 2.giey
réwny iest stosunkowi ilosci "“ciey do Atey.

Chcac sie dowiedzie¢ ile razy ilo$¢ iedna iest
wieksza lub mnieysza od drugiey, trzeba iedne przez
druga podzlelit\ Dzielenie iakosmy powiedzieli, ozna-
cza sie albo za pomocg dwoch kropek miedzy dziel-
ng i dzielnikiem potozonych, glbo sposobem utomka.
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Proporcyy zatem ilosci rt, h, ¢, d, wyrazi¢ mozna
a c
albo — albo tak . Zwyczay-

nie ieJnak oznacza sie propprcya ieometryczna sposo-
bem iwszym(*}. Wyrazy rt, b skladaig iwszy sto-
sunek, wyrazy c, d skiadaig 2gi stosunek: iszy wy-
raz a zowie sie poprzednikiem , agi b  nastepnikiem
iwszego stosunku; 3ci wyraz ¢ poprzednikiem, Alj
d nastepnikiem ago stosunku. W proporcyi zatem
tak sie ma poprzednik igo stosunku do swego naste-
pnika, iak poprzednik ago stosunku do swego naste-
pnika. Stad iuz fatwo uczyni¢ wniosek, ze co w dzie-
leniu zowiemy ilorazem albo waznoscig utomka, to w
proporcyi ieometryczney nazywa sie stosunkiem.

a. Proporcyg a: ~=c: d, wyraziwszy sposobem.

a c . p . .
utomka 5 zzzd-’\, i oba te rowne utomki rozmnozr

~ (ihd hed _

WSzy przez bedzie—" zrz czyli ad':rzbc.
Czynniki tych dwoch iloczynéw réwnych, sg wyraza-
mi daney proporcyi; ad iest iloczynem wyrazu igo i
490, bc iest iloczynem e yrazu ago i 3go. WyiHz
jwszy i 4ty, zoWig sie wyrazami skraynemi., wyraz
agi i 3ci wyrazami Sredniemi proporcyi® Stad wnie-
siemy, ze w proporcji ieometryczjicy iloczyn wyra-
z6w skraynych  roéwny iest iloczynowi wyrazéw  Sre-
dnich.

3. W réwnaniu mrnzpq, podzieliwszy obie

Zwyczaynie pcnporcya ieometryczna oznacza sie¢ tak at* b
Ci di lecz zamiast 4 kropok uzywa sie iinyczesciSy znak roé-
wnosci, iako widocziiieygzy i predszy do napisauia.



strony przez pr, bedzie ¢ ; czyli

czyli m'. pzzzq: To iest, gdy sg dwa rw
wae” dwa czynniki iednego iloczynu mogg hyc wzie-
te za wyrazy skroyne, rfiwa czynniki 2go za wyrazy
$rednie proporcyi.

A. Woproporcyi  b=.c: iest ax=ihc{%). W
tern rownaniu podzieliwszy obie strony przez  bedzie

czyli— . Toiest, w proporcyi

ieometryczney ~ wyraz A.ty rowna sie iloczynowi  dwoch
wyrazéw Srednich  podzielonemu  przez wyraz iszy.
Podobnymze sposobem znalez¢ mozna ktérykolwiek,
wyraz proporcyi, byleby trzy iime wyrazy byly dane.

. 5- Dwie propofcye  “zizc: m:p:zz:q:r,
wyraziwszy sposobem utomkoéw, beda dwa réwnania

Strony odpowiadaigce tych
dwdch réwnan rozmnozywszy przez siebie wypadnie
czyli

czyli am: bpzmce: dr. Te ostatnig proporcyg po-
rownawszy z dwiema proporcyami podanemi, wnie-
siemy, ze wdwoch proporcyach ieometrycznych — wy”
razy odpowiadaigce rozntnozywszy — przez siebie,
cztery iloczyny stad wypadaigce, beda sktadaty
proporcya.

6. Dwie proporcye

wyraziwszy sposobem utomkdw, bedzie
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w dwoch tych réwnaniach strona zga

4'd\vnania igo réwna iest stronie 2giey réwnania 2go;
a zatem i strona iwsza réwnania igo, rowna bedzie

stronie iwszey rownania 2go: bedzie wiec

ttryli a: Ifzzzm: p. To iest, gdy dwie proporcye ma-'
ig iederi stosunek spol;!, dwa inne stosunki  tych
proporcyy sg sobie roéwne , a tein samem  skladaict
proporcya.

7. W proporcyi a. b:zzz c: d, iest adnz bc.
(2). Do obu slron tego réwnania raz dodawszy,dra -
8i raz od obu stron odiawszy bd, i tak dwie row;j.; -
summy, iako teZz dwie réwne rdznice iednemze ru
wnaniem wyraziwszy; bedzie ad_z-.bd — bc sh. M
W tem réwnaniu z i wszey strony czynnik d* z agiey
stiony czynnik b iest sp(>Iny dla obudwu wyrazéw ;
mozna wiec strony tego réwnania roztozy¢ na czynni-
Ki, oznaczaigc mnozenie za pomocg nawiasow; bedzi-;;

zatem (rtj+Z") " zz: MNjb. Czynniki dwoch tych
Hoczynéw réwnych utozy wszy w proporcya.(5); be-
dzie a”“bi wzigwszy osobno summy,

osobno réznice, beda dwie pjoporcye a-j-b: c-\-d
zn b-.d* ab'. c—dzrz b: d, w ktdrycti stosunek
agi b: d iest spoiny; bedzie wiec a~\-b'. c-j-dzu: a

— b:c— d (6), 1l'oiest, w proporcyi ieometry-
czneyy tak sie ma summa poprzednika i nastepniki®,
Igo stosunku do summy poprzednika i nastepnika
2.go stosunku y iak roéznica poprzed/iika i nastepniki,
stosunku Igo, do rdinicy peprzed/iika i nastepnika

stosunku



W temze réwnaniu ad nz bc, po obu stronacdili
yaz dodawszy drugi raz odigwszy dc” i odbywszy dziia-i-
fanie iak. wyzey, wypadnie a-\-c: b-A-dzzza —

N— d. To iest, wproporcji ieometrjcznej tak s.iee
ina sHfnma poprzednikbw  do summj nastepnikdw

iak roznica poprzednikdw, do rdzniej nastepniké-w?”,
g. Niech bedzie cz”hli
Daymy na to, ze bedziieie

tez W trzech ostatnich réwnania'ckh

rozmnozywszy obie strony w réwnaniu iszem pr2ze«z

w agiem przez b, w 3ciem przez ¢, bedzie Azuzz
ani, BZ=hin, CZzZcni. W trzech ostatnich EOO-
wnaniach > strony odpowiadaigce dodawszy do siie-e-
bie , bedie A-f-B-f G amA”b m-j- cm. ; druigjga
strone roztozywszy na czynyiki, i oznaczywszy mmoo-
ienie za }romocg nawiaséw, ledzie A-j-B -j-C——
(a-i-b4-c)  m: iiodzieliwszy obie strony przez a-A-i-h

wypadnie aze O<

dtug zatozenia, wiec czyli

To iest, ~dj.iest  kiilkka
stosunkdw réwnych , tak sie ma summa  wszystkdcch
poprzednikbw  do summy wszystkick  fiascepnikd™wv ~
iak poprzednik iwszy do swego nastepnika y Lub iaak
ktorykolwiek  poprzednik  do swego nastepnikay

W proporcyi ieonielryczney mozna rozmani-
cie odmieniaC mieysce wyrazom bez nadwergzeniua
proporcyi. | tak proporcya a-. c: d moze byy¢
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W W iiastopuigce zamieniona

Jakoz we wszystkich tych proporcyach
iKiloczyii skraynych i $rednich iest lak iak w propoi-
cjcyi iwszey

JO. Pozostato iescze wiele innych* wiasnosci
Di]roporcyy ieometiychnycli, ktére tatwo mozna wy-
pit )rowa(lzi¢ za pomocg dwdch réwnan

. Tak np. iezeli w dwacli propoi cyach trzy wy-
rarazy iecluey, sa réwne trzem Awyrazoni agiey, bedzie
wwyraz 4y twszey rowny wyrazowi pro-
pO)orcyi. 2.re W szstkie wyrazy proporcyi rozmno-
zyywszy lub podzieliwszy przez iednez liczbe™ propor-
cyya sie nie zepsuie, 3c/e tozmnozywszy lub podzie-
liwwszy iame tylko poprzedniki, lub same tylko naste-
pntniki przez iednez liczl)e; albo tez rozmnozywszy lub
poiodziehwszy poprzedniki przez iedne liczbe a naste-
pnaiki przez inng liczbe,proporcya sie nie zepsuie it.d.

11. [Moporcya a:bzizb:c®  wktoiey naste-
pnnik iga stosunku réwny igst poprzednikowi stosunku
29'go, nazywa sie proporcya ciggta. Wyraz 2 nazy-

a a sie $rednim ieometrjcznie  proporcyanalnym. Po-
nitiewaz w proporcyi ieometryczn<iy iloczyn skraynych
ro\\wna sie iloczynowi Srediiit;!) W proporcyi za-
itV>ni cighley iloczyn skraynych, réwny bed/ie wyrazo-
wi i Sredniemu przez siebie lozinnozoneinu.

X. lloczyn iakieykolwiek ilosci przez siebie
roz)zmnozoney, zowie sie kwadratem. | tak 16 iest
kwwadrateni liczby 4; iest kwadratem liczby 5,
bb") sg kwadraty ilosci a, b. 1lo$¢ z ktorey przez sie-,
biee razmnozoney powstaie kwadrat, zowie sie picr-
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wiastkiem kwadratowym. | tak 2. iest jherwiaslkiein
kwadratu 4; 3 iest pierwiastkiem kwadratu 9; a iest
pierwiastkiem kw adratu aa i t. d.

Mnozgc aa przez a wypadnie aaa (VI), mno-
zac aa przez fla, wypadnie aaaa it.d. Dla skroce-
nia zamiast aa, aaa, aaaa it.d. pisze sie w iszym
przypadku a®, w agim a% w 3cima”™ it d. Liczby
12, 3, 4 it.d. ugory zprawey strony ilo-ci iaki("y
potozone, zowig sie wykiadniki, i znaczg ze ilos¢ ta
wzieta iest za czynnik 3,3,4 ilosé
ta podniesiona iest do ago, 3go, Ago it.d. stopnia,
lub tez do agiey, 3ciey, 4tey it.d. potegi. .Wykta-
dnik zatem a znaczy ilo$¢ podmesmnq do kwadratu
czyli do agiey potegi.

Znak pierwiastku iest taki V , "\p-  (ib zna-
czy ze potrzeba wyciggna¢ pierwiastek kwadratowy
ziloczynu ab. V i znaczy, Ze potrzeba wyciggnac

L L ., . Ti
pierwiastek z licznika i zmianownika; y zuacz.y,

Ze potrzeba wyciggna¢ pierwiastek z licznika tylkx);

albo V{a-[-h)]  znaczy Ze potrzeba wy-
ciagna¢ pierwiastek z summy a-\-b.

podobniiei
podobnuez

podobniez

podobniez



podobniez

podobniez

XL Mnozac up.  przez 7, albo c"A przez 57»
trzeba 4 iednosci i 2 dziesigtki rozmnozy¢ w iszym
przypadku przez 7, w agim przez 7 iednojci i przes
5 dziesigtkdw. Podo™Mniez chcac rozmnozyé
lub a— b przez ¢, albo tez chcac rozmnozy¢ a-\-by
lub a— b przez c-\- d" lub przez —d\ trzeba a.-f-
b lub a— b w iszym przypadku rozmnozyé przez c,
i wypadng dwa cz;stkowe iloczyny ac”bc\ w agim
przypadku przez c-\-d” lub przez c—d, i wypadnij
cztery czastkowe iloczyny ac, bc”ad™ bd\ co iest
rzecza widoczng ; le* z nie tak tatwo iest pomiarko-
waé iakie maig by¢ znaki przed tenii czastkowemi i-
loczynami, to iest gdzie trzeba da¢ znak-j-, gdzie
znak —. Obaczmy to na przyktadach.

i 6d Poniewaz iloczyn iest zawsze o, gdjr ie-
den z czynnikdw iest 0; rozmnozy™AS7y wiec a—
czyli o, przez iakakolwiek ilo™¢ ¢, ilot:zyn powiniea
wypas¢ réwny 0. Mnozac a— a przez ¢, wypadne
dwa czastkowe iloczyny ac, ac; kiedy wiec iszy iest
dodayny, agi powinien by¢ odieniny : gdyz ac—"ac
~0. “ad wniesiemy, ze rozmnozywszy ilos¢ odie-
nuig przez dodayng, wypadnie iloczyn (“diemny.

a— fl, wypadnie iloczyn rtc—acuno. Stad wnie-
siemy, ze rozmnozywszy ilos¢ dodayng przez odie-
mnga, wypadnie iloczyn odiemny.

3eie, Nakonoiec mnozac a— aprzez - c, pier-
wszy 2 dyféch czastkowych iloczyndéw. poUluj® przy
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padku ago, bedzie odiemny; azeby wiec ilo(V,yn cat-
kowity byt rowny Oy drugi czastkowy iloczyn powinien
by¢ dodayny: iakoz. — ac -j-acziz 0. 8tad wniesie-
my, ze rozmnozywszy ilos¢ odiemng przez odiemnci,
wypadnie iloczyn dodayny. Ze za$ iloczyn iest do-
dayny gdy sie mnozy ilo ¢ dodayna przez dodayna,
to zadney watpliwosci nie podpada.

Ztych uwag wyprowadzi¢ mozna prawidlo na-
stepuigce : czynniki  z iednakowemi  znakami®  daig
iloczyn  dodayny;  czynniki z odmiennemi znakami
daig iloczyn odiemny.

XIl. Podzieliwszy  ah przez -j- < wypadnie
iloraz-j-», iakosmy iuz powiedzieli (VII). Podzie-
liwszy -1-ab przez—a, wypadnie iloraz —b: gdyz
znaleziony iloraz-Z/ rozmnozywszy przez dzielnik™ a,
wypadnie iloczyn -{- ab (XI), ktéry odigwszy od dziel-
ney  ab podiug prawidta wyzey podanego (V), zo-
stanie-j-— ab~o0"', co dowodzi, ze znaleziony
iloraz iest prawdziwy.

Dla teyze przyczyny podzieliwszy — ab przez -f-
tf, wypadnie iloraz — b. Podzieliwszy — ab przez
— a, wypadnie iloraz ~\-h'. gdyz znaleziony iloraz-j-
h rozmnozyw szy przez dzielnik - a, wypadnie iloczyn
—"ab, ktory odigwszy od dzielney — ab, zostanie

Stad wypada nastepuigce prawidto : ilosci z ie-
dnakowemi  znakami daig. iloraz dodayny; ilosci
z odmienneini  znakami daig iloraz  odiemny.

XII.  Podtug prawidta wyzcy podanego (KM),
rozmnozywszy a-\' b przez a-b , wypadnie CL" ab

, czyli — Qrc rozmnozywszy a-f-
h przez awypadnie a"-j-2 3de rez-
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muozywszy a— IA przez u — O, wypadnie ei — zab-A-

Ate rozmnozy wszy a-j-3 przez a-[-5, wypadnie
o -j-9; Sta rozmnozywszy a~Z pieza- 57
n\'ypadnie — it.d. ,

Z pierwszego przyktadu wniesiemy, ze iloczynem
ffiummy dwoch ilosci a-\-b przez ich roznice a- b, iest
réznica ich kwadratbw — b~ Z przyktadu ago i
3go wypada, ze kiedy pierwiastek ma dwie czesci a
—b, Luba— b, kwadrat sklada sie z czesci trzech:
ito iest, z kwadratu a™ czesci iwszey, z podwdyne"

Mo iloczynu  aab czedci iwszey przez “ga, i z kwa®
dratu b”" czesci 2gi.ey’, Podobniez w dwdch przykia-
dacli ostatnich, kwadrat dwaoch ilosci N— 3>

iklada sie z kwadratu ¢ czesci iwszey, z podwdy-
iiego iloczynu 6a czesci isz(*y przez 2ga, i z kwadra-
tu g czesci agiey. Gdyby wiec dane byly dwa kwa-
draty or-f-g, ar— g; wnieslibySmy ze
pierw iastlciem igo iest -j-3?ago x — 3.
A zatem natraliwszy /?p. na rownanie takie : &
G;rzz:4o, albo tez — 6a;—40: w nieslibySmy,
ze w obudwu révMianiach pierwszey stronie do zupet-
nosci kwadratu nie d>ostaie g. Dodawszy wiec g w obu
rownaniach z pierwszey strony dla dopetnienia kwa-
dratu, zdrugiey dla zachowania rownosci, bedzie
6jc~l-gzz:4g; —Qx-\- gmAg. Pierwiastek,
pierwszey strony w réwnaniu iszem iestx 3 , W
agiem x — 3, pierwiastels. za$ agiey strony w obu
rownaniach iest 7; bedzie wiec x-j- Szz:'l' , x— 3
7 it.d. Stad wypada nastepuigce prawidto: chcac
dopetni¢  kwadratu kcorego tylko dwie pierwsze cze-
§ci sg dane, trzeba potowe spotczytinika  czeSci p.giey
podnies¢ do kwadratu, i kwadrat ten deda¢ do
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hiidwu stron réwnania ~np. w réwnaniu
, dopetniwszy kwadratu, bedzie
Pierwiastek szukany pierwszey strony ro-

wna  zawsze pierwiastkowi wyrazu igo i polowie
spbtczynnika wyrazu ago wzietty z takim znakiem ,
iaki sie przed wyrazem agim znayduie: i tak z dwoch
kwadratow  -f-px -j- , —px-j-—p" piernia-
stkiem igo iest

XIV. W réwnaniu — - j - ax~q — /w, roz-

mnozywszy obie strony przez — i bedzie .r' — axr=si
Stad wniesiemy, ze w réwnaniu
wszystkie znaki  “aniieniwszy na —, i wszystkie

znaki — zamieniwszy na -j-, rownanie sie nie zepsuie.
| tak iezeli — ~ —  fcedzie tez



JEOMETRYI
CZESC 1L
ROZDZI AL l.

Wiadomos$cipoprzednicze.

1L WSZYSTKIE rzeczy zmystowe, uwane ina-
crey ciata, chocby tei byty naydrobnieysze,
sa zawszd rozdaje, to iest maia dtugosé, sze-
roko$¢ i wysokos$¢ czyli grubo$é. Spoina ta
wszystkim ciatom wiasnos¢, o ktéréy nas zmyst
widzenia i dotykania przekonywa, sama i'diia
tylko zaymuie uwage nasze, kiedy ciata iakiego
wielkos¢ zmierzyé, lub ia. z wielkoScig innego
ciata poréwnaé¢ chcemy: wten czas bowiem nie
zwaiaigc na inne ciata tego witasnosci, do mie-
rzenia zadnego wptywu nie maiace, samg sie tyl-
ko iego rozciggtoscig zaprzatamy. Nauka po-
daigca sposoby mierzenia rozciggtosci, nazywa
sie nauka mierniczg, czyli Jeometrya,
Rozciggtos¢ uwaia sie rozmaicie, i ma
rozmaite nazwiska. Jezeli dla wymierzenia wiel-
kosci iakie™o ciata uwazamy razem iego diu-
gos¢) &zerokosdi wysokos¢, czyli grubos$é; roa-
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ciggtos¢ pod tenii trzema wymiarami razem wzie-
ta zowie sie bryiowatoscig,, albo obietoscig te-
go a ciata, ktorych wielkos$¢ pod
temi trzema wymiarami uw azamy,zwia sie bry-
by. i tak kamien, kuta, belka, budynek i t.d. sa
to bryty, ktérych obietosSC iest mieysce wzdluz,
swszerz i wz\v}z rozlegte, przez te bryty zaietf.
Bryly podiug rozmaitego ksztattu sa rozmaite ,
okragte, graniaste, konczate it.d. i maig roz-
maite nazwiska, iak to na swoiom mieyscu wy-
iozymy.

3. Czestokro¢ w mierzeniu ciat uwazamy
tylko ich dtugos¢ i szeroko$¢, bez zadnego
wzgledu na wysoko$¢ tub grubos$é. | tak dla
wymierzenia pota, ogrodu, posadzki wpokoiu,
obicia iia Sciane it. d. dosyC iest zmierzyC icti
dtugos¢ i szerokos¢. Rozciggtosé podiami dwo-
ma wymiarami uw”azana, bez wzgledu na wyso-
koS¢ czyli grubos¢, zowie sie powierzchnig " su-
perjicies.  Powierzctmia podtug ksztattu ciata,
do ktorego nalezy, iest albo rowna czyli ptaska,
zwana inaczey ptasczyzna , planinn ; iak iest
powierzchnia papieru, tablicy, stotu, posadzki,
ieziora, pota réwnego it.d. albo nierowna czy-
li krzywa, to iest wklesta lub wypukia ; iak iest
powierzchnia naczynia wklestego, kuli, armaty,
gory, doliny it.d. Tu iuz tatwo wnies¢ mozna,
ze powierzchnie rowne czyli'ptasczyzny roznig
sie tylko miedzy soba swoia rozlegtoscig czyli
wielkoscig-: powierzchnie za$ krzywe tak co do
rozlegtosci, iak i co do ksztattu «wego nlusza

by¢ rozmaite®
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4. Czesto nawet i na szeroko$é nie daie-
my zadnego wzgledu, lecz tylko same dtugosc
uwazamy. | tak podroézny nie pyta sie o sze-
rokos¢ drogi, ktdrg ma przebyc, ale tylko uwa-
za odlegtos¢ mieysca do ktdrego dazy: probii-
igcy dzielnosci straelby mierzy tylko diugosé
drogi, ktorg kula przebiegta, it.d. Rozciagtosc
taka tylko wzdtuz uwazana, bez wzgledu na sze-
roko.§¢ i grubos¢ zowie sie liniig , a konce li-
nii iiazywaig sie pujihtami. Punkt zatem, Sci-
$le bioragc rzeczy,' nie ma zadney rozciggtosci:
gdyz iest koncem linii, ktora nie ma ani sze-
rokosci ani grubosci. Mowimy tu, Scisle bio-
rac rzeczy ye™Ajz punkta znaczone na tablicy lub
na papierze nie mogg by¢ bez rozciaggtosci, roé-
whnie iako i liniie, ktore kredg, otowkiem albo
piorem kreslimy, musza mieé koniecznie sze-
rokosé, choéby tez byly iak nayciensze. Ale
w Scistem znaczeniu , kiedy plasczyzna bedgca
koncem czyli granicg ciata iakiego, ma tylko
dtugosc i szerokos$¢ bez grubosci; liniia bedflca
granicg czyli koncem ptasczyzny, mieé tylko
moze dtugos¢ bez szerokosci i grubosci; punkt
za$, iako granica czyli koniec linii, nie moze
mieé¢ zadndy rozciggtosci.

5. Liniia iest albo prosta, albo ztamana
czyli z kilku prostych ztozona, albo krzywa. Li-
niia prosta iest naykrotsza droga z iednego pun-
ktu do drugiego’, iak iest liniia AB. Tablica I.
Figura I|. Wszelka za$ inna liniia, ktéra nie
iest naykrotsza drogg z jednego punktu do dru-
({iego, i«st albo liniia 4amana, czyli z prostych
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zloiona, iak iest liniia ACDB; albo krzywa,iak
sgliniie AEB, AFB, ktére sa tern dtuzsze, im
iie bardziey oddalaig od naykrétszey drogi s
punktu A do B, czyli od linii prostey AB.

6. Ztego co$Smy dotad o linii prostey po-
wiedzieli , wypada i 6d ze przez ieden punkt tyle
liniy prostych prowadzi¢ mozna, ile sie podoba:
co iest przez sie widoczna ; 9.re Zze przez dwa
punkta iedna tylko liniia prosta przechodzi¢ mo-
ze : bo od iednego punktu do drugiego iedna
iest tylko naykrdtsza droga; liniy za$ krzywych
i ztamanych tyle przez dwa punkta prowadzié¢
mozna , ile sie podoba: dlatego tez liniie krzy-
we i ztamane oznaczaig sie kilkg gtoskami; na
oznaczenie za$ linii prostey, dosyC iest dwacti
tylko gtosek, ktdre, iezeli dtugosc linii prostey
iest wyznaczona , ktadg sie przy iey koncach ;
iezeli dtugosc linii nie iest wyznaczona , ktada
sie wdwadch ktérychkolwiek iey punktach.
ze gdy zatem dwie liniie proste maig dwa pun-
kta sp6lne, dwie te liniie czynig iedne tylko li-
niia prostg: bo przez dwa punkta iedna tylko li-
niia prosta przechodzi¢ moze; A’e ze gdy sie
dwie Kniie proste z sobg przecinajg, przecie-
ciem ich iest tylto ieden punkt: bo gdyby sie
we dwaoch punktach przecinaty, naten czas ma-
igc dwa punkta spolne, czynityby iedne liniii
prostg . /e ze nakonitec liniie proste réznig sie
miedzy sobg tylko dtugoscig swoig;lubo i ta r6-
znica nie iest tak wielka iak sie z poczatku zdk-
ie, gdy zwazj my, ze kazda liniia prosta moze byc,
w mysli pi-zynaymniey, w obie strony tak daleko
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przedtuzona,iak sie podoba; gdy tym ceasem li-
niie ztamane i krzywe tale co do dtugosci, tako
-i co do ksztattu swego , moga by¢ rozmaite.
Miedzy limami krzywemi, nayznaczniey-
sza iest liniia kolista, zwana okregiem kola™
linea circulajis® circumferentia circuli
iest fig. 2. ABCDEA., ktéra zwyczaynie kresli
sie za pomocg narzedzia cyrklem zwanego, lecz
ktorg wykres$li¢ takze mozna sposobem naste-
puigcym : wziawszy nitke lub drécik dtugosci
np. linii AS, i ieden iego koniec utwierdziwszy
na stole lub na tablicy w punkcie S tak , aby
okoto tego punktu mogt sie obracac;do drugie-
go konca A przytézmy otéwek lub krede , i o-
bro¢my drocik wraz z kredg okoto punktu S
tak, aby powr6cit na to samo mieysce , z kto-
rego obraca¢ sie poczat: $lad na tablicy od
kredy zastawiony iest okregiem. Plasczyzna
tg liuiig krzywa okres$lona zowie si¢ kotem,  dr-
culus. Czes¢ iakakolwiek okregu AED, BCD
i t.d. nazywa sie tukiem, arcus.

. 8- Wtasnos$¢ okregu z samego wykre$lenia
wyptjrwaigca iest ta , ze kazdy punkt na nim
wziety znayduiesie wrowney odlegtosci od pun-
ktu S: odlegtoscig bowiem tg iest drocik AS ,
Jctérego dtugosE wczasie obrotu iest nieodmien-
na. Punkt S zowie sie dla téy przyczyny $rod-
kiem kota, centrum- a liniia prosta SA,SB it. d.
irodek kota z punktem ktérymkolwiek na okre-
gu wziet3nii tgczgca, nazywa sie promieniem”
radius. WSszystkie zatem promienie kota sg ro-
wne: bp wszystkie punkta oki-e*u sa wrdéwn¢j'
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od $rodka kola odlegtosci. Inne wiasnosci o-
I"regu wylozymy na swoiem mieyscu; tu tylko
przestaiemy na tycli, ktére nam do poczatko-
wych wiadomosci, o iiniiacli prostych beda po-
trzebne.

9. Co sie tycze innych liniy krzywych,
ksztattem swoim i innemi wiasnosciami od o-
kregu roznigcych sie, te naleza, do Jeometryi
dalszey, ktora poprzedzi¢ powinna wiadomos$¢
wiasnosci liniy prostych, plasczyzn i bryt, co
iest przedmiotem niaieyszego dziela.

ROZDZIAL 1.

o Liniiach prostychprzecinaigcych sie, 0Art-
tach i troykatach.

lo. Gdy sie dwie liniie proste, fig. 3- AC,
BC , zsobg przecinaig , wpunkcie C, mieysce
miedzy temi dwiema liniiami zawarle, ze strony
przeciwnej" punktowi przeciecia nieograniczone
zowie sie katem , aiigu/us.  Liniie AC, BC,
przecieciem swoié¢m kat tworzgce, zowig. sie ra-
mionami  kata, crura, apunkt C, w ktérym sie
te dwie liniie przecinaia, nazywa sie wierzchot-
kiem kg"ta, DcrteT,

1. Kat zwyczaynie oznacza sie iedng gto-
ska lakgkolwiek, ktora sie kladzie przy iego
wierzchotku. Lecz gdy dwa tub wiecey katow
maig spdlny wierzchotek, iak iest na figurze 4 >
na ten czas kat oznacza sie trzema gtoskami ,
z ktorycit i«dna ktadaie sie przy iego wierzchot-
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kn, adwie przy koncach ramion. A Ze czesto-
kro¢ konce ramion sg wierzcliotkami inn/ch
katow, iak np, n*ig. ir, przeto dla doktadne-
go oznaczania katéw, zgodzono sie w wymawia-
niu tych gtosek zachowac nastepuigcy porza-
dek : wymowié naprzod gtoske bedaca ))rzy
koncu iednego ramienia, potc™n gtoske bedaca
przy wierzchotku, nakoniec gtoske bedaca przy
koncu drugiego ramienia. |Itak fig. 4 kat za-
warty miedzy ramionami BC, DC iest BCD, lub
DCB; kat ACD, lub DCA iest kat zawarty mie-
dzy ramionami AC, DC itd.

13. Ramiona kata moga sie bardziey lub
mniey rozchodzi¢ : katy tez pod tym wzgledem
Ja wieksze lub mnieysze. 1ii.iVfig. 4, kat AGB
iest wiekszy od kata DCB ; gdyz ramiona pier-
wszego bardziey sie rozchodza, niz ramiona dru-
giego. Katy réwne sg te, ktorych ramiona ro-
wnie sie rozchodzg, iktdre tein samem przystac
moga do siebie, gdy ieden na drugim bedzie po-
tozony. | tak, potozywszy" bc ramie kata bca”
na BC ramieniu kata BCA , w ten sposéb , aby
punkt ¢ padt na C, iezeli rainie ac pdydzie po
ramieniu AC, kat bca iest rowny katowi BCA,
chociazby ramiona bc,ac byty dtuzsze lub krot-
sze od ramion BC, AC: gdyz ramiona kata iako
liniie proste moga by¢ podtug potrzeby prze-
dtuzone. Jezeli za$, potozywszy bc na BC, ra-
mie ac wezmie takie potozenie, iak CD , lub
iak CE ; kat bca iest w pierwszym przypadku
fmiieyszy, w drugim wiekszy od kata BCA, cho-
ciazby ramiona hc, ac byly réwne ramionom
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BC, AC. Wielko$¢ zatem kata nie zalezjr od
dtugosci ramion, lecz od ich roztwartosci, czyli,
co na iedno wychodzi, od potozenia wzgledem
siebie dwdch liniy przecieciem swoiem kat two-
rzacych.

13. Gdy liniia DC fig. 5. takie ma wzgle-
dem linii AB potozenie, ze znig tworzy dwa ka-
ty ACD, BCD miedzy sobg réwne; katy tc zo-
W sie proste, recti, a liniia DC iest prosto-
padta, perpendicularis,  do linii AB. Wszel-
ki kat mnieyszy od prostego , iak iest np. fig.
6. kat ECB, zowie sig¢ t'stry, acutus\ wszelki
kat wiekszy od prostego, iak iest np. kat ACE,
zowie sie roztwany,  ohtusus.

14. Katy tak ostre iako tez i roztwarte
moga sie bardzidy lub mnicy przybliza¢ do pro-
stego ; przeto tez tak ostre iako i roztwarte, co
do wielkosci swoidy, sa miedzy sobg rozmaite.
Lecz katy proste wszystkie sobie sgréwne, i mo-
gg do siebie przystaC. Jakoz fig. 5. potozywszy
cb ramie kata prostego dcb , na CB ramieniu
kata prostego DCB, gdyby ramie cd nie poszto
po ramienin CD, padtoby albo z prawey strony
linii CD, np. na liniia CE ; albo zlewey strony
teyze linii GD, np. na liniigCF; i kat dcb w pier-
wszym przypadku bytby réwny katowi ECB ,
ktoiy iest ostry, iako mnieyszy od prostego DCB,
w drugim przypadku kat dcb bytby rowny ka-
towi f GB, ktdry iest roztwarty, iako wiekszy od
prostego DCB. A Ze kat dcb nie iest ani ostry,
oni roztwarty; wiec i ramie cd nie péydzie ani
po linii GE£ , ani po linii CF, leca po linii CD;
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a zatém bedzie kat prosty dcb réwny prostemu
DCB.

15. Gdy liniia CE, fig. 6. z liniia AB two-
rzy dwa katy nie rowne, ieden ECB ostry, czyli
mnieyszy od prostego DCB, drugi ACE roztwar-
ty, czyli wiekszy od prostego ACD; siunma tych
dwoch katow ECB, ACE przy sobie lezacychp
zv/~anych inaczey przyleglemi®  adfacentes® ro-
wna sie dwom katom prostym. Jakoz kat ostry
ECB od prostego DCB mnieyszy iest katem DCE;
kat zas roztwarty ACE od drugiego prostego ACD
wiekszy iest tymze samym katem DCEr wiec o-
badwa katy przylegte ECB, ACE, rowne sgjdwom
katom prostym DCB i ACD. Cuzyli

kat FGB—DCB —DCE.

kat* ACE — ACD -f DCE. Dodawszy do
siebie strony tych dwoch rownan, bedzie

ECB-fACEz=:DCB+ACD—DCE+DCE;
czyli ECB-fACEzizDCB-j-ACD. toiest: Sam-
?na dwoch katow przyleglty ch ECB iACE, ro-
wna sie dwom katom prostym DCB i ACD,

J6. Stad wypadaig nastepuigce wnioski :
lod ze kiedy ieden z dwoéch katow przylegtych
iest prosty, drugi takze prosty byé powinien;
gdyz obadwa czjnig dwa katy proste ;

are Ze wszystkie katy, fig. 7. ACE, ECD,
DCF, FCB, lezace zjedney strony linii AB, i
maigce spolny wierzchotek C, wazg dwa katy
proste : bo wystawiwszy sobie, ze z punktu C
iest wyprow”adzonaCM prostopadta do AB, sum-
ma tych wszystkich katow réwna sie widocznie
dwom katom prostym ACM, BCM.
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Ze gdy sie dwie liniie proste, 8-
AB, DE przecinaig w punkcie C, summa czte-
rech katow ACD,DCB, BCE,EGA, rowna sie
czterem katom prostym: gdyz katy ACD i DCB
iako przylegte , waza dwa katy proste , i katy
ACE i ECB dla téyze przyczyny waza dwa ka-
ty proste;

Ate Ze przez punkt C, ftg. 9. poprowadzi-
wszy iakagkolwiek liczbe liniy prostych AC,BC,
DC, EC, FG ; summa wszystkich katow ACB,
BCD,DCE, EGF, FCA, maigcych 6p'élny wierz-
chotek w punkcie C, réwna sie czterem katom
prostym: gdyz przedtuzywszy ktorakolwiek li-
niig np. DC do H, simima katéw HGA, ACB,
BCD, réwna sie¢ dwom katom prostym, i summa
katow HCF, FiJE, ECD réwna sie takze dwom
katom prostym, podtug wnldsku drugiego.

17. Uwazac tu potrzeba, ze kiedy dwa ka-
ty przylegte, /ig. 6. ACE, ECB wazg dwa katy
Droste , dwa ich ramiona AC i BCsg w jedney
inii; to iest, AC ramie kata ACE, iest przedtu-
zeniem CB ramienia kata ECB. Katy np. /ig. 7.
ACD i DCF nie wazg dwdch katéw prostych ,
cliociai leza przy sobie,i maig sp6lny wierzcho-
tek C: bo ramiona ich AC i CF nie sg w jedndy
linii.

18. Gdy dwie liniie proste 8*AC,DC
przecinaigce sie w punkcie C przedtuzone beda,
pierwsza doB, druga do E; dwa katy ACD,BCE .
maigce spolny wierzchotek C zowig sie katami
tv wierzchotku  przeciwiegtenii , ad Derticem
oppositi. Katy ACE, DCB sg takze w wierz-
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cliotku przeciwlegte, gdyz obadwa maig spoiny
wierzchotek ti, aramiona iednego znich np.
kata ACE , sg przedtuzeniem ramion drugiego
kata DCB. Katy, 9. ACB, FGE, lubo maia
spoiny wierzchotek G, nie sg iednak w wierz-
chotku przeciwlegte : gdyz ramiona iednego &
nich nie sg przedtuzeniem ramion drugiego.

19. Katy AGD, BCE ,fig. 8- w wierzchot”
ku przeciwlegle, sa sobie réwne. Jjikoz sum-
ma dwoch katow przylegtych AGD i ACE, ré-s
wnasie dwom katom prostym; podobniez sum-
ma dwdch katoéw przylegtych BCE i ACE réwna
sie dwom katom prostym. Wiec odigwszy od
obudwu summ spdélny kat ACE , zostaiue kat
ACD, rowny katowi BCE. Czyli
katy ACD -)- ACE réwne sgdwom katom pro/tym;
katy BCE -j- ACE réwne sadwom katom pros:( 15)
wiecAGD-f ACE—BCE + ACE.’

W tSm rownaniu odigwszy po obu stronach
Kat ACE, zostanie kat ACD z=: BCE.

20. Stad wypada 16d ze przedtuzywszy
liniig DC , fg. 10, ktéra z liniig AB czyni dwa
katy ACD i BCD proste , przedtuzenie iéy CE
utworzy z drugiey strony linii AB dwa katy ACE,
BCE proste: gdyz katy te sg wierzchotkiem prze-
ciwlegte kgtom DCB, ACD prostym,;

2re  Ze kiedy liniia DE iest prostopadta
do AB, wzaiemnie tez i liniia AB iest prostopa-
dta do DE: bo zZe liniia DE iest prostopadta do
AB, idzie zatem, iz kat ACD iest rowny katowi
przylegtemu BCD, i ze obadwa te katy sg pro-
fcte (i3). Leca ze kat BCD iest prosty Midzie za
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tem ze i kat ACE przeciwleglty wier&ctiotkiera
iest prosty; wiec kat ACE—ACD, atem samem
liniia AB iest prostopadta do linii DE.

21. Mieysce trzema liniiami prostemi o-
kj-e$lone zowie sie troykatein, triangulum. |
la\"Jig, Il, ACB iest troykat: liniie AB,AC,BG
przecieciem swoiem tworzace troykat, zwac be-
dziemy bokamiylatera. Boki te sg oraz ramio-
nami trzech katow A, B, C. W troykacie za-
tem, oprdcz powierzchni, szeS¢ rzeczy uwazac
nalezy: trzy boki i trzy katy.

22. Summa dwoch ktérychkolwiek bokow
troykata, ?ip. summa dwocli bokow AC i BC
wieksza iest od boku trzeciego AB: gdyz liniia
prosta AB iest naykrétsza droga od punktu A
do B (5), atei|*samem krotsza iest od ACB linii
ztamaney z punktu A do B paprowadzoney. Dla
teyze przyczyny summa dwoch innych ktorych-
kolwiek bokéw wieksza iest od boku trzeciego.

23. Wozigwszy wewnatrz tréykata ACB ,
fig. 12. punkt od upodobania D, i do dwoch
koncow ktoregokolwiek boku, w/?. AB prowa-
<lziwszy liniie proste AD , BD; bedzie summa
dwaoch innych bokéw AC, BC wieksza od dwdch
liniy AD, BD. Wtasno$¢ ta iest wnioskiem te-
go, coSmy powiedzieli wyzey, Lecz mozna
ig takze okazaé sposobem nastepuigcym:

Przedtuzywszy liniia AD az do przeciecia

z bokiem CB w punkcie F, bedzie w trdy-
kgcie ACF summa dwoch bokow AC i CF wie-
ksza od boku trzeciego AF; czyli wieksza od li-
nii AD i DF: gdyz bok AF sktada sie z dwdch
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lych liniy AD i DF. Podobniez wtréoykacieBDF
summa dwoch bokdéw BF i DF wieksza iest od
boku trzeciego BD; czyli, dla krotkoSci w ttu-
maczeniu sie uzywaigc skréconych znakéw, w
eroykacie ACP iest AC+ CF> AF; czyli
AC-f CF>AD-f-DF. Po-
dobniez wtroykacie BDF, iest BF+ D F> BD.

W ostatnich dwoch wyrazeniach dodawszy”
strony odpowiadaiace sobie, bedzie
AC-j-CF+ BF-fDF>AD + bF + BD; czyli
AC-|-CB+ DF> AD-f-DF+ BD: gdyzCF-f-
BFzizCB. Odigwszy po obudwu stronach DF,
zostanie AC-f-CB  AD -f-BD. to iest, summat
dwdch bokéw AC i CB wieksza od dwdch linij
AD i BD.

Twierdzenie. Dwa troykaty = moga
przystaC do siebie, a tem samem sg sobie ro-
wne, gdy dwa boki ikat miedzy niemi zawar-
ty wjedtiym, réwne sg dwom bokom i katowi®
miedzy niemi zawartemu  w drugim  troy-
kacie.

Dowodzenie. Niech bedg dwa troykaty,
fig. 13. ABC, abc w ktérych bok ACzzrac, bok.
BCuz”c, i kat C zawarty miedzy'ten i bokami
ACjBC réwny katowi ¢ zawartemu miedzy bo-
kami ac, bc; mamy okazaé, ze bok PiRuzab”"
kat Arzia, kat to iest, ze dwa te troy”
katy przystang do siebie.

Jakoz wystawmy sobie, ie troykat abc iesc
z mieysca swego oderwany i potozony na tréy-
kacie ABC tak, aby pUnkt ¢ padt na punkt C ,
i bok ac poszedt po boku AC: w tgkiom poto-
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ieniu punkt a padnie na punkt A: gdyz bok ac
nz AC z zatozenia; bok bc p6jdzie po boku BC:'
gdyz kat cz=:C(i2): punkt b padnie na punkt
B: gdyz bok Z*czuBC. A gdy punkt a padt na
A'i punkt b padt naB; wiec i bok ah przystanie
do boku AB: gdyz przez dwa piinkta Ai B ie-
dna tytko tiniia prosta przectiodzi¢ moze (6); a
zatOm i katy a”b, przystang do katow A,B, (i2)
i caty troykat abc przystanie do troykata ABC.
25. Uwaza0 tu potrzeba , ze boki réwne
we dwdcthi troykatacti lezg na przeciwko ro-
wnycti katéw; i odwrotnie katy rowne lezg na
przeciwko rownycti bokéw. | tak bok ab roé-
wny bekowi AB, lezy na przeciwko kata ¢ ré-
wnego katowi C; kat b réwny katowi B lezy
na przeciwko boku ac réwnego bokowi AC it d.
26. Twierdzenie. Dwa troykaty = moga
do siebie przysta¢, gdy\ dwa katy ibok przy
nich lezacy w jednym, roéwnie sg dwom katom
i bokowi przy nich lezgcemu w drugim troy"
kacie.
Dowodzenie, Niech bedg dwa troykaty,
fig, 13. ABC, abcy w ktérych kat Arr kat B
b i bok AB ab: mamy dowiesdz ze, bok
AC zr:ac, bok BCzz bc, i kat Czzc , czyli, ze
dwa te troykaty przystang do siebie.
Wystawmy sobie, ze tréykat ahc iest po-
tozony na troykacie ABC tak, aby punkt a padt
naA, i bok ab poszedt po boku AB; ponie-
waz dwa te boki sg réwne z zatozenia, wiec
punkt b padnie na punkt B: a ze kat a zz: A,
wiec bok ac poydzie po boku AG (ra), «
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samem punkt ¢ padnie na ktérykolwiek punkt
linii AC. Podobniez dla réwnosci katow 1 i
B, bok bc poydzie po boku BC, atém samem
punkt c padnie na ktorykolwiek punkt linii BC,
A zatem punkt ¢, ktory musi sie znaydowac ra-
zem na dwoch liniiach AC i BC, padnie na
upolne ich przeciecie C: wiec troykat abc pray-
$tanie do troykata ABC.

27. Twierdzenie. Jezeli we dwodch troy"
katach dwa boki iednego , sg réwne dwom
bokom drugiego tréykata, a katy miedzy te*
mi bokami nie sg“réwne ; Len z bokéw prze®
ciwnych tym nierdbwnym katom iest wiekszy®
ktory lezy naprzeciwko wiekszego kata; i od-
wrotnie , ten z dwéch katéw zawartych — mie-
dzy réwnemi bokami we dwdch troykatach
iest wiekszy yktdiy lezy naprzeciwko — wieksze*
go boku.

Dowodzenie. Niech bedg dwa troykaty
fig, 14. ABC, abcy w ktérych bok ABzziab, bok
BCrz”c, akat B zawarty miedzy dwoma pier-
wszemi wiekszy iest od kata b zawartego mie-
dzy dwoma drugiemi bokami: trzeba dowiesdz,
ie bok AC przeciwny katowi B w trdykacie ABC,
wiekszy iest od boku ac przeciwnego katowi b
w troykacie abc.

Potozywszy troykat abc na troykocieABG
tak, aby bok ab przystat do boku AB, bpki ac®
hc wezmg albo takie potozenie, iak na figura®
pod liczbg i, gdzie punkt c znayduie sie na bo-
ku AC ; albo takie iak na fig. 2, gdzie punkt «
anayduie »ie wewnatrz troykata, ABC; albo na-
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koniec takie, iak naJig. 3, gdzie punkt ¢ znay-
duie sie za troykatem ABC.

W iwszym przypadku bok AC widocznie
iest wiekszy od Ac, iako cato$¢ od swoiey cze-
sci: aze Aczrzac z wykreSlenia, wiec bok AG
wiekszy iest takze od ac.

W przypadku fig. 2 AC-f-BC]> Ko
4- Bc; (23) czyli AG-fBC> Ac
*j-BG: gdyzpodtug zatozeniabokBcizi”cizzBG.

Odigwszy po obudwu stronach BC, zostanie
ACNM-Ac. iAze Acrrrzc, zwykre$lenia, bedzie
wiec AC/-"c, toiest, bok AC wigkszy iest od
boku ac.

W “cim przypadku,3 wtréykacie AcD,
AD + Dc> Ac(22).Podobniezwtréykacie BDG
DC -f-DB>' BC. Dodawszy strony odpowiada-
igce sobie, bedzie AD-f DC+ Dc+ DB> Ac
-+-BC ; czyU AG+ Bc> Ac+ BC. (gdyz na fi-
gurze AD-fDCz"AG, Dc-fDB=Bc) czyli
AG-}-BG> Ac-}-BG(gdyz Bc="c=z:BG z za-
tozenia). Odigwszy BC po obu stronach, be-
dzie AG>-Ac; czyli AG gdyz  kczizac
s™tlrykroslenia.

- Odwrotnie.  Jezelibokil4 AB,BC,
rowne sg bokom abybc, abok AC wigkszy iest
od boku acj bedzie kat B przeciwny wiekszemu
bokowi AG, wiekszy od kata b przeciwnego
mnieyszemu bokowi ac. gdyz potozywszy troy-
kat abc na troykacie ABC, iak w lwszey czesci
tego twierdzenia , w kazdym ztrzech prtsypad-
kéw kat ABc czyli kat b, iest czeScig kata ABC
czyli kata B; a tem samem kat B >e

as8.
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28- Twierdzenie. Dwa tréyhaty moga
do siebie przystaé, gdy trzy boki  iednego”r¢'
wne sg trzem bokom drugiego troykata.

Dowodzenie, Niech bedg dwa troykaty
fLg. r3 ABC, abc, w ktorych bok k*zmab, bok
ACIZZ<TC, bok BCzziZ"c; trzeba dowiesdzze kat

kat BzuZ*, i kat C=zc, czyli ze dwa te
troykaty przystang do siebie.

Gdyby np, kat b nie byt rowny katowiB, te-
dy bytby od niego albo wiekszy albo mnieyszy.
W\>ierwszym przypadku, poniewaz boki ab, bc
troyKata abc réwne sg podiug zatozenia, bo-
kom AB, BC troykata ABC, bok ac, przeciwny
wiekszemu katowi b, bytby wiekszy od boku
AC przeciwnego mnieyszemu katowi B, podiug
twierdzenia poprzedzaiacego; co byé nie moze:
gdji z podtug zatozenia bok AC.

W drugim przypadku , gdyby kat b byt
mnieyszy od kata B; bok AC przeciwny katowi
B wiekszemu, bytby wiekszy od boku ~-c prze-
ciwnego katowi b mnieyszemu (ay); co by¢ nie
moze: gdyz, podtug zatozenia, bok AC irz: /CT.
Kiedy wiec kat b nie moze by¢ ani wiekszy ,
ani mnieyszy od kata B, musi by¢ mu réwny.
Dwa zatem trdykaty ABC, abc, w ktérych dwa
bolu AB, BC i kat Bmiedzy niemi zawarty w" je-
dnym, réwne sg bokom ab ” bc i katowi b mie-
dzy niemi zawartemu w drugim troykacie, przy-
stang do siebie (24).

29. Twierd. TV troykacie maigcym  dwa
boki réwne , kaiy przeciwne bokom, réwnym
sq rowntt"
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Dowocl. Niech hedzie troykat fig. 15. ABC
% ktorym bok ACuzBC; trzeba dowiesdz, ze
kat Bz=A.

Podzieliwszy trzeci bok AC na dwie réwne
czesci w punkcie D, i poprowadziwszy liniig CD;
w dwoch troykatach ACD, BCD, bok AC pier-
vvszego, réwny iest bokowi BC drugiego troj-
kata, podiug zatozenia ; bok AD pierwszego ,
réwny iest bokowi BD drugiego troykata podtug
wykre$lenia; bok CD iest dla obudwu trojka-
tow spdlny: a zatem dwa te troykaty przystang
do siebie (28); a w sczegdlnosci, kat A przysta-
nie do kata B; wiec dwa te katy sg rowne.

50. Stad wypada, ze wtroykacie ACB,
fig. 16 maigcym wszystkie trzy boki miedzy so-
ba réwne, wszystkie tez trzy katy sag miedzy so-
ba rowne: gdyz kat A rowny iest katowi B, dla
réownosci bokow AC, BC; a ze tez boki. AB i AC
63 rowne, wiec kat B rowny iest kagtowi C.

51. Troykat maigcy trzy boki rowne zo-
wie sie rownoboczny, cequilat:ej UTn;1YOjk.ip: ma-
igcy dwa boki réwne, zoWietie  réwnoramien-
ny, a;quic7'unim a\bo isoscele; troykat maigcy
trzy boki nieréwne , zowie sie roéznoboczny
scaleniim.

W troykacie rownoramiennym ACB fig. 15
trzeci bok AB zowde sie zwyczaynie podstawa,
hasis, akat C przeciwny podstawie nazywa sie
wierzchotkiem  troykata , u€rtex. W innych
troykatach ktorykolwiek bok mozna wziacT za
podstawe, a kat mu przeciwny za wierzchotek.



CzeSci. )

Powyzsze zatem twierdzenie (29) moznaljy
tak wystowic¢ : w tréykacie réwnoramiennym
katy przy podstawie sg réwne.

32. Twierd. PJMréykacie maigcym  dwa
katy rowliej boki przeciwne kagtom réwnym sg
rowne.

Dowod.  Niech bedzie troykat Al~, fig,
17. w ktérym kat Arz:B; trzeba dowies$dz , ze
bok BCzziAC, czyli ze troykat ten iest réwno-
ramienny.

Na okazanie tego, podzielmy bok trzeci
AB w punkcie F na dwie rowne czeSci, i popro-
wadziwszy liniig CF, przedtuzmy ig do D tak,
aby byty DF =1: CF ; poprowadziwszy potem li-
niig AD i BD; w dwéch troykatacli AFC, BFD,
bok AFuzBF zwykrestenia; bok CFzzzDF zwy-
krestenia; i kat AFC~BFD (19); wiecdwa te
troykaty przystana do siebie (24): a w sczegol-
noki bok AC=BD, i kat FACzziFBD. A ze
kat FAC zz: FBC z zatozenia , wiec {i kgt FBD

zzFBC. Podobnymze sjjosobem dowiedziemy
przez przystanie do siebie dwdcli tréylvatéw
CFB, AFD, ze kat FAD =: FAC. Wiec dwa
troykaty ACB, ADB maigce bok AB spolny , i
katy przy nim lezgce przy A i B rowne, przysta-
ng do siebie (26); a w sczeg6lnosci bok BCrz
BID: a ze bok BD nz AC podtug dowiedzenia,
wiec i BCzz AC.

33. Stad wypada , ze iezeli w trdykacie
wszystkie trzy katy sg réwne, bedg tez i wszy-
stkie trzy boki rown«.
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34. Twierd. W tréykacie roznoh ocznym
hok wiekszy, przeciwny iest wiekszemu  kulo-
wi, i odwrotnie kat wiekszy , przeciwny iest
wiekszemu  bokowi.

Dowod. I6d Niecit bodzie troykat,//tr.
18. ABC, w ktérym kat CAB iest wiekszy od ka-
ta B: trzeba dowiesc!/,, '.e bok BC przeciwny
wiekszemu katowi CAB, iest wirkszy od boku
AC przeciwnego mniejszemu katowi B.

Z punktu A poprowadziwszy liniig AD rak,
aby katDAB byt réwny katowi B, w troykacie
réwnorainieiinyiti DAB iest bok ADzizDB (5a).
W troykacie ACD iest CD -f AD > AC (22) ;
czyli CD4-DB> AC: gdyz AD=DB; czyli CB
ANAC; toiest: bok CD przeciwny wiekszemu
katowi CAB iest wiekszy od boku AC przeciw-
nego mnieyszemu katowi B.

2Y? W tréykacie ABC, w ktorym bokBC”-
AC, bedzie kat CAB przeciwny wiekszejnu bo-
kowi BC, wiekszy od kataB przeciwnego mniey-
szemu bokowi AC.

Jakioz gdyby kat CAB nie byt wiekszy od ka-
ta B, bytby albo réwny katowi B; aJbo od niego
mnieyszy. Gdyby kat CAB byt réwny katowi B,
bok BC bytby réowny bokowi AC (52); co sie
sprzeciwia zatozeniu. Gdyby kat CAB byt mniey-
szy od kata B, ljok BC przeciwny katowi CAB
mnieyszemu, bvH)y mnieyszy od boku AG przeci-
whnego Itatowi wiekszemu, podtug pierwszey cze-
§ci ninieyszego twierdzenia; co sie takze sprze-
civria zatozeniu. Kiedy zatem kat CABnie moze
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by¢ ani rowny katowi B, ani od niego mniey-
&zy, innsi wiec by¢ od niego wiekszy. -

55. Dla dowiedzenia ostatnich trziech twier-
dzen , trzeba byto "bok fig. r5 1 17 dzieli¢
na dwie rowne czesci, i wykresli¢ kat DAB,//"-.
18 réwny katowi B. Utatwig to nastepuigce za-
gadnienia:

Zagadnienie, i. Maigc daiie dwa punkta

i B iig.ig, znalezépunki  trzeci, ktéryby od
obudwu byt w jednakowey odlegtosci.

Rozwigzanie. Z punktu A, promieniem
iakimkolwiek , byle wiekszym niz iest [)otowu
odlegtosci dwoch danych punktow, nakre$imy
tuk DE, a z punktu B tymze samym promieniem
nakresimy tuk FG, ktorylukiem pierwszym
jtrzecinasie w punkcie Cipunkt C iest punktem
szukanym.

Uwaga. Uwazac tu potrzeba, iz promien
ktorym kreSlimy dwa tuki przecinaigce sie, po-
winien by¢ wiekszy, niz iest potov\\a odlegtosci
rlwéch punktéw danych: gdyz iiiaczey dwa tu-
Ki wykres$lone przecigéby sie z sobg nie mogty,
iak sg np. tuki de ifg.

56. Zagad. 2. Dang tiniig prostg AB"
Jig. itO podziei¢ na dwie roéwne czesci.

B.ozwigz.  Ziraydzmy, podtug poprzedza- .
igcego zagadnienia , punkt C bedacy w jedna-
kowey odlegtosci od obudwu koncéw daney
linii AB ; podobniez zdrugiey strony linii AB
znaydzmy punkt D bedacy w iednakowey odle-
gtosci od tychze koncéw. Punkt C ztgczmy z
punktem D liniia prostg CD, ktora dang liniig
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AB podzieli w punkcie F na dwie czelci rown”;.
Jakoz poprowadziwszy liniie proste AG, GB,
BD, DA,ldwa tréykatj GAD, GBD, w ktorych
bok AG == GB (35) bok ADzizBD, abok GD
spblny, przystang do siebie(28), a w sczeg6lno-
$ci katy przy C sa réwne. Dwa zatem troykaty
AGF,"BGF, w ktorych bok AGnzBG, bok GF
spolny i katy przy G réwne, przystang do sie-
bie (24), a wsczegdlnosci AF  BF. Wiec
liniia AB w pimkcie F podzielona iest na dwia
czesci réwne.

37. Tym samym sposobem moznaby liniig
AF i BF podzieli¢ na dwie rébwne czeSci, a tem
samem liniia AB bytaby podzielona na czesci ré-
wnych 4. Moznaby potem kazdg czwartg Czes¢
linii AB podzieli¢ tymze sposobem na dwie ro-
wne cze$ci, a zatem liniia AB lzylaby podzielo-
na na czesci rownych 8 if-ti. Lecz spos6b ten
nie iest dostateczny do podzielenia linii daney
na czesci rownych 3,5,6 it.d. Podamy na to
sposéb nizey.

38. Zagad. 3. Mainc dane dwie liniie
proste, znalez¢ ich spoing miare,

Rozwiaz. Niech beda dwie liniie ABi GD
Jig. 21: mnieyszg GD przenieSmy na wiekszg ty-
le razy , ite mozna : daymy na to, ze liniia OD
miesci sie w linii AB trzy razy, poczawszy od A
do E, i ze zostanie cze$¢ EB; bedzie wiec

-AB 7=z 3CD + EB.

Niech znowu liniia EB przeniesiona na li-
niig CD miesci sie w niey cztery razy poczawszy
©d Cdo F, i aostaie czese FD; bedaie wiec
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CD = 4EB -f 'FD.

Podobniez FD przeniesiona na EB, miesci
sie wniey raz od E do G, i zostaie cze$¢ BG ;
bedzie wiec EB z= FD -f-

Nakoniec BG przeniesiona na FD, miesci
sie w niey trzy razy zupetnie : bedzie wiec

FD zz: 5BG. A zatem"

EB — FD -1-BGzz: 3BG 4- BG = ABG,

CDzz:4EB-i-FI3= 16BG+ 3BGzzr 19 BG.

ABz=3CD + EB—5715G-f 4BG=Z61BG.
Toiest, liniia BG iest spoina miara dwadch liniy
AB i CD: wpierwszey bowiem miesci®izy 61,
w drugiey razy 19; i dwie te tiniie AB, CD sji
do siebie iak dwie b"czby 61 i 19.

Uwaga. Sposéb ten szukania spdlney mia-
ry dwoéch liniy danych, znpfnie iest podobny
do tego, ktéry podaie 7Vrvtjnotvka, gdy idzie o
znalezienie spo6lne”o dzielnika dwoch liczb da-
nych, ztg tylko réwnica, ze dwdch iakichkol-
wdek liczb iezeli nie inna iaka liczba , to przy-
naymniey iednos$¢ iestspélnym dzielnikiem, czy-
li spélng miara; w szukaniu za$ spéluey miary
dwéch liniy danych trafi¢ sie czestokro¢ moze,
iz sie nigdy nie doydzie do tnkiey czesci pozo-
statey , ktéraby sie w poprzedzaigcey zupeinie
miescita , cho¢by dziatanie to naydaley posu-
niete byto. Na ten czas dwie dane liniie nie
maig spOlney miary. Liniie takie i wszystkie
iloSci nie maiace spOlney miary , nazywaia sie
iiiespélmierne, incominejuuiahilcs

39 Zagad. 4. Narysowal  iréykat  ro-
wny danemu  krdykatowi ABC firin-
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Piozwiaz. Poprowadziwszy liniig AB,
z punktu a promieniem rown"Tii bokowi AC,
kresie tuk; z punktu b, promieniem réwnym bo-
kowi BC, kresle iuk dnigi, z pierwszym w pun-
kcie c przecinaigcy sie; punkt c tacze z pun-
ktem a i b, liniiami prostemi ac, bc, troykat
abc iest szukany : gdyz dwa te troykaty njoga
do siebie przysta¢ (28).

40. Zagad. 5. dany kat A fig.
22,, wykreslic kat drugi réwny danemu , kto-
regoby wierzchotkiem byt punkt a na daney
Unii ab.

Rozwigz. Na ramionacli danego kata A,
biore dwa punkta C, D od upodobania, i tgcze
ie liniig piosta CD- Na linii ab, wzigwszy ad
— AD, zpunktu a. promieniem réwnym linii AC
kresle tuk; zpunktu promieniem réwnym li-
nii CD kreSle drugi tuk z pierwszym w punkcie
C przecinaigcy sie ; punkt przeciecia ¢ tgcze z
punktem a liniig ac; knt cab iest szukany: gdyz
poprow™adziw”szy liniig prosta cd, dwa trdykaty
cad, CAD przystang do siebie (28), a w scze-
golnosci kat azizPi..

41. Zagad. 6. Ma.igc dane dwie liniie
proste na dwa boki troykata , i kat maiacy
by¢ miedzy temi bokami zawarty,  narysowac
troykat.

Rozwiaz. Nakresliwszy kat rowny dane-
mu, maiacy za ramiona dwie dane liniie, koii-
ce tych ramion zlgczywszy liniig prostg; bedzie
troykat szukany (24).
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49. 2lagad. Mniac danag liniig pro-
stag i dwa katy, "wyrysowaé tréykat, w ktoryjn-
by dwa katy i bok im przylegty byly réwne
dwom danym katom, i daney Unii.

liozwigz. troprowadzi¢ liniig réwng da-
*nej, i przy obudwu iey koricach wykresli¢ dwa
katy rowne danym , i maigce za ramie spdliie
liniig dang ; drugie dwa ramiona tych katow
przedtuzywszy, poki s"e z sobg nie przetng; be-
dzie tréykat szukany (26).

43- Zagad. 8- Maigc dane trzy liniie
na trzy boki tréykata, narysowaé troykat.

Piozwigz.  Poprowadziwszy Dniig réwng
ktoreykohviek ztrzech hiny danych, i wykre-
$liwszy na niey tréykat, daigc mu dwa drugie
tjoki rGwne dwom pozostatym tiuiom danym,
tjftdzie Mroykat szukany (28).

Uwaga. Poniewaz w troykacie summa
dwoch bokow iest wieksza od trzeciego, (22)
zagadnienie to wten czas tylko moze by¢ roz-
wigzane , kiedy kazda z danych liniy mnieysza
iest od dwoch innych razeM w”zietych.

44, Za™ad. 9. Wykreslic  troykat  ro-
wnoramienny, maiac dang linilg na podsta-
we i kat maigcy by¢ przy niey; albo tez maiac
dany kat przy wierzchotku i iedno  ramie.

Rozwigz. W pierwszym przypadku po-
prowadziwszy liniig rowng daney i przy obudwu
iey koncach nakresliwszy dwa katy révvne mie-
dzy sobg i katowi danemu; ramiona tych katow
przedtuzam poki sie z sobg nie zeyda:bede miat
troykat szukany (32).
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W drugim przypadku, nakre$liwszy kat ro-
wny danemu, daigc mu za ramiona liuiie rd"yiie
ramieniu danemu; konce tych liniy zigczywszy
liniig prostg, bedzie troykat szukany (29).

45« Zagad. 10. Na daney linii wysta-
wiC tréykat  réwnoboczny.

liozwigz. Na daney linii wykresliwszy trdj-
kat, daigc mu dwa inne boki réwne linii daney,
iroykat ten bedzie szukany.

46. Zagad. 11. Dany kat yijig- po-
dzieli¢ na dwie roéwne czesci.,

liozwigz. Na ramionach kata danego wzia-
wszy AFzzrAE, i zpunklow F,E iakimkolwiek
promieniem nakresliwszy flwa tuki w pinikcie
B przecinaigce sie, prowadze liniig AB; liniia ta
podzieli kat A na dwie rowne czesci: gdyz po-
prowadziwszy liniie BF, BE, dwa troykaty ABF,
ABE maig bok AB spolny; bok AFzzAli i bok
BFzziBE zwykrestenia: wiec dwa te troykaty
przystana «lo siebie (28); a w sczegdlnosci kat
BAt=zB,\F.

A zatem dany kat mozna podzieti¢ na cze-
sci ? 6\vnycli 8, 16 i t.d. dzielgc kazdg poto-
towe na dvyie réwne czesci.

ROZDZI AL 1

o Liaiiach prostopadtych, pochytych i réwnm
odlegtych.

47. Twierd. Ze wszystkich liniy prostych,
JIjjr. ktor« iL pfcittkui C waietego za liniig AB
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do tey linii poprowadzié mozna, najkrotsza iest
prostopadta CD; inne za$ liniie CA, CF, CB i
tym podobne, ktore zwac bedziemy jtochytemi”
ohlicjuce, tem sg dtuzsze, im sie bardziey odda-
laig od punktu D , w ktérym prostopadta prze-
cina sie z liniia AB, i ktéry zwa¢ bedziemy spod-

prostopadtey; i te tylko miedzy pochyte-
mi sg sobie rowne, ktore sg rownie od spodku
prostopadtey oddalone.

Dowod. \6d Przedtuzywszy CD do E tak,
aby bytoEDzziCD, i poprowai*ziwszy liniigFE;
w dwéch troykatach CDF, EDF bok CD~ED
z wykreslenia, bok FD spolny, katy przyD mie-
dzy temi bokami zawarte rowne iako proste,(i4)
wiec dwa te troykaty przystang do siebie podtug
twierdzenia iwszego o przystawaniu troykntow
(24), a wsczegdblnosci bok P~ErzFC. W troj-
kacie CFE iest

" CF+ FE> CE (22); cuzyli
CF4-FE> CD+ ED, ciyli
CF-f CF> CD-f CD. (gdyz FE— CF zdo-
wiedzenia , ED|zz: CD z wykreslenia). Czyli
aCF >>2CD: wiec

CF CD: to iest, iakakolwiek pochyta
CF wieksza iest od prostopadtey CD, atem sa-
mem prostopadta iest naykroétsza.

ire Wzigwszy AD >"FD, bedzie pochyta AG
bardziey od spodku prostopadiey oddalona wie-
ksza, niziest pochyta FC. Na okazanie, ze pochy-
ta piorwsza iest wieksza od drugiey, poprowadz-
my liniig AE. Dwa troyk.aty GAD, EAD, w kté-
rych bok AD iest spélny, bokCDzz:IiD z wy-
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kreslenia, i katy przy D miedzy temi bokami
zawarte rowne iako proste, przystang do siebie
podtug [twierdzenia pierwszego o pizystawaniu
tidykatéw; a w'sczeg6lnosci AG =zi AE. W
tioykacie CAE iest

"AC-j-AE>FC + FE (03)"; czvli

-AC+ AC> FC-j-FC: gdyz AE— AG, FE
'niFG z dow”odzenia; czyli aAC>»r»FC: wiec

AC " FG; to iest: pochyla AG baniziey od
spodku D prostopadtey CD odd.ilona , wieksza
iest od pdcliytey FC mniey od tegoz spodku od-
da loney.

5cif Wzigwszy DB~DF, i po[irow"dzi-
wszv liniie GB, (JF, dwie te pochyle réwnie od
spodku prostopadtey oddalone, hetla rowne.
Jakoz w <hvoch troykatach CDF~ok CD
ie™l spoiny, bok DB~ DF / zalo/Mii.i ; katy
Jirzv 1J niit!(Izv temi bdkanu z.iwarte r<»wne iako
proste: wiec dwa tP truvk.ity pizystatia <lo sie-
bie, a w .sczpaoillosci Cl'zr: CB: lo iosl, dw ie
>di<livie rownie od spodku prostopadle_y o«lda-
JoJie sa rowne.

/18- SlaJwy])ada \i'k/. Ze (Kvie liniie po-
wadzone, iezeli sobie sg réwne, nie-mogg o-
biedwie znaydowac sie z jedney strony prosto-
padtoyCD; lecz iedna z nich musi znaydow a¢
sie ze strony A, druga ze strony B, w réwney
odlegtosci od spodku j)rostopnrlley.

49- Ze z punktu C do linii prostey
AB nie mozna poprowadzic¢ trzech lifiiy rownycii
miedzy sobg: gdyz dwia z nich musiatyby znay-
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dowac sie z jednej stronjprestopadtey CD; co
bj ¢ nie moz¢.

50. "Acie. Ze ze $rodka D linii AB fig. 0,4.
wyprowadziwszy prostopadig CD do linii AB,
kazdy punkt wziety na tey prostopadiey e /tp.
punkt F iest w”rdviney odlegtosSci od obudwu
koncéw I7ii AB : gdyz poprowadziwszy liniie

A

pochyte Ife?, pochyte te sg sobie rowne/r~N//

(17). ' Kazdy za$ punkt wziety za tg prostopa-
dtg np. punkt JZ nie iest w rowney odlegtosci od
kohcow A i B linii A gdyz poprowadziwszy
linile EA, EB, w trdykacie BFE

BT'-fFE>EB (9.9.) wiec

AF-f FE> EB: gdyz AF"BF z dowodzenia;
czyti\E > EB; to iest, odlegtosé punktu E od
punktu A iest wieksza, niz od punktu B.

51. Prostopadta z puiikfu C do linii AB
spusczona, iako naykrotsza ze wszystkich liniy,
ktore ztegoz piniktu do linii AB inopyi by¢ po-
prowadzone, oznacza prawdziwg odlegto$¢ pun-
ktu C od linii AB, rzeto tez prostopa<ita zpun-
ktu iakiego, do daney linii spusczona, zowie sie
odlegtoscia  tego punktu od danev liijii.

52. Twierd. Dwa troykaty ABC"ahc,
fig.w ktory clt katy A i a sg proste, [boki
tym katom, przeciwne BC i bc réwne , i boki
Jynize katom przylegle AC i ac réwne, mo-
ga przysta¢ do siebie.

Dowod. Dwa te troykaty przystatyby do
siebie , gdyby bok trzoci ab byt rowny bokowi
trzeciemu AB. Daymyz na to, iezeli by¢é moze,
iz ieden z nich np. AB i«st wiekszy od ab, i zu
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linila AF mnieysza od AB, iest rowna bokowi
ah. Poprowadziwszy liniig CF w dwoch troj-
katach ACF, ach, bok KC:=ziac z zatozenig;
bokAF=:«/™ zprzjpusczenia ; kat A—a, bo
-s3 obadwa proste : wiec dwa te troykaty przy-
statyby do siebie (24), a w sczegolnosci bok CF
bytby réowny bokowi ch; a ze podtug zatozenia
cr—CB; wiec i tiniia CF, bytaby réwna CB ;
co by¢ nie moze : gdyz pochyte te obiedwie
znayduig sie z jedney strony prostopadiey CA
(48), a zatem z dwdch bokéw ABi ah nie mo-
ze by¢ ieden od drugiego wiekszy: wdec boki te
sa sobie rowne; atem samem troykaty ABC,
ahc przystang do siebie (28).

55. Zagad. ZpunlUu D danego na li-
nii prostej AB vy fig. 26. wyprowadzi¢  prosto-
padtg do tey linii.

liozwigz. Wzigwszy DFzizDB , i z pun-
ktu B i F iakimkotwiek promieniem nalcresli-
wszy dwa tuki w punkcie C przecinaigce sie 'y
punkt C tgcze z punktem D liniig prostag CD :
ta liniia iest szukana: gdyz poprowadziwszy li-
niie Cl; i CF, w' dwoch troykagtach CDB,CDF
bok CD idst spdiny; bok DBzzzijfF z wjkreSle-
nia ; bok BCnzCF, wiec dwa te trojkatj przj-
stang do siebie (28), a w sczegdlnosci kat CDB
z=CDr": wiec katj te sgproste (i 3); atem sar-
mem liniia CD iest prostopadta do linii AB.

> 54. Zagad. Z punktu C danego za hThIT
AB fig. 27. spusci¢ prostopadta do tey linii.

liozwigz.  Z punktu C promieniem iakim-
kotwiek, bjle wiekszjm niz iest odlegto$¢ pun-



Qzeic | 5i

ktu tego od linii daney, kre$le tuk przecinaigcjr
litilig ABjw punktach B i F; z drugiej strony li-
nii AB znalaziszy punkt G réwnie od punktow
B i F odlegty (55)5 punkt C z punktem G tacze
liniig prostg CG, ktora liniig AB przecina w pun-
kcie D: liniia CD iest szukana: gdvZz w troyka-
tach CBG, CFG bok CG iest spélny ; bok CB="
CF, i BGznFG z wykre$lenia: wiec dwa te troy-
katy przystang do siebie (28), a w sczegdlnosci
katy przy C sg rowne. W dwoch tréykatach
CDB, CDF, bok CD iest spolny; bok CBzizCF,
i katy przy C rdwne; wiec dwa te tréykaty przy-
stang do siebie (24), n w sczegélnosci katy przy
D sg rowne, a tem samem liniia CD iest prosto-
padta do linii AB (15).

55. naniosta. Stad wypada idJ, z* z pun-
ktu C danego za liniig AB, nie mozna spuscic¢
wiecey prostopadtych do tey linii, tylko iedne
CD: gdyz liniie pochyte CB i CF iako sobie ro-
wne, powinny byé rownie oddalone od spodku
D prostopadtey CD (48); a zatem prostopadta
do linii AB z punktu C spuszczona powinna prze-
chodzi¢ przez $rodek D linii BF : aprzez dwa
junkta C, D iedna tyllio liniia prosta przecho-
dzi¢ moze (6). Dla teyze przyczyny z punktu D
danego na linii AB nie mozna wyprowadzi¢ wie-
cey prostopadtych do tey linii, tylko iedne CD.

56. Q.re. Dwa trdykaty ABC, abc,fig. 25. w
ktérych katy A.i a sg proste, boki tym katom
przeciwne BCi bc réwne, i katy Bi Z rédwne ,
przystang do siebie : gdyz potozywszy trdykat
abc na trdykacie ABC tak, aby kat i praysUf do
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kata B, i bok ah poszedt po AB, bok hc przy-
stanie do boku GB i punkt ¢ padnie na punkt
G, gdyz dwa te ljoki sg sobie réwne: gdyby bok
ac nie przystat do boku AC, lecz wzigt odmien-
ne potozeine, na tenczas z punktu C, moznalty™
byto do linii AB poprowadzi¢ dwie prostopa-
dle, iedne bedgcg ramieniem kata prostego A,
drugg bedgcg ramieniem kata prostego'?/; co
byC¢ nie moze (55).

57. 3cze Z tego tez twierdzenia w”ypada, ze
dwie liniie,//*.28- GHi, Fi, prostopadte dotrze-
ciey linii AB, nigdy sie z sobg nie zeydn , choc¢-
by tez naydaley byty przedtuzone, tak w gore
ku iako tez na dét kuj”: bo gdyby sie z sobg
zeszty, z punktu ich przeciecia sie raoznaby by-
to spusci¢ dwie prostopadte do linii AB; co by¢
nie moze (55)-

58" Dwie liniie proste fna iedneyze pta-
sczyznie poprowadzone tak, ze sie z sobg zey$¢
nie moga, chocby naydaley byty przedtuzone ,
ZOwig sie réwnoodlegte, parallelas. A zatem
dwie liniie prostopadte do trzeciey sg od siebie
réwnoodlegte: gdyz sie. z sobg zey$¢ nie moga,
cho¢by naydaley byty przedtuzone.

59. Lecz iezeli liniia IK zliniig AB two-
rzy kat AIK mnieyszy od prostego CHB, liniia
ta IK. pochyta i CH j>rostopadta do AB zeydzie
sie powyzey linii AB, gdy obiedwie dostate-
cznie beda przedtuzone: iezeli za$ liniia IL z li-
niig AB tworzy kat AIL wiekszy od prostego CHB,
dwie te liniie IL pocliyta i CH prostopadta do
Ap zeyda sie z sobg ponizey linii AB, gdy obie-

dwie
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dwie dostatecznie bedg przedtiizone. Wtasnos$¢
ta liniy tak iest sama przez sie widoczna, ze za-
dnego dowodzenia nie potrzebnie.

60. Stad wypada lo6d , ze gdy z dwdch
liniy iedna iest prostopadta do trzeciey, a dru-
ga tworzy z trzecig kat ostry, lub roztwarty;
dwie pierwsze liniie dostatecznie przedtuzone ,
zeydg sie zsobg z jedney lub drugiey strony
linii trzecioy.

61. Ze gdy dwie liniie DH™ GI sg
prostopadte, do trzeci¢y AB, kazda liniia, iak
iest /ip. DG, prostopadta do iedney znich, iest
razem i do drugiey prostopadta: "bo gdytjy li-
niia DG prostopadta do DH w punkcie D, nie
tjyta prostopadta do linii GI w punkcie G; kat
G bytby ostry tub roztwarty, a tem samem dwie
ig DG kat prosty , druga ztg samg liniig DG
tworzy kat ostry lub roztwarty , dwie méwie ,,
te liniie dostatecznie przedtuzone, zesztyby sie
z sobg; co by¢ nie moze: gdyz obiedwie podl.ig

62. "cie Ze dwie liniie AB, GD-y?. 29.
réwnoodlegte od trzeciey EF, sg takze i mie-
dzy sobg rownoodlegte : gdyz poprowadziwszy
liniig GH prostopadtg do EF, tiniia ABiako ro-
wnolegta od EF, bedzie takze prostopadtg do
GH; i liniia CD iako rownolegta od EF, bedzie
prostopadtg do GH : a zatem dwie liniie AB,
CD, prostopadte do trzeciey GH, sa od siebie
réwnolegte (SSN.
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65. Stad iiakoniec wjpada, ze gdj
dwie liniie EU,FG //«e. 30. sg prostopadle, pier-
wsza do linii AC, dniga do linii BC przeciiiaig-
cev sie z linilg ACw punkcie C; dwie te prosto-
padte EH, FG zeydg sie z.sol)a, gdy beda do-
statecznie przedtuzone gdyz inaczey bjtyby
od siebie rownolegle (58); ze iedtui z nich np.
FG iest prostoj)ndta do CB, wiec i druga EH by-
taby takze do CB prostopadta: dwie zatem lini-
ie i\.C, BC z jednego punktu C wyprowadzone
bytyby do iedneyze linii EH prostopadte, «co
by¢ nie moze (iM)-

64. Twierd. Gdy dwie liniie Jig. 51.
yIB, CD przeciete od, trzeciey EF, tworza z
nig dwa katy AGF, CHF roéwne; liniie te AB
CD sg od, siebie réwnolegle; i  odwrotnie.

Dowod.  Podzieliwszy liniig GH w pun-
kcie |1 na dwie rowtie czesci, i przez }unkt J po-
prowadziwszy liniia KL prostojtadtg do AB; w
dwoch tréykatacli'LGI, HIK, bok GlizzHI z
wykreSlenia; katy j)rzy | rowne (19); kat KHI
:=zCHF, aknt GIIF*"iiAGF zzatozenia; wiec
i kat AGF czyli LGI KHI : azatem dwa te
troykaty przystang do siebie (26), a w sczegol-
nosci kat CLI~HK1 : aze kat GLI iest prosty
z wykre$lenia, wiec i kat HKI iest prosty, a tem
samem liniia CD iest prostopadta do KL; ze z,

i liniia AB iest prostopadta doivl> z wykreslenia,
wiec dwie te liniie AB, CD prostopadte do trze-
ciey KI. sg réwnolegte (;)8).

Odwrotnie. Gdy dwie liniie AB, CD od
siebie rownolegte przeciete sn od trzeciey linii
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EF; katyAGF, CHF beda sobie rowne. Gdyz
podzieliwszy liniiag GH w punkcie | na dwie ré-
wne czesci, i przez punkt | poprowa’lziwszy li-
niig KL prostopadtg do linii AB, a tem samem
i do linii CU rownolegtey od A” ; w dwoch
troykatach LGI, HKI, katy przy |, sg réwne;
kat GLIzzzHKI, hé $3 obadwa poste; bok G[—
111 z wykreslenia : wiec dwa te troykaty przy-
stang do [siebie (5G) ; a w sczegdlnosci kat LGI
zzuKHI >e kat KHI1zrCHF, wiec i kat LG,
czyli AGF=iCHF.

6f> Poniewaz w dalszym ciggu .Teometryi,
czesto wypada uzywaé liniy réwnoodlegtych ;
dla tatwieyszego ttumaczenia sie , ponadawano
sczeg6lne nazwiska katom utworzonym przez
dwie liniie rownoodlegte przeciete od trzeciey,
ktorg zwaé bedziemy sieczng,  secaus.

| tak katy zawarte miedzy rév/noleglenu
AB, CDJig, 52. i czesciag GH sieczneyEF, zo-
wia sie wewnetrzne , inLerni: iakie ta, AGF ,
CHE, BGF, DHE.

Katy zawarte miedzy réwnolegtemi i cze-
$ciami EG, HF sieczney EF, zowig sie katy ze-
wnetrzne, eocterni, iakie sa: AGE, BGE, CHF,
DHF.

Katy lezgce po iedney stroaiie sieczney, zo-
wig sie iednostronne, ad eandem partem  po-
siti-, i\ak katy AGE, AGF, CHE, CHF z jedney
strony sieczney lezgce, sa iednostronne: podo-
bniez katy BGE, BGF, DHE, DHF lezace z dru-
giey strony sieczney, sg takie iednostronne. \

fi
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Dwn katj iednostroiine , iak sg np. katy
CHF, AGF, ktorych ramiona rozdiodzg. sig w tg

same strone , zowiag sie katy iednostronne od-
powindaiace sobie , correspondentes. Katy
AGE, CHE, satakze iednostronrie odpowiada-
iace sobie : toz mowi¢ o katach BGE, DHE, i
opatach DHF, BGF.

Dwa katy iednostronne AGF, CHE, tudziez
BGF, DHE, zowig sie iednostronne  wewiietrzne.

Dwa katy iednostronne AGE, CHF, tndziez.
BGE, DHF, zowig sie ierhiostronne zewnetrzne.

Dwa katy, ktérych ramiona rozchodzg .sie
w strony przeciwue, zowia sie katy nnpi zernimz,
legte Avewnetrznc Inb zewnetrzne allei-ni: i tak
dwa katy AGF, DHE, sg katy naprzemian-legte
wewnetrzne; toz n'iéwié o dwdch katacli CHE,
BGF. Dwa katy CHF, BGE, sa katy luiprzemian-
legle zewnetrzne ; toz méwié¢ okatach AGE ,
DHF.

‘ 66. .StosoAvnie do tycli nazwisk powyzsze

twierdzejvie tak])v mozna wystowié : gdy dwa

haty ylGF, CHF iednos/ronne odpowiadaig-

ce sg rowne ; dwie liniie AB. CD SOL od sie-
bie réwnolegle: i od wrednie ~Ady dwie liniie

AB, CD sg od siebie rownoUgte; dwa katy

AGF, CHF,iednostro7uie odpowiadaigce  sa

sobie  réwne.

Gy. Twierd. Gdy dwie hiiie AB, CD,
od siebie rownoodlegte przec.et:e sg od, trze-
ciey EF, beda 16d, katy ielnostromne o0d-
powiadaigce  sobie réwne ; zie Katy  naprze-
mianlegte  wewnetrzne réwtie; 3cie katy na-
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fijrzrmianicge  zewnetrzu 0. rowne;
wewnetrzne iedriosUonn.e réwne  (lwonikatanh
prostym;  5te katy zewnetrzne Tcdnostronnc
rowne dwom Kkatoni prostym; 6te gdy ktora-
kolwiek ztych pieéiiLwlasnosciiest dowiedzio-
na, inotna bedzie dowiedz i innych czté-rech.

Dowéd. Co do I. Rownos¢ katow iedno-
stronnycli odpowdadaiacych sobie AGF,CJ[iF,
iest okazana wyzey (64). Po okazaniu za$ ro-
wnosci tych katow, latw”o iest dowiesdz réwno-
§ci ijniych katéw iednostronnych odpowiada-
igcych. | tak biorac np. dwa katy odpowiada-
igce sobie DHF, BGF lig. kat CHF z katem
DHF wazg dwa katy proste , bo sg przv'ieMe.
Kat AGF z katem JjGF w'izg dwa katy proste ,
dla teyze przyczyny, Wiec

CHF -[- DHF = AGF -f- BGF

w tem rownaniu odigwszy zjedney strony Kkat
CHF, a zdrugitjy kat AGF, ktore sobie sg ro-
wne, zostanie DIIFz=BGF.

Podobniez dwa katy iednostronne odpowia-
daigce BGE, DHE sa rdwne " gdyz sg przeciw-
legte w wierzchotku (19) katom AGF, CHF, kt4-

- rychi rownosc¢ iest dowiedziona. Dla teyze przy-
czyny i katy CHE ,  JE sg sobie rowne , iako
przeciwlegte w\\ieizcholku katom DHF , BGF.
réwnym z dowiecizeriia,

ire.  Katy naprzomianlegte wewnetrzne
AGF, DHE, sa sobie réwi<e : gdyz kat
AGF z=: CHF (06)
DHEzizCHF iako wierzchotkiem przeciwlegte :
wiec AGF zz; DHE.
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Podobnymze sposobem dowiesclz mozna
rownosci drugich dwoch katéw na przeraianle-
gtych wewnetrznych CHEIiJIGF.

Z'cif- Katy na przemianlegle zewnetrzne
CHF i BGE sg réwne : gdyz kat
CHF=:DHE (19)

LGEzziDIIE iako iednostronne odpowiadaigce:
wiec CHF zz: BGE.

'Fymze sposobeui okaza¢ mozna rownosc
drugich dwdch katéw na przemianlegtycli ze-
wnetrznych DHF, A(JE.

I\te Katy iednostronne wewnetrzne AGF',
CHE wazg dwa katy proste : gflyz kat AGI" -[-
AGEziz dw’om katom prostym (15), a ze kat
AGEzzzGHE, iako iednostronne odpowiadaigce;
wiec AGF -j- GHEzii: dwom katom prostym.

Toz méwié odrugich dwoch katach iedno-
stronnycii wewnetrznycii BGF, DUE,

Katy iednostronne zewnetrzne AGE,
CHF réwne sg dw”om katom prostym : gdyz kat
AGE -f-A(JFZ= dwom katom prostym (i 5)- A ze
kat AGF—CHF (66) wiec
AGE -j- CHF zzz dwom katom prostym.
Toz méwic o katacli BGE, DHF.

6/<? Naostatek , gdy ktérakohviek z tych
pieciu whasnosci iest dowiedziona , mozna be-
dzie dow iesdz innych czterech , i liniie AB, CD
bedg rownolegte. Bo iezeli/?/*. rédwnosé katow
iednostromiych odpow iad.iigcych sob)ie iest do-
wiedziona , liniie AB, Ci) sg rownolegte, iako-
smjf to iui okazali wyz’y.
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Jezeli katy naprzemianlegte wewnetrzne
AGF, DHE sg rowne, bedzie kat CHF=DHE ;
a zatem i kat AGFuzCHF: wiec dwie liniie AB,
CD sa od siebie rownolegle (66).

Jezeli katy naprzemianlegte zewnetrzne
CHF, BGE sg rowne , bedzie kat BGEnz* AGF
(19), a zatem i kat CHFzziAGF: wiec dwie li-
niie Al], CD sg od siebie rownolegte (66)

Gdy katy iednostronne wewnetrzne AGF ,
CHE sg rowne dwom katom prostym; bedzie
CHE-}-CHFrz: dwom katom prostym (i5)j a

z zatozenia
AGFCHErz: dwom katom prostym; wiec
CHE -f CHFzz: AGF -f CHE.

Wtem réwnaniu odigwszy po obudwu stro-
nach kat CHE, zostanie CHFzz:AGF: wiec lini-
ie AB, CD sa od siebie rownolegle.

Gdy katy iednostronne zewnetrzne AGE,
CHF "3 réowne dwom katom prostym, bedzie,
AGE -f- AGFzz: dwom katom prostym (i 5)ea ze

zzalo'enia
A.GE-]-CHFzz: dwom katom prostym; wiec
AGE -h A(;FZ=: AGE -{- CHF.

Wtem rowiKUiiu odjgwszy AGE po obu-
dwu stronacli, zostanie AGF izzCHF: wiec li-
niie Al], CD sa rownoodlegte.

68- Zagad. Przez pimkt C wziely za
liniig dang AB, fig. 55. poprowadzi¢ réwno-
legla od téy litu i.

Piozwigz. Z j)unktu C proAvadze liniig Cl)
ktoraby. sie z liniig AB przecinata pod iaki
kolwiek katem CDB. Na linii CD pizy pun'-.
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C kresle kat DGF=CDB. Liiilia EF bedzie szu-
kana: gdyz knty CDB,DCF wewnetrzne naprze-
mianlegte sg réwne.

69. Zagad. Przez punkt C wziedy za li-
niig ABJig. "M\fpjo\vadzi¢ linilga CE ktoraby
z dang liniig AB czynita kat BEC rowny da-
nemu.

Bozwigz. Przy punkcie ktorymkolwiek A
wzietym na daney linii AB, kre$le knt DAB ro6-
wny danemu, i przez punkt Cprowndze liniin CE
rownolegta od AD, az do przeciecia sie z liniig
AB w punkcie E: kat BEC iest szukany.

70. Twierd. Dwa katy ACB, iich, fig.

ktorych ramiona AC i ac, tudziez BC
i bc sag miedzy sobg rowfioddlegte, i rozcho-
dzg sie -wjedne strone, sg sobie réwne.

Dowod. Przedtuzywszy ac nz do przecie-
cia sie zramieniem CB w punkcie D; bedzie kat
ACBzzi:rtDB,bo sg iednostronne odpowiadaigce
sotiie wzgledem sieczney CB i dwéch réwnole-
gtych AC i fzD: kat a\M~achb , bo sg iedno-
stronne odpowiadaigce sobie wzgledem sie-
czney dD, i dwoch réownolegtych DB, c”; a za-
tem kat hG”~znacbh. Podobne bytoby dowo-
dzenie, gdyby ramiona dwoch katow ACB, ach
miaty takie potozenie , iakie iest pod liczbg 2.
tatwo bytoby dowiesdz réwnosci [tych katow
innym sposobem , poprowadziwszy w obudwu
figurach przez wierz"chotki tych katéw liniigpro-
sta CE.

71. Uwaga. W powyzszem twierdzeniu
dodaiemy, ze ramiona tych dwocli katow roz-
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chodzg sie w jethiez strone: gdy l)owiem ranilo-
na te rozchodza sie w strony przeciwne, knry
miedzy niemi zawarte nie zawsze sg réwne. |
tak dwa katy ACB, acb fig. 50. ktérych ramio-
na AC iac, BC i bc sg miedzy sobg réwnolegte,
lecz rozchodzg sie w strony przeciwne , nie sg
réwne. Jakoz kat ACBzz:aD” , bo sg iedno-
stronne odpowiadaigce; kat ~zJB zz: Z>6Fbo sg
zewnetrzne naprzemiantegte wzgledem sieczney
a¥, i dwdch réwnolegtych CB i c”; a zatem i
kat ACBzz”cF ; wiec gdy kat ACB iest ostry ,
bedzie tez i kat Z'cF'ostry, a tem samem przy-
legty mu kat bca roztwarty (i5) : bedzie wige
kat /»c«>BCA,

Lecz dwa katy BCA, hcY, lubo ramiona
ich rozchodzg sie w strony przeciwne,-sg sobid
iednak réwne , iakoSmy wyzey okazali. Cdy
wiec ramiona dwoch katéw sg miedzy sobg ro-
wnolegte, a rozchodzg sie w strony przeciwne;
katy te niogg by¢ albo rowne sobie, iak sg dwa
katy ACB, bcY\ albo tez nie réwne, iak sg dwa
katy ACB,

72. Twierd. Gdy dwie liniie fig. 37.
GH od siebie rownolegle , przeciel.lh sg od
dMoch drugich liniy IK, £M odsiebie réwno-
legtych ; czesci AB i CD dwoch  pierwszych
Liniy zawarte miedzy dwiema, drugiemi, tu-
dziez czesci AC, BD dwoch drugich liniy za-
\\'arte miedzy dwiema pierwszemi réwnood-
leglemi, sg miedzy soba réwne-, i odwrotnie®
iezeli czesci te sg rowne , liniie, do ktory ch
te czeSci nalezg , bedg  rownolegte.
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Dowdéd. Poprowadziwszy liniig prosta CB,,
w dwoch tréykatach ACB, DCB, bok CB iest:
spélny; kat ABCzziBCD,gdyz sq wewnetrzne na-
])rzemianlegte wzgledem sieczney BC, i dwédchi
rownolegtych EF, GH ; kat ACBmCBD, gdyiZs
sag wewnetrzne naprzemianlegte wzgledem sie-
czney CB i dwoéch réwnoodlegtych IK, LM, wieo
dwa te tréykaty przystang do siebie (26): a w”
sczeg6lnosci ABinCD, i ACzziBD , iako prze-
ciwne kagtom réwnym (25)-

Odwrotnie.  Jezeli AB= CD, iACuzBD;;
bedzie liniia EF réwnoodlegta od GH , i liniiai
IK réwnoodlegta od LM.

Gdyz poprowadziwszy liniiag CB, dwa troéy-
katy ACB, DCB, w ktérych trzy boki w jednynu
rowne sg trzem bokom w drugim troykacie, przy-
stang do siebie (28), a w sczeg6lnos$ci kat ABG
rziBCD, i ACBzizCBD, iako przeciwne bokouii
rownym ('v'")), a ze katy ABC, iBCD sg wewne-
trzne naprzemianlegte wzgledem sieczney BC i
dwoéch liniy EF i GH; katy"ACB i CBD sa tak-

wewnetizne naprzemianlegte wzgledem sie-
czney BC i dwoéch liniy IK. i LM; wiec liniia EF
iest rownolegta od GH a liniia IK réwnoodle-
gta od LM (67)."

75. TVniosek i. Jezeli AB i CD sg sobie
réwne i od siebie réwnoodlegte, bedg takze AG
i BD réowne irownoodlegte: gdyz w dwéch tréy-
kagtach ACB, BCD, bok BC iest sp6lny; bok AB
z=CD 1z zatozenia, i kat ABC BCD, iako we-
wnetrzne na przemiantegte wzgledem sieczney
CB i dwéch réwnolegtych AB, CD: wiec dwa
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ite troykaty przystang do siebie (~4), a w scze-
{gébiosci bok Ar>= BD, i kat ACB=:CBD; a ze
<d\va te katy sa wewnetrzne naprzemianlegte
Twzgledem sieczney BC i dwéch liniy AC, BD,
e~'jec liniie te sg od siebie réownolegle (67).

74. VKniosek 2. cdy dwie liniie AB, cD fig.
58- sg od siebie rownoodlegte, poprowadziwszy
Itiniie EF, GH, Ilv i t.d. prostopadle do tych
dwoéch liniy; prostopadte te, iako od siebie ro-
wnolegte (58), bedg sobie réwne (73); ze pro-
Sitopadle te oznaczaig odlegto$¢ linii AB i CD
(51), azatem dwie liniie rownoodlegte zachowu-
ig wszedzie iednakowag miedzy soba odlegtos¢.

R O zZ D zZz I At V.

O wielokacach ~w powszechnosci, a w sczegol-
nosci £ ich  katach.

75. Ptasczj~"zna okreé$lona iakakolwiek li-
czbg liniy prostych , zow ie sie wie.lokatem tnb
wieloholdem , polygonum.. Wielokaty maia
rozmaite nazwiska, [)odtug rozmaitey liczby bo-
kéow , lub katow” | tak troykat iest wielokagtem
maigcym trzy boki, czyli trzy katy; Czworokat *
4juadrilateruni,  pieciokat, pentdgonum , sze-
§ciokat, hexagonum , siedmiokat , heptago-
nu?n,0émiokat, octogonumydziewieriokg en-
neagoniun,  dziesieciokat, = decagonurn , dwu-
nastokat, dodecagonum , pietnastokat, pen-
tedecagonum itd sawielokaty maiagce 4j5j6
7,8 it.d. bokéw lub katéw. ABCDE//™. 39
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i>st pieciokat; ABCDEF fig. iest szescio-
Juitit.cl.

76. Lubo wielokaty zwyczaynie ozuacza-
ig sie lylg gtoskami, ile maig I<;.atéw, dla krétko-
$ci iefbiak oznacza¢ ie mozna dwiema tylko gto-
skami naydaley od siebie lezgcemi: i tak, czwo-
rokaty ABCD fig. , 42, '“y¢ ozna-
czone dwiema gtoskami AC, tdi BI): Podobniez
szeSciokat ABCDEr Zro. moze byé oznaczo-
ny dwiema gtoskami EB, lub FC it.d.

77. ICat taki iak iest FAB fg. 45. zowie
sie wklesty, dla réznicy od innych katow B, C,
1), E, F, ktore sie zowig wyskakuigce.

W wielokacie iakimkolwiek przedtuzywszy kto-
rykolwiek bok ABfig. 40.kgt CBH zawarty mie-
dzy bokiem CB i przedtuzenleirt boku AB zowie
«ie li{item zewnetrznym,  exCeriius, dla rdznicy
od katow ABC , BCD i t.d. ktore sie Jiazywaig

kitami wewneLrziiemi, interni. l.iniia prosta
taczgca wierzchotki dwoch katow wielokata,zo-
wie SLerprzeJ,gtnia,diagonatis, iakie siifg. 4o.
AC,AD, AlC

78. Kiedy wielokat ma wszystkie boki i
haty rowne, iak iest40, 45- it-d. zowie sie
foremnym,  regu/are: kiedy za$ boki i katy sg
nieréwne, iak iest fig. 59, 4> it-d., zowie sie
nieforejtmy, ii*rrgularc.

nch.  Miedzy czworokatami niektére maig
boki przeciwne rownoodlegte; iak iestz//"'.czwo-
rokat hl) Jlg. 41. wktoiy n) bok Ali iest réwno-
odlegty od boku OD i bok AD réwnoodlegty od
boku BC. Czworokat taki zowie sie réwnoU-
gtohonhiein, parallelogrammum.
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Z tego cosmy powiedzieli wyzey (72,73)
wypada:

\6d Ze przekatnia AC, dzieli réwnolegto-
kok na dwa troykaty rowne;

irc  Ze ])oki przeciwne w rownolegtobo-
ku Sag sobie réwne ;

3c7e Ze gdy w czworokacie boki przeci-
wne sg sobie rowne, taki czworokat iest rGwno-
Jre@j(abokiem :

[\te Ze gdy w czworokacie dwa boki prze-
ciwne sg sobie rdwne i od siebie réwnoodlegte,
taki czworokat iest rownoleglobokiem.

80. Uwaga. Moze by¢ czworokat taki,
w ktorym dwa boki przeciwne sg od siebie ro-
wnoodlegte , lecz nierbwne , iak iest czworo-
kat abcd fig. 46. wktorym botd cd, ab sg od
siel)ie rownoodlegte, lecz nieréwne; taki czwo-
rokat nie iest rownolegtoboliiem : gdvz drugie
dwa boki ad. i cb nie sa od sieb)ie rcmnoodle-
gte. Czworokat talci zowie sie potacinie tiape-
ziiim\  po polsku moznaby go nazwac¢ réwnole-
gtobok nie zupetny.

81. Roéwnolegtobok AC fig. g'?.. maigcy
wszystkie katy proste , zowie sie p?  ostokaleni,
recLangiil\im.

Prostokat KC ftg. 43- maincy wszystkie bo-
Ki rowne zowie kwadratem ,  quadratum.

Rownolegtot)ok ac, fig. 44- maigcy wszy-
stkie boki réwne, lecz katy nierdwne, zwac sie
moze kw”ndratem ukosnym, rhombus.

Cticgc zatem na daney linii AB,y?". 43?
wykre$li¢ kwadrat, trzeba z obudwu iey korncow
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A i B, wy[)rowadzi¢ dwie liniie AD i BC pro-
stopadte do AB, i rowne linii daney AB: konce
tycli dwéch liniy Ci D ztaczywszy liniig prosta
CD , czworokat ABCD bgdzie kwadratem szu-

kanym.

Chcac wykres$li¢ prostokat, ktéregoby bo-
ki réwne byty liniiom danym, trzf*ba poprowa-
dzi¢ liniig KB”~jig. 4-- rowng iedney linii daney,
i zdwoéch iey koncéw A i B wjrprowadzi¢ liniie
AD i BC prostopadte do AB i réwne drugiey li-
nii daney: koiice tych dv*écli liniy Ci D ztaczy-
wszy liniia prostg CD, czworokagt ABCD bedzie
prostokatem szukanym.

Chcac wykres$li¢ rownoleglobok, ktérego-
by boki réwne byty dwom liniiom danym, i kat
rowny katowi danemu, trzeba poprowadzi¢ li-
niig A B 4 i ' roéwng iedney linii daney, z konA-
ca A wyprowadzi¢ liniig Al) réwna drugiey linii
daney tak : aby kat BAD byt réwny katowi da-
nemu; poprowadziwszy potem z punktu B liniig
BC réwna linii AD , i od nidoy réwnoodlegta ,
konce Di C ztaczy¢ liniia prosta DC; czworo-
kat ABCD bedzie ro6wnolegtobokiem szukanym.

Dowodzenie we wszystkich trzech przy-
padkach iest tatwe maigc wzglad na to, co$my
powiedzieli o liniiach réwnoodlegtych (58, 73)-

83- W kazdym wielokacie uwaza¢ bedzie-
my léd katy; 3/e boki, ktére razem wziete zo-
wig sie obwodem wielokata , perimeter ; "“eie
pta«czyzne obwodem okre$long , ktéra sie zo-
wie powierzchnig wielokata.



Czes ¢ L 47

84- Twier. Wkazdym  troykacie  sum-
ma trzech® katow wazy dwa katy pjoste.

Dowodz. W troykacie ACB 47. prze-
dtuzywszy ktérykolwielv bok ?ip. AB do D, i
z punktu B wyprowadziwszy tiniig BF réwnood-
legta od boku AC; bedzie kat CBFz=C, gdyz
sg naprzeniianlegle wewnetrzne wzgledem sie-
czney BC, i dwoch rownoodlegtych AC, BF.
Kat FBDmA, gdyz sg iednostronne odpowia-
tlaigce sobie wzgledem sieczney AD i dwoch
row”no odlegtych AC, BF. Do katow CBF i FBD,
czyli co na iedno wychodzi, do kagta CBD do-
dawszy kat CBA, wypadnie summa réwna dwom
katom prostym (15). Wiec i do katow C i A
dodaw”szy tenze kat CBA, wypadnie summa kga-
tow C, A i CBA, to iest, summa trzech katéw
troykata, rowna dwom katom prostym. Czyli,
kat CBFiz: C. Kat FBD = A. Wiec

CBF -f FBDd" C -f-A; czyli

CBDz=:C -f A.
Dodaw”szy po obu stronach kat CBA, bedzie

CBD -f-CBA~C-\-K + CBA

A ze katy CBD i CBA iako przylegte waza
dwa katy proste ; wiec tez i katy C, A i CBA,
to iest trzy katy troykata, wazg dwa katy proste.
| 85- Whnioski, i. Poniewgz w trojkacie
kat zewnetrzny CBD roéiwny iest dwom katom
wewnetrznym C i A naprzeciwko niego leza-
cym , iako sie w poprzedzaigcem twierdzeniu
okazato, wiec od iednégo z liich np. od kata A
iest wiekszy.
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86. 2. W trdjkacie rownobocznym, kté-
rego wszystkie katj sg miedzj sobg rowne (30),
kazdj kat iest trzecig czescig dwoch kritow pro”
stjch, czjli dwiema trzeciemi iednego kata pro-
stego ;

5. Kiedy w tréykacie ieden kat iest
jtrosty, lub roztwarty, drugie dwa muszg by¢ o-
fttre : gdyz inaczey summa trzech katdw troyka-
ta , wazytaby wiecey niz dwa katy proste : co
ievStprzeciwne twierdzeniu. Kat zatem prosty
lub roztwarty iest w trdykacie naywiekszy , a
tem samem i bok przeciwny katowi proste-
nni lub roztwartemu iest w tréykacie naywie-

kszy (54). A '

88. Troykat maigcy kat prosty, zowie sie
prostokatny  ,, recLnnguhim ; troykat maiacy
kat roztwarty, zowie sie roztwartokatny, oh-
tusangnlum; troykat maigcy w~/szystkie katy
ostre, zowie sie 0OStrokatny, acutnngulum. Bok

przeciwny katowi prostemu, zowie sig pI’ZGCiW-
prostokgLng hypothenusa\  bok przeciwny ka-
towi roztwartemu nazywa¢ mozina przeciwroz-
twartokatng , bok przeciwny katowi ostremu,
p"z eciwostroka  tna.

89. 4' Z twierdzenia poprzedzajacego wy-
pada "kze, ze'gdy dwa katy w jednym troyka-
cie, robwne sg dwom katom w drugim troyka-
cie, trzeci kat pierwszego réwny iest takze ti ze-
ciemu katowi drugiego trdoykata: gdyz ten trze-
ci kat jnzydany do d~véch pierwszych w obu-
dwu tréykatach, czyni dwa katy proste.

90..
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go. A stad. wypada > ze twierdzenie wy-
zey podane (56), podtug ktérego dwa troykaty
ABC, abc, fig. 25. maigce katy A i 7z proste

kat \S~h, i bok BCzrzzZz"c, siebie przy-
sta¢ ; do troykatéow takze oftrokatnycb i roztwar-
tokgtnych moze by¢ zastosowane: bo iezeli fig,

48" jdwa katy A i B w jednym troykacie, rowne
«a dwom kagtom w drugim troykacie, bedzie
tez i trzeci kat C pierwszego réwny trzeciemu
katowi ¢ drugiego tréykata; a gdy ieszcze i bok
CB~cZ' z zatozenia , dwa te troykaty przystang
do siebie podtug twierdzenia drugiego o przy*

stawaniu troykatow. n

91. Podobniez twierdzenie podane wy-
zey (52), podtug ktérego dwa tréykaty,y?”. 25.
ACB, ach, maigce katy A i proste, bok BG

"ZZihC, i bok AGz=:«c przystang do siebie , do
niektérych takze innych tréoykatéw zastosowac
mozna. Jakoz niech beda dwa troykaty,
48. ABC, w ktérych katy oStre A) a sa
rowme, boki tym katom przeciwne BC, hc ro-
wne, i boki tymze kagtom przylegte AC, ac ro*
wne; dwa te troykaty przystang do siebie: gdyz
z punktéw Gic spus$ciwszy liniie CD i cci pier-
wszg prostopadtag do AB, druga prostopadta do
ah, dwéch troykatach CDA, cda, kat Aizz"
z zatozenia, kat iako proste , a toém sa-
mem i trzeci kat ACD r—: rtc™ (89); aze i bok
KOczzaC z zatozenia, wiec dwa te tréykaty przy-
stang do siebie (26), a w sczeg6lnos$ci bok CD
“zzLcd, bok KDuzad. Dwa zatem troykaty CDB*
W ktérych katy przy D i sg proste 2 wy-

4
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kreslenia , bok CDzncd z dowodzenia , i hok
CBzzcZ' z zatozenia, przystang do siebie (52),
a w sczego6lnosci bok DI*zzzdb. A kiedy AD
— ad, i DB=//>"; wiec KB-{-D"'z=zad-* db,
czyli ABziiab. Dwa zatem tréykaty ABC, abc,
w laérym bok M”zziac z zatozenia, bok ABzz:
ab z dowodzenia, 1 kat Azzza z zatozenia, przy-
stang do siebie podtug pierwszego twierdzenia
0 przystawaniu troykatow.

92. Mogg iednak by¢ dwa takie troyka-
ty , ktére nie przystang do siebie , chociaz w
nich bedzio kat iednego rowny katowi drugiego
troykata, i bok przeciwny i przylegty temu ka-
towi w jednym réwny bokowi przeciwnemu i
przylegtemu w drugim troykacie. Trafic sie to
moze w ten czas, kiedy boki przeciwne katom
rownym mnieysze sg od bokdw przylegtych tym-
ze katom. Jakoz niech beda //*. 49. dwa troy-
katy ABC, abc, w ktorych kat A~a, bok BC
zzzbe, i bok ABnz"zZ*, lecz w obudwu troyka-
tach boki BC, bc przeciwne katom réwnym ,
mnieysze sg od bokow AB, ah przylegtych tym-
ze katom.

Z wierzchotka kata b spusciwszy db prosto-
padtg do ac, bedzie liniia ad wieksza od linii
cdczego  tatwo mozna dowie$dZz zwal/aigc, Ze
liniia acl nie moze byc¢ ani rowna linii cd, ani
od niey mnieysza;" gdyz w pi¢rwszym przypadku
pochyta ab bytaby réwna pochytey bc , w dru-
gim pochyta ab bytaby mnieysza od pochytey
1I(?(47), co sie sprzeciwia zatozeniu. Na linii
zatem wzigwszy dé~dc, i poprowadziwszy
ko, bedzie bczzzbc. A ze “czzzBC z zatozenia,
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wiec i hézn"BC. A zatém trzy tréykaty ABC ,
nbc, ah¢ maig katy A, « rowne, boki tym ka-
tom przeciwne BC, hc, réwne, i boki tymze
kntom przylegte AB, ah réwne. Lecz iezeti
troykat ahc przystanie do tréykata ABC podtug
poprzedzaigcego wniosku , tedy trzeci troykat
ah¢, bedacy czeScig troykata drugiego abc nie
moze przysta¢ do troykata ABC.

93. W tych wiec tylko przypadkacli dwa
trékatymogg do siebie pitystaé: locl gdy dwa
boki i kat miedzy niemi zawarty w jednym, ro-
wne sg dwom bokom i katowi miedzy niemi za-
wartemu w drugim troykacie; 1le gdy dwa ka-
ty i bok im przylegty w jednym réwne sg dwolii
katom i bokowi im przylegtemu w drugim troy-
kacie ; '“cie gdy trzy boki iednego réwne sg
trzem bokom drugiego tréoykata; IMe gdy kat
prosty, bok mu przeciwny i przylegty w jetlnyni
réwne sg katowi prostemu i bokom przeciwne-
mu i przylegtemu w drugim trdykacie. Przy-
padek ten lubo moze by¢ zastosowany i do nie-
ktorycti innych tréykatow , iednakze poniewaz
czasem zay$¢ moze watpliwo$é, czy dwa troy-
katy nieprostokgtne moga do siebie przystac,,
iakoSmy to okazali wyzey, uzywaé go  dziele
ninieyszem nie bedziemy, na okazanie rownosci
dwoch troykatow nieprostok®gtnych. Co sie ty-
. cze twierdzenia podanego wyzey (56, 90) twier-
dzenie to iuz nam wiecey potrzebne nie bedzie,
bo w takim przypadku dwa troykaty przystana
do siebie podtug twierdzenia drugiego o przy-
stawaniu troykatow, iakosSmy to okazali wyzey,
(90). '
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94. Gdj dwa troykaty moga do siebie
przystitc, tem samem powierzchnia iednego iest
rowna powierzchni drugiego tréykata. Nizey
obaczymy, ze dwa troykaty moga mieé rowneT
powierzchnie , chociazby nie mogty do siebie
przystaé.

Twierd. Summa katdw wewnetrznych
wieiokata  iakiegakoh\'iek waty katow  pro-
stych dwa razy tyle ile wielokgt ma bokéw ,
mniey 4: czyli , liczbe bokéw wielokata  roz-
JTinozywszy przez 2, i od tak rozmnozoney
odigwszy 4) reszta okaze wazno$¢ katow  we-
wnetrznych  wielokgta ~ w katach prostych.

Dowaod. Wzigwszy wewnatrz iakiegokol-
wiek wielokata AD ~fig. 3%< punkt S od upodo-
bania , i z punktu tego poprowadziwszy tmiie
SA., SB, SC i t.d tgczace wszystkie wierzctiokki
katéw wielokata z punktem S, utworzg sie troy-
katy ASB, BSC, CSD i t. d: ktérych spotnym
wierzchotkiem iest punkt S, a z ktérych kazdy
ma za podstawe bok ieden wielokata , i dwa
przy niey katy nnlezgce do katow wielokata.
Liniie wiec te AS, BS, CS i t.d. podzielg wie-
IAkat na tyle trojkatéw, ile wielokat ma bokdw.
A ze w kazdym trdykacie summa trzech katow
wazy dwa katy proste (84)? wiec wszystkie te
troykaty wazy¢ beda katow prostych dwa razy
tyle, ile wielokat ma bokéw. Ze za$ katy przy
punkcie S bedace, wazg 4 katy proste (16); a
nie nalezag do katow w”ewnetrzuych wielokata,
wiec od podwoioncy “liczby bokéw wielokata
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odigwszy 41 reszta okaze wazno$¢ katow we-
wnetrznych wielokgta w katach prostych.

To samo twierdzenie moznaby okaza¢ na-
stepuigcym sposobem: z wieiz*hotka kata kto-
regokolwiek w wielokacie F G 4 0 , np. z
wierzchotka kata A, poprowadziwszy do wierz-
chotkéw wszystkich innych katéw przekatne
AG, AD it.d. przekatne te podzielg wielokat
na tyle troykatéw , ile ma wielokat bokow |,
mniey 2; gdyz do wierzchotku dwoch katéw
B i F przylegtych ramionom kata A, przekatnych
poprowadzi¢ niemozna. A ze summa trzech ka-
tow troykata wazy dwa katy proste (84)? wiec
summa katow we wszystkich tych tréykatach,
czyli, co na iedno wychodzi, summa wszystkich
katow wewnetrznych wielokata , wazyé bedzie
katow prostych dwa razy tyle, ile wielokagt ma
bokéw, mniey 4-

96. Wniosek.  G«ly iest wielokagt foremny
(78), wszystkie iego katy wewnetrzne sa miedzy
soba réwne; a tem samem i katy zewnetrzne
s§ miedzy sobg rowne: gdyz kazdy kat zewne-
trzny, np. kat GBH: fig. 40. z przylegtym sobie
wewnetrznym GBA, wazy dwa katy jjroste. A
zatem maigc wiadoma liczbe bokow wielokata
foremnego , mozna doy$¢ waznosci kata iego
wewnetrznego i zewnetrznego. | tak w piecio-
kacie np. foremn)*m, summa wszystkich-katow
wewnetrznych , rowna iest liczbie bokdéw iego
rozmnozoney przez i znljiieyszoney 4> czyli
rowna 5X "—4—6: wiec kazdy iego kat wa-
zy€ bedzie piatg ezes¢ szesSciu katéw prostych,
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czyliiednego kata prostego ; azatem kat ze-
wnetrzny pieciokata foremnego wazy¢ bedzie
reszte do dwdch katow prostych, to iest — gdyz

— katom prostym.

Podobniez w sze$ciokacie foremnym sum-
ma wszystkich katow wewnetrznych n: 6 X 2
— 4 — 8 katom prostym; \yiec kazdy iego kat
w ewnetrzny wazy¢ bedzie czyli ® kata proste-
go: azatem kat zewnetrzny wazy¢ bedziekg-
ta prostego , gdyz ~ f~ 7~ ~ katom pro-
stym it.d.

97. Twierd. W wielokacie maigcym
wszystkie katy wyskakuigce, przedtuzywszy w
jedne strone wszystkie boki, iak iest na fig.
fio. summa wszystldcti  katow zewnetrznychi
FAK, GBF it.d. wazy 4 proste.

Dowod.  Kazdy kat zewnetrzny np. GBF
zprzylegtym sobie wewnetrznym GBA, wazy dwa
katy prosto: wszystkie zatem katy zewnetrzne
z wewnetrznemi wazy¢ bedg katéw prostych dwa
razy tyle ile wielokagt ma bokéw. A ze same
wewnetrzne wazg katéw prostych dwa razy tyle
ile wielokat ma bokow mniey 4 (95)? wiec same
sewnetrzne wazg 4 katy proste.

98-  Wniosek. Gdy iest wielokat fore-
mny, katy iego zewnetrzne sg miedzy sobg ro-
wne; a ze wszystkie zewnetrzne wazg 4 katy pro-
ste, wiec 4 podzieliwszy przez liczbe bokow,
iloraz bedzie waznoscig kata zewnetrznego w
wielokgcie foremnym. | tak w pieciokacie np.
foremnym poniewaz 5 katow zewnetrznych wa”
zg 4 katy proste, wiec i wazy piatg czesc¢ 4
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téw prostych , czyli ~ iednego prostego : a tera
samem kat wewnetrzny iako mu przylegty, wa-
zy¢ bedzie reszte do dwoch katéw prostych; to
iest j kata prostego. Podobniez w sze$ciokacie
foremnym ieden kat zewnetrzny wazy  czyli -j
kata prostego; atem samem kat wewnetrzny wa-
zy¢ bedzie ™ kata prostego. W siedmiokacie
foremnym kat zewnetrziy® wazy a wewnetrzny
kata prostego i t.d.

99. Uwaga. Postrzegamy tu, ze im wie-
cey ma bokéw wielokat foremny; tem katy ie-
go zewnetrzne sg mnieysze, a wewnetrzne wie-
ksze.

Inne wiasnosci wielokatéw S$ciggaigce sie
doich powierzchni i obwodu, wytozymy naswo-
iena mieyscu.

ROZDZIAL V.

O liniiach prostych i o kole,

100. PowiedzieliSmy wyzey (7), ze czes¢
okregu zowie sie tukiem. Liniia prosta CD fig.
51. tgczgca dwa konce tuku CGD zowie sie cie-
eiwg, chor da.

Uwazac tu potrzeba \6d, ze cieciwa kazda
np. CDtaczy konce dwoéch tukow: iednego CGD,
drugiego CHD, kt6érych siunma czyni okrag ko-
ta; iezehi wiec ieden z nich mnieyszy iest od pot
okregu, drugi tdm samem bedzie wiekszy;
zekaida cieciwa dziali koto aa dwie czeSci zwar
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ne odcinkami, segmenta, ieden DCG , drugi
DCM, ktérych summa czyni koto; i iezeli ieden
2 nich mnieyszy iest od potkola , drugi tem sa-
mem wiekszy by¢ musi,

loi. Gdy cieciwa przechodzi przez S$ro-
dek kota iak iest AB, nazywa si® srednica,  dia-

Uwazac tu potrzeba l6d, ie $rednica ro-
wna iest dwom promieniom; gdyz promien, ia-
kosmy powiedzieli wyzey (7), iest liniig prostg
od Srodka kota do iakiego punktu na okregu
poprowadzong; azatem Srednica AB réwna iest
dwom promieniom SB i SA, a/e Ze tem samem
wszystkie Srednice w jednemze kole sg sobie r6-
w™ne; gdyz kazda»znicli rowna iest dwom pro-
mienio];n , ktére sg miedzy sobg wszystkie ro-
wne ; “cie ze $rednica iest wigksza , niz iaka-
kolwiek inna cieciwa; gdyz konce iakiej*kolwiek
cieciwy GD ztgczywszy ze srodkiem kota liniia-
mi prostemi SC, SD, w troykacie SDC summa
dwocli bokéw SC-f-SDACD (22),to iest, sum-
ma dwoch promieni, czyli Srednica, wigksza iest
od cieciwy; Ate ze irednica AB dzieli kotp i ie-
go okrag na dwie czesci rowne; gdyz ztozywszy
figure wzdtuz linii AB, gdyby cze$¢ okregu AHB,
nie przystata do czesci okregu AGB, punkta ie-
dncy z nich bytyby mniey lub wiecey od Srodka
kota oddalone, niz punkta dragiey; co by¢ nie
moze (7).

j02. Tym sarnym sposobem dowies¢ mo-
zna, ze dwa kota nakreslone iednymze promie-
itiwn «g sobie rowne, i moga do siebie przystae,
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gdy iedno na drugiem bedzie potozone tak, aby
$rodek iednego padt na $rodek dri.igiego kota.

io3. Liniia prosta EF, przecinajaca koto,
ktorg sieczna, kota;;secans circuli zwac bgdzie-
my, dwa tylko punkta Gi D spélne zs“kregiem
mie¢ moze : bo gdyby miata np. trzy punkta
spblne, trzy te punkta iako znayduigce sie na
okregu, bytyby wréwney od srodka kota odle-
gtosci (7); atem samem z punktu danego S do
linii prostey EF moznaby byto poprowadzi¢ trzy
liniie rowne: co by¢ nie moze (49).

io4" Gdy liniia prosta ma tylko ieden
punkt spdlny z okregiem, to iest, gdy sie okre-
gu w jednym tylko punkcie dotyka, a w drugim
punkcie dotykac sie nie moze, choéby byta prze-
dtuzona; taka liniia zowie sie s/fczngkoin, tan-
gens circuli. | tak liniia IK w jednym tylko
punkcie H dotykaigca sie okregu, iest styczna:
liniia za§ HL lubo w jednym tylko punkcie H
dotyka sie okregu, przeciez dostatecznie prze-
dtuzona, przecietaby go w punkcie drugim, a
zatem nie iest styczna.

105. Twierd.  AYzigwszy dwa iakiekol-
wiek tuki iednegoz kola, alt>0 dwocTi kot ré-
wnych, i potozywszy ieden na drugim tak, aby
ich wklestosci obrécone byly w jedne strone,
i aby dwa iakiekolwiek punkta iednego, padty
na dwa punkta tuku drugiego ; luk mniejszy
zejdzie sie zupetnie  z tukiem wiekszym.

Dowod. Jakoz przenidstszy tuk ac Jig,
52. na tuk AE tak aby punkt a padl na A, i
punkt Gna G, cieciwa a& przystanie zupetni«
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do cieciwy AC: a ze promienie sasc, $3 po-
dtug zatozenia réwne promieniom SA, SC, wiec
dwa troykaty sca, SCA , przystang do siebie
(28); a w sczegdlnoSci punlvt s padnie na S: a
zatébm wszystkie punkta tuku ac padng na pun-
kta tuku AC: gdyz punkta te sg réwnie oddalo-
ne od Srodkow s, S, ktére sg wjednjm punkcie:
a tom samem tuk ac zeydzie sie zupeinie z tu-
kiem AE.

106. Stad wypada, ze dwa tuki iednegoz
kota, albo dwoch két réwnych, sg réwne, gdy
ich cieciwy sg rowne i odwrotne, byleby tuki te
byty iednegoz gatunku, toiest, obadwa mniey-
sze, lub obadwa wiegksze od p6t okregu. Jakoz
cieciwe iedne potozywszy nadrugiey, dwakonce
piomszey padng na dwa konce drugiey cieciwy,
a tfem samem i dwa konce iednego tuku, padng
na dwa konce drugiego: wiec dwa te tiiki po-
dtug twierdzenia poprzedzaigcego, zeyda sie z
sobg , i ieden do drugiego zupelnie przystanie ,
a zatem sg sobie réwne.

Odwrornie, iezeli dwa tuki iednegoz kota,
albo dwéch kot réwnych, sg rowne; beda tez
réwne i ich cieciwy : gdyz tuki te iako rowne
przystang do siebie podtug wniosku poprzedza-
igcego; atem samem kofce iednego padng na
konce drugiego tuku; wiec i cieciwy ich przy-
stang do siebie: przez dwa bowiem punkta, ie- .
dna tylko liniia prosta przechodzi.

107. Zagad. Maigc dane dwa tuki ABy
CD, fig. 53. iednegoz kota, albo dwoch kol
réwnyznalesc¢ spllng ieh miare.
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liozwiagz. Zagadnienie to rozwigza¢ mo-
zna tym samym sposobem, ktoregosSmy uzyli w
podobnym przypadku z liniiami prostemi (38);
z tg tylko réznicg, ze zamiast przenoszenia tu-
kéw mnieyszycli nawieksze, przenosi¢ bedzie-
my ich cieciwy , ktére gdy sa réwne , tuki ich
sq takze réwne (io6).

Cieciwa tuku CD moze by¢ na tuk AB dwa
razy przeniesiona od A do E, z pozostalg resztg
EB; bedzie wiec tuk AB = 2CD -f EB.

Cieciw™a tuku EB moze by¢ na tuk CD raz
przeniesiona od C do F, z pozostalg resztg FD :
bedzie wiec tuk CD~ EB-f FD. '

Nakoniec cieciwa tuku FD moze by¢ na
tuk EB 4 razy przeniesiona, bez zadney reszty:
bedzie wiec luk

'EBz=4FD. A zatem

CD zz:EB -f-FD z=4FD -(- FD z=:.5 FD.

AB=z2CD -f EBzz IoFD + 4FD=zi 4FD. to
iest: tukFD iest sp6Ing miarg dwoch danycli tu-
kow AB, CD, i miesci sie w pierwszym tuku 14
razy, wdrugim 5 razy. Dwa wiec tuki dane sa
do siebie iak dwie liczby 14 i 5-

Uwaga. Mogg by¢ dwa dane tuki takie,
ze spoélney ich miary znalez¢ nie mozna, choé-
by powyzsze dziatanie byto iak naydaley posu-
niete : tuki wiec takie beda iloSciami niespdt-
miernemi, iakoSmy wyzey pow iedzieli (38).

108. TY~ierd. PromienSM,Jig. pro-
stopadty do cieciwy AB, dzieli te cieciwe X9
punkcie C i tuk AMB w punkcie M na dwi€
r‘'wne  ceesci.
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Dowod. 10d Poprowadziwszy promienie
SA, SB, promienie te wzgledem prostopadiey
SC sg dwiema pochytemi réwnemi, atem sa-
mem muszg by¢ rownie oddalone od spodku C
prostopadtdy SC (48) wiec AC = BC.

Q.re Poniewaz SM iest prostopadta ze Sro-
dka C linii AB wyprowadzona, wiec kazdy punkt
na tey prostopadiey wziety np. punkt M iest
w réwney odlegtosci od koncow linii AB (50);
a zatem liniia AM :=:BM. Ze za$ liniie te sg
cieciwami tukow AM, BM, wiec i tuki te sg so-
bie rébwne (i06). A zatem promien SM. prosto-
padty do cieciwy AB dzieli ig wpmikcie C, i iey
tuk AMB w punkcie M na dwie rowne czesci.

109. Wnioski.  Z tego twierdzenia oka-
2uie sie 16d, ze trzy te punkta, srodek kota S,
Srodek cieciAvy C, i srodek iey tuku Mznayduig
«ie na iedney linii SM prostopadtey do cieci-
wy: a ze na oznaczenie linii prostey dosy¢ iest
dwoch tylko punktéw ; wiec kiedy liniia pro-
~Na przechodzi przez dwa punkta ktérekolwiek
2 trzech punktéw wymienionych, przeydzie tem
samom i przez punkt trzeci, i bedzie prostopa-
dta do cieciwy.

Q.re Poniewaz z punktu w”zietego na linii
prostey, nie mozna wiecey prostopadtych do
tey linii wyprowadzic¢ , tylko iedne (55)> wiec
prostopadta ze $rodka cieciwy wyprowadzona
przechodzi przez srodek kota, i dzieli tuk do tey
cieciwy nalezacy na dwie réwne czesci.

110. '“cie Ztego tez twierdzenia wypada,

chcac podzieli¢ tuk na dwie réwne czesci,
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trzeba ze $rodka cieciwy tego tuku wyprowadzic¢
prostopadtyg , az do przeciecia sie z tukiem da-
nym ; albo tez w kole datiem przez $rodek cie-
ciwy tuku danego do podzielenia poprowadzié¢
promien, albo nakoniec poprowadzi¢ promien
prostopadty do cieciwy tuku danego. Tymze
sposobem postepuigc mozna bedzie tuk podzie-
li¢ na czesci rownych 4?7 8, i6 it.d.

111. Zagad. Wykreslic koto,  ktorego-
hy okrag przechodzit przez trzy punkta
B, C dane nie wprostey {tirfii. Jig. 55-

Piozwigz,  Zigczywszy punkt A z punktem
B, i punkt 13 z punktem C liniiami prostemi AB,
BC, i liniag AB w punkcie D , liinia BC w pun-
kcie E podzieliwszy na dwie cze$ci rowne; zpun-
ktu D i E wyprowadzmy dwie prostopadie DF,
EG, pierwsza do AB, druga do BC: dwie te pro-
stopadte , podtug tego coSmy powiedzieli wy-
zey(65), dostatecznie przedtuzone, zeyda sie z
Sobg w punkcie S: punkt S bedzie Srodkiem, a
odlegtos¢ iego od ktéregokolwiek ztrzech pun-
ktow danych , bedzie promieniem kola szuka-
nego: gdyz punkt S uwazany na prostopadiey
DF , iest wréwney odlegto$ci od dwoch pun-
ktow A i B (50): tenze sam punkt S uwazany
na prostopadtey EG, iest wrowney odlegtoSci
od dwoéch punktow Bi C. Trzy wiec odlegto-
$ci, AS, BS, CS sg miedzy sobg réwne: a zatem
ze $rodka S promieniem AS nakresliwszy koto,
©krag tego kota przeydzie przez punkta A, B,C.

112. Uwaga |. Poniewaz tiniie AB,BG
sg w kole szukanem cieciwami w punktach D
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i E na dwie rowne czeSci podzielonemi/srodek
tego kota powinien sie znajdowac tak na pro-
stopadtejDF, iako tez na prostopadtey GE (i 09),
to iest, na spélnem tycti dwoch liniy przecieciu
S : a ze liniie proste w jednym tylko punkcie
przecina¢ sie moga, wiec tylko ieden iest punkt
8 mogacy +>y¢ srodkiem kota szukanego. TozZ sa-
mo koto nie moze mie€ innego promienia, tylko
liniig AS: bo wzigwszy za promien liniig krotszg
lub dtuzszg od AS, i z punktu S promieniem tym
nakresliwszy koto, okrag tego kota nie przej-
dzie przez punkta A, B, C: co iest przez sie wi-
doczna.

A stad wypada \oécl, ze przez trzy dan»
punkta iednego tylko kota okrag przechodzi¢
moze ; 2r<?, ze gdy okregi dw”och kot maig trzy
punkta spolne, dwa te kota sg iednemze kotem,;
3cie, ze zatém okregi dw”och kot nie mogg sie
z sobg przecinac tylko we dwéch punktach.

Uwaga 3. Gdyby trzy punkta A, B, G,
dane byty w linii prostey, na ten czas dwie pro-
stopadte DF, EG }jytyby od siebie réw noodle-
gte (58) >a tem samei;n zeyscby sie zsobg nie
mogty: a Ze punkt ich zeyScia sie iest srodkiem,
a iego odlegtoS¢ od ktoregokolwiek z trzech
punktéw danych, iest promieniem kota szuka-
nego; w tym wiec przypadku, nie mogac mie¢ ani
$rodka, ani promienia, bytoby rzecza niepodo-
bng wykresli¢ koto szukane. A zatem przez trzy
punkta dane w linii prostey, okrag iednego ko-
ta przechodzi¢ nie moze. Go i ztego wzgledu
iest rzecza widoczng, Ze liniia prosta z okre-
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glem kota trzech punktow spolnych miec ni®
moze (iob).

113. Zagad. Maiac dane koloznalez¢é
iego  Srodek.

Rozwigz. Na okregu danego kota wzia-
wszy trzy punkta od upodobania A, B, **/ig.
55. i zlgczywszy ie liniiami prostemi AB, BC,
ze Srodkow tych linij*D i E, wyprowadzam dwie
prostopadte DF, EG, pierwszg do AB, drugg
do BC, przecinaigce sie zsobg w punkcie S:
punkt Sbedzie Srodkiem szukanym danego kota.

114. Twierd. Z punktu ktéregokolwiek
CJig. 56. wzietego na okregu kota poprowadzi-
wszy CA prostopadtg do promienia SC, przez
ten punkt G przechodzacego , prostopadia ta
do promienia bedzie styczng kota. 1 odwro-
tnie, styczna z ktoregokolwiek punktu  wziete-
go na okregu poprowadzona, iest prostopadta
do promienia  przechodzgcego  przez  punkt
zetkniecia  sie styczney z kotem.

Dowod.. Wozigwszy iakiekolwiek punkta
D, E it.d. na prostopadtey AB, i ztgczywszy ie
ze Srodkiem kota S liniiami prostemi DS,ES,
liniie te iako pochyte do linii AB sg diuzsze od
prostopadtey SC (47). A ze punkt C znaydiiie
aie na okregu ; wiec punkta D, E it.d. znay-
dowaé sie muszg za okregiem. Liniia zatem AB,
ieden tylko punkt C ma z okregiem spélny: in-
ne za$ wszystkie iey punkta sg za okregiem: wiec
liniia ta iest styczna z kotem (104).

Odwrotnie.  Styczna z kotem AB iest pro-
itopadta do promienia SCprzectiodzacego praez
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punkt zellcniecia sie C: Gdyz poniewaz styczna
AB ma tylko ieden pnnkt G na okregu , inne
aas wszystkie iey punkta sg za okregiem ; wiec
ze wszystkich liniy prostych, ktore z punktu S
do styczney AB prowadzi¢ mozna, naykiotszy
iest promien SG: ten bowiem konczy sie na o-
kregu, gdy tymczasem inne wszystkie, iak sg
np. SD, SE, wychodzg za okragg. Gdyby wiec
promien 8G nie byt prosropadty do styczney
AB, tedy inna ktorakolwiek liniia zpunktu S
do linii AB poprowadzona, dtuzsza od promie-
nia SG, bytaby do linii AB prostopadtg, co'by«
nie moze (47).

115. Wniosek. Stad wypada \od, ze
przez punkt G dany na okregu kota, nie mozna
wiecey stycznych wyprowadzi¢ , tylko iedne :
gdyz styczna ta powinna by¢ prostopadta do
promienia SG, przez dany punkt przechodzace-
go: a z punktu G do linii SG nie mozna wypror
wadzi¢ dwoch prostopadtych, réznych od sie-
bie (55); '-“re Ze przez dany punkt na okregu
kota, chcac wyprowadzié styczng z kotem,trze-
ba z danego punktu wyprowadzi¢ prostopadia,
do promienia przez tenze dany punkt przecho-
dzacego.

[ 116. Twierd. Dwa #tuki iednegoz kota
zawarte miedzy dwiema cieciwami od- siebie
réwnoodlegtemijlub zawarte miedzy  cieciwg
i styczng od niey rownolegta, sg sobie réwne.

Dowod. I6d. Niech bedg dwid cieciwy
AB, CD, fig. “rj, od siebie réwnolegte: popro-
wadziwszy promien SG prostopadty do cieciwy

CD,.
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CD, promien ten bedzie razem prostopadty i
do cieciwy AB iako réwnolegtey od CD (61), i
punkt G bedzie $rodkiem tak tuku CGI™, iako
tez tuku AGB (i08) : bedzie zatem tuk CG
CG , tuk AGz=:BG: odigwszy strony réwnania
drugiego, od stron rdwnania pierwszego, zosta-
nie CG—AG=:DG —BG; czyli CAzz:DB; to
iest, luki zawarte miedzy dwiema cieciwami od
siebie ro\vnolegtemi, sg sobie rowne.

ij-e  Niech bedzie cieciwa IK réwnolegta
od stycznoy EF: przez punkt zetkniecia sie I,
poprowadziwszy promieA SH, promien ten be-
dzie prostopadty do styczney EF (i i4), i do cie-
ciwy IK iako réwnolegtey od EF; atem samem
tuk KHI iest podzielony w punkcie H, na dwie
rowne czesci (108); bedzie wiec tuk IH:zz.KH,
to iest, tuki zawarte miedzy styczng i cieciwg
od niey réwnolegta sg réwne.

iiy. Twierd, Wierzchotki S, dwédch
katéw réwnych ASB, asb Jig. 58- wzigwszy za
$rodek kota, i iakimkolwiek promieniem na-
kresliwszy tuk ACB przecinaigcy ramiona kata
ASB, w punktach A i B, i tymze samem promie-
niem nakre$liwszy tuk acb przecmaigcy ramio-
na kata w punktach a\b'y laki ACB, acb
zawarte miedzy ramionami  tych dwoch ka-
tow réwnych, bedg sobie réwne; i odwrotnie,
iezeli luki kol réwnych zawarte miedzy ra-
mionami  dwéch katdw maigcych swoie wierz-
chotki wsrodku kot, sg sobie rowne, katy te
hgdg takze  réwne,

Dowo”d, Poprowadziws:*y cieciwy AB, ab”
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w dwdcli tréykiitacli ASB, asb': kat Szrzs, boki
AS, BS, rowne bokom as, bs, iako promienie,
z zatozenia; wiec dwa te troykaty przystang do

siebie (24), sczeg6lnosci cieciwa ABninz” ;
a zatem i tuki ACB, acb sg réwne (106).
Odwrot.  Jezeli tuk AB , bedzie kat

//.eZ"nzASB: bo poniewaz tuki te sg rowne, wiec
i cieciwy icli AB, ab sg réwne (io6), a ze i
promienie SA,SB, sa, sh, sa miedzy sobg réwne;
z zatozenia wiec dw'a troykaty ASB, asb przy-
stang do siebie (23), a w sczegdlnosci kat ASB
rz: ash.

Twierd. Wierzchotki O, 59.
dwoch iakichkolwiek katéwAOB, wzigwszy
za srodek, i iednymze promieniem nakresliw"szy
dwa tuki , ktéreby przecinaty ramiona d"yo6ch
danych katéw w pimktach A,B, a, b\ bedzie
stosunek kata yiOB do kata aob, réwny sto-
sunkowi ‘tuku AB do tuku ab; to iest, tyle ra-
zy kat ieden bedzie wiekszy lub mnieyszy od
drugiego, ile razy tuk zawarty miedzy ramiona-
mi kata pierwszego , iest wiekszy lub mnieyszy
od tuku zawartego miedzy ramionami kata dru-
giego: czyli, bedzie AOB: <70ZZzzAB: ah.

Dowod.  Moga tu byé dwa przypadki, al-
bo tuki Ati, ah sg ilosciami Spélmiernemi, albo
nie spétmiernemi. ' \éd Jezeli tuki AB, ab, sii
ilosci spétmierne,"daymy na to, ze tuk AB eni
takich czesci 4?iakich tuk ab ma 2. Podzie-
liwszy tuk ab na dwie czeSci rowne w punkcie
¢, a tuk AB na cztery czesci rbwne w punktach
C, D, E, i poprowadziwszy promienie oc\ OC,
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OD, OE, katy aoc-, coh, AOC, COD, DOE,
EOB, sg miedzy sobg rowne, podhig twierdze-
nia poprzedzaigcego. A zatem kat AOB, sktada
sig ze czterech takich kegpw,- zjakich dwoch skia-

da sie kat aob: wiec katy te maig sie do siebie,
iak 4 do 2. Czyli, AOB: aob —t" 2. A ze po-
dtug zatozenia, tuk AB: abzzLI\\9.; wiec AOB:
aobzzzAB: ab,. to iest, kat AOt do kata aob nia

sie iak tuk AB zawarty miedzy ramionami igo,do
luku ab zawartego miedzy ramionami kata 2go.

Q.re Jezeli tuki AB, ab ~fig. 60. sg niespot-
mierne, bedzie takze

AOB: aobzzikB-. ab — A.

Jezeli ta proporcya iest fatszywa, tedy osta-
tni wyraz ab iest albo zamaty, albo zawielki do
uczynienia proporcyi:trzy bowiem pierwsze wy-
razy proporcyi, moga by¢ iakiekolwiek.

WezZzmyz naprzod tuk as”j>ab, i niech be-
dzie, iezeli by¢ moze

AOB: aob AB:

Podzielmy luk AB na czesci rownych 2,4,
3 it.d. (110), az pdki nie doydziemy do czesci
mnieyszych od tuku bs. PrzenieSmy potem cze-
$ci te mnieysze od tuku bs na tuk ab, poczyna-
igc od punktu a\M.b.

APoniewaz tuki ab, AB. sg niespbétmierne |,
wiec punkt podziatu nie moze przypas¢ na punkt
b, lecz padnie albo z prawey strony punktu b,
np. w punkcie c, albo ztewey strony, no. w
punkcie ¢. Poprowadziwszy promien oc, katy
aoc, AOB obeymuigce ramionami swemi tuki
ae™ AB spotmierne z wykre$lenia , maia sie do
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siebie iak te tuki, podtug iszey czesci niuieysze-
go twierdzenia ; to iest, aoc\ AOB ~ ac. Al3
Aze podtugprzjpusczeniaAOB: aobzzz AB: as;
wiec rozmnozywszy" prsez siebie wyrazy odpo-
wiadaiace w tych dwoch proporcyach , bedzie
rt-oc X AOB: AOB X aoh~ac X AB: AB X

Podzieliwszy dwa pierwsze wyrazy przez
AOB, adwa drugie przez AB, bedzie

Lecz kat aoc® aoh; tuk za$ ac<Cias z wy-
kreSlenia; to iest, wostatniey proporcyi po])rze-
dnik jgo stosunku, wiekszy iest otl swego naste-
pnika ; poprzednik za$ ago stosunku mnieyszy
iest od swego nastepnika : a zatein proporcya ta
iest fzilszywa. Proporcya ta powstata ze ztozenia
dwéch j>roporcyy poprzedzaiacych, z ktérych
iwsza<”00: A.()]jzzzac: AB iest dowiedziona w
isz0y czesci ninieyszego twierdzenia; draga za-
tem AOB: aob"KW:  as, w ktorey tuk as wzie-
liSmy wiekszy oAah, musi by¢ idlszywa. W pro-
porcyi wiec oznaczonej gtoskg A ostatni wyraz
ab nie moze by¢ zamaly : obaczmy czy nie iest
zawielki.

Wezmj tuk as<iab i niech bedzie , iezeli
By¢é moze, ta proporcyg prawdziwa:

AOB : aob — AB:

Podzielmy tulv AB na takie czeSci réwne,
aby przeniéstszy ie na luk ab zaczynaigc od pun-
Ktu iedna takowa cze$¢ skonczyta sie mie-
dzy punktami 5i Z, lip. wjnmkcier. Popro-
wadziwszy promien o¢, dwa katy aof, AOB o-
beymuigce ramionami swoienii tuki ABspot-
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mierne zwykreslenia, maig sie do siebie iak te
tuki, podtug iszey czesci ninieyszego twierdze-
nia ; to iest, ao¢ : AOBrzzac": AB; a ze podtug
przypusczeniaAOB: /20Z»zz:AB: 0§\ wiec

Podzieliwszy dwa pierwsze wyrazy przez
AOB, dwa drugie przez AB, bedzie

ao¢ : aobuza¢: a$; co by¢ nie moze: gdyz
kat ao¢-"aoh; tuk zas ac » a$ z wykreslenia:
wiec i proporcyfi ta: AOB: aob zzi as, w
ktorey wzieliSmy {uk.a$<Cah, iest fatszywa.

W proporcyi zatem A ostatni wyraz " nie
moze by¢ ani zamaly, ani zawielki do uczy-
nienia proporcyi ; a tem samem wyraz ten
takim, iakim by¢ powinien; to iest, proporc- a
ta AOB: aoh — AB: ab, iest prawdziwa.

Czy wiee tuki sg spotmierne, czy ine spof-
mierne, zawsze katy ranig sie do siebie, iak
tuki zawarte miedzy ich ramionami.

119, Wniosek i. Poniewaz stosunek Kk,
kéw AB, ab, réwny iest stosunkowi katow AOB,
a.ob; wiec gdy sie katy AOB, aoh powiekszg
tub zmnieysza w iakimkolwiek stosunku , luki
takze AB, ab powiekszg sie, allm zmnieyszg w
tymze samym stosunku; i odwrotnie, za powie-
kszeniem lub zmnieyszeniem tukow AB, ab ,
katy takze AOB, "oly powiekszg sie albo zmniey-
szg. Luki wiec te moga liyC uzyte za miare wiel-
kosci katow. Przeto tez miarg kata iest luk
miedzy iego ramionami  zawarty ,. nalezacy
do kola , ktérego S$rodek iest  wierzchotkiem
tego  kata.
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Bytoby wprawdzie rzeczg przyzwoitpzg do-
chodzi¢ wielkoSci katow , za pomocg kata ia-
kiego wzietego za iednos$¢, nizeli za pomocg
tukéw. | tak np. wzigwszy kat prosty za i, kat
ostry, iako mnieyszy od prostego, bytby mniey-
szym od iednosci, kat roztwarty iako wiekszy od
prostego , bytby wiekszym od iednosci. Lecz
takowy sposéb mierzenia katéw lubo nayprzy-
Zwoitszy, w uzyciu iednak nie iest wygodny, dla
tey naybardziey przyczyny, ze tatwiey iest brac
rowne tuki danym tukom, niz réwne katy da-
nym katom. W takowym sposobie niierzenia
katow , mowi¢ np. ze tuk AB iest miarg kata
AOB, iest to samo co méwic, ze kat AOB taka
iest czeScig kata iakiego wzietego za i, iakg cze-
Scig iest tuk AB tuku zawartego miedzy ramio-
nami kata wzietego za i, i ktéry iest czescig o-
kregu k-ofa maigccgo swdy srodek w Avierzchot-
ku tegoz kata.

i20. 2. Miarg kata prostego , ktoryby
nayprzyzwoiciey byto wzig¢ za iednoS¢ do mie-
rzenia katow, iest czwarta cze$¢ okregu : gdyz
wierzchotek SJig. 56. kata prostego FSG wzia-
wszy za Srodek i promieniem iakimkotwiek np.
SG naltrestiwszy koto ; przedtuzmy FS do H;
bedzie FH srednica tego kota (loi); a zatem
FGH iest potowg okregu: a ze kat GSFzzGSH
iako proste , wiec i tuk FG—GH iako miary
katow 4'ownych. Liik przeto FG iest potowa
p6t okregu FGH, czyli czwartg czeScig okregu
catego.

Miarg aat”j* kata ostrego bfdzie tuk mniey-
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szy od czwartej czeéci okregu: miarg kata roz-
twartego bedzie tuk wiekszy od czwartej cze-
§ci okregu.

12.1. 5. Z twierdzenia poprzedzaigcego
wypada takze, ze chcac danj kat podzieli¢ na
iakgkolwiek liczbe cze$ci réwnych, dosy¢ iest
luk stuzgacy mu za miare podzieli¢ na tylez cze-
§ci, i punkta podziatu potgczy¢ liniiami proste-
mi z wierzchotkiem kata: liniie te podzielg kat
dany na czeé$ci szidtane.

Uwaga, Widzielismy wyzey (no), ze tuk
dany podzieli¢ mozna na cze$ci rownych 2, 4»
8, 16 it.d. Wiec na te same cze$ci ro6wne mo-
zna takze podzieli¢ dany kat, iak to iuz inn\in
sposobem okazalismy wyzey (46). Co sie tyczki
dzielenia tuku na inne cze$ci rowne, iak np. na
3,5, 6 it.d do tego potrzeba w) zszych wiado-
moséci , nizeli sg te, ktore w Jeometryi elemen-
tarney mogag by¢ umiesczone : i kat wiec na ta-
kie czeSci rowne ieometrycznie dzielonym by¢
nie moze, wytgczywszy tyllco nie wdelkg liczbe
przypadkow sczeg6lnych, ktére péZzniey wymie-
niemy.

122. Twierd. TV dwdch kolach réwnych
lub  jednymze  kole luk wiekszy, ma wiekszg

cieciwe ; i odwrotnie (byleby tuki, o ktérych
mowa, tiyty mnieysze od poétokregu).
Dowod. Niech heAne fitukCB>-

BA, trzeba dowie$dz, ze cieciwa CB~"BA. Ja-
koz poprowadziwszy promienie SA, SB, SC , w
dwoéch troykatach tiSC, BSA: boki BS, CS pier-
wszego réwne sg bokom BS, AS drugiego troéy-
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kata: aze kat BSC">BSA, bo miarg pierwsze-
go iest tuk BG z zatozenia wiekszy od tuku BA,
ktéry iest miarag kata drugiego; wiec i bokBG
przeciwny katowi wiekszemu iest wiekszy od
boku AB przeciwnego katowi mnieyszemu (27);
czyli, cieciwa BG>>BA.

Odwrotnie. Jezeli cieciwa B G~ AB, be-
dzie tuk BG ~ AB : gdyz w dwécli trdéykatacli
BGS, ABS, boki BS,CS pierwszego réwne sa
bokom BS, AS drugiego trédykata; a ze bok trze-
ci I"G~ AB z zatozenia , wiec i kat BSC”™ ASB
(27), atem samem ituk BC > AB. (%*)

Dowodzenie  to zasadza sie na ZgiSy czesci
twierdzenia  podanego wyze)'.(2,'j"), gdzie przez
wzglad na to , aby ile moznosci utatwi¢ dla
poczynaiacycJt  poczatkowe wiadomosci  Jeome-
tryi., uiyliSmy dowodzenia tatwego w prawdzie,
lecz ktore nie iest tak Sciste, iak  nastepiiiildS'.
Jezeli we dwaoch troykatach ABC, abc fig. 1A,
bokABziiia®, bokBCz"Z"c, abokAC>«c;
bedzie kat B" Jakoz gdyby kat B nie byt
wiekszy od kata b, bytby albo mu réwny, albo
od niego mnieyszy. Wi wszym przypadku  dwa
te troykaty przystalyby do siebie (24)» ~

samem bytby bok Acizzac , €0 by¢ nie moze®
iako przeciwne zatozeniu. FT 2.gim przypa-
dku bytby bok ac™C, podtug iwszey  czeici
ninieyszego  twierdzenia ; co jle takie  sprze-

ciwia zatozeniu, a tem. samem by¢ nie  moie.
Kiedy wiec kat B nie moie by¢ ani rowny ka-
towi b, ani od niego mnieyszy, wiec musi by i
od niego  wiekszy.
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123. Uwaga, Twierdzenie to ma tylko
mieysce w tenczas, gdy tuki sg mnieysze od poét-
okregu ; tulti zas wieksze odpotokregu, jriaig
przeciwng wiasnos¢; to iest im wiekszy iest tuk,
tem iest mnieysza cieciwa, i odwrotnie: i tak tuk
AFCB>-AFC: a cieciwa pierwszego AB mniey-
sza iest od”” cieciwy drugiego tuku.

124. Twierd. Dwie cieciwy réwne sg w
réwney od Srodka kota odlegtosci’, a z dwoct
cieciw nierdbwnych mnieysza iest w wiekszey
md $rodka kota  odiegtosci.

Dowod. 16d Niecit bedziefig. 62. cieci-
wa ABnuCD: ze $rodka S spusciwszy dwie pro-
stopadte SE, SG iwszg do AB, 293 do CD, i po-
prowadziwszy promienie SA, SG, w dwoch trdy-
katach SAE, SGG prostokatnych, iest bok SA=:
SC, iako promienie; bok AE”*zizCG, iako poto-
wy dwoch cieciw rownych (108): a zatem dwa
te troykaty przystang do siebie (52) , a w scze-
gélnosci SE — SG : a Ze Sti, SG sg odlegtoscia
$rodka S od cieciw AB, GD (5i); Wiec cieciwy
te sg w rowney odlegtosci od srodka S.

Q.re Niech bedzie cieciwa CF>AB; tuk CF
iest wiekszy od tuku AB (i 22). Na tuku CF wzig-
wszy tuk CDzzzAB, i poprowadziwszy cieciwe
CD, tudziez ze srodka S spusciwszy dwie prosto-
padte SH, SG, iwsza do cieciwy GF, 2ga do
cieciwy CD; w trdykacie SHIprostokatnym przy
H" iest SI>SH (87)" a t"m bardziéy SI'-f 1G>
SH; czy1i SG]>SH: aze SGzizSE podtug iszey
czesci ninieysz~go twierdzenia; wiec i SE”-SH;

*

crh
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tpiest, odtegtas¢ mnieyszey cieciwy od $rodka
kota iest wiekszg, niz odlegtos¢ wiekszej cieci-
wy od tegoz Srodka.

125. Twierd. Kat maigcY swoy wierz-
chotek na okregu kota , ma za miare poto-
we tuku zawartego miedzy ramionami.

Dowod. 16d Niech bedzie kat ACB,y?".
63. maigcy wierzchotek C na okregu, i ktorego
iedno ramie CB przechodzi przez srodek kota S.
Poprowadziwszy $rednice DE réwnoodlegta od
drugiego ramiona AC, bedzie kat ACBzzzDSB
iako iednostronne odpowiadaigce wzgledem
siecznCy CB i dwoch rownoodlegtych AC, DE.
A Ze miarg kata DSB iest tuk DB (i 19), wiec i
miarg kata ACB iest tuk DB. tuk DB = CE,
iako miary katéw DSB, CSE rownych; tuk CEzz:
AD: gdyz sg zawarte miedzy cieciwami rowno-
odlegtemi: wiec i tuk DB zz: AD ; to iest, tuk
AB podzielony iest w punkcie D na dwie réwne
czesci; atem samem tuk DB, bedgcy miarg ka-
ta ACB iest polowg tuku AB zawartego miedzy
ramionami tegoz kata.

2re  G(ly srodek kota S znayduie sie mie-
dzy ramionami kata ACF maigcego wierzchotek
C na okregu , $rednica BC, dzieli kat ACF na
dwa inne ACB i BCF, ktorych sp6lnym ramie-
niem iest Srednica BC. A zatem podtug, przy-
padku iszego miarg kata ACB iest potowa tuku
AB; miarg kata BCF iest potowa luku BF : wiec
miarg katow ACB -f- BCF, iest potowa lukéw
AB -f- BF; czyli miarg kata ACF iest potowa tu-
kv AF iiawartego miedzy it"go ramionami.
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3c/<? ' Gdy Srodek kota S iest zn rnmlona-
mi kata HCA maiacego wierzchotek Gna okre-
gu, kat HCAnzHCB—ACB. Miarg kata HCB
iest potowa tuku HB, podtug przypadku iszego.
Miarg kata ACB iest potowa tuku AB. Wieo
miarg kata HCB—ACB iest "HB—|AB ; czyli

~N-miara kata HCA iest "HB—”" AB. A ze hik HB
-ABiizAH, a t¢m samém |HB—f AB—A AH;
wiec miarg kata HCA iest -|AH.

To samo twierdzenie moze byé dowiedzio-
ne sposobem nastepuigc}in :

Poprowadziwszy promien SA fig. 64. w
ttroykacie ACS kat zewnetrzny ASB, réwny iest
edwom, wewnetrznym ACS i SAG naprzeciwko
Jezacym (85). A ze kat SACnzACS : gdyz tj-0y-
kat ACS iest rownoramienny ; wiec kat ASB zz:
2 ACS; czyli kat ASBen: 2 ACB: wiec potowa ka-
ta ASB ziz ACB. A tem samem i potowa miary
kata ASB, czyli potowa tuku AB iest miara kata
ACB.

Tegoz samego dowodzenia uzyé mozna w
dwoéch innych przypadkach, uwazaigc, ze Kkat
ACFiest*6wny summie dwdch katow ACB, BGF
maigcym za spélne ramie $rednice CB, kat za»
HCA réwny iest réznicy dwoch katow HCB i
ACB maiacych za spdlne ramie $rednice BC.

126. Whnioski i. Kat GCH zawarty mie-
dzy styczng i cieciwa, ma takze za miare poto-
we tuku CH zawartego-miedzy ramionami: gdyz
kat GCH —GCB—HCB.' Miara kata GCB ia-
ko prostego (i i4)> iest potowa p6tokreguCHB;
miarg kata HCB iest potowa tuku HAB (125).
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wiec miarg kagta GCH bedzie potowa tuku CMB,

zz: Gil; a tobm”samem ~ CHB — | IIAB =2 CK;
wiee miarg kata GGH bedzie potowa tuku GH
zawartego miedzy ramionami.

2. Kat HGM zawarty miedzy cieciwg GH
i przedtuzeniem cieciwy GF, ma za miare poto-
we summy tukéw nalezacych do tych dwoch
cieciw , to iest, potowe iuku GH wiecey poto-
wg tuku GF : gdyz kat HGM réwny dwom Kka-
tom prostym mniey katem HGF, bedzie miat za
miare potokregu mniey potowe tuku HF; ze za$
caty okrng mniey tukiem HF rowna sie dwom #tu-
kom GHi CF, atem samem potowa okregu mniey
potowa tuku HF, réwna sie potowie dwdch tu-
kéw CH i CF; wiec miarg kata HGM bedzie po-
towa tukéw CH i CF. A/bo tak: kat HGM zzi:
HCG-f GCM ; czyli, kntHCM~HCG + FGI:
gdyz kat FCI GCM. ' A ze miarg kata HCG
iest potowa tuku CH , a miarg kata FCI iest po-
3owa tuku CF podtug wniosku poprzedzaigce-
go; wiec tez i kata HGM bedzie miarg potowa
fcummy tychze tukdw.

127. 3- Katy E, H, 65- maigce wierz-
chotki na okregu, aramionami swoiemi obey-
muigce tenze sam tukFCG,sg sobie rowne:gdyz
~wszystkich miarg iest potowa tuku FGG.

128. 4. Kat ACB maigcy wierzchotek na
okregu , a ktérego ramiona przechodzg przez
konce $rednicy AB, iest prosty: gdyz ma za mia-
re potowe potokregu AEB: czyli czwartg czeS«
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okregu catego ; co takze mozna okazaé sposo-
bem nastepuigcym:

Poprowadziwszy promien 8C, wdwocli troy-
katacti rownoramiennych AC8 , BCS, iest kat
SCAzzCAS; katSCBzzGBS: wiec SGA-f-SCB
==CAS -f-CBS I"czyti, kat ACBz"CAS -f CBS.
To iest, wtréykacie AB(J, Icat ACB rowny iest
summie dwocli innycli katéw CAS i CBS; a tem
samem kat ACB iest potowag summy wszystkicli
trzecti katow troykata ABC: a ie wszystkie trzy
katy troykata w"azag dwa ltaty proste (84), wiec
kat ACIli wazy potowe dwodcti katdw prostych,
czyli wazy ieden kat prosty.

Wiasnosé ta zwyczaynie tak sie wyraza :
ket w potkolu iest  prosty.

Uwaga. W dowodzeniu pierwszym spo-
sobem poprzedzaigcego twierdzenia wyprowa-
dziliSmy wazno$¢ kata maigcego wierzchotek na
okregu za pomocg prawdy wyzey okazaney, Ze
dwa tuki zawdarte miedzy dwiema cieciwami ré-
wnoodlegtemi sg réwne. Wzaiemnie prawde
te moznaby teraz okazaé za pomoca twierdze-
nia poprzedzaiacego : gdyz y?™-. 65. iezeli dwie
cieciwy AB, FG sg od siebie rownoodlegte, po-
prowadziwszy cieciwe FB, katy ABF, BFG ma-
ig za miare potowy tukow AF i BG: a ze katy
te sg rowne, iako naprzemian legte wewnetrzne,
wiec i miary ich sg rowne; a tem sams$m tuk
AFzzzBG.

129. Twierd. Kat ACB fig. 66. maia-
ey wierzchotek  rv kole miedzy okregiem i $ro-
dkiem kota® ma za miare potowe Iluku AB zckr
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ewartego miedzy ramionami , -wiecey potowe
tutiu DE za wartego miedzy przedtuzeniam i
ramion.

Dowod. Z punktu D poprowadziwszy cie-
ciwe DF réwnoodlegtg od BC, bedzie miarg ka-
ta ADF potowa tuku AF (i25). tuk AF zz: AB
-+-BF, czyli, tuk AF=zAB + DE, gdyz tuk DE
z=BF(ii(3), atem samem i AF=:iAB-f | DE:
wiec miarg kata ADF iest -|AB-|--|[ED. A ze
kat ADFzzrACB (67), wiec miarg kata ACB iest
polowa tuku AB wiecey potowg tuku ED.

130. Twierd. Kat ACBy?~. 67. maiacy
wierzctiotek za kotem, a ramionami swemi o-
beymuigcy dwatuki AB, ED, ma za miare po-
lowe réznicy tychze tutibw, to iest, ma za miare
potowe tuku AB, mniey potowg tuku DE.

Dowod. Z punktu D poprowadziwszy cie-
ciwe DF rownoodlegta od BC, bedzie miara ka-
ta ADFzzii AF. A ze'tuk AF—AB—BF, czyli
tukAFzz:AB—DE, gdyz tuk DEzizBF ; a tem
samem AF zz: |"AB —"-IDE ; wiec miara kata
ADF zz:| AB— "DE: ze za$ kat'ADF zz: ACB
(67), wiec miara kata ACB=z:i AB—|DE.

Ostatnie trzy twierdzenia, mogg byc¢ takz«
nastepuigcym sposobem dowiedzione :

ICat ACB fig. 63., maigcy wierzchotek we-
wnatrzkotal., lubzakotem2. lub na-
okreguy/~. 3-; w iszym przypadku ma za miare
potowe summy dwoch tukow AB, ab-, w agini
przypadku potowe réznicy dwdch tukéw AB,
<ib-.w 3cim przypadku potowe tuku AB.
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Dowod.  We wszystkich trzech Kgurach
poprowadziwszy Srednice D", Ef? rownoodle-
gte pierwsze od ramion AC, drugie od ramion
BC ; bedzie we wszystkich trzech przypadkach
kat DSEziz"/Se, iako wierzchotkiem przeciwle-
gte; kat ACBmDSE (70). Wiec tuk DE beda-
cy miara kata DSE (119), bedzie oraz miarg ka-
ta ACB. Idzie wiec tylko o Wynalezienie wa-
znosci tuku DE we wszystltich trzech figurach.

W przypadku iwszym,Y?™, |.
tuk DE zr: AB— AD — BE;
tuk de ad be.
W tych dwdch réwnaniach dodawszy stro-
ny odpowiadaiace sobie, bedzie
DE+ de= AB-f —AD-fad—m-\- he.
Ze za$ luk DEzn iako miary réwnych
katow DSE, dSe, tuk KDz=:ad,i ‘tuk BErzrZ”e,
iako zawarte miedzy cieciwami réwnoodlegte-
mi; wiec powyzsze rbwnanie zamienicie w na-
stepnigce :
aDEzizABPodzieliwszy obie strony
przez 2, bedzie
DE AB #- ab N
To iest, tuk DE, bedacy miarg kata ACB
maiacego wierzchotek wewnatrz kota, réwny
iest potowie summy d*véch tukow AB, ab.

W przypadku 9.g\m,fig. 2.
tuk DE zz: AB— AD—BE:
tuk de ziz ad be — ak. A zattm
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DE+ deT=zhB+ ad—KTi+be—m—ah; czyli
2DE:=:AB—ab \ a zatom
AB —
DE , —_ — B

To iest, tuk DE bedacy miarg kata ACB
ktocy ma wierzchotek'za kotem, roéwny iest po-
towie réznicy tukow AB, ab.

W przypadku 3cim,y?”. 5.
t.ikDE=AB—AD—BE; tuk dc:=::Cd-\~Ce: wiec
DE-}-<"e=:AB-f C'*—AD4-Ce —BE; czyli,

zDEzzzAB: gdyz AD, CenrBE : wiec

AB
DE ~ . To iest, tuk DE bedacy miara

kata ACB, ktéry ma wiezchotek na okregu, ré-
wny iest potowie tuku AB.

Uwaga. Rdéwnania oznaczone gloskami
A i B roznig sie tylko znakiem ostatniego wyra-
zu, ktory iest w rownaniu A przydayny, w réwna-
niu B uiemny. Dwa wiec te rownania moznaby

tak wyrazie : tuk DE — A

Ze za$ w przypadku 3cim nie masz tuku aby
czyli, co naiedno wychodzi, tuk”z”rrzo; wiec
w przypadku tym ostatni wyraz” ab nz o; be-

dzie wiec tuk DE zz:
2

131. Zagad. Z konca daney linii AC,
Jig. 65., wyprowadzi¢ prostopadta, \nie prze-
dtuzat ac daney linii, iak wy?naga spos6b po-

dany wyzey (53).
Roz-
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Rozw. Z punktu ktéregokolwiek $ wziete-
go za dang liniig nakresli¢ koto, ktéregoby okrag
cdang liniig przecinat w punkcie A ; przez pun-
kita A'i S poprowadzic¢ linig prostg AB, przecina-
iGaca sie z okregiem w piuikcie B; punkta B i G
z;¥gczjwszy linig prostag BC, liniia ta bedzie pro-
sitopadta do AC: gdyz kat ACB iest prosty (128).

Zagad. 2. Z punktu AL Jfig, 69. danego
zakolem  poprowadzi¢  styczng  kota.

Rozw.  Srodek danego kota S ztaczywszy
z punktem A liniig prostg SA, i podzieliwszy ig
w punkcie C na dwie cze$ci réwne, z punktu G
iako ze Irodka, promieniem CS wykresli¢ koto,
ktorego okrag 2 okregiem kota danego, przeci-
masie w punktacti R, T. Punkt R lub T zia-
C;zywszyliniig prostg z punktem A, liniia ta be-
dzie styczng szukana: gdyz poprowadziwszy pro-
mien ST, kat STA iest prosty (i«8)r a zatem li-
niia AT iest prostopadia do promienia ST, a tem
samem iest styczng danego kola (114 )

133. Twierd. Okregi dwéch kot prze-
chodzace przez ieden punkt AJig. 70. linii
AS ktora +tgczy ich Srodki, m,aig tylko ten ie-
den punkt A spélny , w ktérym sie stykaig : i
odwrotnie, gdy sie okregi dwdch kot stykaigh

.irodki ich i punkt zetkniegia sie sg na ie-
iiney linii. A

Dowod.  Srodki tych két moga +>y¢ albo
% jedney strony punktu zetkniecia sie A, iak sg
S, s; albo ieden z jedney, drugi z drugiey stro-
ny tego punktu, iak sg S, 5. W iwszjnn przy-
jpadku na okregu kota wieksze go, wzigwszy iaki-

6
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Ivolwlelt punkt C, i z jmnktu tego flo srodkow
S, s dwoch ko6l ]loprowadzivvszy liniie proste
CSjG.y; w troykacie , iest

Se4- Qs> C8"(-22), czvli Si+ Gs> AS; czyli
Sv -j- Ce™ Se-j-Odigwszy po obu stronach
Ss, zostanie CA™ AN To iest, liniia Ci wieksza
iest od As , promienia kota mniejszego, a tem
samem punktC musi by¢ za okregiem togo kota.

W przypadku 2gim , kiedy $rodki S,§ sg
po obu strouacli puni\.ru A, nfi olvregu kota wy-
kreslonego promiejiiem AS, wzigwszy ktorykol-
wiek punkt C, i poprowadziwszy liniie proste
CS, Ci; w troykacie CSi, iest C4'-|-GS>Si; czyli

AS>A.S'-|-'AS: azatemC5>A06:. To iest:
liniia C$ dtuzsza iest od promienia AS; atem sa-
mem punkt C musi by¢é za okregiem kota wy-
kreslonego promieniem AS.

Odwroinie. Jezeli okregi dwoch kot sty-
kalg sie z sobg w pirnkcieA, $rodki ich i punkt
zetkniecia sie, sn na iedney linii: gdyz z punktu
zetkniecia sie A wyprowadziwszy styczng AT ,
liniia ta prostoj)adig l)edzie do promieni AS, As,
As$ (1 J/F), i wzniemnie promienie te beda w pun-
kcie A prostopadie do linii AT. A Zze z punktu
A wzietego na linii AT nie mozna wiecey pro-
stopadty ch do niey wyprowadzi¢ , tylko iedne
(55); wiec wszystitie te trzy promienie , a tem
samem i $rodki k6t S, § znaydowaé sie musza
na iednd} ze biiii, ])rzez punkt A przechodzacey.

155. Uwaga. Wprzypadlm iszym iest
Ss=zAS — As; Czvli Si-j-Ai=:AS. .V/przy-
padku 2gim, Si—AS + Ai. Gdyby w przypad-
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ku iszyiTi, SN\C*AS—As, atem samem S5-|-A”
<<A8 ; na ten czas okregi dwéch ko4, nie mo-
glyby sie zsoba zetkngc, tecz ol*ragg kola niniey-
szego, bytby zawarty w okregu kota wiekszego.
Gdjljy za§ SNi"AS — A”, atem samem SN -j-

A AS ; naten czas okregi dwdch koét, przecie-
tyby sie zsobg w punktacli C, c, iak iest na fi-
gurze 71

W przypadku agini, gdyby Si® ASAI,
rzeczg iest widoczng , iz okregi dwocli kot nie
mogtyby sie zsoba zetknaC. Lecz gdyby byta
liniia SSCM AS -f- AS iak iest na.fig. 'ji. na ten
czas okregr dwoch kot, przecietyby sie z soba
w punktach F, /i

To iest, okregi dwoch kot nie moga sie z
sol3g przeciag¢; yod, gdy odlegtos$¢ ich srodkow
powiekszona iednym promieniem, albo sie ro-
wna promieniowi drugiemu, albo iest od niego
mnieysza; 9.re, gdy odlegtos¢ srodkéw iest al-
bo réwna summie dwdch promieni, albo od niey
wieksza. Gdy za$ odlegtos¢ Srodkow powiegkszo-
na promieniem mnieyszym, wieksza iest od pro-
mienia drugiego ; albo gdy odlegto$¢ Srodkow,
mnieysza iest od summy dwoch promieni; na
tenczas okregi dwoch kot mogg sie z sobg prze-
cig¢ , byleby w drugim przypadku promien ie-
den nie byt wiekszy od summy promienia dru-
giego i odlegtosci Srodkow.

Widzielismy wyzey , ze kreSlac troykat,
kiedy sa dane trzy liniie proste maigce by¢ ie-
go bokami, iedna znich bierze si¢ za podstawe,
dwa iey konce za srodki, a dwie inne liniie da-
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ne za promienie dwoch tukoéw , ktérych prze-
ciecia sie oznaczy wierzchotek szukanego troy-
kata. Lecz przeciecie sie tych dwoch tukéw,
w tych tylko przypadkach nastapi¢ moze , kté-
reSmy dopiero wymienili, a ktére wychodzg na
to samo, coSmy iuz wyzey powiedzieli (45)> ze
trzy dane liniie na boki troykata, takie by¢ po-
winny, aby kazda znich mnieysza byta od sum-
my dwdéch pozostatych..

134. Zagad. Wykreslic koto, titorego-
hy okrag zetknat sie z dang tiniig AT w pun-
kcie A fig. 70.ji przeszedt przez punkt B, da-
ny za ta linilg  AT.

Bozw.  7ipunktu A wyprowadziwszy AE
prostopadtg do AT, punkt A z punktem B tacze
liniig prostg AB, ktdrg * punkcie D podzieli-
wszy na dwie rowne czesci, i zpunktu D wy-
prowadziwszy prostopadig do AB przecinaigca
sie w punkcie § z linig punkt § bedzie Srod-
kiem, a liniia KS promieniem kota szukanego.
Jakoz $rodek tego kota powinien sie znaydo-
wacé tak na linii AE, ktora iest w punkcie A
prostopadtg do styczney AX(i32), iako tez na
linii Di (109), ktora iest prostopadtg ze Srodka
cieciwy AB wyprowadzong : wiec $rodek ten
znaydowac sie bedzie na spélnem tych dwdch
liniy przecieciu, ktorym iest punkt .

i35- Zagad. Maigc dane koto AFH"
JigMjo. i”punkt za- niem B, wykresli¢  drugie
koto, ktéregoby okrag przeszedt przez punkt
B, i zetkngt sie z okregiern kota danego w
danem punkcie A.
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Rozw. Punkt A z punktem B zlgczywszy
liniig prosta AB, i ze srodka D linii AB wypro-
wadziwszy Di prostopadia do AB, przez srodek
j danego kota i przez punkt A prowadze liniig
prostg sKy az do przeciecia sie z liniigDi w pun-"
kcie i; punkt $ bedzie srodkiem, a liniia k§ pro-
mieniem kota szukanego: gdyz tak prostopadta
Di ze Srodka eieciwy AB wyprowadzona, iako
tez i liniia Ks $rodek danego kota z punktem A
taczgca powinny przecliodzi¢ przez srodek kota
szukanego : Srodek zatem ten nalezac do obu-
dwu liniy , znaydowac sie musi na spotnem ich.
przecieciu, ktdrem iest punta §..

156. Zagad. Na linii daney AB  fig.J""
wykres$li¢  odcinek kola w ktoiymby: sie zmie-
Scit kat rowny danemu.

Rozw, Przez punkt A, linii AB prowa-
dze liniag AD , ktdéraby zliniig AB czynita kat
DAB réwny danemu, Kresle potem koto, kt6-
regoby okrag przeszedt przez J)unkt B i zetknat
sie z liniig AD w punkcie A (i54), odcinek ABE
iest szukany: gdyz kat BAD zawarty miedzy cie-
ciwg AB i styczng AD maiacy za miare polowe
tuku AFB (12”7), réwny iest katowi ACB umie-
sczonemu w odcinku kota AHE i maigcemu za
miare potowe tegoz tuku AFB (125).

ROzZDZIAL VI
0 Powierzchni wielokatow.

137. W troykacie iakimkolwiek ACB fig.
73' zwierzchotka kataC przeciwnego podstawie
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AB, spusciwszy CD prostopadia do AB, prosto-
padta ta zowie sie wysokoScig tego troykata.

Prostopadta ta CD , moze pas¢ albo we-
wnatrz trojkata, iak iest na //«e. r; albo zewnatrz
na przedtuzenie podstawy AB,iak iest na fig. P2 ;
albo te', na sam koniec A podstawy AB, iak iest
na fiig. 3; a W' tym przypadku bok CA iest wy-
sokoscig troykata.

WTiéwnolegtoboku ABCD fiig. 74. wzia-
w'szy ktorykolwiek bok, np. AB za podstawe, i
z ktéregokolwiek punktu wzietego na boku CD
przeciwnym podstawie spusciwszy prostopadig
FE do podstawy AB, prostopadta ta nazywa sie
wysokoscig roéwnolegloboku.

Poniewaz kwadrat i prostokat ma wszystkie
katj proste (80? wiec wzigwszy ktérykolwiek
ich bok za podstawe , bok drugi przylegty pod_
stawie bedzie wysokosScia kwadratu lidj prosto”
kata. A ze kwadrat ma wszystkie boki réwnie-
wiec wysokos$¢ kwadratu réwna iest iego pod
staw ie.

i38. Twierd. Dwa iakiekolwiek réwno-
legiohoki  maigce réwne podstawy i wysoko-
§ci , maig réwne powierzchnie.

Dowod. Wystawmy sobie, ze réw”nolegto-
bok ABEFfig.j"- iest potozony na rownoleglo-
boku ABCD, tak aby ich podstawy do siebie przy-
staty :' poniewaz te dwa rownolegtoboki maia
rowne wysokosci, wiec bok EF rownoodlegty od
podstawy AB drugiego, padnie na bok CD ro6-
wnoodlegty od podstawy AB pierwszego réwno-
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legloboku (74); intie za$ dwa boki AF, BE, we-
zma potozenie albo takie iak iestiiay//;-. i; albo
iak iest mifig. 2; alljo tez iak iest nafig. 3-

W przypadku i: w dwoch troykatach ADF,
BGE, bokADzizBC, bok AF=:BE” iako boki
przeciwne w rownoleglobokacli (79). Isadto kat
DAFzziiGBE , gdyz ramiona ich sg rownoodle-
gte i rozchodzg sie w jednez strone: wiec dwa
te troykaty przystang do sieljie , atem samem
powierzchnie icli sa rowne; czyli troykat BGE
z=:AD¥: wie.c ABED —BCEzzzABED —ADF ;
czyli ABCD'Z=ZABEF.

To samo iest dowodzenie w drugicli dwdéch
przypadkach.

139. Twierd.. TrdPAY?™ ialdkolwiek  ABC
fg.76. iest polowa rown.oleglohoku AD ma-
igcego te sarne podstawe i wysokosc.

Dowod. Z punktu B wyprowadziwszy BF
réwnolegta od AG, az do przeciecia si¢ w pun-
kcie F z pr'zedtuzonym boldemED, czworokat
ABFG iestrownolegtobokiem; a zatem przekatna
BG dzieli £50 na dwatréyknty ABG, BCF moga-
ce do siebie przysta¢, atem samem réwne co
do powierzchni(79); wiec ieden z nich np. tréy-
kat ABC, iest potowa powierzchni obudwu, czy-
li iest potowg powierzchni réwnolegtoboku AF:
a ze rownolegtobok AF réwny iest co do powie-
rzchni réwnolegtohokowi AD (i38), wiec troy-
kat ACB iest potowa powierzchni réwnoleglobo-
ki Al3.

140.  Whniosek. Stad wypada, ze dwa
tréykaty maigce rowne wysokosci i podstawy
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sg rowne co do powierzchni: gdyz kazdy z”nicli
iest potowag rdwnolegtoboku maiacego tez sa-
me wysokos$¢ i podstawe co i troykaty.

iA.l. Zagad.. Dany wielokat zamienic
na inny roéwny danemu co do powierzchni
i ktoryby mial bokdéw mnidy iednym, nit
wielokat  dany.

Rozwigz.  Niecitby wielokat dany Tad pie-
ciokagtem ADy/". 77.ktory zamieni¢ trzeba na
czworokat réwny mit w powierzchni. Przez
wierzchotki dwoch katéyv E i C poprowadzi-
wszy liniig EC , wt troykacie EDG j3rze« wierz-
chotek kata D poprowadzmy liniig DF rowno-
odlegta od EG, az do spotkania sie w punkcie
F zprzedtuzonym pieciokata bokiem AE. Po-
prowadziwszy iiniig CF, czworokat ABGF be-
dzie szukany: gdyz tréykaty ECD, ECF podtug
poprzedzaigcego wniosku sg rowne co do po-
wierzchni, iako maigce te same podstawe i wy-
soko$¢ (74); azatem

ABCE -i-ECD—ABCE + ZCt czyli ABCDE
rzABCF.

Gdyby w pieciokacie danym ABCDE /ig.
78-j kat D byt wklesty, wykre$lenie bytoby zu-
petnie to samo, co wyzey ; lecz w dowodzeniu
zachodzi nieiaka odmian”; okazawszy bowiem
ie troykat ECDzz-ECF, bedzie

ABCE —ECD rz: ABCE —EGF; czyli
ABCDE "ABCF.

142. Whniosek. Tym'e samypi sposobem
postepuigc , mozna czworokat ABCF zamienic
na troykat r4\xii7 Hiu co do powierzchni; i vyi
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togdlInosci kazdy wielokat zamienionym byc mo-
ize na troykat rowny mu co do powierzchni. |
Itak szesciokat zamieniwszy naprzod sposobem
nvyzey podanym na pieciokat, zamienilibySmy
potem pieciokat na czworokat, a czworokatna
troykat.

143. Twierd. prostokaty AC, EG"
fig. yg. ktérych wysokosci sg réwne, maig sie
ido siebie iak podstawy, to iest, prostokat ie-
de”i tyle razy iest wiekszy lub mnieyszy od dru-
giego, ile razy podstawa pierwszego iest wieksza,
1 ub mnieysza od podstawy drugiego ; czyli

ABCD : EFGH zi AB: EF.

Dowod, Podstawy AB, EF, moga hyc spél-
miernc tub niesp6tmierne. W iszym przypad-
ku daymy nato, ze AB zamyka takich czesci 8,,
iakich EF zamyka 4. Podzieliwszy AB na 8, EF'
na4 czesci rowne (57), i z punktéw podziatu wy-
prowadziwszy prostopadte do tych podstaw, az
do przeciecia sie z bokami DC, HG przeciwne-
mi podstawom AB, prostopadte te podzie-
la prostokagt AC na 8)'prostokat EG na 4 pro-
stokagty rdwne miedzy sobg (i38)> gdyz wszy-
stkie maig rowne podstawy i wysokosci. Bedzia
wiec ABCD: EFGH  8: 4- Aze AB: EF =
8:4: wiec ABCD: EFGHnz AB: EF.

W 2g9im przypadku , kiedy podstawy AB,
EFy?7.80. sa niespotmierne,bedzie takze ABCD:
EFGHrzzAB: EF . . . o o o o A,
Jakoz gdyby proporcya ta byfa- fatszywa, osta-
tni iey wyraz EF, bytby atbo zamaly , albo za®
wielki do uczynienia'proporcyi: bowiem
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pierwsze wyrazy mogg byc¢ iakiekolwiek. Day-
myz iiato, iezeli by¢ moze, ze ta proporcya iest
prawdziwa:

ABCD: EFGHzz: AB: Es w ktérey EA>EF.

Podzielmy AB na czesci row™nycli 2,4, 8

it.d., az péki nie doydziemy do czesci mniey-
szycli od linii F*. Przem™S$my potem czesci t«
mnieysze od linii Fi na liniig EF zaczynaigc od
piniktu E ku F.  Poniewaz liniie AB, EF sn nie-
spohnierne,wiec punkt podziata nie moze pizy-
ftas¢ na punkt F, lecz padnie albo z prawey stro-
ny np, y< punkcie c, albo z lew™ey strony, np. w
punkcie ¢, Z punktu ¢ wyprow”adziwszy co pro-
stopadtg doEi, azdo przeciecia sie z przedtuzo-
nym bokiem GH wpunkcie o, prostokaty EcoH,
ABCD maig podstawy Ec, AB spOtmierne zwy-
kreslenia, tjedzie wiec podtug iszey czesci ni-
rijeyszego twierdzenia

EcoH: ABCD— Ec: AB. A ze podiug przy-

pusczenia

ABCD: EFGHr=:AB: E5, wiec rozmnozywszy
w tych dwdéch proporcyach wyrazy sobie odpo-
wiadaiace , bedzie

EcoH X ABCD: ABCD X EFGH—Ec X AB:

abxe”.

Podzieliwszy dwa pierwsze w'yrazy przez
ABCD , dwa drugie przez AB, bedzie EcoH :
EFGHzzzEc: Es. W tey proporcyi iwszy po-
przednik wiekszy iest od sw’ego nastepnika, 2gi
za$ poprzednik mnieyiizy iest od swego naste-
pnika podtug wykres$lenia : proporcya wiec ta
iest lalazywa. Proporcya ta powstata ze ztoze-



CzesSci. 9t

nia dwdch proporcyi poprzedzaiacych , z kto-
rych pierwsza iest wypadkiem iwszey czesci ni-
nieyszego twierdzenia: druga wiec, A/ ktérey
ostatni wyraz Ei wzieliSmy wiekszy o<I\F, musi C
by¢ fatszywa. A zateui w proporcyi A ostatni
wyraz EF nie moze by¢ zamaly : obacziny czy
nie iest zawielki. Daymy nato ze ta proporcya
iest prawdziwa:

Ai3CD: EFGH=: AB: ES, w ktdrey Es <EF.

rodzielmy AB na takie czesci rdwne, aby
przenidstszy ie na EF zaczynaigc od E ku F, ie-
den puid<t podziatu padt miedzy §i F, np. w
punkcie ¢. Z punktu ¢ wyprowadziwszy C6 pro-
stopadtg do EF az do przeciecia sie z bokiem
HG w punkcie d; prostokaty E¢6H, ABCD ma-
ig podstawy spétmierne z wykre$lenia : bedzie
wiec

E¢dIl: ABCD—EC¢: AB; a ze podiug przy-

pusczenia

ABCD: EFGHIi=:AB: ES$; bedzie wiec

E dH X ABCD: ABCD X EFGH—E”- X AB
ABXE”™. Wiec

ECOH: FFGH+=Ec: Egs.

W tey proporcyi pierwszy poprzednik mniey- -
szy iest od swego luistepnika, drugi za$ poprze-
dnil<. wiekszy iest od swego nastepjiika z wy-
kreSlenia. Proporcya zatem ta iest fatszywa; a
wiec i proporcya ig poprzedzaigca, w I$"téreyo-
statni wyraz Ei wzielismy nuiieyszy od EF, musi
by¢ fatszywa. W proporcyi zaten™ oznaczpney
gtoskar A wyraz EF nie moze by¢ zawielld.

ICiedy wiec wyraz ten EF nie iest ani za®
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maty, ani zawielki do utworzenia proporcyi A;
proporcya zatem ta iest prawdziwa, to iest, dwa.
prostokaty z réwnemi wysokoSciami, maig sie
iak podstawy, choéby podstawy byty niesp6t-
mierne”

144, Tymze samym sposobem dowie$¢
mozria, ie. dwa pj ostokaiy, ktorych  podstawy
sg réwne, maig sie iak wysokosci. Jakoz wzig-
wszy wysolcosci ich za podstawy, a podstawy za
wysokosci, twierdzenie to niczCm niebedzie sie
réznito od poprzedzaigcego..

i45' Twierd. Dwa iakiekolwiek pro-
stokaty, AC, KG 81 maig sie iak iloczy-
7iy ich podstaw, przez wysokosci ; to iest, be-
dzie ABCD: EFGHz=ABXBC: EFXFO.

Dowod, Na wysokos$ci FG prostokata EG
wzigwszy FIznBC, i poprowadziwszy IK rowno-
odlegtg od EF; dwa prostokaty AC, El, maince
réwne wysokosci, sg do siebie iakpo(Jstawy;po-
dobniez dwa prostokaty EI, EG, maigce,rowne
podstasy , sa do siebie iak wysokosci, to ie&t

ABCD: EFIKznAB: EF.
EFIK: EFGHizzFIl: FG.

W tych dwoch proporcyach rozmnozywszy
wyrazy sobie odpowiadaigce” cztery iloczyny be-
da w proporcyi, to iest

'ABGDXEFIK: EFIKXEFGH=:ABXFI:
EFXFG.

Podzieliwszy dwa pierwsze wyrazy przez
EFIK, a dwa drugie przez AB, i w 3cim wyra-
zie zamiast FI potozywszy BC, bedzie ABCD :
I"GHz=ABXBG: EFXFG.
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146. TFniosld 1. Niecit bedzie prosto-
kat AC i kwadrat ac Jig. 82. w ktorych bok AB
irna 8 stop, bok BC ma 4 stopy, bok ah ma iedne
JBtope i bok bc i stope. Podtug twierdzenia po-
przedzaigcego iest ABCD: ahcd = AB X SC:
tah X bc." Zamiast bokow potozywszy liczby wy-
razaigce ich waznos¢ w stopach, bedzie ABCD:
tabcd zzz 32: i.

W tey proporcyi poniewaz poprzednik !2go
atosunku iest 32 razy wiekszy od swego nastepni-
ka; wiec i poprzednik igo stosunku iest 32 razy
wiekszy od swego nastepnika; to iest, powierz-
chnia prostokgta ABCD zamyka w sobie 32 kwa-
dratow rownych kwadratowi ac : i gdyby po-
wierzchnia kwadratu ac wzieta byta za iedno$¢
do mierzenia powierzchni prostokatéw , maiac
dany iakikolwiek prostokat, fatwoby znalez¢
inozna , ile razy powierzchnia iego zamyka w
sobie powierzctinig kwadratu ac wzietego za ie-
dnos$¢. Na ten koniec dosycby byto zmierzyé
danego prostokata podstawe AB i wysokos¢ BC
Ti Stopach mierniczych, i rozmnozy¢ liczbe stop
podstawy, przez liczbe stop wysokosci: iloczyn
okaze ile razy powierzchnia danego prostokata
aamyka wsobie powierzchnia kwadratu ac wzie-
tego za iednos¢; czyli, co naiedno wychodzi,
ile powierzchnia danego prostokata zamyka w
«obie stop kwadratowych: kwadrat bowiem kto-
rego bok ma stope mierniczg, zo.wie sie stopg
kwadratowa.

Odybyc kwadrat wziety za iedno$¢ do mie-
rzenia powierachni prostokatéow, byt tokciwH ,
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pretem lab s/Jiurem kwadratowym; podstawe i
wysoko$¢ danego prostokagta zmierzyliljysmy
przez tokcie, prety #iil) sznury miernicze; a wten
czas iloczyn podstawyprzez wysoko$¢ okazatby,
ile powierzchnia danego prostokagta zamyka w
sobie tokci, pretéw lub sznuréw kwadratowych.
A stad wypada , ze powierzchnia prostokata
rowna iest iloczynowi iego podstawy  przez
wysokosc.

Prawde te naocznie okaza¢ mozna sposo-
bem nastepuigcym; Niech bedzie prostokat AC
ktérego powierzchnig zmierzy¢é mamy. Daymy
nato , ze podstawa AB zamyka w sobie bok alf
kwadratu ahcd- wzietego za iednos$¢ 8 razy; wy-
soko$¢ za$ BC zamyka w sobie tenze bok ah 4
razy. Podzieliwszy AB na 8 cze$ci rownych ,
BC na 4 czeSci rowne, i przez pimkta podziatu
poprowadziwszy liniie rownoodlegte 0odBCiAB,
powierzchnia prostokgta AC podzielong zosta-
nie przez te liniie rownoodlegte na N\ry rzedy
kwadratéw réwnych kwadratowi ac , a kazdy
rzad zamyka 8 takich kwadratow: liczba zatem
wszystkich kwadratow w powierzchni prostoka-
ta AC zawartych iest 4 raczy 8, czyli 52.

Gdyby wysokos¢ BC zamykata w sobie 5»
10, 15 it.d. razy, bok < Z kwadratu ahcd; po-
wierzchnia prostokata AC bytaby podzielona na
5, 10, i5 i t.d. rzedow, z ktérych ka/dy zamy-
katby 8 kwadratéw réwnych kwadratowi ac\ a
tém samem powierzchnia ta zamykataby 5) 10,
15 i t.d. razy 8> takich kwadratow, iak iest ac\
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to iest, powierzchnia bytaby réwna iloczynowi
podstawy przez wysokosc.

147. Poniewaz w kwadracie wyso-
kos¢ rowna iest ‘podstawie , a zatem dla znale-
zienia powierzchni kwadratu dosy¢ iest zmierzy¢
iego podstawe', i znaleziong liczbe stép, tokci ,,
lub pretow it.d. rozmnozy¢ przez siebie same,
czyli podniesc liczbe te do drugiego stopnia.

148. 5. Powierzchnia rownolegtoboku
iakiegokolwiek réwna iest takze iloczynowi ie-
go podstawy przez wysoko$¢: gdyz rdéwnole-
globok rowny iest w powierzchni prostokgtowi
niaigcenni te same podstawe i wysokos¢ (i38)-

149. 4. A zatem rownolegtoboki maia.-
ce rowne wysokosci, sg. do siebie iak podstawy:
gdyz nazwawszy ieden réwnoleglobok R, drugi
r,podstawe pierwszegoP, wysoko$¢ W, podsta-
we drugiego , wysokos¢ W ; bedzie powierz-
chnia pierwszego P X W , powierzchnia drugie-
go />XW: a zatem bedzie R: r—PXW: p
X« W tey proporcyi dwa wyrazy drugiego
stosunku podzieliwszy przez W bedzie R: r=r

Tymze samym sposobem okaza¢ mozna, ze
dwa réwnolegtoboki maigce rowne podstawy, sg
do siebie iak wysokosci, maigce rozne podsta-
wy 1 wysokosci, >3 do siebie iak iloczyny pod-
itaw pr?;ez wysokosci

150. 5* Poniewaz trdykat iest potowg roé-
wnolegtoboku maigcego te same podstawe i wy-
sokos¢ (139); wiec powierzchnia troykata réwna
iest potovfie iloczynu iego podstawy przez wy-
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«0ko$¢; albo, co na iedno wychodzi, rowna ilo-
czynowi iego podstawy przez polowe wysoko-
$ci, albo tez rowna iloczynowi iego wysokosci,
przez potowe podstawy”

.151.  O. A zatem troykaty maigce rowne
wysokosci sg do siebie iak podstawy : gdyz o-
znaczywszy ieden troykat gtoskaT, drugi pod-
stawe pierwszego?, wysoko$¢ W, podstawe dru-
giego p, wysoko$¢ W : bedzie powierzchnia igo
P X I W, powierzchnia”?2go X { W: a zatem
T: = PXJW: XiW. Podzieliwszy dwa
drugie wyrazy przez bedzie T: tzzzV: p.

Tymze Sposobem okaza¢ mozna, ze troy-
katy maigce rowne podstawy sg do siebie iak
Wysokosci; maigce rézne podstaWy i wysokosci,
sg do siebie iak iloczyny podstaw praez wyso-
koSci.

i5a. 7. Chcac znalez¢ powierzchniag ia-
kiegokolwiek wielokata, trzeba go naprzdéd po-
dzieli¢ przekatnemi na tréykaty (95), potem wy-
rachowa¢ powierzchniag kazdego tréykata po-
dtug wniosku 5:summa powierzchni wszystkich
troykatow bedzie powierzchnig danego wielo-
'kata”

Twierd. Powierzchnia czwaérobo'
"ku ABCD 83- w ktdrym dwa tylko
AB, CD sa rownoodlegte, réwna iest iloczy-
nowi iego wysokosci EF, przez polowe  sum-
my dwoch  bokow réwnoodlegtych.

Dowaod. Poprowadziwszy przekatng AC,
powiérzchnia tego czworoboku podzielong be-
nne na dwa tréykaty Ace, ACD, W ktérych bo-

ki
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ki AB i CD wzigwszy za podstawy ” wysokos¢
jtitorwszego bedzie prostopadta z punktu C spu-
yczoua na AB, wysokos$¢ drugiego bedzie prosto-,
jjiidta zpunktu A spusczona na CD. Dwie te
prostopadte sg sobie rowne (74), 4 rowne wyso-
kosci czworokatu ABCD:bedzie zatem powierz-
cbnid tréykata ACBnzEF ><|. AB, powierzctmia
troykata ACD=zEFX-|CD (i50): wiec .

ACB-f ACDz=EF X § AB-f EF X t CD: czyli

ABCD=:EF (fAB4-|CD); czyli

..__["AB 4- CD\

ABCDziiEFI — ).

154. Twierd. W czworoboku ABCD ie-
den zbokéw nieréwnoodlegtych,bok CB
podzieliwszy wpunkcie M na dwie czesci rowne,
1 z punktu M poprowadziwszy MPrownolegta od
AB ; bedzie polowa summy dwoch bokow ro-
wnoodlegtych  AB i CD réwna linii MP,

Dowod.  Przez punkt M poprowadziwszy
liniig GH rownoodlegtg od AD, az do przecie-
cia sie w punkcie G z przedtuzonym bokiem
CD; w dwdch troykatach CGM, BHM, bok CM
zn: BM z wykreslenia; katy przy M. réwne iako
wierzchotkiem przeciwdegte, kat MCGzzzMIfR/""
(67), wiec dwa te troykaty przystang do siebie
podtug tw”ierdzenia 2go o przystawaniu trojka-
tow, a w sczegélnosci CG=:BH. Ze za$ Uniie
AH, PM, DG, sg miedzy sobg rowne (72), wiec
2PMzz: AH -f-DG. W tem réwnaniu z drugiey
strony dodawszy BH, a odigwszy CG, przez co
sie rownanie nie odmieni, gdyz dwie te liniie sg
sobie rowne, z do\viedzenia bedzie

7
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aPMzrAH-f-BM + DG—CG; czyli, 2PM
¢=:AB-j-DC ; a zatem
AB-"ClI)
PM—

I155-  W™niosth r. A zalein noN-ierzcliiiia
czworoboku ABCD r(uviK; iest w\sokosci iogo
EF rozumozoney przez iiniig PM.

2. Mozna wiec powierzchnig AliclokatH
jakiegokolwiek AD 84. wynalez¢ iakze spo-
.sobem nastej)uigcyni: przez wierzchoikt kaiéw
E, C, F poprowadziwszy liniie El, (JH, GF ré-
wnoodlegte od. 7\.B, jjowierzchnia wielokata AD
podzielong bedzie na czworobold AG, FG, HI,
i na troykat EDI. Znaiaziszy wiec powierzchnia
tych czworoliokéw ktérym kolwiek z d\ydcli
sposob6w podanych wyzey, i dodawszy ie do
powierzchni troykata EiDI, summa ta rowna be-
dzie powierzchni daiiego wielokata.

156. Zagad. Ditny #réykat zamieni¢ na
prostohgt  lub iakiholwieh rownoleglobok — ro-
wny troykat owi co do  powidrzchni.

Kozwiaz.  Wykrysliny ]n'ostokat lub ro-
wnoleglobok, daigc mu podstaw™* réwng- pod-
stawie danego trdykata, a wysokosS¢ réwjgia po-
foVyie wysokosci tegoz troykata; albo tez daigc
mu podstawe réwng potowie podstawy danego
troykata, a wysoko$¢ réwna wysoko$ci tegoz
troykata: prostokat ten lub rownoleglobok be-
dzie szukany (159)-

Zagad." Dany pfostokagt AC fig.
8vb- réwnoleglobok iakikolwiek zamienic
Anu prostokat lub réwnoleglobok inny,  rownj
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dtinenm co do powierzchni,  ktéryby mial za.
"podstawe, liniig dang BG.

Rozw. Podstawe AB danego prostokata lub
rownolegtoboku przedtuzmy do O tak aby prze-
dtuzenie to byto réwne linii daney BG, z pun-
ktu G poprowadzmy GH roéwnoodlegtg od BG,
az do przeciecia sie z przedtuzonym bokiemDG
w punkcie H. Poprowadziwszy przekatna BH,
i przedtuzywszy ig az do zeyscia sie z przedtu-
zonym bokiem AD w punkcie I, z punktu I po-
prowadzmy FI rownolegtg od AG, ktéra x prze-
dtuzonemi bokami CB,HG spotyka sie w pun-
ktach E, F; réwnoleglobok BF iest szukany.

Gdyz rownoleglobok DF przez przekatnig *
HI podzielony iest na dwa troykaty IDH, IFH,
rowne (79). Troykat IDH skiada sie z rowno-
legtoboku AG, z tréykata BGH , i z troykata
ABI; tréoykat IFH sktada sie z rownolegtoboku
BF, z troykata BGH,. i z troykata IBE: a ze troy-
kat BGH~ BGH, i troykat ABI= IBE; wiec i
rownoleglobok AGzz: BF.

Albo tak : troykat GBH = BGH ; troykat
ABlzz:EBI; wiec
CBH ABI=z.BGH-f EBI. Troykat IDHzzFHI.
od stron tego réwnania odigwszy strony réwna- -
nia poprzedzaiacego, zostanie

IDH-~CBH1-ABI=:FHI—BGH—EBI;

czyli AG—BF.

Uwaga. Tym samym sposobem postapic¢
nalezy , cticgc dany kwadrat zamieni¢ na pro- .
stokat lub réwnolegtobok rowny kwadratowi co

7*
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do powierzclini, i ktoryby podstawe miat ro-
wnag linii daney.

i58. Zagad. Maigc dane dwa prosio-
ligty lab iakiekolwiek rownoleglob oki, wykre-
Sle¢ '“ci, ktéregohy powierzchnia réwna byla
summie lub réznicy powierzchni  dwoch ré&-
wnoleglob okow danych,

Rozwigz. Dwa dane ré\vnolegtoboki ma-
ig albo réwne podstaAvy awysokosci rézne; albo
réwne wysokosci, a rézne podstawy; albo i pod-
stawy i wysokosci rézne.

W przypadku iwszym- nazwiyiny ieden ro-
wnolegtobok R, drugi r, podstawe \go P, wyso-
koS¢ W, podstawe igo P, wysokosc w.

Poniewaz powierzchnia réwnolegtoboku,
réwna iest iloczynowi iego podstawy przez wy-
sokos$¢ (i 48), bedzie wiec Rz=:PXW. r=:P
X w. Strony dwoch tych réwnan , naprzéd
dodawszy, potem odigwszy od siebie, bedg dwa
nastepuiace réwnania :

Czyli

R-fr:=P(W +w): R—/~P(W —w)'
To iest, summa powierzchni obudwu rownole-
globokéw réwna iest iloczynowi podstawy ie-
dnego znicliprzez suinmewysokosci obudwéch;
réznica powierzchni obudwu réwnolegtobokow
rowna iest iloczynowi podstawy iednego z nich

przez roznice wysokosci obudwu.
A zatem chcac wykreslié réwnolegtobok
rowny co do powierzchni dwom danym; trzeba
mu dac za podstawe Uniig réwng podstawie ie-
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tinego z nich, a za wysoko$¢ liniig rowng wyso-
kosci obudwu: chcac zas wykresli¢ réwnoleglo-
bok, ktéregoby powierzchnia réwna byta rézni-
cy powierzchni dwoch danych; trzeba mu daé
za podstawie linig réwng podstawie iednego z
danych, a za wysokos$¢ liniig réwng réznicy wy-
sokoSci obudwu.

W przypadku a”zw, kiedy wysokosci dw”6ch
danych réwiiolegtobokéw sg rowne, a podsta-
wy rdzne; nazwawszy ieden roéwnoleglobok B.
drugi r, podstawe iednego P, drugiego p, a wy-
sokosci obudwu W , i odbywszy dziatanie iak
wyzej, bedzie

R-f/'=W(P-f-/7) R —r=:W(P—/?).itd.

W przypadku 3, kiedy dwoch danych ré-
wnoleglobokdw i podstawy i wysokosci sg ro-
zne , zamieniwszy ieden znich na inny réwny
mu co do powierzchni, ktdiyby miat za podsta-
we liniig rowng podstawie lub wysokosci dru-
giego réwnolegtoboku danego ; bedg dwa ré-
waiolegtoboki maigce rowne podstawy, iak w
przypadku i, albo rowne wysokosci iak w przy-
padku 2.

T3anze sposobem postgpi¢ nalezy, chcac
znalez¢ prostokat rowny co dopow”i¢rzchni sum-
mie, lub réznicy dw”och danych kwadratéw, lub
iednego kwadratu drugiego prostokata. Lecz
aby znalez¢ kwadrat réwny sumie albo roznicy
dwdch danych kwadratéw, sposoby dotad wy*
tozone nie sg dostateczne: utatwi to iedno z na-
stepuigcych twierdzen.
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159. Twierd. Kwadrat wykreslony na
linii AB, Jig. gG. ktora, iest sujning dwocli li-
niy AC i BC, skltada sie z. kwadratu  wykre-
estonego na linii AC, z kwadratu wyki e$lone-
go 7ia linii BC, i z dwdch prostokatdw, ktd-
rych bokami przyl egiem isg liniie AC i BC;
czyli AB% albo (AC-+-BC)”*zi:AG' -f-BC* +

Dowod. Na linii AB wykre$liwszy kwadrat
ABDE, i wzigwszy AHzzzAC, przez punkt H po-
prowadzmy HF réwnolegtg od AB, przez punkt
C poprowadZmy CI rownolegtg od BIJ. Tym
sposobem, kwadrat AD podzielony zostat na 4
czesci: pierwsza AG iest kwadratem wykreslo-
nym na linii AC: gdyz wzieliSsmy AH — AC;
druga FI iest kwadratem wykreSlonym na linii
BC : poniewaz ABzzzAE , ACz=:AH ; ~ iec AB
—AG=:AE—AH; czyli CBz-EH=:1G=GF.

Na.koniec trzecia i czwarta cze$¢ sgdwa pro-
stokaty HI, CF, ktérych boki HG 1CG rowne
& linii AC; boki za$ HE i GF réwne sg linii BC.

Albo tak\ Liniig AC oznaczywszy gtoska
rt, aliniig CB gtoska 2» bedzie liniia AB zzz a -f--
h. WienMAi;?z=z(«-f + czyli AB?
Aat™ e pn ab. To iest, kwadrat z linii AB
rowny iest summie kwadratéow z linii AC i BC,
wiecey podwoynym iloczynem z waznos$ci linii
A", przez wazno$¢ linii j~- czyli, co na iedno
wychodzi, wiecey dwoma prostokgtami z linii
AC i BC,

160. Twderd. Kwadrat wykreslony na
linii AB Jig. yy., ktora iesCroznicg dwdch li-
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i?i/'yACyBC, skfada sie z laK>adrat.u linii AC,
IZ kwadratu linii BC., mniey dwoma prosto”
tiultam i z lin.iy AC iBC, c/vli
AB' albo (AC—B<Jf=i:AC"-4-BC'—sACyBC.

Dowod.  Na linii AG wykresliwszy kwa-
uJrat AD, i wzigwszy™AllzziAB, z punktu H po-
prowadzmy HF réownoodlegtg od AC, i'z pun-
ktu B, popi owadZzmy BI réwnoodlegtg od CD ;
nakoniec na linii HI", wykreslimy kwadrat LE.

. Eatwo iest okaza¢ , Ze LE iest kwadratem
z linii BC ; AG iest kwadratem z linii AB; ze LI
iest prostokatem z linii AC i BC; CI iest pro-
stokatem z linii AC 1 BC. 0Od caley fignry
ACD KLI4, czyli od kwadratu zlinii AC i od
LI, CI. czyli dwa prostokaty z AC i BC, zosta-
nie AG kwadrat z linii AB.

Oznaczywszy liniie AC, BC gtoskami a i Hy
i odb}wszy dziatanie iak wtwierdzeniu poprze-
dzaiacem , wypadnie AB”*zz: {a— b) (a—b );
czyli AB'=a' + b'— o ab.

i6i. Twierd. Prostolmt zsummy i roé-
znicy dwoch ‘liniy AB; CB fig. 88-? rowny iest
roznicy kwadratow z tychzf liniy. czyli

(AB + BC) (AB—BC)=z:AB» —BC"

Dowod. Wykresliwszy ha liniach AB, AG
kwadrawy AD, Al, przedKizmy AB do K tak,
aby byto BK zz: BC, i dopelniymy prostokata
AL r prostokat ten ma za podstawe liniig AK ro-
wng summie dwdch danych liniy AB i BC, a za
wysokos$¢ liniig AE réwng réznicy t}xhze liniy:
gdyz AE=AF —FE— AB— BC. A zatem pro-
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stokat AL—(AB + BC) (AB—BC). Ten sam
prostokat AL—AH-f-BL; aze BL—FI, co iest
tatwo okazaé ; wiec AL—AH-j-FI. . AH-j-FI
== AD — DI — AB' — BC” gdyz kwadrat DI
z=zCB\  Wiec ALnzAB"—BC*; czyli (AB +
BC) (AB—BC) —AB" —

Oznaczywszy liniie gtoskami a i
h, i odbywszy dziatanie iak wyzey , wypadnie
(AB-f-BC) (AB—BC)=i: {ci—h"ziz

162. Twierd. troyligcie prostoligiJiym
ABC fig. 89. kwadrat AK  z przeciw prosto-
katney AB rowny iest summie kwadratow AH
i CQ z dwéch ramion kata prostego.

Dowod. ,Z wierzchotka kata prostego C
Spusciwszy CD prostopadtg do AB, i przedtuzy-
wszy ig az do przeciecia sie z bokiem IK w pun-
kcie M, poprowadZmy liniie AG, CK: kat CBG
nzABK, bo obadwa proste: wiec kat CBG -f-
GBA — ABK + CBA; czyli kat ABG ziz CBK.
A zatem wdwéch tréykatach ABG, CBK bok
BGr=:CB iako boki kwadratu BE, bok ABzzzBK
iako boki kwadratu AK, i katy miedzy temi bo-
kami zawarte ABG, CBK rowne : wiec dwa te
troykaty przystana do siebie (24J, a tem samen”
powierzchnie ich sg rowne. Troykat ABG iest
potowg kwadratu BE : gdyz maig te same pod-
stawe BG, i wysokos$¢ CB (74): gdy bowiem ka-
ty BCA i BGE czynig dwa katy proste, liniie AG

i CE skiadaia iedne liniig ])rosta AE (i 7), ktdra
iest rownoodlegta od BG. Troykat CEIC iest po-
towg prostokata BAI, gdyz maig te same jpodsta-
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WR BK, i wysoko$¢ BD. Gdy wiec polowa kwa-
dratu BE, rOwna iest potowie prostokagta BM,
tem samem i caty kwadrat BE réwny iest cate-
mu prostokatowi BM. Poprow”adziw.szy liniie
od F do B, iod C dol tym samyjii sposobem
dowiedliby$smy, Ze kwadrat AH rowny iest pro-
stokgtowi AM.

Lecz summa prostokagtow AM i BM czyni
kwadrat AK; wiec kwadrat AK z przeciwptosto-
katney AB réwny iest summie kwadratow AH i
BE z dwoch ramion kata prostego.

165. Whniosek i. Prostokat AM i kwa-
drat AK maigc te same podstawe Al sg do sie-
bie iak wysokosci AD, AB: podobniez prosto-
kat BM i kwadrat AK, maiac te sarne podstawe
KB sa do siebie iak wysoko$ci. BD i AB: to iest
ADMI : ABKI =i AD : AB. BDMK : ABKI =3
BD: AB. W tych dwdch proporcyach zamiast
prostokatéw ADMI, BDMK poto/,yw\szy réwne
im kwadraty AGHF , BCEG ; bedzie ACHF:
ABia= AD: AB. BCEG : ABKI BD : AB.
to iest, kwadraty zramion kata prostego, maig
sie do kwadratu przeciwprostokatney, iak od-
cinki AD, BD przylegte tym ramionom, do prze-
ciw prostokatney.

164. 3. ADMI, BDMK maigce rdwne pod-
stawy, sg do siebie iak wysokosci AD, BD ; to
iest, ADki: BDMKzz: AD: BD. Zamiast pro-
stokatéw potozywszy réwne im kwadraty, bedzie
ACHF: BCEG AD: BD. To iest, kwadraty
z ramion kata prostego, maig sie do siebie iak
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przylegte t}Tn ratiiionojn odcinki przeciwprosto-
kijtney.

165. Zagad. FPykre$li6 kwadrat  réwny
siimjnic dwoch  kwadratow danych.

Rozwigz. Wykresliwszy kat prosty daigc
mu za iedno ramie bok iednego kwadratu , za
drugie ramie'bok drugiego kwadratu danego , i
konce tych dwoch ramion zkgczywszy tiniig pro-
st ; utworzy sie trdykat prostokatny, ktore-
go przeciwprostokatna bedzie bokiem kwadratu
szukanego (169.).

166. Wniosek' Gdyby dwa dane kwa-
draty byly sobie réwne , kwadrat trzeci znale-
ziony rowny ich summie, bytby dwa razy wie-
kszy od iednego z danych. A zatem chcac miec
kwadrat dwa razy wiekszy od danego ; trzeba
wykresli¢ kat prosty, daigc mu za ramiona dwie
liniie réwne bokowi danego kwadratu ; ztgczy-
'WO'y konce tych ramion finiig prostg , utworzy
sie troykat prostokatny, ktérego przeciwpro-
stokatna bedzie bokiem kwadratu szukanego.

Uwaga. W danym kwadracie AGD fig.
90. poprowadziwszy przekatnia AG, w trdy-
kacie ABG prostokatnym przy B, iest AG” zn:
ABM-fBGM (rGa), czyli AG*z=:aAB" gdyz BG
czzAB. To iest, kwadrat przekatney iest dwa
razy wiekszy od kwadratu z boku AB, czyli od
kAYadratu danego.

Prawde te mozna okaza¢ naocznie. Przez
punkta D i B poprowadziwszy liniie HG, EF ro6-
wnoodlegte od AG, az do przeciecia sie z tiniig- .
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mii HE, GFprzez punkta Ai C poprowadzonenii
r ownoodlegte od DB przekatney danego kwa-
dratu ABCD, utworzy sie nowy kwadrat EFGH,
ktory iest kwadratem z AC przekatney danego
kwadratu, i ktory zamyka 8 troykatow rownych
miedzy sobag , i takich , iakieh danv kwadrat
ABCD zamyka 4. Wiec kwadrat EFGH iest dwa
r.azy wiekszy od kwadratu ABCD.

A zatem chcagc wykresli¢ kwadrat dwa ra-
zy wiekszy od danego, trzeba w danym Lwadra-
tue poprowadzi¢ przekatng : ta bedzie bokiem
kwadratu szukanego.

167. TVuiosek. Poniewaz kwarirat z prze-
katney AC iest dwa razy wielcszy od jvwad!aiu
ABCD , czyli od kwadratu z boku AB, bedzie
\niec AB": ACuzt: A zatem AB: ACrzi:
M 2. To iest, bok kwadratu tak sie mado prze-
katney tegoz kwadratu, iak i do pieiwiastku li-
czby 2. Aze |, iy/2 sg dwie liczby niespot-
mierne,. gdyz prawdziwego pierwiastki - liczby a
mie¢ nie mozna; wiec bok i przekatna kwadra-
tu, sg dwie liniie niesp6tmierne.

168. Z poprzedzaigcego twierdzenia wy-
pada, ze chcac wykresli¢ kwadrat trzv razy wie- ¢
kszy od danego, trzeba narysowac troykat pro-
stokatny, w ktérymby iedno ramie kata proste-
go, byto réwne bokowi danego kwadratu” a dru-
gie ramie réwne przekatney tegoz kwadratu :
przeciwprostokatna bedzie bokiem kwadratu szu-
kanego. Chac mieé kwadrat 4 razy wiekszy od
danego, trzeba troykatowi prosrokatnemu dac
ramiona kata prostego réwne przekatney dane-
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go kwadratu ;przeciNvprosl;okatna bedzie bokiem
kwadratu szukanego ; albo tez wykresli¢ kwa-
drat, ktéregoby bok byt dwa razy wiekszy od
boku kwadratu danego. Chcgc mie¢ kwadrat
5 razy wiekszy od danego, trzeba da¢ troykato-
wi prostokagtnemu iedno ramie kata prostego ro-
wne ptzekatney danego kwadratu, drugie rowne
bokowi kwadratu 3 razy wiekszego niz iest da-
ny; przeciwprostokatna bedzie bokiem kwadra-
tu szukanego: albo tez znalez¢ kwadrat réwny
summie danego i 4 razy wiekszego niz iest da-
ny. Podobniez chcac mieé¢ kwadrat 6 razy wie-
kszy od danego, trzeba znalez¢ kwadrat réwny
sinnmie kwadratu danego, i pieé razy wiekszego
niz iest dany; albo tez trzeba znalez¢ kwadrat
rowny summie dwdch kwadratéw innych, z kto-
lychby ieden byt dwa razy, drugi 4 wiekszy
od danego; albo nakoniec, trzeba znalezé kwa-
drat3 razy wiekszy oddanego; przekatna tego
kwadratu, bedzie bokiem kwadratu 6 razy wie-
kszego niz iest dany.

Tym sposobem mozna znale/.ékw”adrat tyle
razy wiekszy od danego, ile sie¢ podoba. Lecz
mozna takze i nastepuigcym sposobem rozwig-
za¢ to samo zagadnienie:

Daymy na to, ze trzeba znalezé kw”adrat 5
razy wiekszy od danego kwadratu oc fig. gi.
Prowadze liniig AB 5 razy diuzsza, od boku ah
ilanego kwadratu; na tey linii iako na $rednicy
kresle poétkole; wzigwszy potem ADzzzfl/5', z
punktu D wyprowadzam DC prostopadtg do AB
az. do przeciecia sie z okregiem w punkcie C}
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inakoniec prowadze cieciwe AC; cieciwa ta be-
»dzie bokiem kwadratu szukanego: gdyz popro-
Twadziwszy cieciwe CB, kat ACB iest prosty (128),
;a zatem kwadrat z rariienia kata prostego AC,
irbwny iest prostokatowi zlinii ABi AD (162),
ten za$ prostokat maigc podstawe 5 razy wie-
Iksza od wysoko$ci AEzziAD zwykrestenia, mo-
*ze by¢ podzielonym na 5 kwadratéw maigcych
iza boki liniig AD; czyli prostokat ten moze by¢
podzielony na 5 kwadratoéw takich, iak iest kwa-
<drat dany”zc: a zatem prostokat ten iest odkwa-
Kiratu danego ac 5 razy wiekszy; a tem samem-
j kwadrat z linii AC bedzie od danego kwadratu
5 razy wiekszy.

169. Zagad. Wykreslic kwadrat  réwny
réznicy  dwéch kwadratéw  danych ABKI,
CBGE /lg. 89.

Rozwigz. Kresle kat prosty ACB, daigc
jnii za iedno ramie bok CB kwadratu mnieysze-
go; zpunktu B iako ze srodka promieniem ro-
wnym bokowi kwadratu wiekszego , krele tuk
przecinaigcy drugie ramie kata prostego w pun-
kcie A: liniia AC bedzie bokiem kwadratu szu*-
kanego: gdyz poprowadziwszy liniig AB, w trdy-
kacie ACB prostokatnym przy C iest AB™izz ACN
-j- BC~. Odigwszy po obu stronach BC% zosta-
nie ABN — BC” zzz ACM  To iest, réznica mie-
dzy kwadratem z boku AB, ktérym iest kwadrat
dany ABKI, i miedzy kwadratem z bokuBC, kt6-

rym iest drugi kwadrat dany CBGE iest kwadrat
z Unii AC.
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Sposéb 12. Prowadze liniig AB fig. 9r. ro-
wng bokowi kwadratu wiekszego z dwoch da-
nych, i na niej' iako na S$rednicy wykresliwszy
potkole , z punktu B prowadze cieciwe CB ro-
wna bokowd kwadratu innieyszego, z punku A
Joprowadziwszy cieciwe AC, ta bedzie bokiem
tw/adratu ;;zukanego : gdyz kat ACB iest prosty
(128), azatem AB"izz ACN-f-BC"; wiecABN —
BCAr=:AC\

170. Zagad. Prostokat AFfiig. (. za-
mieni¢ na kwadrat réwny mu co do powierz-
chni.

Rozwigz. Na wiekszym boku danego pro-
stokata iako na Srednicy , kresle potkole, wzia-
wszy polem ADzz: AE, i z punktu D wyprowa-
dziwszy DC prostopadtg do AB, az do przecie-
cia sie z okregiem w punkcie C, prowadze cie-
ciwe CA; ta bedzie bokiem kwadratu szukane-
go: gd\z poprowadziw”szy cieciwe CB, W troy-
kacie ACB prostokatnym przyC, kwadrat z ra-
mienia kata prostego AC rowny iest prostokato-
wi z przeciwprostokatney AB, i z odcinka AD
przylegtego temu ramieniu (162), to iest, AC?
—ABXAD; czyli, AMZZ:ABXAE; gdyzAD
rzzAE z wykrelenia: to iest, k-wadrat z linii AC
réwny iest prostokatowi danemu.

N 171, Wniosek.  Poniewaz wielokat iaki-
kolwiek mozna zamienié-ua troykat (142), troy-
kat za$ na prostokat (166), a prostokat na kwa-
tlrat rowny mu co do powierzchni; wiec kazdy
w ielokat zamienié mozna na kwadrat rowny mu
co do powierzchni.
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172-  Twierd. W trojkacie ACBfig. 7S,
7. konca C, boku CB przeciwnego katowi ostre-
mu A, spusciwszj CD prostopadtg do AB rami”?/-
-Bit tegoz kata A, bedzie kwadrat z przeciwo-
strokatney ~CB rowny mmmie kwadratébw  z
dwoch ramion kata, ostrego AC i AB,  mniey
dwoma prostokatami Z ramieniaABna kt6-
re spust zona iest prostopadta , i z odcinkio
AD przylegtego temuz katowi ostremu A, lo
iest, bedzie BC* ACM-j-ABM- - 2AB X AD.

Dowod. W trdjkacie CDB prostokatnjm
przj D, iest BCzz: CDM"+ DB™ (162). Wtrdy-
kacie ACD,CD' —ACN—AD(169). Liniia DB

AB—AD; azatem DB"— AB"-f AD'— 2AB
X ad (160). w rdwnaniu wiec pierwszem z
drugiey stronj zamiast CD  DB™ polozjwszy
znalezione ich waznos$ci, réwnanie to zamieni
sie w nastepuiace :

BC*zzzACM—AD'-[-AB'+AD"—2ABXAD ;
czyli hC—AC-j-AB"— 2AB X AD.

Albo tak., Liniia DB=:AB—AD; wiec DB"
~ ABM-f ADM— 2AB X AD (160). W tom ro-
wnaniu dodawszy po obu stronach CD™, bedzie
DBA-f CD"*z=AB"-f ADN-f-CD*—2ABXAD' - A.

W troykacie CDB iest DB"-(- CD"zzzCB" w
troykacie CDA iest ADM+CD” i=:AC' (162). W
réwnaniu A z jedney strony zamiast DB CD?
potozywszy CB% z drugiey strony zamiast AD®
-j- CD” potozywszy AC”?; rdwnanie to zamieni
sie wnastepuigce ThC—AC-f-AB'—2ABXAD.

173. Twierd. W troykacie ACB/M. 73.
Kro 2 zkonca C boku BC przeciwnego katowi

Aruco
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roztwartemu A, spusciwszy CD prostopadtg do
AB ramienia tegoz kata, bedzie kwadrat z prze-
ciwroztwartokatliey  BC rowny summie kwa-
dratébw z ramionyiC, AB powiekszaney dwo”
ma prostokgtami  z AB i AD; to iest, letlzie

AC 4-AB'+ 2AB X AD.

Dodwo. W troykacie CDB prostokgtnyme
przy D, iest CB":=:CD'+ BD' (162). W trdy-
kacie CDA, CD™m: AC— AD' (169). Liniia
BDizz-AB-f AD: wiec BD'=:AB'-f AD'-f 2AB
X AD (159). W rowmaniu wiec pierwszem za-
miast Ci;"? potozywszy znalezione icti wa-
znosci, réwnanie to zamieni sie w nastepuiace:

CB'~AC—AD"-f AB'-j-AD"-f2ABXAD:
czyli CB'=:AC'-f AB'-f 2ABXAD. Sposob 2gi
iak w twierdzeniu poprzedzaigcem.

174-  Wniosek.  Z trzech ostatnich twier-
dzen wypada , ze maigc w liczbach wyrazone
trzy boki troykata, mozna doysSC czy kat prze-
ciwny ktdremukolwiek z bokd\v iest prosty, czy
ostry, czy roztwarty. Jezeli kwadrat z jednego
boku iest rowny summie kwadratow z dwoch
innych bokdw, kat przeciwny pierwszemu bo-
kowi iest prosty: iezeti za$ kwadrat iednego bo-
ku iest mnieyszy lub wiekszy od summy kwadra-
tow z dwoch innych bokéw, kat przeciwny bo-
kowi pierwszemu bedzie w pierwszym przypad-
ku ostry, w drugim roztwarty. -

177, Twierd. W trdykacie ABCfig. ci.
podzieliwszy podstawe AB na.na dwie roéwne
czySci w punkcie E, i poprowadziwszy liniig
CE, bedzie AC + BC":=:2.AE'+2.CE\

Do*
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Dowod. Z wiei-zchotka kata G spusciwszy
CD prostopadta do AB, wtréykacie GDE pro-
stoligtnym przy D, kat GED iest ostry (87), a za-
tem w troykacie AGE iest AG"zzAE” -j-GE' —
aAEXED (172).

W troykacie GBE, ktorego kat GEB iest
roztwarty (i5)', iestBC~zzzGE~+ BE'-f-aBEX
ED (173), czyliBG"m: AE"-f 2AE X ED:
gdyz BEz=:AE.

Dodawszy strony réwnania pierwszego i o-
statniego, bedzie

AG+ BG"—AE'+ GE"-j-CEN-f AE'—2AE
X ED-j-2AE X ED ; czyli
AG" -f BeA=: 2AEN -f- 2GEX

176. Wniosek. A zatem w kazdym ro-
wnolegtoboku ABGDfig.Ai. summa kwadratéw
ze czterech bokow, réwna iest summie kwadra-
tow z dwocli przekatnych AG, BD : gdyz prze-
katne te w punkcie F dzielg sie na dwie czesci
rowne: troykaty bowiem DFG, AFB, w ktérych
bok DC=AB (79), kat DGFzrBAF, i kat GDF
rzz ABF, iako naprzemianlegte wewnetrzne ,
przystang do siebie (26), a wsczegélnosci DF
n=:BF, i"AFnz CF. Wiec w troykacie ABG ,
podtug twierdzenia poprzedzaigcego , iest AB"
-1-BC"  2AF'4- 2BF\ Podobniez w troyka-
cie ADC, iest DCA-f-AD'—2AFA~-f 2DFA, czyli
DCM-fADzziaAFM+ 2BF?; gdyzDFzuBF z do-
wodzenia.

Dodawszy strony rownania pierwszego i 0-
statniego, bedzie

AEM-I-BCMDC'-fAD'=4AF"+4BF", _ A,
8
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Lecz ACizzaAF; wiec AC'z=:4AF"
ABF; wiec BD'—4BF”" W réwnaniu A zam iaist
4 -f 4BF% potozywszy AC'-}- BD% bedzcie
AB"+ BCr-f DG"-f AD"M=AC' -{-BD’, to"i.esst,
summa kwadratéw ze czterech bokéw réwnolie-
gtoboku, réwna iest summie kwadratow zdw«bcch
iego przekatnych.

ROzZzDZIAL VIL

Opoclohienst:wie wielokagtow, a naprzi>d ti-0y}-
katéw, i oproporcyonalnosci ieh  bokdw.

177. Twierd. W trdykacie iakimkolwiek
ACB fig. 93. poprowadziwszy liniig DE réwno-
odlegte od podstawy AB; liniia ta podzieli b(0-
ki AC, BC na czeSci proporcyonalne:  to iest
bedzie CD: AD"CE: ER

Dowod. Poprowadziwszy liniie proste AE,
BD, dwa trdykaty ADE, BDE stoigce na iedney
podstawie DE, i maigce wierzchotki swoie A i
B na linii AB rowliolegtey od podstawy , maig
iednakowg podstawe i wysoko$¢: atem samem
sg sobie réwne co do powierachni (140),

Dwa troykaty CDE, DAE, maigce podsta-
wy na linii CA, a spo6lny wierzchotek w punkcie
E, maig rowng wysokos$é, a zatem sg do siebie
iak podstawy (iSO- to iest,

CDE: DAE—CD: AD: , — "— A

Podobniez troykaty CDE i BDE maigce
podstawy na linii BC, a spdlny wierzchotek A/
punkcie D, iiuna rowng wysokosSC, azatem sg
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dlo siebie iak podstawy : to iest, CDE: BDE z=:
CE: EB; czyli CDE: DAEz=:CE: EB:. . — B.
g dyz tréykat BDE DAE co do powierzchni,
Kako$Smy dowiedli wyzey. Poréwnawszy z so-
big dwie proporcye AiB, postrzezemy ze dwa
pierws*.e wyrazy CDE,DEA, w obudwu pro-
ptorcyacli sg te same : wiec tak sie ma pierwszy
p»oprzednik do swego nastepnika w pierwszey
p»roporcyi, iak pierwszy poprzednik do swego
n.astepnika w drugiey: a zatem bedzie tez i dru-
gi podrzednik dosw”ego nastepnika w pierwszey,
iaik drugi poprzednik do sw"ego nastepnika w
drugiey proporcyi: to iest, bedzie CD: ADiz::
CE: EB.

178-  Wniosek  i. Poniewaz iest CD:

A.D— CE: EB; wiec tez bedzie

ioW CD-f AD: CDzi=CE-|-EB: CE; czyli,
A.C: CDnzBC: CE;

ire CD-fAD: ADi=CE-|-EB: EB; cuzyli,
AC: ADzzzBC: EB.

179. 2, Kiedy dwie liniie proste AB, CD,
Jig. 94. iakiekolwiek potozenie wzgledem sie-
bie maigce, przeciete sg od iakieykolwiek liczby
liniy miedzy sobg rownolegtych AC, EF, GH itd.
czesci dwoch pierwszych liniy zawarte miedzy
réwnolegtemi sa sobie proporcyonalne, to iest,
bedzie AE: CF=EG: FHzizBG: DH.

Jakoz przedtuzywszy liniie AB, CD az do
przeciecia sie w punkcie S, w troykacie SEF ,
ktorego boki SE, SF przecina liniia AC réwno-
legle od podstawy EF, iest SE: AE= SF: CF
(178)5 czyli SE: SF= AE: CF ; — * rA.
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Podobniez wtroykacie SGH, ktérego b<olkt
ASG, SH przecina liniia EF réwnolegle od p(0(d-
stawyGH,iestSE: SFz=:EG: FH ; — ~— JB.

Poréwnawszy z soba proporcye Ai B, bie-
dzie AE: GFz=:EG: FH.

Podobiiymze sposobem dowie$dz mozmaa ,
ze EG: FHz"BG: DH.

180. Twierd. Gdy wtroykacie ABC fig. 9)5-
liniia DE dzieli dwa ktérekolwiek boki np, A(C,
BG na czesci proporcyonalne; linila ta DE bte?
dzie od trzeciego boku AB réwnoodlegta.

Dowod. Jakoz gdyby liniiaDE niebyta no-
wnolegta od AB, natenczas z punktu D mozna-
by byto wyprowadzi¢ inng iaka liniig np. DF o>d
Taoku AB réwnolegta. A zatem w troykacie ACB,
ktorego dwa boki AC, BC przecina liniiaDF ro-
wnolegta od boku trzeciego AB, bytal” na'Stie-
puiaca proporcya: AC: CD=BC: CF; a ze
podtug zatozenia AC: CD:=:BC: CE; wlec gdy
3 wyrazy pierwszqy proporcyi rowne sg trzem
odpowiadaigc}a-n wyrazom drugiey proporcyi,
czwarty wyraz w pierwszey powinien by¢ réwny
czwartemu wyrazowi drugiey proporcyi; czyli
powinno by¢ CF=:CE. Toiest, liniia z pun-
ktu D wyprowadzona réwnoodlegte od boku AB
powinna bok CB przecina¢ w takiey odlegtosci
od wderzchotka C, w iakiey odlegtosci przecina
go liniia ztegoz punktu D wyprowadzona, i dzie-
laca dwa boki AC, BC proporcyonalnie: czjdi,
co na iedno wychodzi, punkta F i E powinny sie
znaydowaé na boku BC w jedneyze odlegtosci
od punktu C; azatem dwa te punkta F i Epc- "
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winny by¢ iednymze punktem; atem samcém li-
niie 1)E, DF, z ktérych isza dzieli boki AC, BG
proporcyonalnie, iga iest rownolegta od boku
AB, skladaig iedne liniig, bo przez dwa punkta
iedna tylko liniia prosta przechodzi¢ moze.

181. Twierd. W trdykacie iakimkolwiek
ACBJig. 96. podzieliwszy ieden z katow np. kat
C na dwie rowne czesci liniig CD; linila La po-
dzieli bok AB na dwa odcinki AD i DB pro-
porcjonalne bokom przyleglym; to iest, be-
dzie AC: BC—AD: BD.

Dowod.  Wyprowadziwszy z punktu A li-
niig AF rownoodlegta od CD, az do przeciecia
sie w punkcie F z przedtuzonym bokiem .8C ;
"W troykacie ABF, w ktdorym liniia CD iest ro-
wnolegta od AF; iest CF: BG=: AD:,BD (177).

Nadto kgt GAF zzz ACD iako wewnetrzne
naprzemianlegtewzgledem sieczney ACi réwno-
legtych AF, CD; kat ACDz=:DCB podtug zato-
zenia; kat DCB Zz AFC iako iednostronne od-
powiadaigce wzgledem sieczney FB i réwnole-
gtych AF,'DC; azatem kat GAFzzzAFC. Wiec
troykat AGF iest rownoramienny (32); i bok CF
zziAC. W powyzszCy wiec proporcyi potozy-
wszy AC zamiast "FG, bedzie AC: BC=zAD: BQ.

182. Zagad. l. *Przez punkt D wziety-
od upodobania miedzy ramionami kata C,
fig. 97. poprowadzi¢ tiniig AB tak, aby czesci
iey AD, BD, bedace miedzy ramionami  ka-
ta C ipunktem D byly réwne.

Bozwigz.  Przez punkt D poprowadziwszy
DF réwnoodlegta od BC, wzig¢ FA zzz CF, i
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przez pnnkta A,D poprowadzié¢ liniig ADIB:: li-
niia ta iest szukana: gdyz w troykacie ABC, AVF:
CF zz: AD: DB (177), aze AFzzzCF z w"ykire-
$lenia, wiec i ADzz:DB.

183. Zagad. 2. Maigc dane 3 hiniiie
AC, BC, DC Jig. 98. znalez¢ czwartg  pjro-
porcyonalna.

B.PZW. Wykresliwszy kat iakikolw ielk C,
na iednym iego ramieniu biore CA rowng i sz’ey
linii (Maney, i CB rowng 2giey linii daney, a na
drugim ramieniu biore CD rowng 3ciey Kniii dla-
ney: zigczywszy potem punkta A i D Ftfiig pifo-
stg AD, i z punktuB poprowadziwszy BE rowmo-
odlegtag od AD , az do przeciecia sie z bokiem
CD w punkcie E, liniia CE iest szukana : ;gdlyz
w trdykacie ACD iest AC: BCzziDC: CE (H7.8).

184. Uwaga. Gdyby druga liniia dauia
CB byta dtuzsza od pierwszey AB, znalezZlibys$nny
4tg proporcyonalng tymze samym sposobem ,z
tg tylko odmiang, ze liniia GB rowna agiey linii
dandy wypadtaby na przedituzeniu boku AC; a
Lniia CE na przedtuzeniu boku CD.

Gdyby iga i "~cia liniia dana byty sobie
rowne , na ten czas liniia szukana bytaby
cinglg ieometrycznie proporcyonatng. Wykre-
Slenie iest to samo ; Kresli sie naprzod iakikol-
wiek kat C, potem wzigwszy CA réwne pier-
wszey linii daney, a CBi Gh réwne miedzy so-
ba i rowne drugiey linii daney, punkta A i
JaCza sie liniig prostg kb', a zpimktu B prowa-
dzi sie Be roéwnoodlegta od A”: liniia iest
Stukana, gdyz w troykacie aAc~ iestac; cB::::
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iCbi Cc ; czyli AC: CBzz:CB: Ce: atbowiem
iCb CB.

Wiedzac sposob, ktdrym sie znay-
Hdiile liniia ieometrycznie proporcyonalna,
imozna dwa zagadnienia w”"ey podane (i57>
i58) rozwigza¢ innym sposobem.

Zagad. Dany prostokat AC hih réwno-
ileglohok iakikolwiek fig. 85- zamieni¢ na pro-
stokat lub réwmolegtobok  inny réwny  dane-
mu co do powierzchni yktéryby miat za, pod-
stawe liniig dang BG.

Rozw. Do daney linii BG, do podstawy
AE i wysokos$ci BG danego prostokgta, szukam
4tey ieometrycznie proporcyonalney BE, ta be-
dzie wysokoscia sziikanego prostokata:gdyz po-
dtug wykreslenia iest BG: AB  BC: BE. wiec
BG X fiE AB X I"G. to iest, powierzchnia
prostokata znalezionego , réwna poAYicrzchnL
prostokata danego.

186. Zagad.' Maigc dane dwa prosto-
katy lub réwnolegtoboki, ktéiych podstawy i
wysokosci  sg rézne, wykresSlic  trzeci ktrego-
by powierzchnia réfwna byla summie lub ro-
znicy  powierzchni dwach réwnoleglobokéw
danych,

Rozw. Nazwawszy powierzchnig iednego ro-
wnolegtoboku R, iego podstawe P, wysoko$¢ W ;
powierzchnig drugiego  podstawe p, wysoko$é
Wy bedzie RzA"P X W ; rz=zpy<w. A zatem
R+ rz=:PXW-f-/AX"M] R—/=PXW —
pXW 5—j—»— »— »— »— . — AN
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Do obudwu podstaw Pi/?, tudziez do "‘wy-
sokosci W, znajdZmy 4tg ieometrycznie prop<or-
cyonalng (i83)+ ktérg nazwiymyM, bedzice P:
pzizw: M. wiec

W réwnaniach A, zamiast potoizy-
wszy P X M) rdéwnania te zamienig sie¢ w ma-
stepuiace: R-f-rzzzPX W-fP XM=:P ( W
+ M); R—rz=:PXW—PXM=P(W—M):
to iest, summa Uib r6znica powierzchni dwo'ch
réwnolegtobokéw danych, réwna iest
igcemu podstawe rowng podstawie iednego z
dwéch danych, awysoko$¢ rdwng summie liub
réznicy wysokosci tegoz réwnolegtoboku danie-
go, i Atey ieometrycznie proporcyonahiey do
obudwu podstaw i wysokosci 2.go rownolegto-
boku danego.

187. Zagad. Maigc dane dwa prosto-
katy AC i EG Jig. 81. wyrazi¢ ich stosunek
w liiiiiach:  to iest, znalezé dwie liniie proste ,
ktoreby sie tak miaty dosiebie, iak sie maig dwa
dane prostokaty.

Piozw. Do wysokosci BC iednego, do pod-
stawy EF i wysokos$ci FG drugiego prostokata
danego , szukam czwartey ieometrycznie pro-
porcyonalney, ktorg nazwiymy M. PAstokat AG
tak sie bedzie miat do prostokata iak pod-
stawa AB do linii znalrzioney M: gdyz ABCD :
EFGHZ=:ABXBC: EFXFG ze za$ po-
dtug wykre$lenia BC: EFr=FG: M; wiecBCX
MZZZEF X €J. W pierwszey proporcyi zamiast
EF X | G potozywszy BC X M; proporcyg ta za-
mieni sie w n”stepuigca: Ascp: EFGH=:;AB
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X BC: BCX M. Podzieliwszy dwa drugie wy-
razy przez BC, bedzie ABCD: EFGH—AB: M.

i88. Tym samym sposobem postepuiac
mozna znalezé dwie liniie ktéreby sie tak jmia-
ty do siebie, iak dwa dane kwadraty. Moznaby
tez zagadnienie to rozwigzaé sposobem naste-
puigcym :

Niech bedg AC, AF, Jig. 99., boki da-
nych kwadratéw, ktorych stosunek wyrazi¢ ma-
my w liniiach. Prowadze liniig AB, iakieykol-
wiek dtugosci, byleby wiekszg od AF boku kw a-
dratu wiekszego z dwoch danych ; na linii AB
iako na Srednicy wykresliwszy pétkole, z konca
A Srednicy AB prowadze dwie cieciwy AC, AF
pierwszag réwnag bokowi danemu AC, drugg ro-
wng bokowi danemu AF; zpunktu CiF spu-
sczam CD,FG prostopadte do AB: odcinki AD,
AG sg liniiami szukanemi; to iest, dwa dane
kwadraty bedga sie miaty do siebie iak liniie AD,
AG. Jakoz poprowadziwszy cieciwy GB, FB,
katy ACB, AFB sg proste (128)." Az AC
ABXAD, AF*= AB X AG (162); wiec AG™:
AFrZ=:ABXAD: ABXAG; czyli AG"AF"
AD: AG.

Albo tak. Kres$le kat prosty daigc mu ra-
miona rowne bokom dwéch kwadratow da-
nych: poprowadziwszy potem przeciwprostoka-
tna, i zwierzchotka kata prostego spusciwszy
do niey prostopadtag, przeciwprostokatna po-
dzielona bedzie na dwa odcinki, ktére sg lini-
iami szukanemi (164).
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189. Jezeli dwa troykaty ABC, abc fig,
100. sg rownokatne, to iest takie, ze kgt Aziza®
BzizZ', Czzic; i iezeli hcMioh. odpowiadaia-
ce, czyli przylegle katom rownym sg miedziy so-
bg proporcyonalne; to iest, gdy iest AB: ab'i=r,
BC: bczzzkC: ac, takie dwa troykaty nazywac
hediAemj podohnemi,  Triangida similia.

W ogdlnosci wszystkie wielokaty rowno-
k«atne, i ktorych boki odpowiadaigce , to iest,

" przylegte katom réwnym, sg miedzy sobg pro-
porcyonalne, zwac bedziemy podobnenii. | tak
dwa np. pieciokaty ABCDE, abcde fig. loS* sg
podobne, iezeli kat A Bizzb, C= ¢, D~
d, Eizie; iiezeli iest AB: "z"—BC: Z”czizCD:
FI"C?—AE: ae.

190. Twierd. Jezeli dwa tréyhaty ABC?
abc fig. 100., sg rg™nokatne , bedg tez boki
ich odpowiadaigce  proporcyonalne , a Lem
samem tréykaty te bedg podobne.

Dowod. Na boku AC wziawszy CDn:ar;,
na boku CB wzigwszy CEzzrc” i poprowadzi-
wszy DE; w dwoch troykatach CDE, cab., Dok
CD=zac, bok CErzzcZ' zwykreSlenia , i taty
miedzy temi bokami zawarte Gic réwne zza-
tozenia; wiec dwa te troykaty przystang do sie-
bie podtug Twierd. i., o przystawaniu troyka-
tow; a w sczegolnosci bok UEziizab, i kat CDE
zzzcab', ze za$ kat cabzzzCAB podiug zatozenia,
wiec i kat CDEz=:CAB, a tem samem liniia 3E
iest rownolegta od AB (67). Bedzie wiec AC: _
DC=:BC: CE (178), czyli AC: ab"BC :
gdyz ac=zDC, bczi*CE.
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W troykacie ABC Z punktu E poprowadzi-
wszy EF réwnolegtg od.AC, bedzie BC: CE
AB: AF czyli BC: L=:AB: ab', gdyz /'czziCl?;,

Te ostatnig proporcyg ztgczywszy z po-
wyzszg AC: aczizhC: bc, bedzie AC: "2C~BG:
bc—kB.ab.

191. Wnioski i. Stad wypada, ze dwa
troykaty sa réwnokatne , atem samem podo-
bne, gdy dwa katy iednego rowne sg dwom ka"l
tom drugiego troykata: gdyz i trzeci kat pier-
wszego musi byo rowny "Mnii katowi drugiego
troykata (84).

192. 2. Dwa troykaty sg takze rownok™i-
tne a tem samdm podobne, gdy boki iednego sa
rownoodlegte wzgledem bokow drugiego troyl
kata: bo iezeli boki CA, CBfig. 100. sg réwno,
odlegta wzgledem bokéw ca, cbh, aboki CB,AB
sg rownoodlegte wzgledem bokoéw cb, ab-, bi-
dzie kat Czzzc, kat , iako zawarte miedzy
ramionami wzgledem siebie réwnoodtegtemi, {
rozchodzgcemi sie w Jednez strone (yoj, a zatein
dwa te trojkaty sg podobne podtug poprzedzij.-
igcego wniosku.

Jezeli zas" w dwdch troykatach ABC, abi-"
fig. 101. boki ABiab, BCihc, AC i ac, wzglo«
dem siebie rownoodlegte, rozchodzg sie w strfi-
ny przeciwne; przedtuzywszy bok CB az do
przeciecia sie z bokami ab, ac w punktach cl,
w dw”ch trdykatach ABC, adf, kat CBKzzifda
iako naprzemian legte zewnetrzne wzgledein
sieczney Cf* i dwoch rownoodlegtych AB/a” j
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kat "zizafd, iako naprzeniianlegle we wjne-
trzne wzgledem sieczney C/, idwocli réwno<od-
legiych AC, ac; wiec dwa te troykaty ABC, <adf
sg rownokatne (191). A ze troykaty adf* tahc
sg rownokatne, gdyz maig kat a spélny, kat iadf
zzz ahc iako iednostronne odpowiadaigce wzgle-
dem sieczney ah i dwoch rownolegtych Q>f, bc;
wiec i troykaty ABC, ohc sg réwnokatne.

193. 5' Nakoniec dwa troykaty sa takze
rownokatne atem samem podobne , gdy b-oki
iednego sg prostopadte wzgledem bokéw dru-
giego troykata. Jakoz gdy w dwdch troykat ach
CAB, cab Jig, ioa, boki ABiab, ACiac, BG
i ~c sa wzgledein siebie prostopadte ; Z wierz-
chotka kata C wyprowadziwszy iedne liniig CD
prostopadtg do CB a tem samem rownolegtg od
AN (58); drugg CF prostopadty do AC atem sa-
mem rownoodlegta od ac, bedzie kat DCB zz
ACF iako proste z wykre$lenia. Dodawszy po
obu stronach kat BCF, bedzie DCB + BCF rz:
ACF -f-BCF: czyli DCF=ACB. A zekat DCF
zzzbca, iako zawarte miedzy ramionami wzgle-
dem siebie réwnoodlegtemi z wykre$lenia, i roz-
chodzacemi sie w jednez strone, wiec i kat
ACBzzW

Podobniez z punktu A wyprowadziwszy ie-
dne liniig AG prostopadtg do AB, a tem samem
rownoodlegta od ab, drugg AH prostopadtg do
AC, atem samem réwnoodlegta odbedzie
kat CAHzzBAG iako proste z wykre$lenia. Od-
igwszy po obu stronach kat CAG, zostanie CAH
-ICAGzzBAG—CAG; czyli GAH==BAC. A
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ze kat GAHzziz-"zc, iako zawarte miedzy ramio-
namii wzgledem siebie rownoodlegtemi z wykre-
Slenia , i rozchodzacemi sie w jednez strone :
wiiec i kat BAG— D w a wiec troykaty BAC,
hcac sq podtug wniosku i. rownokatne, a tem
sa:mem podobne.

Gdyby troykat abc znaydowat sie wewnatrz
tnoykata ABG, iak iestfig, pod liczbg 2, dowo-
dz'.enie b3toby iescze tatwieysze: gdyz w czwo-
rokgcie A daf summa wszystkich katow wazy
4 katy proste (gS): a ze dwa katy przy d\f wa-
zai dwa katy proste z zatozenia, wiec kat z
katem A, wazy dwa katy proste. Tenze sam kat
dtaf z katem przylegtym cab , wazy takze dwa
katy proste: wiec kat Kzizcab. Tym sposobem
okaza¢ mozna, ze katBizzcZz'/!; a zatbm dwa
tréykaty AGB, acb sg réwnokatne, a tem samem
podobne: bedzie wiec AB: abz"i&C-. bczzzkC:  ac.

igd. Uwaga. Uwazac tu nalezy \dd, zo
kiedy dwa troykaty ABG, ahc fig. 100, sg ro-
wnokatne, boki ich te s3 odpowiadaigce a tem
samem proporcyonalne, ktére sg przeciwne ka-
tom rownym; i tak np. boki BG i bc przeciwne
katom rownym K\ a, sg bokami odpowiadaia-
cemi: 2re, ze kiedy dwa troykaty ABC,
fig. loi. maig boki wzgledem siebie rdwnoodle-
gte, te boki sg odpowdadaigce , a tem samem
proporcyonalne, ktore sg od siebie réwnoodle-
gte; 3cze, Ze kiedy dwa troykaty ABC, abc”
fig. 102. maig boki wzgledem siebie prostopa-
<lfe; te boki sa proporcyonalne, ktére sg wzgle-
<lem siebie prostopadte.
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195. Twierd. Jezeli we dwoch trayTka-
lach Irzy boki wjednym sg proporcyonabne A~
%vzgled-em trzech  bokéw w drugim troykaoie,
takie dwa tréjkaty sg réwnokatne a tem ;sa-
mim  podobne,

Dowod.. Niech beda dwa troykaty ACB,
acb fig. 103. ktérych boki sg miedzy sobg piro-
porcyonahie; na okazanie ze trykaty te sg ro-
wnokatne atem samem podobne, na boku AG
wzigwszy CDzz”c, i poprowadziwszy DE réwno-
odlegtg od AB; dwa trdykaty AGB, DCE sg po-
dobne'(190), bedzie wiec AC: CD=:CB: CE —
AB: DE. Lecz z zalozenia iest AC: aczizGB
ch—AB: ah.

W tych dwoch ciggach stosunek pierwfszy
ciggu lgo réwny iest stosunkowi pierwszeimu
ciggu ago: gdyzCDz=:rt"c z wykreSlenia; a za-
tom wszystkie stosunki obud\\u ciggébw mu.szg
by¢ miedzy sobg réwne. A ze poprzedniki cig-
gu lgo réwne sg poprzednikom ciggu ago, wiec
i nastepniki w ciggu iwszyni muszg by¢ rowne
nastej)nikom w ciggu 2gim ; to iest GE zz: ch |,
DEzzif?/~. Dwa wiec trdykaty GDE, ach przy-
stang do siebie (28), atem samem sg réwno-
katne: a ze troykaty CDE, AGB sg rownokatne,
wiec i troykaty ach i ACB sg rownokatne , a
tom samem podobne (190).

196. Twierd. Dwa troykaty sa podo-
bne, gdy dwa boki iednego sg proporcyonal-
ne wzgledem dwdch bokéw drugiego  troyka-
ta, i gdy katy miedzy temi bokami zawarte "
sg sobie  réwne.
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Dowod. Niecit beda dwa troykaty ACB,
actb fig. i03. wktorycli katCnzc, i AC: aczz
BC;,: hc. Na boku AC wzigwszy CD uzac, na
bojku CB wzigwszy CEzzzcb, i poprowadziwszy
DE, dwa tréoykaty CDE, cah przystang do sie-
bie podtug Twierd. i o przystawaniu troykatéw,
a tem samem sg rownokatne. Poniewaz za$ po-
dimg ~zatozenia iest AG: ac-. BG: hc} bedzie wiec
AC: CD==:BG: CE; gdyz CDr=:/zc, CE= ~¢c.™

Wiec liniia DE iest rovmolegta od AB (i80),
a tem samem troykaty ABG, DEC sg rowno ka-
tnes: ze za$ troykat DCE iest rownokatny z tréy-
katem ach, wiec itréykaty AGB, ach sg réwno-
katne, a tem samem podobne (190).

197. Zagad. Na daney linii AB fig. io5»
v>y'stawi€'tjoykac  podobny danemu  ach.

Rozw.  Spos6b 1. Przy pimktach Ai B,
kresle katAn:” i kat B— Z5 ramiona tych ka-
AN téw przedtuzam az do przeciecia sie w punkci®
C: troykat AGB iest szukany (191).

Sposob 2. Przedtuzam bok ab do d, tak
aby byta liniia adzzzAW-y przez punktt6? prowa-
dze réwnoodlegta od bc az do przeciecia sie *
przedtuzonym bokiem ac w punkcie  tréykat
adf iest szukany (196).

Sposéb 3. Do ,AB i ac szukam linii
L tey ieometrycznie proporcyonalney(i83)'I*rzy
punkcie A na dandy tinii AB, kreSle kat Azzia®
daigc mu za drugie ramie znaleziong “tg ieo-
metrycznie proporcyonatng: konce tych dwaéch
rimion tacze liniig prostg i bedzie tréoykat po-
dobny danemu (196),"



156 Jeometryi)

Sposdh Aiy, Szukam Atey ieometrjczmie
proporcyonahiey; l6d, do ah, AB i ac\ i\re,
do ah A& i hc i na hnii AB kre$le troykat
<iaigc mu za boki ABi BG dwie Ate proporcyo-
nalne znalezione, bedzie troykat ABG podolbny
danemu (igS).

198. Twierd. Z punktu Afig, io4' po-
prowadziwszy iakgkolwiek liczbe liniy AB, .AC,
AD it.d. ktoreby sie przecinaty z dwiema ro6-
wnoodlegtemi GL i BF; liniie te AB, AC i.td.
podzielone bedg w punktach przeciecia sne z
réwnoodlegtemi na czesci proporcyonaln.e, i
linile réwnoodlegle  bedg takze podzieltone
na czesci proporcyonaln e.

Dowod. Dwa troykaty ACB, AHG, maiga-
ce kat przy Aspolny i kat ABCzz: AGH (67)., sg
podobne (191). Dla teyze przyczyny dwa tr 0y-
katy ACD, AIH sg takie podcfbne. Toz méwic
o troykatach AED, AKI, tudziez o troykatach
AFE, ALK. Boki zatem tych troykatéw sg mie-
dzy soba proporcyonalne : bedzie wiec

AB: AGzziAG: AH= BC: GH.
AC: AHzzAD: Al zz CD: HL
AD: Al rz: AE: AKz=:DE: IK,
AE: AKzzAF: ALzzzEF: KL.

Wszystkie te stosunki sg réwne : gdyz w
kazdym ciggu stosunek drugi iest ten sam, co
W nastepuigcym ciggu stosunek pierwszy. Wzig-
wszy naprzdd te tylko stosunki, ktérych wyra-
zami sa liniie z punktu A poprowadzone, bedzie

AB: AGzz AG: AHzz: AD: AlzzAE: AK=;
AFi AL: wiec
AB—.



Czcs$o |, 129

AB—AG: AGiz:AC—AH: AH=AD—AI:
Al it.d.; czyli
BG: AGz=:GH: AH=:DI: AI=EK: AKr=
FL: AL; toiest, liniie AB, AG, AD it.d. po-
dzielone sg na czesci proporcyonalne.
Wzigwszy potem w4 powyzszych ciggach
te tylko stosunki , ktérych wyrazami sg czesci
dwdch liniy réwnoodlegtych GL, BF, bedzie
BG: GHz=:GD: HI=:DE: IK=EF: KL: to
iest, liniie réwnoodlegte GL, BF podzielone sa
na czesci proporcyonalne.
199. Zagad. Dang liniag MN  podzieli¢
na czesci proporcyonalne  czesciom linii BF.
BOZW. Na linii BF kreSlg troykat rowno-
boczny BAF; wzigwszy potem AG=zMN, i AL
zziMN, i poprowadziwszy liniig GL, punkt A
zpunktami podziatow linii BFtgcze liniiami pro-
stemi AG, AD, AE, ktdre tiniig GL przecinaig
w punktach H, I, K na czesci proporcyonalne
czesciom linii BF : gdyz AB=AF , i AGIinAL
2 wykreslenia : bedzie wiec AB: AGuzAF: AL.
Wiec liniia GL iest rownoodlegta od BF (180),
atom samem dwa troykaty AGL, ABF sg podo-
bne : bedzie wiec AB: AG=:BF: GL. W tey
proporcyi poprzednik drugi BF, rowny iest po-
przednikowi pidrwszemuAB zwykreslenia; wiec
i nastepnik drugi, rowny by¢ musi nastepniko-
wi pierwszemu; to iest, GLHZAGzz: MN. Aza-
tébm podtug twierdzenia poprzedzaigcego czesci
linii GL czyli MN, sg proporcyonalne czesciom
linii BF.
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Gdyby dana liniia do dzielenia byta wwie-
Tisza od linii BF, iak iest np. liniia mn , na i ten
Czas wykresliwszy na linii BF troykat rownobbo-
czny BAF, i boki AB, AF przedtuzywszy do .g i

tak abyA~=zw/i , Alz—mn, poprowadZKmy
liniigg/przecinaigcasie wpunktach A zpr;i'ze-
dtuzonemi liniiami AG, AD, AE. Tym spo0so-
bem liniia”®/ czyhi 7nnpodzielona bedzie na ci;ze-
§ci proporcyonalne czesciom linii BF.

Sposéb 1. Niech bedzie liniia AFfig. ico5.
do podzielenia na 5 czesci proporcyonalnyych
czesciom linii daney: z punktu A wyprowaddzi-
wszy liniig AL nieograniczoney dfugosci, pood
iakimkotwiek nachyleniem do linii AF, i czze-
§ci drugiey linii daney , przeni6stszy na linuiiag
AL, iwszg cze$¢ od Ado G, agg od G dolH,
3cig od Hdoi, 4tg od | do K, 5t od K do IL ;
punkt L i F ztgczy¢ liniig prostg LF, i przez puiin-
kla podziatéw linii AL poprowadzi¢ liniie KIE ,
ID it.d. rownoodlegte od LF, az do przecieccia
sie z tiniig AF w punktach E, D, C, B; liniia MF
w tych punktach podzielona bedzie na cze$sci
.szukane: gdyz w A troykatach AGH, ADI, AEIK,
AFL , ktérych dwa boki przeciete sa przez lirni-
ie BG, CH it.d. réwnoodlegte od boku 3g(o ,
iest (178)

AB: AG=: AC: AH=:BC: GIL
AC: AHzzzAD.: Al zzCD: HL
ALI: Al =:AE: AlCzizDR: IK.
AE: AKzzzAF: ALMEF: KL.

Wszystkie te stosunki sg row ne: gdyz drra-

gl stosunek w jednym ciagu, iest tenze sam cco
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stosunek pierwszy w ciggu nastepuigcym. Bio-
race te tylko stosunki, ktérych wyrazami sg zna-
lezione czesci linii AF i dane czesci linii AL,
be~dzie

AB: AGz=BC: GHznCD: HIz=:DE: IK
rzieF: KL; to iest, czesci AB,BG, it.d. linii
AF, saproporcyonalne czesciom AG, GH it.d.
linii AL.

Aby sie ustrzedz uchybienia w prowadze-
niu liniy KE, ID it.d. réwnoodlegtych od LF,
mozna z koncaF linii AF poprowadzi¢ liniigFM
tak, aby kat AFMzzzLAF; wzigwszy potem na
linii FM cze$¢ FQz=LK, QP=:KI, PO=IH,
ON=Z:HG,;NMZ=:GA; punkta Ai M, Gi N,
HiO it d. potagczy¢ linilami prostemi AM,
GN, HO it.d., ktore liniig danag podzielg w
punktach B, G it.d. na czesci szukane.

200. J™niosek Gdyby czesci linii GL
/ig. 104. byty miedzy sobg réowne , czesci linii
BF bylyt>y takze miedzy sobg réwne. A stad
"wypada sposob tatwy podzielenia linii daney na
iakgkolwiek liczbe czesci rownych.

I6d. Poprowadziwszy tiniig BFJig. io4'
nieograniczoneyj dtugosci, i oznaczywszy na
niey tyle czesci rownych takieykolwiek dtugo-
§ci, na ile ma by¢ podzielona liniia dana GL,lub

wykresli¢ na linii BF troykat réwnoboczny
BAF, iwzigwszy na bokach AB, AF, lub na ich
przedtuzeniu liniie AG, AL, lub kg, kI rowne
linii daney dopodzielenia, przez punkt A i przez
punkta podziatu linii BF, poprowadzi¢ liniie

9*
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proste ktore przetng Ilnllq dang GL , lub gil na
czesci szukane.

2;<2 Zpunku A linii KY, Jig. 105. dainey
do podzielenia na czesci rowne , poprowatdzi-
wszy liniig AL nieograniczonej- dtugosci , ipod
iakimkolwiek do linii AF nachyleniem; i zacczy-
luiigc od punktu A, oznaczywszy na linii ALi ty-
le czesci rdwnych iakieykolwiek dtugosci, na
ile ma by¢ liniia AF podzielona; poprow”autzié
linile BG,GH it.d. réwnoodlegte od linii ILF:
liniia AF bedzie w punktach B, G it.d. pod:zie-
lona na cze$ci szukane.

Sa takze inne sposoby podzielenia linii p)ro-
stey na cze$ci rowne. Niechby jrp. trzeba b'yto
podzieli¢ na 20 réwnych czesci liniig mn fig.
104, ktoéra do takowego dzielenia iest dla svA'ey
matosci niewygodna, lecz ktérg wygodnie po-
dzieli¢ mozna na czesci rownych 4 i 5 [™My-
mynato, ze ma ieMt 4tg, 'A.mbiest 5tg czeScig
linii 7«7z; liniia <" bedaca ré/nicrt miedzy 4ttg i
5ta czeScig linii daney, bedzie iy czeScig sostg:
gdyz i — zv\g"  Znalaziszy 2ostg czes¢ linii
mil, tatwo bedzie podzieli¢ ig na czesci szukane.

Spos6b nastepuigcy dzlele]u'a linii prostey
na czeSci rowne, moze by¢ takze wygodnie u-
zyty. Niechby np. liniig Kh\(fig. ro5 potfzoba
byto podzieli¢ na czesci rownych 5. Z konhcow
linii daney wyprowadziwszy dwie liniie MF, AL
od siebie réwnoodlegte nieograniczoney dtu-
gosci, na iedney z nicli MF wzigé 5 czesci ré-
wnych iakieykolwiek dtugosci MN, NO, i t.d.
przenidstszy potem te same czesci na liniig AL,
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zalCzynaigc od A ku L, i polgczywszy punkta
jj-odziatéw liniiami prostemi GN, HO, it.d. w
r(U.vnoodlegtoboku LM poprowadzi¢ przekatng

ktéra liniie GN, HO ~t.d. réwne linii da-
niey AM, podzieli na czesci szukane: gdy w tréy-
k gcie AFM , ktérego dwa boki AF i MF dzieli
ILniia EQ rownoodlegte od boku trzeciego AM,
i(estMF: QF=:AM: EQ.

A ze liniia QF iest 5tg czeScig linii MF po-
ditug wykreslenia, wiec i EQ bedzie 5tg czeScig
linii AM. Tymze sposobem okaza¢ mozna , ze
DP=if czesciom linii AM it.d.

201. Znaigc sposob dzielenia linii prostey
na czesci rowne , tatwo bedzie wykresli¢ po-
dzialke, scala, ktora stuzy domierzenia liniy
prostych. Naywygodnieysza iest podziatka dzie-
sietna, ktorg sie kresli sj*osobem nastepuigcyin:
podzieliwszy liniig ABJig, 106, na 10 czesci ro-
wnych, i z punktéw AiB poprowadziwszy AD,
BG prostopadte do AB nie ograniczoney dtugo-
$ci, naiedney znich np, na linii AD wzig¢ 10
czesci rownych iakieykolwiek dtugosci, i te sa-
me czesci przenie$¢ na liniig BC, poczynaigc od
Bdo C. Poprowadziwszy potdm przez punkta
podziatow liniie proste, iak wyraza ligura, tat\vo
iest okazac¢, ze np. cze$¢ linii oznaczoney liczbg
I. rownoodlegtey od AB, zawarta miedzy tiniia-
ini BC i Ba iest lotg czeScig linii Aze
\1J iest lotg czescig linii AB z wykreSlenia, wiec
rota czes¢ hnii Al/, bedzie setng czeScig linii
AB. Podobniez czesci liniy oznaczonych liczba-
ni, 2, 3, 4 it.d. réwnoodlegtych od AB, za-
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warte miedzy liniiami BC i B«'sg NAN
i t.d. Linii AB. Sznm' mierniczy ma iak wiaido-
mo , pretow lo , a pret precikéw lo. G/diyby

wiec liniia AB wyrazata sznur i, liniia Aib lub
Ca wyrazataby i pret, a liniie zawarte miigedzy
liniiami BC i B” wyrazatyby 1,2,5,4 d.

preciki® Liniia np. cd wynosi 5pretéw i 3 p’re-
ciki ; liniia ef wynosi 7 pretow i 6 preciikcow.
Przedtuzywszy liniig AB do E tak aby BE:=i::AB
i dokonczywszy figury ; liniia cg wynosi szmur
I, pretéw 5, precikéw 3; liniia e/i wynosi szmur
I, pretbw 7 i 6 precikéw it.d.

202. Twierd. W troykacie prostokg tnym
ACjR Jig. 107, z wierzchotka Icgta prostego) C
spusciwszy CD prostopadtg do AB;

16d. Prostopadta  ta podzieli troylkat
dany na dwa inne podobne danemu, a tiém
samem podobne miedzy. soba; 2re Przffcvw-
prostokatna  podzielona  bedzie na. dwa cnl~
¢inki, miedzj ktéremi prostopadta La i'est
Srednig  ieometrycznieproporcyonalng ; 3«cie
ramiona kata prostego w tro)tigcie danym,
beda $red niemi ieometrycznie  proporcy on al~
nemi miedzy przeciwprostoligtng i odcinka-
m i przyleglem i.

Dowod. I6d Dwa tréykaty ACD, ACB
maig kat A spdlny, kat prosty ADC pierwszego,
rowny katowi prostemu ACB drugiego tréykata :
wiec i trzeci kat ACD ktory oznaczamy gtoska
?n, w pierwszym, réwny iest trzeciemu katowi,
B oznaczonemu gtoskg ni w drugim trdykacie.
'Wiec dwa te troykaty sa podobne (190). Po-
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(I¢obniez dwa troykaty CBD, ACB maig kat
sppélay, kat CDB pierwszego réwny katowi ACB

troykata ; wiec itrzeci kat DCB czylio w
piierwszym réwny iest 'ma katowi BAC czyli o
wr drugim troykacie , wiec dwa te troykaty sa
p(odobne.

2.re:  Aby okazac, ze prostopadta CD iest
$rednig ieometrycznie proporcyonalng miedzy
ALD, i BD, nwazmy dwa podobne troykaty ACD
i BCD, ktérych bokami sg liniie AD, DC i DB
t" proporcyg sktadaigce. Poniewaz w troyka-
tjach podobnych boki odpowiadaigce, to iest,
p)rzytegte albo tez przeciwne katom réwnym sa
p»roporcyonalne (194), bedzie wiec bok Al>
p>rzeciwny katowi m w \szym troykacie ACD, do
b'oku CD przeciw™nego katowi ni w igim tréyka-
cie DCB, iak bok CD przeciwny katowi o w
iszym, do boku DB przeciwnego katowi o w
p-gim trdykacie; czyli AD: DC=:DC: DB.

ometrycznie proporcyonalng miedzy AD i AB-
liwazmy dw'a jtodobne trovkaty ACB i ACD ,
ktérych bokami sg liniie AB, AC i AD propor-
cya te skladaiace: bedzie wiec iak wyzey, bok
AB przeciwny katowi prostemu w iszym troy-
kacie ACB, do.boku AC przeciwnego katowi
prostemu w 2gim troykacie ACD, iak bok AG
przeciwny katowi m w iwszyni, do boku AD
przeciwnego katowi m w troykacie; c;zyli
AB: AG™AG:

Podobniez na okazanie ze iest AB: BG ziz
tiC: BD: uwa>my dwa podobne troykaty ABG,
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DBG, ktérych bokami sg liniie AB, BC i BD ,
sktadaigce te proporcya : bedzie wiec, bok AB
przeciwny katowi prostemu w pierwszym troy-
kacie ABC, do boku BC, przeciwnego katowi,
prostemu w ogim troykacie DCB , iak bok BG
przeciwny katowi o \szym do bokuBD prze-
ciwnego katowi o w Q. glm troykacie: czyli AB:
BC—BC: BD.

203. Wniosek. Poniewaz podiug 3ciey

czesci poprzedzaigcego twierdzenia iest

AB: AGzziAG: AD, AB: CBzzzGB: DB) wiec

ABX AD—AG% ABX DB CB\ A zatem

ABXAD-f ABXDBz=:AC'-f CB'; czyli

AB (AD + DB) AG-1- GB'; czyli

AB X ABzz: AB'rzi: AG' -f CB'; gdyz Al) +
DB zz: AB; toiest, w troykacie prostokatnym
ACB kwadrat przeciwprostokagmey AB, réwny
iest summie kwadratow z dwéch ramion kata
prostego ; wiasnosS¢ ktorgSmy iuz wyzey (1G2)
innym sposTjbem okazali.

204. Zagad. Maigc dane dwie liniie
znalez¢ miedzy niemi Srednig ieometrycznie
proporcyonaina.

j Rozw. Poprowadziwszy iakieykolwiek dtu-
gosci liniig prosta, i wzigwszy na niey liniia AD
Jig. 91. rowng pierwsoy linii daney i DB rowng
drugiey linii daney, na linii ABiako na sredni-
cy wykres$li¢ pétkole; i zpunktuD wyprowadzic¢
liniig DC prostopadtg do AB, az do przecigcia
sie z potokregiem w punkcie G: prostopadta CD
bediue szukana: gdyz poprowadziwszy dwie cie-
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ciwj AC, BC, w troykacie ACB prostokatnyip
przy C (:28), iest AD: CDrzCD: DB (202).

Spos6b 2. Poprowadziwszy liniig AB ro6-
wna wiek-szey z dwéch liniy danych, i od kon-
ca B wzigwszy BD réwng mnieyszey z dwoch -
niy danych ; na linii AB iako na $rednicy, wy-
krieslié potkole, i z punktu D poprowadzi¢ DC
pr-ostopadta do AB, aZ do przeciecia sie z p6to-
kregiem wpunkcie C; punkt C z punktem B zt3-
czywszy cieciwg CB, ta bedzie liniig szukang :
gdyz poprowadziwszy cieciwe CA, w troykacie
ACB prostokatnym pi-zy C, iest AB: CB ziz CB
BD (202).

205. Zagad- 2. Dany prostokat AB ery
fig' 80, zamieni¢ na kwadrat réwny mu co
powierzchni.

Rozw. Miedzy podstawg AB i wysokoscig
BC danego prostokata, znaydzmy S$rednig ieo-
metrycznie proporcyonalng (204), ktérg ozna-
czmy gtoskg M; ta bedzie bokiem szukanego
kwadratu: gdyz podtug wykreslenia iest AB: M
= M: CB; wiec AB XCB = M'": to iest, po-
wierzchnia danego prostokgta , ro>vna iest po-
wierzchni kwadratu *wykre$lonego na linii M.

206. Zagad. 5. Dany troykat ABC fig.
107. zamieni¢ na kwadrat réwny mu co do
powierzchni.

Rozw. Miedzy potowg podstawy AB i mie-
dzy wysokoscig CD danego troykata znaydzmy
Srednig ieometrycznie proporcyonalng, ktorg o-
znaczmy gtoskgM; M bedzie bokiem szukanego
kwadratu: gdyz podtug wykreslenia iest
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M=:M: CD; wiec ABX CDcz"f; to liesl,
powierzchnia danego tréykata , rowna iest po-
wierzchni kwadratu wykreslonego na linii M.

207.  Wn™niosek. OkazaliSmy wyzey (i 42),
ze kazdy wielokat moze by¢ zamieniony natirdy-
kat rowny mu co do powierzchni: w zagadrnie-
niu poprzedzaigcem podaliSmy sposéb zarniie-
nienia troykata na kwadrat rowny mu co do po-
wierzchni , a zatem kazdy wielokagt mozna za-
mieni¢ na kwadrat rowny mn co do powieZ¢ lini.

208* Twierd. [/VieJokalLj foremne 0> ie-
dney ze liczbie bokéw sq podobne.

Dowod.  Ponrewaz katy wewnetrzne wie-
lokata, waza katow prostych 2 razy tyle, ite wie-
lokat ma bokéw mniey 4 (95)>” dwdch zatem
wielokatach o iedneyze liczbie bokdw katy w'e-
whnetrzne iednego tyle wazg katéw prostycli, ile
ich waza katy wewnetrzne wielokata drugiego.
A ze katy iednego wielokata sg miedzy sobg ro-
wne, i katy drugiego wielokata sg takze miedzy
sobg rowne , gdyz dwa te wielokaty sa podtug
zatozenia foremne; beda wiec katy iednego ré-
wne katom drugiego wielokata; to iest, dwa te
wielokaty beda réwnokatne.®

2r<?.  Poniewaz wielokaty te sa foremne,
wiec boki iednego wielokata sg miedzy sobg ro-
wne, iboki drugiego wielokata, sg takze mie-
dzy sobg réwne. Jezeli wiec bok ieden w Tszym
wielokacie iest np. dwa razy wiekszy od boku
iednego w drugim; bedzie tez bok drugi w pier-
>vszym, dwa razy wiekszy od boku drugiego w
MYWAI wielokacie; i bok trzeci w iszym dw"ara-
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' zy wieksz/ od boku zgo w igim wielokgcie itd.
to iest, bokitych dwdch wielokatéw beda mie-
dzy sobg proporcyouidue.

Kiecy wiec dwa te wielokaty sg rownoka-
tne i maig boki proporcyonalne, sg tem samem
poidobne.

209. Twierd. Dwa iakiekolwiek  wielo-
katy np. dwa pieciokaty ABCDE, abcdey?™.
io8' zlozone z teyze sam.ey liczby  tréykaidow
podobnych  miedzy soba i podobnie utozo-
ny ch, sg sobie podobne i  odwroinie,

Dow. W dwdch troykatach ABC, abc po-
dobnych z zatozenia iest kat B = Icat ACBzu
ach. Podobniez w tréykatach CAD, cad po-
dobnych 2zalozenia iest kat gdy
wiec iest ACB= ACDz=:«cc/; wiec ACB
-f ACD acb -f acd ; czyli kat BCD hcd.
Tymze sposobem okazaé mozna rownos¢ katow
CDE i cde, DEA i dea. Co sie tycze katow
BAE, bacj te sg takze sobie réwne : gdyz pier-
wszy z nich sktada sie z katéw BAC, CAD ,
DAI~réwnych katom odpowiadaigcyin®«c,c«”™/,
dae z ktorych sktada sie kat drugi.

ISadto wtréykatach ABC i abc, ACD i acd"
ADE i ade podoljuych miedzy sobg z zatoze-
nia , iest

AB: bczzzkC-.  ac,
AC: aczzzCD: cd~kB: ad.
AD: adizzDEi de—kE: ae.

Wszystkie te stosunki sg rowne : gdyz w
piewszym ciggu ostatni stosunek iesf ten sam co
pierwszy w drugim ciggu, ostatni za$ w drugim



ig.126 . Jeometryi

ciggu, iest texi sam co pierwszy w trzecim. JRio-
rac zatom te tylko stosunki, ktorych wyraz'y sa
bokami wielokatow, bedzie AB:rtZ’—BC: Biciu:
CD: cd—T)JL: dez=.k.E\ ae. Dwa wiec te wie-
lokaty bedac rownokatnemi, i maiac boki od-
powiadaigce proporcyonalne sg podobne (i 89).

Odwrotnie.  Gdy sg dwa wielokaty podo-
bne , skladaig sie zjedneyie liczby troykmtow
podobnych i podobnie utozonych.

Dow.,Niech bedg dwa wielokaty ABC>DE,
ahcde podobne : z wierzchotku dwéch kaitéw
A,«, odpowiadaigcych sobie'poprowadziwszy
przekatne AC, AD, ac, ad, troykaty ABC i
ahc, ACD i acd, ADE i ade beda miedzy so-
bg podobne. Jakoz w troykatacli ABC, ahc
kat z zatozenia , i boki AB, BC sg pro-
porcyonalne bokom ah, hc zzatozenia; wiec
dwa te troykaty sa podobne (196), bedzie wiec
BC: Z>cz=:AC: ac\ i kat KG" — ach iako przyle-
gte bokom proporcyonalnym BC, hc. Ze za$
podtug zatozenia kat BCDzuZ"c”; bedzie wiec
BCD—ACBzzz6cr®—rtcZ'; czyli kGDz=iacd.
Aze BC: ['CZizCD: cd poditug zatozenia,

BC: hczz=k.C: ac z dowodzenia; Wlec

CD. cdzizkC: ac.

Dwa W|ec tréykaty KDC, adc malqc katy
KCD,acd rowne, zawarte miedzy bokami wzgle®
dem siebie proporcyonalnend sg sobie podobne
(196), a w sczegdlnosci kat kDCzizadc , iako
przylegte bokom proporcyonalnym CD i cd, be-
daie wiec CD: cd = AD: ad. Tymze samym
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sposobem dowie$s¢ mozna podobieAstwa innych
tré ykatow.

210. Uwaga. W dwoch iakichkolwiek
wielokatach podobnych, w dwdéch np. piecio-
kagtach ABCDE, abcde Jig. 109, zdwéch kon-
cow ktdéregokolwiek boku np. AB poprowadzi-
ws:zy przekatne AD, AC, BD, BE, ad, ac, bd,
be ', tatwo bytoby okaza¢ sposobem ktorego$smy
uzjli wtwierdzeniu poprzedzaigcem, ze troyka-
ty ABC, ABD, ABE, ktorych spdlng podstawa
iest bok AB wielokata rgo, tudziez troykaty abcy
abd, abe, ktorych spo6lng podstawa iest bok ab
wielokagta 2go odpowiadaigcy bokowi AB, Zze
muwie , te wszystkie troykaty sga miedzy sobg
podobne. | odwrotnie zatozywszy, ze troykaty te
sg miedzy sobag podobne, tatwo bytoby okazad,
ze wielokaty ABCDE, abcde sa takze podobne.

211. Zagad. Na daney linii Jig. loS*
%vykresli¢ wielokat podobny danemu  BD.

B.OZW. W danym wielokacie BD prowa-
d:"e przekatne AC, AD; na daney linii ab kre-
$le troykat abc podobny tréykatowi ABCy na li-
nii ac kreSle troykat acd podobny troykgtow”i
ACD, na linii ad kresle troykat ade podobny
troykatowi ADE. Wielokat abcde bedzie po-
dobny danemu (209).

Sposéb cigi. Wierzchotki katow danego
wielokgta ABCDE Jig. 109. zigczywszy z dwo-
ma koncami ktéregokolwiek boku np™ AB przez
przekatne AC, AD, BD, BE i na daney linii ab
wykresliwszy troykaty ach, adb, aeb podobne
wzgledem tréoykatow ACB, ADB, AEB : punkt
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d ztgczy¢ z punktem c i e, liniiami prostemi .dc,
de : wielokat ahcde bedzie podobny danesmu
(219).

Sposéb  "“ci. Na boku AB danego wieilo-
kata ABCDEJig. 108- wzigé liniig Ab, réwnai li
nii daney; z punktu h poprowadzi¢ bc réwnocod-
legta od BC, az do przeciecia sie z przekaitng
AC w punkcie c¢; z punktu c poprowadzi¢ cd ro-
wnoodlegtg od CD, az do przeciecia sie z pr:ze-
katngAD w punkcie d\ z punktu d poprowadizi¢
de rownoodlegtg od DE, az do przeciecia sie" z
bokiem AE w punkcie e\ wielokat A*cMe bedizie
szukany.

Gdyby dana liniia ab dtuzsza byta od boiku
AB, na ten czas przedtuzywszy bok AB tak, aflby
wraz z przedtuzeniem rowny byt linii dan¢j ,
prowadzac iak wyzey rownoodlegte od boku BC,
CD, DE, az do przeciecia sie z linilami AC, AD,
AE praedluzonemi, wykreslimy wielokat podo-
bny danemu.

2. Twierd. W dwoédch wielokatach po-
dobnych ABCDE, abcde fig. 110.na dwoéch od-
powiadaigcycli sobie bokach AB, ab, wzigwszy
dwa punkta G i » podobnie potozone , to iest
tak, aby byto BG: Z'*iizBC: bc\ i poprowadzi-
wszy liniie GF, tak , aby kat FGBzziy*Z'; al-
bo tez tak, aby liniie te GF, g f, przecinaty boki
DC idc na czesci proporcyonalne bokom wie-
lokata ; w obudwu przypadkach liniie GF, dof
beda proporcyonalne bokom  wielokatow: to
iest bedzie FG:fg zn BG: bc.
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Dowod. W pierwszym przypadku , Kie-
dy kat FGB zrz"Z', poprowadziwszy przekatne
CGr, cg; wdwdch troykatach CBG, cl/g, kat B
zzzIA 1 BG: Z'"zzzBC: bc podtug zatozenia ; wiec
dwf£a te troykaty sg sobie podobne (196), be-
dzi(e zatem

ffiG: " zzz CG: cg; aze iest

B"G: 4rzzzBG: bc; wiec CG: ¢”zzzBC: be; i
kat BCG=z:Z"c", kat BGCzz:%c. A ze kat BCF
zizkbcf, iako odpowiadaigce w wielokatach po-
dob)nych, wiec BCF— BCGzzz”c/"—bcg; czyli
kat GCE—gcf; kiitEGB—fgb podiug zatoze-
nia , kagtB G C — z dowiedzenia ; wiec FGH
—Y"rGC—fgb—bgc; czyli FGCzzz/”c."

Tréykaty zatem FGC, fgc sg rownokatne
(191), a tem samem podobne: bedzie wiec FG:
/Mizz:CG: a ze CG: CjzzzBC: bc; wiecFG:
fgzuzm-.bc.

W igim przypadku, zatozywszy ze liniie
FG~fg tak sg poprowadzone, iz przecinaig boki
DC , dc na czesci proporcyonalne bokom wie-
lokatow , czyli ze iest FC:/czzzBG: ~zzz"C:
bc; poprowadziwszy, iak wyzey przekatne CG,
cg, i okazawszy, ze dwa tréykaty CBG, c" sg
podobne, bedzie

CG:c"z=:BG: hg; a ze podtug zatozenia
FC: fczi*m-.bg; wiec CG: cg—FG: fc.

Dwa wiec troykaty CGF, cgf maiace katy
przyC i c rowne, zawarte miedzy bokami wzgle-
dem siebie proporcyonalnemi,sa podobne (i 96),
a zatem FG:/gzizFGz fczzzBCi bc,
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213- Twierd. Obwody  dwdch-wielooha-
tow podobnych, sa do siebie wstosunku  dw”6ch
bokéw odpowiadaigcych sobie w tych wicelo-

katach.
Dow. Poniewaz wielokaty ABCDE,

Jig. 116 sg podobne, bedzie wiec

AB: fiz"MBC: bc~CD\cdz~BE: derzrk:
ea; wiec

AB+ BC-fCD+ DE+ EA: ab+ boccd
de ea liz KB: ab \ to iest, obwdd wielolkata
ABCDE do obwodu wielokata abcde, iak Ibok
iwszego AB do boku ab w drugim wielokaciie.

214. Twierd. Powierzchnie wielokait6 w

podobjiych  maig sie iak kwadraty z bolkéw

odpowiadaigcych.
lI6d. Niech bedag dwa troykaty ABC, abc
JI™ 111, podobne, mamy dowies$¢, ze powiierz-

chnia tréykata ACB, do powierzchni troykata abc
iak kwadrat z boku np. AG do kwadratu z b-oku
ac, czyli, ze iest troykat ACB: acbzzzACM  ac”.
Z wierzchotka kata Gic spusciwszy CD i

cd pierwszg prostopadtg do AB, drugg prostopa-
dig do ab; dwa troykaty ACD, acd prostokatne
przy Di i wktoérych kat A réwny katowi a ,
sg podobne (191), bedzie wiec

CD: cr/znAG: ac; a ze podtug zatozenia

AB: abzzzAC: ac, wiec rozmnozywszy wtych
dwoch proporcyach wyrazy sobie odpowiadaia-
ce, bedzie'

ABXCD: abXcdz=ikCXA"n' czyli

ABXCD: abXcdz=:KC: ac®. Podzieliwszy

dwa pierwsze wyrazy przez 2, bedzie
AB
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: . toiest, po-

2 2 LA
towTa iloczynu podstawy trédykata ABG przez wy-
sokvo$¢ tegoz troykata , tak sie ma do polowy
ilocczyiiu podstawy troykata abc przez wysokos¢
tegfoz tréykata, iak kwadrat z boku AG do kwa-
draitu z boku ac. Aze iloczyny te rowne sg,pior-
wszzy powierzchni tréykata ABG, drugi powierz-
chmi troykata”Z?c(i50); wiec powierzchnie tych
dwfoch troykatéw maig sie iak kwadraty z bo-
kow odpowiadaigcych.

Q.re. Niech bedg dwa iakiekolwiek wie-
lokaty podobne, np. dwa pieciokaty ABCDE,
dbccde Jig loS* Z wierzchotka katow A,
pojprowadziwszy przekatne AC, AD, ac, ad) o-
bactwa te wielokaty podzielone bedg na réwng
liczbe tréoykatow podobnie utozonych i podo-
bnych (209); bedzie zatem podiug pierwszey
czeisci ninieyszego twierdzenia, troykat

ABC: abc-zziBG™:  bc\

ACDiacr/ —CD" cd\

ADE: ade :=:DE'": de®, A ze dla podobien-
stwa wielokgtow iest

BC: Z»c=i=fcD: c"zzzDE: de-, 3 tem samem |,
BC": bcMiCW: de'; wiecbedzie tez
ABG: abe:=zPi.GD-. ADE: ade. A zatem
summa wszystkich poprzednikéw do summy
wszystkich nastepnikéw iak ktérykolwiek po-
przednik do swego nastepnika; to iest

ABG -j- ACD -f ADE : abc + acd -f ade —
ABC: abc, czyli ABCDE: ahcdez::z.K\SQ-. abc.
A ze ABC: "zZ"c"BC: wiec ABCDE

10



10146 Jeoinetryi

nzBG”: hc™Mi to iest, powierzchnie dwoch wie-
lokatow podobnycli maig sie iak kwadraty zbo-
kéw odpowiadaigcych.

Uwaga.  Stosunek kwadratowy zowiie sie
inaczey stosunkiem dwnni.noznyrn , raiio  du-
f)Hcnta.  Przeto tez twierdzenie poprzedzaiigce
zwyczaynie tak sie wyraza: Dwa, wieLohaiy po-
dobne sg do siebie w. stosunku dwu-ninoi,nym
bokdéw odpowiadaigcych.

215. Zagad. Maigc dane dwa  wielo-
katy podobne, wykreslic trzeci podobny di\'(nh,
danym, i ktéregohy powierzchnia  réwna byta
summie lub rdznicy dwoch wielokatow — da-
nych.

Rozw. 1. WykresSliwszy troykat ABC fig.
112. prostokatny przy C, w ktérymby ramiona
kata prostego AC, BC byty bokami odpowiada-
incemi dwoch dauycii wielokatéwPiQ, naprze-
ciwprostokatney AB wykreSimy wielokat R po-
dobny wielokagtom P i Q, i w ktorymby bok AB
byt odpowiadaigcy bokom AC , BC w dwdch
wielokatach tlanych: wielokat R iest szukany:
gdyz poniewaz wielokaty te sg podobne, wiec
podtug twierdzenia poprzedzaigcego :Qzn:
AC: BC"; atem samem

P- fQ 0=:ACH-f-BC": BC\ Aze tez iest

Q bc . AB" ; wiec ztozy-
wszy te dW|e proporcye, bed2|e P B zzi
AC~-)-BC": AB'. W tey proporcyi poniewaz i
BHoprzednik AC -f-BC rdwny iest swenm na-
stepnikowi (162); wiec i poprzednik iszy P-f~
Q réwny iest takze swoiemu nastepnikowi B; to
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\iesr , cUva dane wielokaty P i Q rowne sg znale-
zioiieinu |i.

2. Chcac znalez¢ wielokat Qpodobny dwom
wielokgtom danym P iR, i ktoregoby powierz-
chnia réwna byta roznicy tychze d\voch wielo-
kat(OAV danych, trzeba wykresli¢ trdykat prosto-
katny ABC, daigc mu za iedno ramie kata pro-
stj-eo AC bok wielokata mnieyszego P, a za
przietiwprostokatng AB bok odpowiadaigcy wie-
lokata wiekszego R: BC bedzie bokiem o Ipo-
wiadaiacym wielokata saukanego Q; gdyz po-
niew"az wielokaty R i P sg podobne j bedzie Ri
Pzz:AB': AC; atem samem

R—P: P=z:AB'—AC: AC\ Azeiesttakz”

P :Qzz: AC i BC; wiec zlozyw"szy
te dwie proporfeye j bedzie R —P: QzzAtj'—
AC: BCM W tey proporcyi poprzednik agi Afv-
— AC' row™y iest swemu nastepnikowi BC
(169); wiec i poprzednik iwszy R —P t-own/
iest takze swemu nastepnikowi Q; to icst® rozni-"
capowicrzchni dwoch danych wielokatow R i P
towna iest wielokgtowi znalezionemu Qt

216. Zagad. Wykroslic  wielokat poeto-
hity danemu, i ktoregoby powief-zéhnia  do

epowierzchni danego, mi
danym ; lub ktéregoby powiér%chnia  réwna
byta danemu kwadratowi.

Rozw. 1. Daymy nato, ze powierzchnia da-
nego wielokata X y?”. 115, ma by¢ do powierz-
chni wielokata szukanego w stosunku dwoch
iakichkolwiek liniy prostych M i N. Poprowa-"
dziwszy liniig AB iakieykolwiek dtugosci, i wzi**

10*
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wszy na niey dwie czesci AD i BD, ktérelny sie
miaty do siebie w stosimku dwoch liniy M i N;
na linii ABiak na Srednicy wykre$li¢ pdlkode, i
z punktu D wyprowadzi¢ DC prostopadta dro AB.
Poprowadziwszy potém cieciwy AC, BC, i \wzia-
wszy CJi réwng ce boltowi danego wielokat.a X;
z punktu E poprowadzi¢ EF rownoodteghai od
AB, az do przeciecia sie w punkcie F z cieit iwg
CB: liniia CF bedzie boldem szukanego wieioikata
odpowiadaigcym bolcowi ce\ to iest, natiniii CF
wykresliwszy wielokat podobny danemu, wiieio-
kat ten bedzie szukany. Jakoz wtroykacie A-CB,
iest AC: BCzzzEC: FC (178), atem sanifem
ACABC/M=i:ECM:FC\  Aze
ACMN:BC”z=:AD: BD (164); Awiec

ztozywszy dwie te proporcye bedzie ECA: FCA
zizAD: BD. Ze zas§ AD: BD=":M: N podiug
wykreslenia, wiec EC*: FCArrzM;. N; atem sa-
mem wielokat wykreslony na boku EC, czyli ec,
to iest, wielokat dany X, ma sie do podobnego
wielokata wylu e$lonego na bokuFC, iak liniia
M do linii N: gdyz wielokaty podobne maia sie
iak kyyadraty z bok6éw odpowiadaigcych (21 4).

Gdyby bok cc wielokgta X wiekszy byt od
AC” na ten czas liniig CA przedtuzylibySmy clo e
tak, ahjCezizce: w reSzcie wykreslenie i do-
wodzenie bytoby to samo.

2.re. Chcac wykreslié¢ wielokagt podobny
danemu X, ktéregoby powierzchnia rowna by-
ta danemu kwadratowi N, trzeba naprzdd wie-
lokat dany X zamienié¢ na kwadrat M'réwny nm
co do powierzchni; potam do bokéw tych dwoch
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kw.-adratow, to iest do M i N; tudziez do boku
ec (danego wielokataXznalezé 4tgieometrycznie
pro)porcyonatng; ta bedzie bokiem szukanego
wielokata odpowiadaigcym bokowi ec. Jakoz
oztnaczywszy 4tg ieometrycznie proporcyonal-
ng gtoska P, a wielokat na niey wykreslony
gtoska Zj poniewaz dwa wielokaty X i Z sg po-
dolbne zwykreslenia, bedzie wiec X.:  Z~ec™
pr o, — ., , A

A Ze podtug wykreSlenia M: N~ec: P, a
term samem M*; . P~ zbozywszy te pro-
porcya z proporcya oznaczong gtoska A, bedzie
X: Z=]Vr:

W tey proporcyi poniewaz”poprzednik i&zy
X iest rdwny z wykréslenia poprzednikowi 2mu
MS wiec i nastepnik iwszy Z, iest takze réwny
nastepnikowi 2mu N*; to iest, wielokat znale-
ziony, réwny co do powierzcKni danemu kwa-
dratowi.

31 Twierd. Z punktu C wzietego za.
kotem fig. 114. poprowadziwszy dwie  tiniie
CA, CB przecinaiace  okrgg w punktacti D i
A, B iF, ledzie CA. CBz=.CF: CD.

Do\\>od. Poprowadziwszy dwie cieciwy
AF, BD, dwa troykaty AUF, BCD, maig kat G
spdiny, katy AiB rowne , gdyz obudwu miarg
iest potowa tukuDF: wiec dwa te troykaty sg
podobne; bedzie zatem CA: CB—CF: CD.

Uwaga. W proporcyi tey CA: CBzzrCF:
CD, sieczna iedna CA i cze$¢ iey za kotem CD,
sg wyrazami skraynemi; sieczna druga CBi czes$¢
iey za kotem CF, sg wyrazami Ssredniemi propor-
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cyi; to iest, tak sie ma sieczna iwsza do "Mginicr,
iak cze$¢ za kotem sieczney agiey, do czesci)i za
kotem sieczney iwszey. Stosunek taltowy naazy-r
Xa sie odwrotny, ratio inversa, dlaréznicyy od
stosunku" prostego dircetn , ktéryby byt na ten
czas, gdyby sie miata sieczna iwsza do agiiey,
iak czes¢ za kotem sieczney iwszey, do czfesci
za kotem drugiey. Dlatego tez poprzedzaiigce
twierdzenie zwyczaynie taksie wyraza: zj)wiiktu
wzietego za kotem poprowadziwszy — dwie isie-
czne\ sieczne te sg do siebie wstosunku lod-
wrotnym  czeSci swoich za tolem.

213. Twierd. Zpuntitu C wzietego® za
kotem, poprowadziwszy styczng CB Jig. i1
i sieczng CA”"przecinaigcg  o/a-gg wpunkt tach
A i D; bedzie styczna CB $rednig ieomet! 1y-
cznie proporcyonalng miedzy calg sieczong
CA, iczeScig iey za kotem CD: to iest, ibe-
dzie CA: CB= CB: CD.

' Dowod. Poprowadziwszy dwie cieciwy "A,
BD, dwa troytaty ABC, BDC maia kat C spol-
ny, kntA—DBC, gdyz obadwa maig za mir-ire
potowe tuku BD (126), a zatem dwa te troykaty
sg podobne; bedzie wiec CA: CBzizCB: CID,

2ig. Twierd.  Wozigwszy w kole pun kt
ClJig. 116. od upodobania,! przez ten punkt [»o-
prowadziwszy dwie cieciwy AB, DF W' punkcie
C pi'zecibaigce sig; c.zrsci tych cieciw beda do
.Ssiebie xv stosunku  odwrotnymi.

Dowod. Poprowadziwszy cieci®T FA,Br),
tr(')ykaty CFA., CBD nigig katy przy C rowiie ,
kat A rowny katowi D, gdyz obadwa mang :?a
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niiaiare potowe tuku RF: wiec dwa te troéykaty sg
po(odoi)iie; bedzie zatem: AC: DC —FC: <1
Uwaga Pordwiiawszy to twienlze-

nieie z twierdzeniem wyzey po(iaiiem(217), tatwo
iesist postrzedz, Zze one sg dwotna przypadk-arni
na astepuigcego twierdzenia :

Gdy dwie liniie proste przecinaiace sie
z ssobg wpunkcie wzietym  w kole lub za ko-
lerm, przedtuzone bedg tak aby kazda z nich
In rzecinata okrag we dwdch punktach; odle-
gl losci spblnego ich. przeciecia sie od punkt Ow
piii zeciecia sie ich z okregiem sg do siebie w
sttosunku, odwrotnym,

aai. Wniosek. Gdyby cieciwa AV, fig,
1117. przechodzita przez Srodek kota, a cieciwa
D)Fbyhi «”*niey prostopadtg, a tem samem w
pitnnkcie G na dwie réwne czesci podzielong (i 08);
nuaten czas proporcyg AC: DCzzzFG: BG.(2i3),
zaaniienitaby sie w na,ste[)i.iigca: AC: DCuzDC
BAC: gdyz FCuzDC; to iest, DC iest srednig ie-
oi>metrycznie proporcyonatng miedzy odcinkami
ANCi BC $rednicy AB : cosmy iuz wyzey innym
sjposobem okazali

222. Zagad. Dang liniig BC fig.
pwdzieli¢  i\> stosJinku $rednitn i skrny nym \ to
itesl, podzieli¢ te liniig ua dw"ie czesci tak ,
aiby cze$¢ wieltsza CF byta Srednig ieonietry-
c"znie propori.\yonalng miedzy catg liniig BC i
c)zescia mnleysza BF, czyll aby %3y+o BF: CF rz:
GF: CB. A

liozw.  Z konca B linii daney poprowadzi-
Awsy BS prostopadtg do BC i réwng potowie U-

NN
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nii BC; punkt S z drugim koficem C daney linii
ztgczyc€ liniig prostg SC; z punktu Siako ze $ro-
dka promieniem SB nakres$li¢ koto, ktérego o-
krag liniig SC przecina w punkcie D, nakoniec
z punktu C iako ze srodka promieniem CD wy-
kresli¢ tuk DF, ktéry liniig dang BC podzieli w
punkcie F na czesci szukane.

Gdyz poniewaz BC iako prostopadia z kon-
ca promienia SB wyprowadzona, iest styczna z
kotem (I 14), przedtuzywszy zatem CS do A, be-
dzie CD: CBz= CB: CA (218). A zatem

CB— CD: CA— CBzz:CD: CB.

Ze za$, podtug wykreslenia CB— CDzzzCB
— CFzzzBF ; a liniia BS réwna potowie #'C, a
tem tamem BC zz 2BS zzz AD; bedzie wiec

CA—CBzz:CA—AD zzzCD z™: CF;

ostatnia zatem proporcya zamieni sie w naste-
puigca 1 BF: CFzz:CF: CB.

£123. Zagad. Nakreslic kolo,  ktérego-
by olirag przeszedt przez dwa dane punkta A.
i D, iStykat sie z dang liniig CE fig. 119.

Rozw. Zigczywszy dwa dane punkta liniig
prostg AD i przedtuzywszy ig az do przeciecia
sie z liniig dang CE w punkcie C; miedzy liia-
iamiCA i CDznalez¢ srednig ieometiycznie pro-
porcyonalna, ktorg bedzie liniia CF, podtug te-
go co sie wyzEéy powiedziato (204). Z punktu
C promieniem CF wytcresli¢ tuk FB, przecinaig-
cy liniig”ang CE w punkcie fi. Nakoniec wy-
kresli¢ koto, ktéregolDy okrag przechodzit przez
trzy punkta A, B, D sposobem podanym wyzey
(111), kolo to bediie szidcane: gdyz podtug wy-

N Ctriia® ccj-f- (froané (~Ucm
UzaJ ifb u*mjiycd® iro,

peC/IN ArGin U fiuO 0 A0
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kne$leiita AC: CF=:GF:. CD; czyli AC: CB=i:
CB: CD: gdyz CBzizCF z wykre$lenia. Aze AG
icist sieczna kota ADB, a CDiest czes¢ iey zako-
teirn, wiec CB iest etyczna tegoz kota (218). Gdy
wiiec okrag znalezionego kota przectiodzi przez
dwa dane punkta Ai D, i dotyka sie linii daney
CE wpunkcie B, koto zatem ADB iest szukane.

ROZDZIAL VIIL

y
O Wielokat(tch-1V  kolo wpisanych i opisanych
na kole.

Uwaga. PowiedzieliSmy wyzey (I I1), ze
maigc dane trzy punkta, byle nie w linii prostey,
jn ozna zawsze wykresli¢ koto, ktéregoby okrag
przechodzit przez te trzy punkta. Z tego wypa-
da, ze maigc dany iakikolwiek troykat ABC fig.
lao mozna zawsze wykresli¢ koto takie, ktore-
goby okrag przechodzit przez wierzchotki trzech
katow tego troykata: taki troykat zowie sie
tr«')ykntem w koto wpisanym, trianguliim cir-
culo inscriptunu W powszechnosci kazdy wie-
lokat nazywa sie wielokgtem w koto wpisanym,
gdy przez wierzchotki wszystkich iego katow
przechodzi okrag iednego kota; koto za$ takie
zowie sie kotem opisanem na wielokacie.

225. Zastanowiwszy sie nad troykatem
ABC w koto wpisanym , mozna niektdre iego
wiasnosci wyzey dowiedzione innym sposobem
okaza¢. | tak \o6d, trzy katy troykata waza
dwa katy proste : gdyz kazdy z nich ma za
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iniare potowe tuku zawartego miedzy lego ira-
miona]ru(i a ze tuki miedzy nimioiiami tych
trzech katow" zawarte, rownaia sie catemu okirg-
gowi, wiec miarg tych trzech katdw iest potowa
okregu, czyli miara dwéch katow prostych.

wa tuku AG réwna bedzie potowie tuku AB,, a
tem samem i caty tuk AG réwny catemu tuk o-
wi AB: gdy za$ tuki te sa rowne, beda tez i ciie-
ciwy ich AG, AB réwne (io6), a ze cieciwy te
sg bokami tréoykata ABG, wiec troykat ten itest
réwnoramien ny.

3c/f?.  OdwTOtnie réwnos$¢ bokow AG, AB
ciaignie zg sobarownosc tukdw AG, ABi rownosc
katow Bi G.

4/e. Gdy trzy katy A, B, G sg rowne, tuiki
tez GB, GA, AB bedga réwne, i cieciwy tych tu-
kéw GB, GA, AB ktore tu sg bokami tidykatia ,
bedg rowne : to iest, tréykat bedzie réwnobo-
czny.

Odwrotnie rownos$¢ bokow GB, GA,
ABj ciagnie za sobg rownos¢ tukow GB, GA, AB,,
i rownos¢ katow A, B, G.

6te. Jezeli kat A>* B bedzie tez tuk GB”
AG, a tem samem i cieciwa CB, ktéra tu iest bo-
Kieju troykata, wieksza od cieciwy AC (122),
it d.

226. Zagad. We™miatrz danego  tréy-
hata ABC fig. 121. wykreflic koto takie, aOy
boki troykata byly stycznemi tego kota.

Rozw. IJwa ktorekolwiek katyAiB po?
dzieliwszy na dwie rowiie czesci (4M)? przez lini-
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le AS, BS przsecinainice sie w punkcie S, i z pun-"
ktuS do ktéregokolwiek boku troykata np. do
boku AB spusciwszy prostopadtg ~SH, putd™t S
bedzie srodkiem, a prostopadta SU promieniem
koti szukanego.

Gdyz spusciwszy do innycti dwdcli bokow
prostopadte SE, St", w dwoch trdykaracli ASD,
ASE, liok AS iest spolny, katy przv A réwne z
wylreslenia, kat ADS=z:AES iako proste: wiec
dwi te ti"dykaty przystang do siebie (26), a wscze-"
géljiosci SD —S.E. Tymze sposobem z trdyka-
tovf SDB, SFB mogacych do siebie przysta¢ do-
wie lziemy, zeSFzziSD. Trzy wigc prostopa-
dteSD, SE, SF sag sobie rowne. Okrag zatem
kot.i z punktu S promieniem SD nal<;reslonego,
przeydzie przez punkta EiF ; i boki troykata
ABC) w punktach D, E, F, bedag styczuemi z
kotem.

Koto wewnatrz tréykata wykre$lone , kto-
rego boki troykata sg styczuemi, zowie si¢ ko-
ten. w trdykat wpisanem : atroykat zowie sie
trojkatem opisanem na kole; Trinitgnlinn dr-
cah circumscriptum. W powszedniosci ka-
Ny wielokcat, ktérego wszystkie boki sg s! vrzue-
nii ".ednego kota wykre$lonego wewnatrz wieto-
kati, zowie sie wielokatem na kole  onisanym,
a koto takie zowie sie kotem wpisanem w wie-
iDKit,

Poprzedzaigce wiec zagadnienie niozna ina-
czéy tak wystowic: wpisa¢ kolo wdany  Lrofkat.

227.. Uwaga. Poniewaz przez trzv puu-
jurkta A, G, Bfi~. 120, okrag tylko iednejo
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kola przechodzi¢ moze (ns), wiec wzigwszy
pnnkt 4ty D za kotem, rzeczg iest widoczng , ze
okrag kota ACB nie moze przeysc¢ przez punkt D,
a tem samem czworokagt ADCB nie moze by¢ w
koto wpisany. Lecz gtlyb> 4ty punkt F znaydo-
wat sie na okregu kota ACB, czworokat AFCB
bytby w koto wpisany. Stad sie okazuie , ze
nie kazdy czworokat, atem bardziey nie kazdy
wielokat maigcy bokow wiecey niz 4, moze by¢
w koto wpisany.

22.8. Twierd. Kazdy wielokat foremny
moze hy¢é w koto wpisany i opisany na Kkole.

Dowod. Niech bedzie iakikolwiek wielo-
kat foremny ABCDEFfig. 122. Nakre$lmy koto
ktoregoby okrag przechodzit przez trzy wierz-
chotki trzech przylegtycli katéw. A, B, C; niech
punkt S bedzie srodkiem tego kota: mamy oka-
zac, ze okrag tego kota praeydzie przez wszystkie
wierzchotki katow wielokata. Jakoz z punktu S
poprowadziwszy liniie proste SA, SB, SC, SD it.d.
do wszystkich wierzchotkéw katéw wielokata,
trzy pierwsze liniie SA, SB, SC sg podtug wykre-
$lenia, promieniami tego kota, a tem samem ro-
wne : wiec dwa troykaty SBA, SBC, w ktérych
bok SB spo6lny , bok SA  SC, bok BA~ BC,
przystang do siebie (28), a w sczeg6lnosci kat
SBAzzzSBC; azatem ieden znich np. SBC ie™t
potowg obudw”u, czyh kat SBC iest polowg ka-
ta ABC ; ze za$ kat ABCrz BCD, gdyz wielokat
ABCEFiest foremny; wiec katSBCiest takze po-
towa kata BCD. Nadto w troykacie SBC bok
SB—SC a wykre$lenia; wiec kat SBCzzSCB, 1
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zaleiu rkat SCB iest polowa kata BCD, a tem sa-
itiem kat"CD iest drugg potowg tegoz kataSCD.
Wiec kat SCBzziSCD. W dwdéch zatom trdy-
katach SCB, SGD, bok SC iest spotuy, bok CB
zzzCD z zatozenia , i katy miedzy temi bokami
zawarte SCB, SCD réwne: wiec dwa te troykaty
przystang do sieb)ie; (24), a w sczegolnosci jok
SBzziSD; a zatem okrag przechodzacy przez 5
punkta A, B, C, przeydzie takze i przez punkt
D. Tymze sposobem okaza¢ mozna, ze okrag
przechodzacy przez 3 punkta B, C, D, przeydzie
takze przez flunktE it.d. Wiec ten sam okrag
ktéry przechodzi przez punkta A,4*,C, przey-
dzie przez pnnkta D, E, F, to iest, przez wszy-
stkie wierzchotki katow wielokata.

ore. Ze $rodek-S kota opisanego na wie-
lokacie™ spusciwszy prostopadie SM, SN i t. d.
do bokow-wielokata , wszystkie te prostopadte
beda miedzy sobg réwne: gdyz boki wielokata
sg cieciwami kota opisanego: cieciwy te sg mie-
dzy sobg réwne, wielokat iDowiem ABCDEF iest
foreiniiy; a zatem odlegtosci tych cieciw od $ro-
dka kota, to iest, prostopadie SM, SN it.d. sg
miedzy sobg rowne (i 24). Wzigwszy wiec lini-
Jiiig SM za promien i z punktu S iako ze Srodka
nakresliwszy kolo , okrag tego kola-przeydzie
przez wszystkie punkta M,N,0 it.'d., i boki
wielokata w punktach M, N, O it.d. bedg sty-
czne Lego kola (ii4)? a zatem koto to bedzie
wpisane w wielokat.

229. Uwaga. Punkt Sspoélny $Srodek ko-
ta wpisanego w wielokat i na nim opisanego..
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moze by¢ takze uwazany iako $rodek wielokafta,
dla tey przyczyny katy ASB, BSC it.d. zawarte
miedzy dwoma promieniami do kohcow bokdw
wielokagta poprowadzonemi, zowia. sie kataimi
"We $Srodku wielokata.

W szystkie katy we $rodku wielokata fore-
mnego, sg miedzy sobg rowne: gdyz cieciwy AB,
BC it.(l., atem samem i tuki AB, BCit.d. be-
dace miarami tych katéwj sg rowne. A ze Wszy-
stlvie te katy waza 4 kat\* proste (f 6), wiec ie-
dnego waznos$é znaydzie sie podzieliwszy4przez
liczbe bokdéw wielokata® 1tak np. w osrnioka-
cie foremnym ieden kat we $rodku iest czte-
rech katow prostych czyli f = | iednego kata
prostego it.d.

250. A stad Wypada , ze wpisa¢ w kolo
\vielokat foremny o iaki¢ykotwiek liczbie bo-
koéw”, iest to samo, co podzieli¢ okrag kota da-
nego na tyle tukéw réwnych, ile wielokat mie¢
powinien bokdéw, i poprowadzi¢ cieciwy tych
tukow; cieciwy te bedg bokami wielokata fore-
mnego wkoto wpisanego: gdyz id-r/boki AB,
BC i t.d. iako cieciwy tukow réwnych, sa sobie
rowne.

ire. Troykaty ABS, BCS, CDS it.d. przy-
stang do siebie wiec katy SBC, SBA, SCB,
SCD it.d. sagréwne: atem samem i katy ABC,
BCD it.d. beda sobie réwne. A zatem figura
ABCDEF bedzie wielokagtem foremnym. #

231. Zagad. W dane kolo wpisaé troY"
kat réwnoboczny”
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Rozw. Poniewaz troyknt rownoboczny iest
wielokatem loremnym nuiigcym irzy boki, trze-
ba wiec okrag kota danego podzieli¢ na 5 cze-
&mirdvne; a cieciwa czesci okregu bedzie
b(okiet:i troykaia szukanego (a”0); albo tez okrag
pcodzieli¢ na 6 czesci réwnych, a cieciwa dwocli
taikowrch czesSci, bedzie bokiem tréykata sziika-
rnego: gdyz ~zzz”. Aby za$ podzieli¢ okrag na
6 czesci rownych, trzeba w danem kole popro-
wadzi¢ cieciwe réwng promieniowi tegoz kotaj
ciieciwa ta odetnie tuk rowny szdstey czesci o-*
kregu.

Jakoz niech bedzie szeSciokat forenmy
ABCDEFy?™-. 123. wkoto wpisany: na oknza-
1ie ze bok tego szeSciokata , bedacy cieciwg
szostey czesci okregu, iest rowny promieniowi
tegoz kola, poprowadzmy promienie SA, SB:
w troykacie ABS, kat ASB we $rodku sze$cioka-
ta iest-~ czeScig 4 katéw prostych , czyli  lub »
iednego prostego (2.50); wiec dwa katy SAB,
SBA waza reszte do 2 katow [>rostych : czyli kat
S + SBA— — | — f I- kata pro-
stego. A ze katy te sg réwne ; gdyz SAzz SI3;
wiec kazdy z nich wazy potowe to iest, katy
SAB , SBA waza po f kata prostego. Troykat
zatem ASB, maiagcy wszystkie trzy katy rowne ,
iest rownoboczny: wiec bok ABzzSA ; to iest,
Ifo/{ szeSciokata w kolo wpisanego rowny iest
promieniowi  tegoz kola.  Poprowadziwszy li-
niie AC, GE, EA, z ktorych kazda iest cieciwg
dwoch széstych czesci okregu, bedzie ACE tréy-
kat rownoboczny w koto wpisany.
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252. Uwaga. PodalisSmy wyz¢y (iio)’,
spos6b podzielenia tuku danego na dwie réwne
czesci. Kiedy wiec okrag kola podzielony byé
moze na G czesci rownych, mozna go takze po-
dzieli¢ na 12 czesci rownych: na ten koniec do-
sy¢ bedzie tuk rowny széstey czesci okregu po-
dzieli¢ nadwie rowne czesci, iedna takowa cze$¢
bedzie rowna dwunastey czesci okregu. Podzie-
liwszy znowu luk réwny dwunastey czesci okre-
gu na dwie czesci rowne, bedziemy mieli 24ta
cze$¢ okregu it.d. Mozna wiec okragg podzie-
li¢ na czesci rownych 12, 24, 48 it.d. czyli, co
na iedno wychodzi, w dane koto mozna wpisaé
wielokalLtH" foremne o 12, 24, 48 it.d. bokach.

233. 2. W czworokgcie ABCS boki prze-
ciwne sg sobie réwne , a zatem czworokat ten
iest réwnolegtobokiem (79): bedzie wiec AC-j-
BS"=AB"+ BC H-CS' AS'~76); czyli AC?
-|-ES'z=: 4BS’'; qgdy liniie AB, BC, CS, AS, s3
miedzy sobg rowne; a zatem i kwadraty ich sg
takze rowne. W ostatnim réwnaniu odigwszy
po obu stronach BS', zostanie AC'z=3BS'; to
iest, AC trzy razy wiekszy od 1>8 A zatem BS":
ACrzz 1:3, atem samem BS: ACz:zi: to
iest, promien kola tak sie ma do boku tréykata
rowjiobocznego w to koto wpisanego, iak ie-
dnos$¢ do pierwiastku liczby 3. A stad wypada
jvd, ze maigc wiadomy jnomien kota, mozna
bedzie wyrachowa¢ bok tréykata rownoboczne-
go wtoz koto wpisanego; i odwrotnie; 2r/?, ze
poniewaz prawdziwy pierwiastek liczby 3 nie
moze by¢ wyrazony w liczbach, wiec promien

kota
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ko ta i bok troykata rownobocznego w toZz koto
wp)isanego, sa dwie tiniie niesp6tmierne (38).

234. Zagad. Wdane kolo wpisa¢ kwa-
dr lat.

Rozw. W danom kole poprowadziwszy
d\wie srednice AC,BD do siebie prostopadte/Z*-.
12,4, i konce ich potgczywszy cieciwami AB,BC,
CD, DA, czworokat ABCD w koto wpisany iest
kw”adratem szukanym: gdyz wszystkie katy iako
zawarte w potkolu(i28) sg proste; wszystide bo-
ki sg miedzy sobg réwne, DO sg cieciwami czte-
recli tukéw rownycli, iako bedacych miarg 4
katow prostych, maigcych swoy wierzcliotelt. w
pu nkcie S.

235. Uwaga. Wpisawszy wkoto kwa"
drat, tatwo bedzie mozna wpisa¢ wielokaty fo-
remne 08, 16, 32 it.d. bokach iizywaigc spo-
sobu wyzey podanego (232).

236. ire. W troykacie ASB, prostoka-
tnym przy S, iestm — ki ' + BS'; czyli =
aBS™; gdyz AS=;BS iako promienie; to iest,
kwadrat z boku AB, czyli kwadrat wkoto wpi-
sany , iest dwa razy wiekszy od kwadratu z pro-
mienia tegoz kota ; a zatem BS"™ AB"z=i:1: 2, a
tdm samem BS: AB= i:7Z2: toiest, promien
kota tak sie ma do boku kwadratu w toz koto
wpisanego, ialc iednos¢ do pierwiastku liczby.2.
Maigc zatém wiadomy promien kota, mozna be-
dzie wyrachowaé bok kwadratu w koto wpisa-
nego: i odwrotnie.

237. Zagad. Wkoto dane wpisa¢ pie-

ciokat  foremny.
11
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Rozw. Ab\: zagadnienie to rozwigzac, tti ze-
ba okragg kota danego podzieli¢ na 5 czescji ré-
wnycii; a cieciwa piagtey czesci okregu, beidzie
bokiejn pieciokata szukanego : albo tez podzie-
li¢ okragg na 1 o czeSci rownych, acieciw\a dwoch
dzie.sigtvch czesci okregu bedzie bokiem piecio-
kata szukanego: gdyz " = trzeba wiec zna-
lez¢ cieciwe dwdch dziesigtych czesci okregu ,
albo co na iedno wychodzi, bok dziesieci oka-
ta foremnego w koto wpisanego.

Daymy na to, ze ABfig. 1iest bokiem
dziesieciokata foremnego w koto wpisaniego.
Ze SradkakotaSpoprowadziwszy dwapromienie
SA, SB do koncow Ai B boku dziesieciokata ,
kat we Srodku tego wielokagta ASB iest dzie.-sigtg
czeScigdkatow prostych, czylialbo-| iednego
ka laprostego: wiec w troykacie ASB, dwa dru-
gie katy SAB, SBA wazg reszte do dwoch kritow
prostych, to iest, wazg obadwa razem fkata pro-
stego; a ze katy te SAB, SBA sg rowne, bo SA,
SB sg promienie, wiec ieden z nich np. katSAti
wazy potowe f , to iest wazy \ kata prostego :
a ze kat ASB wazy f kata ])rostcgo , wiec Kkat
SAB iest dwharazy wiekszy od kata ASB. Podzie-
liwszy wiec kat SAB na dwie rowne czesci przez
liniia AC” bedzie kat CASzr:ASB, a tem samem
w troykacie ACS, bedzie bok ACzuCS.

W troykacie ABC kat przyB, iakosmy o-
kazali wyzey , wazy ™ kata prostego ; kat (*AB
wazy | kata prostego zwykrestenia: wiec 5ci
kat ACB wazy reszte do dwoch katéw prostych :
to iest, wazy | kata prostego ; a zatem troykat
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AIHC maiacy przy podstawie BC dwa katy rowne,
ie;ot rownoboczny, bedzie wiec ACzriAB; wiec
trz/y te liniie AC, CS, AB sa miedzy sobg rowne:
znialazlszy wiec iedne znich, znaydziemy tem
samiem i dwie inne.

Dwa tréykaty ASB, ACB malg kat przy B
sp»6lny; kat ASBmCAB z wykre$lenia: a zatem
sa podobne , bedzie wiec AS: ABzz: AB: BC;
cZAli , BS: CSzzCS: BC"; gdyz ASzz:BS, AB"
C:S: to iest, promien BS w' punkcie C podzielo-
ny iest wstosunku $rednim i skraynym (222), i
b(ok lokara AB réwna sie odcinkowi CS, ktéry
ielst wdekszy od drugiego odcinka CB: gdy bo-
wiem w ostatniey proporcyi pof)rzednik pier-
wszy BS wiekszy iest od swego nastepnika CS,
wiec i poprzednik drugi CS musi by¢ wiekszy od
swego nastepnika CB. Chcac zatem wpisa¢ pie-
ciokat foremny w dane kolo , trzeba na[)rzdd
promieri danego kota podzieli¢ w stosunku $re-
dnim i skraynym : odcinek wigkszy promienia
tak podzielonego, bedzie cieciwg loiey czesci
okregu: poprowadziwszy potem cieciwe dwdéch
dziesigtych czesci okregu, ta bedzie bokiem pie-
ciokata szukanego.

» TJwagfu Wpisawszy wkoto piecioknt i
dzMiesieciokat foremny, fatwo bedzie w to samo
kolo wpisaé wielokaty foremu,e o 20, 40,
it.d. tjokach sposobem wyzey po'lanvin.

W powyzszym sposobie docbodzoinri bo-
ku dziesieciokgta foremnego wkoto 'w;)is,me-
go, przypnsczamy , ze bok ten iest ixrz znale-
ziony, i przez cjag rozumowan docliodziuiy na

11 *
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koncu , iZbok teu réwna sie wiekszey czoosci
promienia podzielonego w stosunku S$redniiin i
skraynym. W nastepuigcym sposobie dowo-
dzenia teyze prawdy przypusczenie takowe inie
ma mieysca ; lecz za to przypusci¢ nalezy i*aka
rzecz skadingd wiadoma i potrzebuiaca tylko (do-
wodzenia, Ze wieksza cze$¢ promienia podzzle-
tonego w stosunku S$rednim i skraynym ré\wiia
sie bokowidziesieciokgta foremnego wkoto wypi-
sanego.

Niech bedzie promieA SB podzielony wpiun-
kcie C w stosunku S$rednim i skraynym. Wszig-
wszy cieciwe AB ziz CS i poprow adziwszy SA,
CA; poniewaz podtug zatozenia BS: CSz=:(GS;
BC, aAB=:CS z wykreslenia, bedzie wiec IBS:
AB—AB: BC: troykaty zatem SBA, CBA"sg po-
dobne (196), atem samem katy przeciwne Ibo-
kom proporcyonalnym sg rowne; toiest kat S>izz
CAB, i kat SABHZach': a ze kat SAB=z B,
gdyz troykat SBA iest réwnoramienny, wiec i
kat ACB zz: B, atem samem bok AB zz: AC; ze
za$ ABzziCS z wykreslenia, wiecACzziCS: tr<dy-
kat zatem ACS iest rownoramienny , atem sa-
niemkat Szz:CAS.

Lecz kat ACB zzi S + CAS (8f)); czyli

kat SAB zz: sS; atym samem
kat B zziaS.
W ostatnicli dwdch réwnaniach dodawszy
strony odpowiadaigce, bedzie
kat SAB -f = 4S. Dodawszy po obu
stronach kat S, bedzie kat SAB + B -f AS;
to iest, wtréxka&ieSBAsumma wszystkich trzech
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kfatéw iest 5 raiy wieksza od kata S, czyli co na
ierdno wychodzi, kat S iest pigtg czeScig trzech
k.atow troykata : a ze trzy katy troykata wazg
dnva katy proste ; wiec kat S iest pigta czescig
d wdch katéw prostych , czyli dziesiata czeScia
4 katébw prostych; atein samem tuk AB bedacy
rniiarg kata S, iest dziesigtg czescig catego okre-
giu, wiec cieciwa tuku tego AB rowna zwykre-
Stenia wiekszey czesci promienia podzielonego
w sposunku $rednim i skraynym, iest bokiem
d;ziesieciokata foremnywir w koto wypisanego.

258- Zagad. Wpisa¢ w koto wietokat
faremny o i5 {jokach.

Rozw. Bok szeSciotcata czyli promien kota
iest cieciwg 6tey czesci okregu; bok dziesiecio-
kata iest cieciwg lotey czeSci okregu. Roznica
miedzy i " iest Wiec z punktu A prze-
niostszy bok dziesieciokagta od A do D, i pro-
mieA I1"ta od Ado E, int*DEznAE—AD; czyli
tuk DE iest r6znicg miedzy i” czeScig okre-
gu, atem samem iest czescig okregu. Wiec
cieciwa tego tuku bed/ie liokiem pietnastokata
toremnego wkoto wpisanego*:

Uwaga.  W~pisawszy w koto pietnastokat
foremny, fatwo bedzie w to samo kolo wpisac
wielokaty foremne o 50, 60, 120it.d. bokach
sposohem wyzey podanym.

239. Uwaga 2. W powyzszych zagadnie-
niach podalismy sposdb podzielenia okregu, \ 6d
na czesci rownych 3,6,12 it.d.; sre, na 4 8,
16 it.d.; Sc/c, na 5, xo, 20 i t.d.; 4/<?,nai5,
So, 60 it.d.
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Sg takze sposoby dzielenia okregu na inine
czesci rébwne, a mianowicie na 25, 50, uoo,
200, 400 it.d.; na 45, 90, 180, 360 it.d.; becz
sposoby te w Jeometryi Elementarney wyto>zo-
ne by¢ nie moga. -

240. Czesc¢ okregu zowie sie stop?iiemi,
gradus.  Wprowadzono ten podziat okregu na
stopnie dla fatwieyszego oznaczania wietko'sci
katow, ktérych miarg sg tuki miedzy ramior.ia-
mi zawarte , iakoSmy powiedzieli wyzey (i i<9);
a dla wiekszey doktadnos$ci kazdy stopien dzi‘eli
sie iescze na 60 czesci rownych zwanych inimu-
tamipiei~wszemi, minuta prima, kazda miiuu-
ta na 60 czesSci rownych zwanych  sekundami,
minuta secunda , kazda sekiuida na 60 cze sci
rownych zwanych tercyami,minuta  teriia it.d.
Zero potozone u gory z prawey strony liczby ia-
kiey oznacza stopnie, a znamie iedno, dwa, trzy
it.d. takiez potozenie maigce, oznac,za minnfry,
sekundy, tercye it.d. nyy.tuk iakikolwiek
15' 24" znaczy, ze tuk ten ma stopni 37, miimt
15, i sekund

Poniewaz miarg kata prostego iest czwarta
cze$¢ okregu (120), wiec kat prosty nia 90 sio-
pni; kat roztwarty wiecdy , a kat ostry mniey
niz 90 stopni.

Mozna byto inng iakgkolwiek cze$¢ okre-
gu wzig€ za stopien : zgodzono sie iednak na

tev podobno j)rzyczyny, ze liczba
5 «'iest podzietna przez wszystkie liczby, za-
0:-WSy od i, az do 10, wylgczywszy tylko H-
(+'*he 7.
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PoZniey we Francyi przyieto inny podziat
oWegM na stopnie: cze$¢ okregu nazwano
gnacie stopniem; setng cze$¢ stopnia naz”aiio
nu" nutg , setng cze$¢ minuty nazwano sekimda
it,d. W takim wiec podziale kat prosty ma 100
stopni; kat roztwarty wiecey, a kat ostry nniiey
a inizeli 100 stopni: tuk np. iakikolwiek a”™mi”»,
91 znaczy, Zetuk ten ma stopni 24 i mimit 91,
podtug nowego podziatu.

Nowy ten podziat wtem iest wygodny, Ze
dzMiatania arytmetyczne z utomkami dziesigtne-
mi wymagaig nie wiele pracy.

Wreszcie stopnie dawnego podziatu tatwo
by¢ moga obrécone na stopnie podziatu now’e-
go. Chcac np. 72 stopnie podziatu dav/nego
obréci¢ na stopnie podziatu nowego, trzeba u-
tozy¢ nastepuigca proporcva:

90: ioonz72: X zzz 80.

Podobniez chcac np. 50 stopni nowego
podziatu obréci¢ na stopnie podziatu dawnego,
trzeba utozyé nastepuiacg proporcyg :

100: 90 zzz.50: X z=:45-

241. Pow iecizielismy wyzdy (121), ze av
niektorycli sczeg6lnych j)rzypadkach mozna kat
dany , atem samem tuk bedacy miarg tego k ta
podzieli¢ na czesci rownych 3,5 it.d.
dnienia poprzedzaigce utatwig do tego
. trzeba tylko uwazac iak g czeScig catego ok T elT
iest dany tuk. Niechby np. dany luk byt “ta
czeScig okregu, kota ; bok dwainastokat™ fore-
mnego wkoto wpisanego, bytby cieciwa 3ci'v
czesci danego tuku, a bok dwudziestokata foi>.
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mnego wtoz kolo wpisanego bytby cieciwg 5tey
czesci tegoz tuku. Gdyby tuk dany b}d: 5t c;ze-
Scig okregu kota, bok pietnastokata foremne/go
w to koto wpisanego bytby cieciwg 5ciey cze'sci
danego tuku it.d.

242. Zagad. Maigc wiadomy hok wiic-
lokat aforemnego o iakieykohviek liczbie b>o-
kéw  koto wpisanego, znalez¢ waznos¢ botku,
innego wielokata foremnego w toz koto wpi-
sanego, ktory ma bokow dwa razy wiecey niz
wielokat ~ pierwszy.

Rozw. Niech bedzie ABfg. 126, bok wie-
lokata pierwszego, AM bok wielokata drugiego.
Przedtuzywszy promien MS do N, i poprowadzsi-
wszy cieciAve AN, w troykacie MAN prostoka-
tnym przy A (128), i w ktérym AB iest prostopa-
dta doMN(i09),iestMN: AM=AM: MO(20™").
WiecAMA—MNXMO0. AzeMNzii2MS, a
MO~MMS —SO; bedzie wiec

AMA=2SM (MS —SO)», — . — . — A

W trédykacie ASO prostokagtnym przy O ,
iest SOMznAS' —AOQ'(i69): czyli SO'z=MS' —
("AB/; gdyz MS=AS, AO AB. Wiec SO
—\/ MS'—(]AB/. W rownaniu zatem A za-
miast SO potozywszy znaleziong waznos¢ , ro-
wnanie to zamieni sie w nastepuigce : AM'
2MS' (MS —y/ MS'~ ("|AB)".

"Wzigwszy promieii MSza i, bedzie

AM'Z=:2 c 1 — I — (TLiv; to iest:poto-
we boku danego wiolokata j)odnies¢ do kwadra-
tu, kwadrat ten odig¢ od 1, 7 pozostatey reszty
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wyyciagnao pierwiastek kwadratowy, ktéry odie-
ty od 1 irozmnozony przez 2, bedzie kwadra-
temi boku wielokata szukanego ; a zatem pier-
wiiastek tego kwadratu bedzie waznoS$cig tegoz
bo>ku.

tuk AM wpunkcie P podzieliwszy na dwie
ré*wne czesci , i poprowadziwszy dwie cieciwy
AP, PM; cieciwy te bytyby dwbma przylegtemi
bo)kami wielokata foremnego w kolo wpisane-
go*, maigcego bokdéw dwa razy wiecey niz wie-
lolkat drugi; i bytoby poditug powyzszego zaga-
dmieniaAP'z=2(i — i —(-|A]ViX i tak datey.

245, Zagad. Maigc wielokat forcniuy
0 nakieykoh\dek liczbie bokéw ABCD it.d. fig.
i9j.rj wkoto  wpisany, opisa¢ na tem kole dr u-
gi wielokat podobny pierwszemu.

Rozw. 7ie srodka I>iola S, spusciwszy S)b
it.'d. prostopadte do bokdw wielokagta ABCDEF,
1przez punkta a, b, ¢ i t.d. poprowadziwszy sty-
czne kola GH, HI it.d., az do przeciecia sie z
soba w punktach G, H, 1,K it.d. wielokat
Glil it.d. bedzie szukany: gdyz poprowadziwszy
liniie SG, SH, Sl it.d., troykaty Slla, SH/' pro-
stokatne przy aib maig bok SH sp6lny; bok Sa
zmSh, wiec przystang do siebie (')2), a W scze-
gblnosci kat HSrt n: HSZ', a zatem i miary tycli
katow sg rowne; to iest, tuk BazzzBb. Wiec
liniia SH przechodzi przez $rodek tuku ab, czyli
linila SH przechodzi przez w”ierzchotek kata B.
Tymze sposobem okaza¢ mozna, ze liniia SI
przechodzi przez wierzchotek kata C it.d. Ze
za$ hniia GH iest rownolegta od AB, gd) z obie-
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dwie sa prostopadte do i liniia HI rownode-
gta odBC i t.d. bedzie kgt GHIz=:ABC (70). IPo-
dobnieZ okaza¢ mo>na, ze kat HilC zz; BCU iitd.
"Wiec katy wielokata opisanego rowne sg katcom
wielokata wpisanego. Nadto w dwdch troytka-
tach GSH, ASB podobnych, tudziez w drugiich
dwdch HSI, BSG podobnAch, ie.stGH: An~S>U:
SB HI: BCz=:SH :SB; a ze SH: SBzziSH: .SB,
wiecGH: ABz=HI:CB.

W tey proporcyi nastepnik iwszy AB row ny
iest nastepnikoAYi amu BG z zatozenia ; wie(C i
poprzedniki sg rowne: to iest, GHzizHJ. Tyniize
sposobem okaza¢ mozna, ze HlzzilK , ICZZ:1KIJ
i t.d. azatem wielokat GHI it.d. ma boki ws;zy-
stkie miedzy sobag réwne ; iest Aviec toremny i
podobny wieiok;Uowi wpisanemu.

Sposob Niech.bedzie wielokat fore-
mny ARBC it.d. wkoto wpisany fig. "S- I1"0-
Arowadziwszy promienie SA, SB, SC itd. i z
toncow A,B,C it.d. tych promieni poprowa-
dziwszy liniie GH, HI, IK it.d. prostopadle do
tych promieni, i przecinaiace sie z sobg w pun-
ktach H, I, K it.d.; wielokat GK bedzie szukany.

Gdyz w dwdch tréykatach ABG, BCH, bok
AB zz: BC iako boki wieloka}ta forenuiegfo; kat

BAGzziCBH gdyz maig za miare potowe tukéw
rownych AB," BC (ia6)~, kat ABGzizBCH dla
teyze przyczyny, wiec dwa te troykaty przysta-
ng do siebie, a w sczegdlnosci kat GziiH.
Tymze sposobem okazaé mozna, ze dwa
troykaty BCH, CDI, przystang do siebie; bedzie
wiec kat H—I, Toz moéwic¢ o innycli troyka-
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tacch ; azatem wielokgt GHIK" it.d. ma katy
ro™wne.

Nadto tréykaty ABG,BCH, CDI it.d. sa
ronvnovamieiine ; gdyz katy ich przy podstaw’ie
Afl3,BC CD it.d. sg réwne, iako maigce za mia-
rei polowe tukéw AB, BC it.d. ; wiec bok AG
zzirBG, Bli=:CH i t.d. a ze whszystkie te troyka-
ty moga do siebie przystaé, wiec bedzie AG ~
OBzzzBHznHCzziCl it.d. Ze za$ kazdy bok
wiielokata oj)isanego GHIK it.d. ztozony iest
z dwoch takowych liniy , wiec wszystkie boki
be~dg miedzy sobag rowne. Wielokat zatem o-
piisany GIlilK it.d. maigc wszystkie katy rowaio,
i boki rowne iest foremny.

244- Uwaga. Przez wszystkie wierzchotki
k gtow kwadratu i 24 wkoto wpisane-
g<o poprowadziwszy styczne, utworzy sie EFGH
kwadrat na kole opisany, ktory iest kwadratem
& ednicy tegoz kola : gdyz bok tego kwadratu
FF iest rowny DB $rednicy kola. A zatm kwa-
drat na kole opisany i kwadrat S$rednicy iest
wszystko iedno.

24", Otlwrohiie. Maigc wielokat fore-
mny GHIK i di.Jig. 127. opisany na kole, aby
wpisa¢ wto samo koto drugi wielokat foremny
podobny pierwszemu, wierzchotki katow” dane-
go wielokata ztaczmy ze $rodkiem kota liniiami
SG, SH, Sl it.d. ktére okrag przecinaig w pun-
ktach A, B, C it.d. Punkta te potgczywszy li-
niiami prostemi AB, BC itd.. Avieloknt AD bedzie
szukany: gdyz ioV/tréykaty .SGH, SHI, SIK itd.
moga do siebie przysta¢; a w sczegdlnosci kavy
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ich przy S sq miedzy soba rowne , wiec i miiiary
ich, to iest, biki AB, BC, CD i t.d. sg takze 3 ro-
wne, atem samem i cieciwy AB, BC, CD ii t.d.
bedgce bokami wielokgta szukanego, sg miec"dzy
sobg réwne. 2.re. Poniewaz GSzzzHS i ASS —
BS, wiec GS: ASzz:: HS: BS; a zatem liniia AB
iest rownolegta od linii GH (i80). Podobnynmze
sposobem okaza¢ mozna , ze liniia BC iest ro-
wnolegta od HL A zatem kat ABCrzzGlll, iaako
zawarte miedzy liniiami w”zgledem siebie row rno-
legtemi i wiednez strone rozchodzgcemisie. iDla
leyze przyczyny kat BC+3=:HIK it.d. aze Ika-
ty GHI, HIK itd. sag réwne z zatozenia, wherc i
katy ABG, BCD it.d. beda sobie réwne. W!/ie-
lokat zatem wpisany ABCD i t.d. maigc boku i
katy rowne, iest foremny.

Sposéb zgi. Niech bedzie wielokat fopre-
my GHIK itd. yig. 128. opisany na kole: adjy
wpisa¢ w to samo kolo drugi wielokat forenuny
podobny danemu, punkta zetkniecia sie bokcow
wielokata danego z okregiem, to iest punkta A,
B, C itd. potagczywszy liniiami prostemi AB, ICC
it.d. wielokat ABCD it.d. bedzie szukany: gdtyz
w* dwoch trdykatach ABG, BCH; bok AG=:B1H,
bokBG=:HG iako$Smy okazali w zagadnieniiu
poprzedzaiacem (245); kat AGBinBHG z zak(0-
y.enia: a zatem dAva te tréykaty przystang do si(e-
bie, a wsczeg6lnosci AB=: BG. Tymze sp(0-
sobem okaza¢ mozna, przez przystanie dwoc™h
troykatow BCH i CDI, tudziez chugich dwdcdi
CDI I DEK it.d., ze bok BGzizCD, bok CID

i t.d. Boki zatem wielokata ABCD it. td.
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sa miedzy sobg rowne: a tem samem i tuki AB,
BOj Ci) it,d. ktorych boki te sg cieciwami, sg
mliedzy sobg rowne. A stad wypada , ze i kat
AfBC BCD : gdyz pieiwszy z nich obeymuie
raunionami swoiemi tuk AEC , drugi obeymuie
raimionami swoiemi luk BFD: te za$ dwa tuki sg
sotbie rowne, kazdy bowiem z nich ztozony iest:
ze' 4 tukéw miedzy sobg rownych. Podobniez
okaza¢ moznaze kat iCD =: CDE , kat CDE
DEF it.d. Wielokat zatem ABCD i x. d. ma-
igce wszystkie boki i lvaty rowne iest szukany.
246. Zagad. Maigc wiadomy bok AB "
wdelokgla foremnego ABCD it.d. wkolo wpi-
sarnego fig. T27.znatezcwazno$¢  boku HG wie-
foibgla GHI it.d. na temze fiotle opisanego.
Rozw.  Poprowadziwszy S”™ prostopadta
d(o AB-, dwa troykaty Skin, SG« prostokatne;
przy m i i maigce kat S spdlny sa podobne
wiec Sni'. Sa izz km: Ga. Rozmnozywszy 2gi
stosunek przez 2, bedzie Sm: Sa~2.k7?i: 2G"z;
czyli Sm: Sa = AB*HG. Wiec

GHzIz S J ; ik
07t
"w troykacie kSm iest Sni* zz: AS" — krtr
(169); czyH Sm”~~ Sd*— (f AB)'; a zatem S/?/
zz:\] Sa'— (iABWaznosc¢ te potozywszy
w rownaniu A zamiast Sw, bedzie'
AB

| taka iest waznos$¢ boku GH wlelokata fo-
remnego na kole opisanego. Oznaczywszy bok
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AB wielokata wkoto wpisanego gtoska./T, ibok
flIG wielokata na kole opisanego gtoska AL, a
promien Sa wzigwszy za i, bedzie

AN X | N

y'1—(f"y
Podobnie/- oznaczywszy gtoska b bok wie-
lokata wpisanego maigcego dwarazy wiecey bo-
kow, niz wielokat iwszy wpisany , a gtoska B
bok wielokata opisanego , maigcego dwa razy
wiecey bokow, niz wielokat iwszy opisany; be-

dzie Bzzi -—- " itd,
Vo " (W e
247- Twier. Obwody wielokatow  fore-
mnych o iedney liczbie bokéw, sg w stosu/ikii
promieni kot opisanych Inb wpisanych ,a ich
powierzchnie sg W scosunku dwumnoinyrn
tychze promieni.

Dow. 16d. Niech beda dwa wielokaty fore-
mne o iedney liczbie bokéw® ABCDEF, abcdef
Jig. 122: wpisawszy w nie i opisawszy na nich
kota, ktorych Srodki sg S, s poprowadzmy pro-
mienie SA, SB, SC it.d., sa, sbh, sc it.d. W
dwoch troykatat:h ABS, abs , kat ASB  asb ,
kat S A B — : gdyz kazdy znich iest potowa
kata w wielokacie: wiec dwa te trdykaty sg po-
dobne. Bedzie zgeMn SA: Ze za$
i obwody tych dAMich Avielokatow maig sie iak
AB: ab (214) ; wiec obwody te maig sie ta'vze
iak SA, sa\ toiest, iak promienie kot op sa-
ny ch.
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2-?.  Z punktow S i do bokéw AB i ah
spiusciwszy prostopadte 8M, sni, dwa troykatj
AtMS, anis prostokatne przj M, ni, i w ktdrych
kirgt 8AMz=:5rtr/?7 , sg podobne ; wiec SA, sa ziz
SiM: sm\ a ze podtug dowiedzenia, SA: sa-nz,
AuB: ah\ wiec AB: SM: w, atem samem
blbwod iednego wielokata, do obw”odu drugiego,
iaik SM:5W czyli iak promienie két wpisanych
w/ te wielokaty: liniie bowiem SM, sm sg pro-
miieniami kot wpisanych.

5c/<?. Poniewviz iest AB: "Z'zzz SA: sa i
AvB: ah zizSM: sm bedzie wiec AB'": aV zzzSA':
siaf" i AB™ ah” \snf. A ze powierzchnie
t'ych wielokatow maig sie do siebie iak AB': ah”
(f2i14), wiec bedg sie tez miaty iak SA”: sa\ al-
boiak S M ', toiest, iak kwadraty promie-
nii kot opisanych lub wpisanych; czyli, powieiz-
cdinie wielokatow foremnych o iedncy liczbie
bjokéw sg w stosunku dwumnoinym promieni
kot opisanych tub wpisatiych.

248- Twierd. Powierzchnia iviclokata
foremnego na kole opisanego ABCD it.d.
Jig. 122. réwna iest iloczynowi iego ohwodn
przez polowe promienia Iwia wpisanego w
ten  wielokat.

Dowod. Do wierzchotkéw wszystkich ka-
tow danego wielokata poprowadziwszy promie-
nie SA, SB, SC it.d., [)Owierzchnia wielokata
podzielona bedzie na tyle troykatow magacych
do siebie przystac, ile wielokat ma bokoéw. Ka-
y.dy ztych troykatow np. ASB, bioragc w nim za
podstawe bok wielokata AB, ma za wysoko$¢
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SM promien kola wpisanego. Bedzie wiec po-
wierzchnia trdykata
ASBHZAB X ~ SM. Podobniez powierzchinia
tréyknta
BSC=zBCX#SM: gdyzSNzziSM; azatem,
powierzchnia troykagtow ASB BSCzzzAB X
|ISM -f BG X iSM, czyli ASB-|-BSG=:(AB-f
BG)|SM.

Tymze sposobem postepnigc daley, oka-
zemy , ze powierzchnia wszystkich troykatow
sktadaiacych powierzchnia wielokata danego,
rowea iest (AB-f BG-f CD-f DE+ EF) |[SM ,
to iest, powierzchnia wielokgta ABGD i t.d. ro-
wna iest iloczynowi iego obwodu, przez potowe
promienia kota w ten wielokat wpisanego (*).

249.  Wniosek. Stad wypada , Ze kiedy
iest kilka wielokatow foremnych o rézney li-
czbie bokéw, naiednemze kole opisanych, po-
wierzchnie ich maig sie do siebie, iak ich obwo-
dy: e;dyz nazwawszy ieden wielokat Q, drugi
obwod pierwszego 0, 2go o, a promien kota na
ktorem te Ylielokaty sg opisane, czyli co na ie-
dno wychodzi, promien kota wte wielokaty wpi-
sanego nazwawszy R, bedzie podtug poprzedza-
igcego twierdzenia Qz=:-jRO ; a za-
[6m 'Q: /7Z=:|R0: “RO. Podzieliwszy drugi sto-
sunek przez -|R, bedzie Q: //zzO: o, to iest,
Avielokaty Q i ” sg do siebie iak ich obwody.

i50
(*) Prostopadta SM spusczona ze $rodka kola w
wielokat foremny  wpisanego , do boku te*oi
wielokata zowie sie po grecku Apothema.
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Twierd. Powierzchnia wielokata
foircnuiego  w kolo wpisanego, maigcego pa-
rzwstg liczbe bokéw , rowna iest iloczynowi
j)otlo\\:y promienia  kola opisanego przez ob-
woul innego wielokata foremnego wtoz koto
wpyisanego , lecz maigcego dwa razy mniey
boikoéw 7iiz wielokat  dany.

Dow. Niech bedzie AD 123, szf*Scio-
kait foremny w koto wpisany, ACE troykat fore-
mtriy czyli rownoboczny wtoz koto wpisany. Po-
prowadziwszy promienie SA, SB, SG it.d. wtroy-
kaicieSBA wzigwszy za podstawe St5, wysokoscig
ieigo bedzie AG prostopadta do SB (rog): a za-
teim powierzctmia troykata SBAzn AG X
P(odobniez powierzchnia

troykata SBC=: CG X 1-"B.
Wiec SBA+ SBG=z (AG"-f CG) ~SB; czyli po-
wiierzcbnia czworokata ABCSzizAC X f SB.

Tymze sposobem okaza¢ mozna, ze po-
-wierzchnia czworokagta GDES zzz CE X i
AFESzzzEAXMSB. Azatem povvierzchnia wszy-
stkich trzech czworokatow, czyli powierzchnia
szesciokagta ADzz:(AC + CE -f- EA) |SB; to iest,
powierzchnia sze$ciokata foremnego wkoto wpi-
sanego, réwna iest iloczynowi obwodu troykata
rownobocznego w toz koto wpisanego , przez
potowe promienia kota opisanego.

Ten sam iest sposob dowodzenia, gdy wie-
lokat w koto wpisany ma inng iakagkolwiek li-
czbe parzystg bokéw. Oznaczywszy zatem gto-
ska W obwdd wielokata forenmego o iakieykol-
wiek liczbie bokow wkoto wpisanego, a pro-

12
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mien kota opisanego gtoskaR; iloczyn 0-
ziiacza€ bedzie powierzclinig wielok iia foremuie-
go w koto wpisanego. Uwazac tu tylko potrze-
ba, ze iezeli Wznaczy obwod troykata , kwad.ra-
tu, pieciokata it.d. iloczyn-|R.W wyrazac lbe-
dzie w pierwszym przypadku powierzchnig s;ze-
$ciokata, w drugim powierzchnig o$mio”gta, w
3cim powierzchnig dziesieciokata i t.d.

251. Zagad. Maigc wiadome  powierz-
chnie dwdch wielokatow foremnych, podo-
hnycli iednego w kolo wypisanego, drugiego o-
pisanego nakole, znaleZ¢ powierzchnie  dwdch
innych wielokatéow foremnych |, iednego w pi-
sanego,drugiego  opisane go,maigcych  bokdow
po dwa razy wiecey, niz wielokaty  pierwsze.

Rozw. Niech bedzie rt® 129 bok da-
nego wielokata wpisanego, AB réwnoodlegta od
ab bok wielokata opisanego. Poprowadziwszy
promienn S/AI prostopadty do ab, tudziez cieci-
Ae am i styczne «P, ZN, cieciwa am bedzie
botrienl wielokagta wpisanego dwa razy Aviecey
bokéw maigcego, a PN beclzie bokiem wieloka-
ta opisanego dwa razy wiecey bokéw maigcego;
co iest tatwo okaza¢ podhig wiadomosci po-
przedzatgcycli.

Niech #*edzie q powierzchifia wiadoma wie-
lokagta wpisanego, ktdrego bokiem iest ab, Q
powierzchnia wiadoma wielokata opisanego ,
ktérego bokiem iest AB; x powierzchnia szuka-
na wielokata wpisanego, ktérego bokiem iest
am-, X powierzchnia szukana wielokata opisa-
nego, ktérego bokiem iest PN.
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Dwa trdykatj "DS , amS maigce spéiny
wieirzcliolek w punkcie  sg do siebie iak pod-
sta®yy SD, i SM (151), to iest

<2DS: amS zzz SD: Sm.

Te same dwa troykaty, uwazaigc ie iako
czeisci wielokagtéw Q 1JC, sg do stebie iak te wie-,
lokaty: gdyz iaka czeScig powierzchni wdeloka-
ta (1 iest troykat rtiDS, takag czeScig powderzchni
wielokata x iest troykat <z77zS, 0 czem widocznie
przekona¢ sie mozna, dokonczywszy figury:

bet-izie waec.
aDS: amS zzLg\ x.  Ztozywszy dwie te pro-
porcye, bedzie —SD:Sw — ' — — A

Troykaty maS i mk$>maigce spolny wierz-
chotek w pirnkcie m, sg do siebie iak podstawy
asS, AS, to iest

masS: ttzAS =: ~zS: AS.

Te same troykaty uwazane iako czesci po-
wierzchni wielokatow x i Q, sg do siebie iak te
wielokaty, to iest

maS\ mASzzzx: Q.

Ztozywszy dwie ostatnie proporcye, l)edzie
A Qr=«S: AS; —'— — »— B

W tréykacie ASm, w ktérym aD iest rd-
wnoodlegta odAw, iest SD: SmzzzaS: AS(178).
Wiec zlozywszy dwie proporcye oznaczone gto-
skami AiB, bedzie <7: xz=zx: Q; a tem sanicin

To iest, pow"ierz-
chnia szukana wielokata wypisanego x rowna
ies™ pierwiastkowi iloczynu dw™6eh powierzchni
wielokatow danych Q i

24¢2. Dwa troykaty SP/«, SPA maigce spol-
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na wysoko$S¢ Sm, sg do siebie iak podstawy /777zP,
AP, to iest
SPm: SPA=:777P: AP.

Poniewaz za$ liniia SP dzieli knt ASm na
dwie réwn.e czesci, co tatwo iest oknzac. za ppo-
jitoca truykatOAY SP/77, SPA mogacycli do siebbie
pi/ystaé¢, bedzie whiec

7//P: AP=:S777: AS (180; "E za$

Sm: AszizSD: Sa ; czyli

S777. AS = SD: Sr77, gdyz S77 zz: Sa

SD: SwZzZ . , podiug pieiw'szey~c;v,e-
§ci ninieyszego zagadnienia; ztozywszy wv'iec
\yszystkie te proporcye, bedzie SI®?: SPA.zz:
e: .T, atem samem SP//?: SPiiZ* q
-f-~; czyli SPw: kSm —q\ gPiozmrno-
zywszy poprzedniki przez  bedzie 2SP/77.: ASSai
z=:29. q "

Lecz 2SP/7"+=:SP/7"-f-SP<2Zzz[TPwWS | A\S//i*
uwazane iako czeSci powierzchni wielokattow
X i Q sg do siebie iak te w™eloknty, to iest

2SPI7; 1 ASI7T2 =zzX: Q; Wwiee

X: QHZ2T. q X; atem samem
L. 94X Q
' q-fa;

252. Uwaga. Znalaziszy wielokaty f;,
X, clicac potéin znalez¢ powierzchnie dw(éch
innych Wielokatow;”" wpisanego, Y opisanefgo”
ktéreby miaty po dwa razy wiecey bokéw, niz
wielokaty .r, X; Tymze samym sposobem po)Ste-
puiac znale/titiySmy, zej zz:\/ X X ?

Yzz:
Mo-r-7
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rodobniez oziiaczTvvszy gtoskami z, Z po-
wrierzcbiiie dwécH innych Avielokatow maigcych
pco dwa razy wiecey bokdéw , niz wielokatyj', Y;

t3)ytobyz=2z\/YX7; Zz = i t.d.

253.  Twierd. Gdy sg dwa kota nakre-
$Uone z jednego $rodka-S, dwoma promieniami
niierownemi AS, BS fig. i30, ktdre sie zowig
k(otami spotsrodkowemi , circiili concentrici ;
miozna zawsze w koto'wieksze wpisa¢ wielokat
foremny, na kole za$ mnieyszem opisa¢ wielo-
k(at podobny pierwszemu tak, ie obwdd wielo-
kigtéi wpisanego w zadnym punkcie nie  zey-
dizie sie z okregiem kola, mnieyszego , obwod
zia$ wielokagta opisanego  w zadnym punkcie
n.ie zeydzie sie z okregiem kota  wigkszego.

Dow. Przez punkt > poprowadziwszy sty-
czng CD, az do przeciecia sie z okregiem wie-
kszym w punktach CiD, podzielmy okrag wie-
kszy natyle czesci réwnych, aby kazda cze$¢ by-
ta mnieysza od tuku CAD. Daymy nato, ze taka
c:zescig iest tuk EAF, ktéry w punkcie A iest po-
d zielony na dwie cze$ci rowne. Poprowadziwszy
cieciwe EF, cieciwa ta iest w odlegtosci wie-
kszey od Srodka kota S, nizeli cieciwa CD (124).
A Ze ta cieciwa iest réwnoodlegta od cieciwy
CD, gdyz obiedwie sg prostopadite do As(109);
wiec dwie te cieciwy zeys$¢ sie z sobg nie moga:
a zatem i cieciwa EF "zokregiem kota mnieyeze-
go zeys$é sie nie moze ; atem samem i obwod
wielokata foremnego wkoto wieksze wpisanego,
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ktérego bokiem iest cieciwa EF, z okregiem ko-
ta mniejszego zej$¢ sie nie moze.

Poprowadziwszy promienie ES, FS przeci-
naigce sie z cieciwg CD w punktach I, H, liniia
IH bedzie bokiem wielokata opisanego na kole
mnieyszem podobnego Wielokgtowi wpisanemu
w koto wieksze (243)- Gdyby bok tenlIT mogt
sie zeys¢ z okregiem kota wietiszego, zeyscie sie
to winnym punkcie nie mogtol)y nastgpic, ctiy-
ba wpunkcie I lub H, ktore ze wszystliticli pun-
ktéw linii HI sg naybardziey oddalone od okre-
gu mnieyszego, atem samem naybardziey przy-
blizone do okregu wigkszego. Lecz gdyby punkt
np. 1 znaydowat sie na okregu wiekszym, na len
czas liniia Sl bytaby réwna linii SE; co byé nie
moze, gdyz pierwsza iest czescig drugiey: wiec
i bok IH wielokata drugiego nie moze sie zeys$¢
z okregiem wiekszym. Toz mowic¢ o innych Do-
kach tego wielokata. A zatem obwo6d wieloka-
ta opisanego na kole mnieyszem, nie moze sie
zey$¢ z okregiem kota wiekszego.

ROZDZIAL IX.

O powierzchni  kota i o stosunku okregu do
Srednicy.

254. Wiadomosci w Rozdziale V i innych
wytozone, daty nam pozna¢ rozmaite wiasnosci
kota, do zi aczney liczby twierdzen o liniiach
prostych, [o katach i wielokatach Scisty wptyw
maigcych. Lecz pozostata i«5cze do wytozenia
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rzcecz w dalszey Jeometryi'lstot nie potrzebna, to
ietst, czyby nie mozna jakowym sposobem zmie-
rzy¢ okregu kota i iego powierzctini, iezeti nie
z ttakg doktadnoscia, z jakg mierzyé mo-emy li-,
niiie prgste i ptasczyzny liniiami prostemi zakon-
cz-,one ; to przynaymniey z jak naywiekszem do
rz(eczywistey waznosci przyblizeniem. Wiado-
m«os$ci w poprzedzaigcym Rozdziale podane o
wiielokatach foremnych w koto wpisanych i o-
pijsanych na kole utatwig nam do tego droge.

255' Przypatrzywszy sie z uwagg dvvom
wiielokatorn foremnym oiednakow ey liczbie bo-
kow, iednemu wkoto wpisanemu, drugiemu o-
pi.sanemu na kole, postrzezemy léd, ze obwdd
opisanego wiekszy iest, niz obwdd w pisanego
wielokata: gdyz w troykatach ABG, BCH i t.d,
figh. i28,AG-|-BG>AB," BH+ CH>BG it.d.
(22).

256. Q.re. Podwaialac ciggle liczbe bo-
kéw wielokata wypisanego i opisanego , obwod
pierwszego bedzie sie co raz powigkszat, obwéd
za$ drugiego bedzie sie coraz zmnieyszat. Ja-
koz niech bedzie y?. 131, ah bok wielokata
foremnego wkoto wpisanego, M potowy
dwoéch bokéw przylegtych wielokata na kole od-
pisanego. Poprowadziwszy promien Sm prosto-"
padty do ah, i cieciwy am, hm, tudziez liniig
AB prostopadtg do Sm ; cieciwy am, hm beda
dw™oma bokami przylegtemi wielokgta wypisane-
go maigcego dwa razy wiecey bokow niz whie-
lokat pierwszy wpisany; liniie za$ aA, km, 7/7B,
Bh, beda potowami bokéw wielokata opisanego,
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maiagcego dwa razy wiecey bokoéw, niz wielolkat
opisany pierwszy.

W tréykacie amh iest a?nbm'y>ab(js."),
to iest, summa dwoch bokéw” wielokata wpiisa-
nego drugiego, wieksza iest od iednego bo>ku
wielokata pierwszego : a zatem summa wszyst-
kich bokdw, czyli pbwod wielokath wpisanego
drugiego wieksza'iest od summy wszystkich Ibo-
koéw czyli od obwodu wielokata wpisanego piior-
wszego. Tymze sposobem okaza¢ mozna, zZe
obwdd trzeciego wielokata wpisanego maiacego
dwa razy wiecey bokow iviz wielokat drugi, wie-
kszy iest od obwodu wielokafa drugiego it.d..

Podobniez w trdykacre AMB iest AB<AM
-f-MB; czyli A”’7n  wB < AM -|-MB. Dodaw.szy
po obu stronach aK.-\-Bb , bedzie

«A-fAW-f-/77B-fBA-< 7 A-f-AM-fMB-f B/
czylirt®"A-f Al?i-f wB+BZ'<rtM-f M~.  To iest,
summa dwoch bokéw wielokata opisanego dru-
giego mnieysza iest od boku wielokata opisa-
nego pierwszego. A zatem summa wszystkich
bokdw, czyli obwdd wielokata drugiego mniey-
sza iest od sununy wszyslkich bokéw czyli od
obwodu wielokata pierwszego. Tymze sposo-
bem okaza¢ mozna, ze obwod trzeciego wielo-
kagta opisanego maigcego dwa razy wiecey bo-
kow niz wielokat opisany drugi, mnieyszy iest
od obwodu wielokata drugiego it.d.

257- “cie. Kiedy wiec obwod wielokata
wpisanego tem iest wiekszy, im wiecey bokéw ma
wielokat, a obwdd wielokata opisanego tem iest
mnieyszy, im wiecey bokdéw ma wielokat; idzie
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zaitem, ze im wiecey dwa te v,lei ok aty maig. bo-
k(6w, t(*mjimieysza zachodzi rdznica jnledzy ich.
olbwodami. Mozna nawet wpisa¢ wkoto i na
nilem opisa¢ dwa wielokaty foremne o iedn/jyze
licczbie bokéw takln, ze réznica miedzy icti ob-
w odami mnieysza bedzie od wszelkiey ilosci na-
zriaczoney. Gdyz poniewaz obwody wieloka-
tow foremnych o iedneyze liczbie bokdw maig
sie do siebie iak promienie kot wpisanych (2/,%)
oznaczywszy obwo6d wielokata

skg O, obwod "as wielokgta AD gtoska Y% be-
dzie O: W~Sf7i: S<r; atem samem O— W: O

zzzZSm — Sy: Sm ; czyli O—W: Sm.
A nK]XO . .

A zatem O — Wz=: 7 cz)li wzigwszy

promien Sm za i,.0O—W ~ m ~ e i n

rownaniu \e//E\iznqg réwna sie Twor  WOO

czesci promienia Sm czyli i, iloczyn X n

bedzie réwny it.d. czesci obwo-

du wielokata opisanego, atem samem O— W,
czyli réznica miedzy obwodami tych wielokg-
tow, roéwna bedzie TOVO cN-"Sei
obwodn. tegoz wielokata opisanego.

Wzigwszy zatem mq fig. 125, réwng "
Inb inney iakieykolwiek cze$ci promienia Sw
byleby tylko liniia ta mq byta mnieysza od ilo-
§ci naznaczoney, co bedzie z3iVfsze rzeczg podo-
bng do uskutecznienia, i przez punkt g popro-
wadziwszy cieciweFG prostopadtg do Sm, gdy-
by cieciwa ta nie byta bokiem wielokata fore-
mnego w koto wpisanego, dosycby byto podzie-
lic ok™-agtego kota na takie czesci rdwne, aby
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kazda cze$¢ mnieysza byta od tuku FG. Daymy
na to, ze taka czescig iest tuk tih, ktory prze-
niostszy na tuk FG tak aby promieii Sw dzielit
go w punkcie m na dwie réwne czesci, i popro-
wadziwszy cieciwe ah ; cieciwa ,ta iDedgca bo-
kiem wielokata foremnego w koto wpisanego ,
odetnie liniig mc innieysza od atem samem
iescze bardziey mnieyszg od iloSci naznaczoney,
niz iest liniia m/A.

Moina wiec roznice miedzy obwodami
clwéch tych wielokatow uczyni¢" mnieysza od
wszetkiey ilosci naznaczoney, podwaiaigc podtug
potrzeby liczbe bokdéw wielokata wpisanego.

258. Obwadd wielokata wpisanego AD
yig. 128, o iakieykolwiek liczbie bokdow, zawsze
iest mnieyszy od okregu kota: gdyz zawsze liniie
proste AB, BGit.d. krotsze sg od liniy krzywych
czyli od tukbw AmB, B/zG it.d, (5). Obwod za$
wielokata opisanego MJ, o iakieykolwiek liczbie
bokow , zawsze iest wiekszy od okregu kota ;
gdyz liniie ztamane AGB,BHC it.d. bardzity
od liniy prostych AB, BC it.d. oddalone, dlui-
isze sg niz liniie krzywe , czyli tuki A;?/B, BlzCl
it.d. mniey oddalone od tychze liniy prostych
AB, BC it.d. (*). Okrag zatem kota co do swe-

Prawda ta iest wypadkiem sczeg6lnym  nastp-
puiacego twierdzenia:  wszelkie liniie  wjpukity.
co iest te, ktdre liniia prosta we dwoch tylk>.
pmditach przecinaé moze , iak iest np. ohraf
kola , i obwéd wielokata maigcego  wszjsthii
katy wyskakuigce, sag.tem dtuisze, im sie bar-
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iey ditugosci, Srodek trzyma miedzy obwodem™
wielokata opisanego i wpisanego. Kiedy wiec
réznica miedzy obwodami dwéch tych wreloka-
tow, moze by¢ mnieysza od wszelkiey ilosci na-
znaczoney; tem bardziey réznica miedzy okre-
giem kofal i ol)wodem iednego ztych dwdéch
wielokagtow mnieysza by¢ moze od wszelkiey i-
loScinaznaczoney: bo ztrzechilosci nieréwnych,
réznica miedzy naywiekszg i naymnieyszg, za-
wsze iest wieksza, niz miedzy $rednig i naywie-
ksza, lub miedzy $rednig i naymnieysza.

dziey od linii prosCey oddalaig.

Do™od. JSieclt bedg dwie liniie  wypu-
kle ACB, AMB fig. 132 : poprowadziwszy  li-
niig prosta DE dotykaigcg sie linii  wypuhley
ACB wpunkcie C; linila ta DE bedzie krétsza
niz fuk DME ; bedzie wiec ADEB<"AMB,
PVzigwszy potem punkta H, L posrednie  mie-
dzy punktami A i C, Bi OA poprowadziwszy
styczne  FG, IK, utworzy sie nowa liniia  wy-
pukta AFGIKB  mnieysza od linii wypukte/

ADEB: gdyz FGC"FD-\-DG, IK<EI"
EK, Tym sposobem postepuigc  daley, mo-
znaby  wykresli€  nieograniczong liczbe  liniy

ewypuktych corazbardziey = zmnipyszaigcych sie
w jniare przyblizenia sie ich do linii  wypuktey
ACB, ktéra tem samem bedzie ni-etylko kroét-
sza, od AMB,lecz  odwszelkich intiych liniy wy-
puktych®  Srodkuigcych  miedzy wypukla ~ AMB
i ACB, bardziey od linii prostey AB odda-
lonych a nizeli iest linila  ACB,
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259-  Twierd. Jezeli dwie wielkosci iii
odmienne Ai B sa takie, ze mozna dowie$¢” i,
ich réznica A—B iest mnieysza niz trzecia wiel-
kos¢ naznaczona “takmala, iak ulkoby¢ moze:
dwie te wielkoSci A i B sg miedzy sobg réwne.

Dow. Jakoz gdyby dwie te wielko$ci nie byty
réwne,tedy zachodzitaby miedzy niemi ré -nica,
ktéra oznaczywszy FJ, bytloby A—B:=:D, ,,item
samem bylaby, rzecz niepodobna wzig¢ iniedzy
niemi réznice mnieyszg od D, co sie¢ sprzeciwia
zatozeniu.

Uwaga. Trzeba sie tu dobrze zastanowié
nad wyrazem nieodmienne : gdyz mozna np.

otrzyma¢ wyrazenie 2 tak blizkie pierwiastku
prawdziwego, ze réznica miedzy znalezionym a
prawdziwym, moze by¢ mnieysza od wszelkie;v 1-
losci naznaczoney ; aiednak pierwiastek ziialc-
sdony nigdy nie bedzie rowny prawdziwemu :
lecz tu za kazdem przyblizeniem otrzymuiemy
wypadek odmienny : welkosci za$ Ai B s3 za-
wsze te same.

260. Twierd. Okregi kot sa do siebie
w sLosunku swoich  promieni.

Dow. W kota dane, ktoi-ych okregi o-
znaczamy wpisawszy dwa wielokaty fore-
mne o iedneyze liczbie bokdw, i obwody ich o-
znaczywszy gtoskami W, w, a promienie kot
gtoskami poniewaz obw™ody wielokatow
podobnych maig sie iakproniieniek6t opisanych
(247), bedzie wiec W: r, atem samem

~ . iNadto mozna przynaymniey w niy-
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5 ~li sobie "wystawi¢, ze liczba bokdéw"w tych wie-

lokatach iest tak wielka, iz réznica miedzy ob-
-wodem kazdego ziiich a okregiem kota opisa-
nego iest mnieysza , niz wielkos$¢ iakakoIQwiek

tak mata, iak tylko by¢ moze. Kiedy wiecBiest

istosunkiem dwéch okfegow, réznica miedzy sto-
C . MV .

sunkami — i ieSliby iaka byta , moze byo

przywiedziona do takiego stopnia mato$ci, do
iakiego ig przywie$é zechcemy. Ze za$ ta sama

TOznica'zachodzitaby miedzy stosunkami -
/' W R
g™yz-~rz —; wypada stad iz mozna dowies¢,
ze rbéznica miedzy iloSciami nieodmiennemi
iest mnieysza niz trzecia wielko$¢ nazna-
czona takmata,iak tylko by¢ moze; bedzie Mieé
podiug twierdzenia poprzedzaigcego

czrli

* Dowodzenie  to i twierdzenie  poprzedznigce wytoione  tu
sg w ksztatcie  takim , idki ie tzyni do okazania in-
nych prawd w dalsziy = Jeometryi ~ naywygodnieyszeni
i tali zgadza sif naybardziey z wysfowieniem w Jeo-
metryi  uzywanem. To samo dowodzenie mogtoby nO*
cziy tak by¢ wyloione. Wjdsawszy =~ w dwa dane  kota
wielokaty foremne  podobne o liczbie bokéw tak  wiel-
kiey iak tylko byc moze , obwody tych wielokatow bez
widoeznego  uchybienia,  mvgg hy¢ wziete za okregi kot
episanych  : gdyi boki tych wielokatéw bedace cieciwami
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Spos6b Igi.  Oznaczjrwszy okregi dwadr,
Is,6t gtoskami G, c, a icli promienie R, r; trzel3)a®
dowie$S¢ zeiest R:r=zG:¢c i — *— J -r-A.

Dow. Jezeli ta proporcya iest fatszywai,"
tedy ostatni iey wyraz c iest albo zamaty do lu-
czynienia proporcyi, albo zawielki.

W przypadku wezmy ilo§¢ m wiekszz|.v
pd c, i daymy nato, iezeli byé moze, zeta pro-
porcya iest prawdziwa ;

R:r G:w, wktdrey C.

Opiszmy na kole ¢ wielokat foremny taki ,
aby réznica miedzy iego obwodem, ktory zwa 6
fcedziemy o, i okregiem c mnieysiga byta od ror
Znicy miedzy iloscig m i tymze okregiem c; to
iest, aby byto o— c<"m—rC. Dodawszy po
obu stronach ¢, wypadnie o<C.m.

Opiszmy i na kole C wielokat foremny pa?
i“obny wielokagtowi opisanemu na kole c. Po”
niewaz obwody wielokagtow podobnych , mai”
sie do siebieiak promieniek6t wpisanych (247) i
oznaczywszy wiec obwod 2go wielokata gtoska

bedzie R: r”z: O: 0. A ze z przypusczenia
iest R: rzizC: m ; wiec zlozywszy dwie te pro-
porcye, wypadnie Oi Czizo: m.

W tey proporcyi drugi poprzednik o iest
mnieyszy od swego nastepnika z dowiedzenia j
jwszy zas$ poprzednik O, czyli obwod wielokata
opisanego,, iest wiekszy od swego nastepnika

tukéw nieshonczenim  matych, nie réinityby tie  przynaj’
mniey na oko od tychze tukéw. A Zze obwody  wieloktf
tow foremnych  pmdobnych maig. sif iak promienie hot

Opisartyc&i wise i ukrfgi maig tif igi prQmienie’
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C, czyli od okregu kota (258). Proporcya wiec
ta iest falszywa. Lecz proporcya ta powstata ze
zto:*.enia dwdcti proporcyy ig poprzedzaiacydi,
z ktéiycli iwsza R: rzzzO: o, iest dowiedziona
wyzey ; 2ga zatem R: r zzz G: /M, musi by¢ fat-
szywa. Nie moze wiec w proporcyi A ostatni
w_)raz ¢ by¢ za maly.

W przypadku agim , ieZeli ostatni wyraz ¢
w proporcyi A iest za wielki, wiezmy ilo$¢ ii
mnieyszg od ¢, i daymy na to, iezeli by¢ moze,
ze ta proporcya iest prawdziwa , R: zzzC: /i,
wktorey«<<c.

"Wpiszmy wkoto ¢ wielokat foremny o ta-
Kiey liczbie bokow , aby rdznica miedzy okre-
giem c i obwodem tego wielokata zwanym w ,
mnieysza byta od réznicy miedzy okregiem c i
iloscia /i; to iest aby byto c— i\'<Cc—n.  Do-
tlawszy po obu stronach tt-i n, a odigwszy c, zo-
stanie ?7i<C.w.

Wpiszmy wkoto C wielokagt foremny po-
dobny wielokatowi wpisanemu w koto c. Po-
niewaz obw”ody wielokatdyy podo])nych maig sie
do siebie iak promienie két opisanych ; ozna-
czywszy wiec obwdd wielokata wt koto C wpisa-
nego gtoskg W, bedzie R: o — W: w. A ze ]30-
diuT przypusczenia iest R: /-zzzC: n ; zlozywszy

zatem dwie ostatnie proporcye , bedzie G: W
zzz i w.

W tey proporcyi 2gi poprzednik n mniey-
szy iest o | swego nastepaika w z dowiedzenia ;
\w:zy za$ poprzednik C to iest okrag kota, wie-
kszy iest od swego nastepnika W, to iest, od
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obwodu wieloknla w (o/, koto wpisanego: pro-
porcja wiec ta iest /iiis/\wa. Lecz proporcja
ta powstata ze ztozenia dwéch proporcyy igpo-
przedzajacych, z ladrych isza R: /zizW: w, iest
wyzey dowiedziona: ~gr/ zatem R.:/~G: n,
musi by¢ falszywa. Nie moze wiec ostatni wy-
raz c proporcyi A byc¢ za wielki.

Albo tak'. Jezeli w agim przypadku wyraz
4ty c proporcyi A iest za wielki, tedy albo wyraz
ten potrzeba zmnieyszy¢ ; albo tez powiekszy¢
wyraz C, co wychodzi na iednoc a na ten
czas w proporcyi A odmieniwszy mieysce wyra-
zow™, bytoby r: Rzzz¢: m, gdzie 7/z°G, co
podtug lgo przypadku byé nie moze; a tem sa-
mem ostatni wyraz ¢ proporcyi A nie moze byé
za wielki.

A kiedy W3 raz ten c nie iest ani za maty,
ani za whielki do uczynienia proporcyi A; wiec
iest taki iak by¢ powinien , a tem samem pro-
porcya ta iest prawdziwka: to iest, okregi kot ma-
ig sie iak ich pronn'enie.

Sposéb “ci. Niech t>edg dAva kota nakre-
$lone promieniami sc, SC fig. i53 ¢ bedzie o-
krag kota nakre$lonego promieniem sc, do o-
kregu kota nakres$lonego promieniom SC, iak
promiei sc do promienia SC; czyli oznaczy-
wszy ofcrag kota igo c, 2go C, ljedzie sc: SC
—c: C A.

Jezeli ta proporcyg iest fatszywa, wdecbe-
dzie sc do SC iak ¢ do wyrazu 4go, albo nuiiey
szego od C, albo wiekszego. J3a)'myzna to, ze
wyraz 4'y G iest za wielki, i ze $rodka S pro

mie-
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mkeniem Sc mnieyszym od promienia SC nakre-
Sliwszy kolo, ktorego okr*g oznaczamy gtoska
C, niech bedzie, iezeli by¢ moze, ta proporcya
praiwdziwa; :SCzn:c: €.

Whpiszmy w koto ktérego promien SC, wie-
lokat foremny ABC it.d. tak aby obwdd iego
nigjdzie nie sctiodzit sie z okregiem kota ¢ (253).
W piszmy takze i wkoto, ktére™>o0promien Ocwie-
lokiat a/jed itd. podobny pierwszemu. Poniewaz;
ob wody wielokatéw podobnych , maig sie iak
pr(omienie k6t opisanych y oznaczywszy zatem
ob'wo6d wielokata ahcd it.d. gltoska w, obwod
wi eloknta ABCD it.d. gtoskag W, bedzie SC
zzz: (™ W: a ze podiug przypusczenia sc\ SCzn:
c: ¢\ wiec ztozywszy dwie te proporcye, bedzie

cHZW: ¢&.

W tey proporcyi poprzednik iszyr<>, czyli
ol>wéd wielokata abcd it.d. mnieyszy iest od
swego nastepnika c, to iest od okregu kota opi-
sanego ; poprzednik za$ 2gi W , czyli obwdd
wielokgta ABCD it.d. wiekszy iest od swego na-
stepnika ¢, to iest, od okregu kota wykre$lone-
go promieniem Sc (258)' A zatom proporcya ta
iest fatszywa; toiest, nie moze by¢, aby promien
SC mial sie do promienia SC, iak okrag kota wy-
kreSlonego promieniem ~c, do okregu kota wy-
kreslonego promieniem S¢ mnieyszym od pro-
mienia SC.

W przypadku sgim, iezeli w proporcyi A’
4ty wyraz C jest zamaty, trzeba go powiekszy¢)
all)o zmnieyszy¢ wyraz C; anatenczas w
proporcyi A odmieniw szy mieysce wyn\izéw,by-
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toby SC: C do okregu kola mnieyszego od
okregu c¢; co podtug przypadku igo by¢ nie
moze.

Kiedy wiec w”proporcyi A 4ty wyraz C nie
moze by¢ ani mnieyszy, ani wiekszy od okregu
C, musi zatem ty¢ réwny okregowi C. Wiec
okregi kot maia sie iak ich promienie.

261. WnPniosld.  Stad wypada léd, ze
okregi kot maig sie takze iak Srednice: gdyz w
powyzszey proporcyi C: cnzPi: , rozmnoly-
wszy 2gi stosunek przez 2, bedzie C; c=z 2II:
27-; aze 2R i ir znaczg $rednice tych kot, wiec
oznaczywszy S$rednice gtoskami S i s, bedzie C:
c—S: e

262. 9.re. Dwa tuki CB, ch fig. 155, ft6t
nierdbwnych , bedgce miarg dwdch katow™ S,
réwnycti, ktore sie zowig tukami podahiieiniy
sa do sieb)ie takze w stosunku promieni tub $re-
dnic Ivot do ktorych nalezg: gdyz poniewaz ka-
ty Si~sarowne, Aviec iakg czescig 4 katow pro-
stych iest katS, takg czeScig 4 katéw prostych
iest kat 5; atem samem iaka cze$cig okregu sw'e-
go iest luk CB bedacy miirg kata S, taka czescig
okregu swhego iest tuk ch bedacy miarg kata s.
Luki wiec te sg do siebie w stosunku swoich o-
kregbw”: a ze okregi maig sie iak ich promienie
hib $rednice, wiec i luki CB, ch maig sie iak pro-
mienie lidj Srednice kot, do ktérych naleza.

265 ocic. Ztego takze twierdzenia wy-
pada, ze gdyby wiadomy t)yl stosunek okregu
iednego tyll*o kota do iego promienia lub $re-
dnicy, iuz uhn samem bytby wiadomy stosunek
okregu kazdego innego kota do iego promienia
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liiib Srednicy. Jakoz mech " oznacza ten stosii-
ntek wiadomy; czyli, co na iedno wychodzi,
nitech T bedzle okrag kota ktérego Srednica iest
1;; niech Goznacza okrag innego kota, ktorego
pironiien iest R: bedzie podiug poprzedzaigce-
gfo twierdzenia

| : #2zzz2R: C. wiec Ci=ri-rR,

Gdyby wiec stosunek J czyli okragg kota
iniaiaoego za $rednice i byt wiadomy, tatwo by-
toby znalez¢ okrag C kazdego innego kota, kté-
rego promien R iako liniia prosta moze by¢ za-
w sze wiadomy. ldzie wiec tylko o znalezienie
stosunku okregu iednego kota dosredincy: u-
fatwi to nastepuigce zagadnienie.

364. Zngad. Znale t¢ stosunek przyhli-
mny  Okregu do  Srednicy.

Rozw.  Azeby to zagadnienie rozwigzac ,
potrzeba icHi wpisa¢ wkoto wielokagt foremny
taki, aliy stosunek obwodu iego do Srednicy byt
wiadomy.

ar/?. Opisa¢ na kole wielo-kat podobny
wpisanemu (245).

3c/¢?. Za pomocg wiadomego boku wielo-
kata wpisanego wyrachowac¢ naprzod bok, a po-
tem obwdd wielokata opisanego (246).

i“te. Podwoiwszy liczbe bokéw obutych
wielokgtow, wyrachowac naj)rzéd bok i obwod
wielokata drugiego wpisanego+2), potem bok
i obwdd wielokata drugiego opisanego.

To ostatnie dziatanie powtérzywszy
kilkanascie razy, ady nakoniec znaydziemy dwie
liczby, iedne muieyoza wyrazuigcg obwdd wie-
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loknlti wpisanego, drugg wiekszg wjrazaiacg ob-
wod wielokata opisanego, takie, ze ich rdznica
iest bardzo mata; na ten czas liczba $rodek mie-
dzy niemi trzymaigca, to iest, wieksza od wa-
znosci obwodu wielokata wpisanego, a mniey-
sza od waznos$ci obwodu wielokata opisanego ,
moze byo6 wzieta za"wazno$¢ okregu, ktory GO
c'o dtugosci swoiey , trzyma Srodelv miedzy ob-
wodami dwoéch tych wielokatow (258)- Wa-
zno$¢ te porownawszy z waznoscig Sretlnicy, o-
ITzy]namy stosunek przyblizony okregu Itota do
Srednicy.

Whpiszmy np. wkoto szeSciotent foremny :
poniewaz bok tego szeSciokata réwny iest pro-
mieniowi kola opisanego (231)? “wzigwszy wiec
promien kota za i, obwdd szeSciokata wpisane-
go bedzie 6.

Oznaczywszy l)ok szesciokata wpisanego a,
opisanego A, bok 12 kata,wpisanego b, opisa-
nego B, bok 24kata wpisanego ¢, opisanego G,
i tak dal€y; bedzie podiug tego coSmy powie-
dzieli wyzey (246),

Ze za$ | — i=z=i ( 4 — a
ciagaigc pierwiastek ziloczynu, trzeba go wy-
ciggnac¢ z kazdego czynnika; gdy wiec w iloczy-
nie X 3 czytmik - iest kwadratem, ktorego
pierwiastek iest i, powyzsze réwnanie zamieni

|
sie w nastepuiace : A— ; rozmnozy-
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syszy licznik i mianownik przez 2, bedzie Azz:

czyli a tem samem 6 A

i ta iest wazno$¢ oDAYodu bkata opi-
sanego; aze obw”odszesSciokata wpisanego iest 6;

wiec okrag kota bedzie wiekszy od G, a niniey-
iszy od

Podobniez podtup; zagadnienia podanego
>vyzey (242), bedzie bok i2kata wpisanego,
czyli

a tem sa-
tnem obwdd lakata wpisanego, czyli

Wyciagngwszy pierwiastek zliczby 3, bedzie

; przez pierwia-

stek ten podzieliwszy 13, bedzie obwo6d 6kata
opisanego, czyli 6A zr; 6,928203230275.

Tenze pierwiastek liczby 3 odigwszy od 2,

zostanie 0,267949192431123; z czego wycig-
gnawszy pierwiastek kwadratowy, bedzie

; pierwiastek ten roz-

mnozywszy przez 12, bedzie obwod i2kgla wpi-

sanego, czyli
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Tym sposobem postepiiigc ilatey,znaydzi<e-

my obwody wielokgtow Aypisanycli i opisaiiycli,
poczaw”szy odGkatow, az do wielokatow maig-
cych po 17288 bokdw, iak wyraza nastepujgca
tablica.

Widzimy tu iak obwody wielokatéw tych

coraz sie bardziey do siebie przyblizaig ; tak

™)

Dla wiehszey doktadnoSci  ohtvody tych wiclo-
katow rachoxva}ie byiy do dwunastu liczb dzie-
sietnych ”~ w tablicy za$ potozone sgtylko z 7
dziesietnemiy  lecz ostatnia liczba dziesii*“tna
iest raz wieksza® drugi raz mnie-ysza od zna-
lezioney, | tak obwdéd r"kata wpisanego w
tablicy bedacy iest wiekszy od ZTialezionego™
i powinienby mie¢ na kofAcu zero nie i; /erz
za to obwod 2.Akgta w tablicy polozony iest
mnieyszy  od znalezionego : znaleziony  bo-
,wiem wypada 6,365257226560.
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rl-"ec™", ze rozitic.i miedzy obwodami dwdch
wielokatéow ostatnich m.'riig.cych po bo-
b-6w , réwna sie tylko dwom iednosciom dzie-
si.etnyin siodmego rzedn. A ze okrag kota wie-
kszy iest od obwodn wielok.gta wpisaiiego , a
muiieyszy od obwodu wielokata opisanego; li-
c.zba yiec trzymaigca srodek miedzy waznoscia-
mii dwoch tych obwoddw, to iest liczba

<\ '-8518")5 moze by¢ naznaczona za waznos$¢
okregu kota, ktérego promien iest i. Stosunek
z.ate)n okregu do $rednicy bedzie 2: 6,283 1853 >
c"AU podzieliwszy obadwa wyrazy przez 2, i;
3,1415926. A zatem 3? 1417926 iest waznoscig
stosunku przyblizonego, ktérySmy wyzey ozna-
czyli przez ™ (263).

W dziataniach nie wymagaigcych wielkiey
doktadnosci, mozna przesta¢ na dwoch liczbach
dziesietnych: bedzie wiec stosunek $rednicy do
okregu iak i:3>J4 7czyli roznmozj*wszy przez
100 oba wyrazy, iak 100: 3x4-

Archimedes wpisawszy wkoto i opisawszy
Jia nim dwa wielokaty foremne o 96 bokach ,
znalazt, ze okrag kota iest nuiieyszy od 5i8, a
wdekszy od 3yY' Podtug tego wiec rachunku
bedzie stosunek S$rednicy do okregu i: 5t§;
czyli obrociwszy catkowitag na utomek, i oba-
dwa wyrazy rozmnozywszy przez 70, a potem
ie podzieliwszy przez 10 ; bedzie stosunek Sre-
dnicy do okregu y: 22. Poézniey doktadnos¢
w tey mierze posunieto daley; lecz ze wszyst-
kich stosunkéw wiadomych dwa nastepiwace ,
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pod wzgledem doktadnosci, zasinguig na scze-
golnguAvage: iszy ii3: 355; agi 1250: 59°7-

265. Uwaga, Dziatanie powyzsze , za
pomocg ktérego wynayduig sie obwody wielo-
katow foremnych w koto wpisanych i opisanych
na kole, zabiera nie mato czasu. Lerz mozna
ie cokolwiek skrdci¢ sposobem nastepujacym.
Daymynato, ze ABfig. 126, iest bokiem Ska-
ta foremnego w koto wpisanego ; bedzie wiec
AM bokiem lakata, AP bokiem wielokgta ma-
igcego bokdw 24 it.d. Poprowadziwszy Sre-
dnice AC, i cieciwy CB, CM it.d. w troykatach
prostokatnych ABC, AMG i t.d. iest

4td.

Niech bedzie promien A8zzii ; atern sa-
mem $rednica AC z=:2; bok Gkata ABzzzrt:, bok
i2kgtaAMz=:" it.d, cieciwa CBzz:w, CMzz:
w, CPzizoit.d.. Rdwnania wiec powyzsze
iliienigsie w nastepuiace:

Ze za$ azzLi® b™zz: 22 —\/ 3 (264); atem

samem dVzzi, bziz-?.—\/3; potozywszy wiec,
te waznoSci w réwnaniach j)oprzedzaigcych ,
bedzie

golyZTTi
z dowodzenia.
Tymze sposobem okaza¢ mozna, ze cieci-
*"aCPjCzyh
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O<dbywszy dziatanie, bedzie m :
I) 7520508075- Wiec

Znalaztszy wazno$¢ cieciw ni, //, o it.d.
taitwo bedzie znalez¢ waznos¢ dla b, c, d it.d. :
gdyz wtrdykacie-
czr.yli/

cz'yli «Zn: 7320508075 ; a tern samem
™ — 3,7520508075; wiec waznos$¢ te od-

iaiM'szy od 4? zostanie o0,26794919'>5 ] z czego
wyciggnawszy pierwiastek kwadratowy , bedzie
0,, 51763809 wazjioscig boku dwunastokata wpi-
sanego; co rozmnozywszy przez 12, bedzie ob-
wod tegoz wielokata 6,2116571, iak w tabKc/-
powyzszey (264) it.d,

266. Zastanowiwszy sie nad powierzchnia-
mi dwoch wielokatéw foremnych o iedneyze li-
czbie bokow, zktoérych ieden iest na kole opi-
sany, drugi wpisany w koto, tatwo iest postrzedz
'ze powierzchnia opisanego wieksza iest od po-
wierzchni wpisanego. Ciaggle podwaiaigc liczbe
bokéw obudwu tych wielokatow postrzezemy,
ze powierzchnig wpisanego coraz sie bardziej
powieksza, powierzchnia opisanego coraz sie
bardziey zmnieysza. A stad wypada, ze im wig"
kszg liczbe bokow maig dw'ate wielokaty, tcéni
mnieysza roznica zachodzi miedzy ich powierz-
chniami. Mozna nawet réznice te uczyni¢ mruey-
sza od wszelkiey ilosci naznaczoney.
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Jakoz poniewaz powierzchnie wielokatow
podobnych inaig sie iak kwadraty z promieni
kot wpisanych (247) , oznaczywszy zatem po-
wierzchnig wielokata jVINi®-. 128 gtoskg O, po'-
wierzchnig whielokata AD gloska W, Hedzie Oi
W rzSwr: S™; a tern samem O—W: O— Sr/i"

— Wiec(

Ze za$ czynnik Swr—S>cf moze by¢ mniey-
szym od wszelkiey ilosci naznaczoney (257) ;
wiec O—W, to iest rdznica miedzy powierz-
chniami tych wielokagtéw”, moie by¢ mnieysza
od wszelkiey ilosci naznaczoney.

Albo Lak: Ro6znica miedzy powierzchnia
wielokata opisanego MI i wf)isanego AD sktada
sie z tylu troykatow ABG, BCH it.d. ile wielo-
katy te maig bokéw” Powierzchnia kazdego z
tych troykatéw réwna sie iloczyjiowi potowy ie-
go podstawy, ktorg iest bok wielokata wpisane-
go, przez wysoko$¢ G ; a zatem powierzchnia
wszystkich tych troykatow , ezyli réznica miedzy
powierzchnig wielol. gta opisanego i wpisanego,
réwnac sie bedzie iloczynowi potowy obwodu
wielokata wpisanego przez G//. A ze G// mozna
uczyni¢ mnieysza od wszelkiey wielkosci nazna-
czoney ; wiec i réznica miedzy powierzchnig
wielokata opisanego i wpisanego , moze by¢
mnieysza od wszelkiey wielko$ci naznaczoney.

267. Powierzchnia kota mnieysza iest od
powierzchni wielokata opisanego, a wieksza od
powierzchni wielokata wpisanego. Kiedy wiec
réznica miedzypowierzchniami tych dwdch wie-
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lokatow moze by¢é mnieysza od wszelkiey wiel-
koSci naznaczoney; tem bardziey réznica mie-
dzjpowierzchnig kota i powierzchnia wielokata
opisanego hib wpisanego , mnieysza hy¢ moze
od wszelkiey wielkos$ci naznaczoney.

268. Twierd. Jezeli sg trzy wielkosci A,
B, X, zktorych Aiest odmienna, ale zawsze wie-
ksza od Bi od X, ktdre sg nieodmienne, lecz ta-
kie, ze A moze by¢ razem do Bi do X tak przy-
Ilizong iak sie podoba, czyli ze rdznica tak mie-
dzy AiB, iako tez miedzy A i X, moze by¢
nuiieysza od wszelkiey wielkosci naznaczoney;
bedzie B=:X.

Jakoz iezeti X ~ B, bedzie

AN X zzatozenia, X|>.B z przypusczenia:
kiedy wiec roznica miedzy AiB, moze by¢
mnieysza od wszelkiey wielko$ci naznaczoney,
iakoSmy zatozyli, tem bardziey r6znica miedzy
X i B moze byé mnieysza od wszelkiey wielko-
§ci naznaczoney.

Jezeli B> X bedzie

A> B zzalozenia, B X zprzypusczenia ,
kiedy wiec roznica miedzy A i X moze byéd
mnieysza od wszelkiey wielko$ci naznaczoney,
iakoSmy zatozyli, tem bardziey rd/.nica miedzy
B i X, moze by¢ mideysza od wszelkiey wielko-
§ci naznaczoney.

Dwie zatém wielko$ci nie odmienne B, X,
sg takie , ze rOznica miedzy niemi moze byd
mnieysza od wszelkiey wielkosci naznaczoney”
a tem samem B=:X (259).

269. Twierd. Powierzchnia kota réwna
ieiit iloczynowi iego okregu przez polowe pro®
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mieniczyli, oznaczywszy okrag kola gtoska
C, promien gtoska R, a powierzclmig kota gto-
skag X, trzeba dowies$¢, zeX —

Dowdd, Opisawszy na kote wielokat fo-
remny o iakieykolwiek liczbie bokdéw, i obwod
iego oznaczywszy gtoska O; powierzclniia t<ego
wielokata réwnaé sie ltedzie iloczynowi ~-RO
(243). lloczyn ten -“RO, wyrazaiacy powierz-
chnig wielokata opisanego, wiel*szy iest tak od
powierzchni kota oznaczoney gtoska X, iako tez
od iloczynu -fRC: gdyz zawsze bedzie O C.
Lecz przez ciggte podw™aianie liczby tiokdow,
mozna bedzie nakoniec otrzymac¢ wielokat opi-
sany taki, ze r6znica miedzy obwodem O i o-
kregiem kota C, atem samem miedzy iloczy-
nem iiRC, moze tjyé mnieysza od wszel-
kiey iloSci naznaczoney (258)' Podobniez rdznica
miedzy powierzchnig tegoz wielokata i powierz-
chnig kota, moze byé mnieysza od wszelkiey
wielkosci naznaczoney (266).

Trzy wiec te ilosci "RO, "RC; i prawdziwa
pow”ierzchnia kota X, sg zupetnie takie, o ia-
kich mowilisSmi wyzey (263): bedzie wiec X ZH
"RC,

Sposob Jezeli to réwnanie
iest fatszywe, to iest, iezeli powierzcimia kota
nie iest rowna iloczynowi okregu przez potow e
promienia, tedy iloczyn ten) iest albo mniey-
szy, albo wiekszy od powierzchni kota.

W iwszym przypadku iezeli iloczyn ~fIC
iest mnieyszy od powierzclmi kota, wezmy ilosc
M wiekszg od C, i daymy nato, iezeli by¢ moze,
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ze}powleizcliniakota réwna sie iloczynowiiPiM,
czy,li zaiest X izz | HM.

Opiszmy na kole danem wielokat foremny
0 tcakiev liczbie bokow, aby réznica miedzy ie-
go obwodem, ktéry oznaczamy gtoskg O, i o-
knogiemC mnieysza byta, niz iest miedzy iloScig
M i tymze okregiem C; to iest, aby bylo O—C
<C M— C. Dodawszy po obu stronach C, bedzie
A Piozmnozywszy obie strony przez ~R ,
beidzie "RO«<-|PiM. A ze podtug przypusczenia

[RM; wiec bedzie "RO <X ; to iest, ilo-
cz*yn obwodu wielokata opisanego przez potowe
promienia kota wpisanego, czyli powierzchnia
wi<elokata opisanego (24.8), mnieysza iest od
po>AvierEchni kota, co byc nie moze. A zatem i
to by¢ nie moze, aby iloczyn -|RC byt mnieyszy
odJ powierzchni kota.

W 2ginl przypadku, iezeli iloczyn -IRC iest
wiekszy od powierzchni kota, wezmy ilo$¢ N
mnieysza od C, i dMiyiny nato, iezeli by¢ moze,
ze Xrz:|RN. .

W{)iszmy w koto dane wielokat foremny
o taluey liczbie bokéw , aby réznica miedzy o-
kregiem C i obwodem tego wielokata oznaczo-
nym gtoska W, mnieysza byta od réznicy mie-
dzy okregiem C i iloscig N, to iest, aby bvi) C
— W<C—N. Dodawszy po obu stronach W
IN, a odigwszy C, bedzie W. Rozmnozy-
wszy obie strony przez iR, bedzie iRN<?iRVY.
A ze podtug przvp:isczenia X — iRN , bedzie
wiec X <] to'est , powierzchnia kota
mnieysza iest od powierzchni wielokgta w toz
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koto wpisanego {"i*0)", co Hy¢ nie moze. Wiec
i to by¢ nie moze, aby iloczyn "RC byt wiekszy
od powierzchni kota.

Kiedy wiec iloczyn -|RC nie moze by¢ ani
mnieyszy, ani wiekszy od powierzchni kota ,
musi bv¢ zatem iey rowny.

tSposob 3ci. Powierzchnig kota, ktérego
promienn SM fig. i53. oznaczywszy gtoskg X, a
iego okrag gtoskag G, trzeba dowie$dZz, zeXzi:
[SMXC.

Gdyby iloczyn ten |[SMXC, nie byt ro-
wny powierzchni kota X , bytby od nidy albo
mnieyszy, albo wiekszy; czyli, co na iedno wy-
chodzi , iloczyn ten bytby réwny albo powierz-
chni kola mnieyszego od X, albo wiekszego.

Daymy nato: 16d, Ze iloczyn ten réwny
iest powierzchni kota mnieyszego wykres$lonego
promieniem Sw: oznaczywszy powierzchnig te-
go kota gloska Xy bedzie podtug przypusczenia

Opiszmy na kole mnieyszem wielokat fore-
mny aic it.d. taki, aby obwo6d iego nie scho-
dzit sie nigdzie zokregiem kota wiekszego (253).
Oznaczywszy obwod tego w”ielokata gtoska o,
powierzchnia iego rownac sie bedzie iloczynowi
NGA; X AN okrag kota wiekszego C> o,
atem samem *SmX C> ~ASw X 0; wiec tem
bardziey iSM X C> 4 X ISM X
Cj— .f podtug przypnsc/.enia; bedzie wigc”>'

to iest, powierzchnia kota mnieysze-
go, bytaby wieksza od powierzchni wielokata
na niem opisanego, co by¢ nie moze. Wiec i
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to> by¢ nie moze , azeby iloczyn iSM X C byt
minleyszy od powierzcluii kotaX,czyli, n"emoze
by*¢ aby iloczyn okregu kota przez potowe pro-
raiienia byt mnieyszy od powierzchni tegoz kota.

ire.  Podol)nymze sposobem dowiedzie-
my, ze iloczyn okregu kota przez potowe pro-
niienia, nie moze by¢ wiekszy od powierzchni
k(ola, czyli, oo na iedno wychodzi, ze iloczyn
tetn ine moze by¢ réwny powierzchni kota wie-
kszego. lio daymy na to, ze |)znaczyC trzeba po-
WNMierzchnig kota wykre$lonego })romiejiiem Sw.
O'ziiaczywszy okrag kola tego gtoskg c, a iego
powierzchnig gtoska trzeba dowies¢, ze ilo-
cz'yn okregu tego kota przez potowe promienia,
nie moze by¢ réwny powierzchni X kola wie-
kszego wykre$lonego promieniem SM, czyli, ze
nie moze byc¢-|Sw X"—

Jakoz na kole mnieyszem opisawszy , iak
wyzey, wielokat foremny ahc it.d. i obw™dd iego
oznaczywszy gtoskg o, powierzchnia tego wie-
lokata , bedzie réwna iloczynowi f Sw X 0. Ze
zas obwdd o ¢, atem samem Sm Sm
Xc; w'iec gdyby iloczyn réwny byt po-
wierzchni kola wiekszego X podtug przypuscze-
nia, wypadtoby ~-Sm )<( to iest, powierz-
chnia wielokgta opisanego na kole mnieyszym,
bytaby wieksza od powierzchni kota wykreslo-
nego promieniem SM, co by¢ nie moze ; a za-
tem i to by¢ nie moze, aby iloczyn byt
wiekszy od powierzchni x, czyli, nie moze by¢,
aby okrag kota rozmnozony przez potowe pro-
mienia byt wiekszy od powierzchni tegoz kota.
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Kiedy wiec iloczyn okregu kola przez po-
towe promienia, nie moze by¢ ani mnieyszy ani
wiekszy od powierzchni tegoz kota ; musi by¢
zatem iey réwny.

270. FP”nioski 1. Oznaczywszy przez T
okrag kota, ktorego Srednicazzzi, a przez R pro-
mien, przez C okrag drugiego kota, bedzie po-
dtug tego coSmy powiedzieli wyzey (263), C zz:
25R; Rozmnozywszy obie strony przez *R, be-
dzie i-RCz=z"R" To iest, powierzchnia kota
réwna iest takze iloczynowi kwadratu iego pro-
mienia, przez stosunek okregu do Srednicy, czy-
li przez okrag kota ktorego Srednica iest i.

271. 2. Oznaczywszy okrag iednego kota
przez C, 2go przez ¢, promien igo przez R, 2gb
przez .r; bedzie C: c=:R: r. Rozmnozywszy
poprzedniki przezR, a nastepniki przez r, bedzie
RC:Tczzir':  Podzieliwszy dwa pierwsze wy-
razy przez 2, bedziei tiC; . A ze
R; rz=:2R: 27", czyli oznaczywszy Srednice tych
dwoch kot gtoskami S'i .9, R:rzzzS: ~,,atem
samem wiec|-RC: ~rczzzS™: s".
To iest, powierzchnie két sa do siebie w stosun-
ku kwadratowym , czyli dwumnoznym swoich
promieni lub Srednic.

272. 3- Niech bedzie cze$S¢ kota APMS
fig. 126 , miedzy dwoma promieniami AS, MS
i tukiem APM zawarta, ktora sie zowie wyci.i-
kiem kola, sector .circuli: iezeli “powierzchnia
tego wycinka iest  -J,i it.d. czeScig powierz-
chni, kola, tuk tez.wycinka APM bedzie,

i tt.d. czescig okregu tegoz kota (ii8)-
wierz-
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wri¢rzchnia zatem wycinka APMS tak sie ma do

pOOwierzchni kota, iak tuk wycinka Atwi do o-

kiregu kota ; czyli oznaczywszy powierzchnig

kiota przez X, iego okrag przez C, a promien

pirzez Pi, bedzie APMS: Xz=APM: C. Rozmno-

zyj™wszy wyrazy sigo stosunku przez |- R, bedzie
APMS: Xz=z4R X APM:

W Yy proporcyi nastepnik iwszy X , to
ieist, powierzchnia kota danego, réwny iest na-
stcepnikowi smu -jRC, to iest, iloczynowi okre-
giu przez potowe promienia ; azatem i poprze-
diiiik iwszy APMS rdwny by¢ musi poprzedni-
k(owi amu -|R X APM ; to iest, powierzchnia
wycinka kota, rdwna iest iloczynowi tuku tegoz
Wycinka, przez potowe promienia.

273. 4- Powierzchnia odcinka APMA, iest
réznic;i miedzy powierzchnig wycinka APMS, i
p<owierzchnig tréykata AMS; powierzchnia dru-
giiego odcinka AMNA, iest réznicg miedzy po-
wierzchnig kota i.powierzchnig odcinka APMA.
A zatem powierzchnie tych dwéch odcinkow ,
nnogg by¢ tatwo wyrachowane.

— 274. Zagad. Wyh"eslic kolo tdoregohy
powierzchnia  rowna byla summie *tub rdznicy
powierzctini  dwocli kot dany ch.

Rozw. W przypadku iszym wykrésli¢ kat
prosty i da¢é mu za ramiona promienie dwdch
kot danych; przeciwprostokatna tiedzie promie-
niem kota szukanego. W przypadku 2gim wy-
kresli¢ kat prosty, i da¢ mu za iedno ramie pro-
mien kola mnieyszego, a za przeciwprostokatna
promien kota wiekszego: drugie ramie kata pro-

14
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stego becfeie promieniem kota szukanego.

- Dowodzenie zupetnie iest takiej iakiego u-
yylisniy wyzey (ai 5> mowigc o wielokatach po-
clobnycli, ktérych powierzchnie sg do siebie w
stosunku dwurnnoznym z bokéw odpowiadaig-
cyrh, tak iak powierzchnie kot sg do siebie w
stosunku dwumnoznym promieni.

3y5. Uwaga. Gdyby dwa dane kota byty
miedzy sobg réwne, trzeci-e koto znalezione ro-
wne sumrnie ich powierzchni bytoby od iedne*
c,0 znich dw” razy wieksze. W ogoélnosci mo-
zna znalez¢ koto 3> 4> 5 it.d. razy wieksze od
kota danego tym samym sposobem iakiSmy po-
dali wyzey (i68), na znalezienie kwadratu 3,
4,5 it.d. razy wiekszego niz kwadrat dany.

oy6. Zagad. Maigc dane koto “wykre-
$li¢ drugie spotsrodkowe z danem,  Jitdregoby
powierzchnia byla trzy razy mnieysza od po~
%vierzchini kota  danego.

Piozw. Miedzy catym promieniem kota
danego i Scig iego czesScig znalez¢ Srednig ie-
ometrycznie proporcyonalng (204)? ta bedzie
promienieni kota szukanego. Daymy na td, ze
AB fig. iest promieniem kota danego, AD
5cia cze$SC tego promienia ; limiia AG S$rednio
ieonietrycznie ])roporcyonalna rniedzy AB i AD
iest promieniem kota szukanego: gdyz podtug
wykreslenia iest AB: AC—AG: AD; czyh za-
miast liniy potozywszy ich waznosci w liczbach,

bedzie 5: I. Wiec AB: AC zz:
a tem samem AB”™ AC? 5-
Ze 2a$ powierzchni®e kot
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maig sie iak kwadraty z promieni, oznaczyw”\szy
ziitem powierzchnig kota danego przez X , po-
wuerzclinia ttota znalezionego przez Xy bedzie
X: AC; czyli
X: 5.

W tey proporcyi nastepnik 2gi, iest 5 razy
mnieyszy od swego poprzednika; wiec i naste-
pnik iwszy ~ciest 3 razy mnieyszy od swego po-
przednika X; to iest, powierzchnia kota znale-
zionego iest 5 razy mnieysza od powierzclmi
kota danego.

Tym samym sposobem postepuigc , tatwo
bedzie rozwiaza¢ dwa nastepuigce zagadnienia:

I6d. Maigc dane koto znalez6 drugie

spotsrodkowe  z daneni , kléregoby powirrz-
elini a byla tyle razy mnieysza lub wieksza od
powierzchni  danego, ile sie  podoba.

2re. Dane kolo podzieli¢c kolami  spol®
irodkowemi  na tyle réwnych czesci, na ile sie
podoba.

Nyj.  Zag. Maigc dane dwa kola spdl"
Srodkowe , wyrachowa¢ roéznice ich powiej*z®
chni.

PLOZW. Oznaczywszy powierzchnig kota
wiekszego przez X, iego okrag przez C, pro-
mien przez R, powierzchnig kota mnieyszego
3rzez X, iego okrag przez ¢, promien przez r;
:>edzie podiug tego cosSmy powiedzieli wyzey
(269), Xzzz RC, x~”"rc. Odigwszy strony
rownania 2go od stron réwnania iwszego, zo-
stanie
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Ze za$ Pi:r =: C: c (260); wiec Picm /C ;
a tem samem zzz-1/ C. 0O(lijnvszy po obu
stronach -|rC, zostanieCziz o

W réwnaniu whiec oznaczoneirf gtoskag A,
dodawszy z prawey strony — " O, rownosé
jiie zgii.ie, aréwnanie to weZzmie na sie naste-
piiigtg postac:

* Roztozywszy drugg strone na czynniki, be-
dzie
czyli,

Nadto poniewaz R: /-zizC: ¢, a tem samem
/R —  C-f-c; podzieliwszy nastepniki

przez 2bedzie

Niech bedzie — P.  Wzigwszy li-

iiiig oznaczong przez P za promien, i okrag ko-
ta tym promieniem wykre$lonego oznaczywszy
przez O ; bedzie

a ze z dowiedzenia

; Kiedy wiec w tych

dwochproporcyach trzy pierwsze wyrazy iedney
proporcyi sg réwne trzem odpowiadaigcym wy-
razom proporcyi drugiey, wyraz 4ty iwszey, ro-
wny takze bv¢é musi wyrazowNi 4temu drugiey pro-

c c
porcyi; to ie&t, zzzO. W réwnaniu za-
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tein B potozywszy O zamiast ¢ 7\h‘£, bedzie

X — .rz=z(R—r) O. To iest, réznica po-
wierzchni dwéch két spotsrodkoAvych X — o;,
rowna iest iloczynowi réznicy ich promieni R
— r, przez okrag kota O wykre$lonego promie-
oJilem rownym potowie summy dwdéch promieni

k6t danych

Wszelka ilo$¢ rownaigca sie po-
3ow e snimny dwdch ilosci innych , iest miedzy
miemi $rednig arytmetycznie proporcyonalna.
Powyzsze zatem wyialenie

X-—zn (R — O, nmzna inaczey tak wy-
stowié: roznica powierzchni dwoch kot spéit-
$rodkow:ych” rowna iest iloczynowi roznicy ich
promieni przez okrag kota wykreSlonego pro-
mieniem rownaigcym sie linii Sredniey arytme-
tycznie proporcyonalney, miedzy promieniami
dwoch danych kot spotSiodkowych.

Mo'na takze wyznaczyé te powierzchnia
innym sposobem, iak iest w nastepui*cem twier-
dzeniu.

Twierd. Boéznica powierzchni  dwoch,
kot spoUrodIMwych®  réwna iest  prostokatowi
rnaLacemu za, wysoko$¢ roztiice dwoch  pro-
.mienig a za podstawe liniig prostg réwna o-
kregowi  kola wykre$lonego  promieniem ré-
wnaiacyni  sie linii  $rednicy arytmetycznie
proporcy onalney miedzy promieniami dwdch
danych k4l  spétsrodkowych.
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Dowod. Niech bedg SC, Scfig. pro-
jnienie dwdch koi spoétsrodkowjch. Daymjr
na to, ze liniia prosta CE prostopadia do SC,
I 6wna iest okregowi C kota wiekszego. Popro-
wadziwszy liniia prostg SE, i z punktu c liniia
rownoodlegta od CE, az do przeciecia sie z li-
niig SE w punkcie 2, w dwdch troykatachSCE,
Scc podobnych iest SC: Sc=ii CE: ce; czyli SC:
Sc—C: ce : gdyz CENC podiug wykreslenia ,

ScXC
a zatem ce — — .

A.ze okregi k6t maig sie iak promienie(260);
oznaczywszy wiec przez ¢ okrag kota wykres$lo-
nego promieniem Sc, bedzie SC: Sc— C: ¢\ a

zatem

Z dwdch ostatnich rownan wypada, ze ce
c, to iest, ze liniia ce rowna sie okregowi ko-

ta wykre$lonego promieniem Sc.

Powierzchnia troykata SCt

(150). Powierzchnia troykata S
Ze za$ CE réwna sie okregowi kola wykre$lone-
go promieniem SC podtug zatozenia, a ce réwna
sie okregowi kota wykreslonego jiromieniem Sc
podtug dowiedzenia, powierzchnia za$ kota ro-
wna iest iloczynowi iego okregu przez potowe
promienia (269); powierzchnia zatem troykata
SCE rowna iest powierzchni kota wiekszego ,
powierzchnia troykata Sce réwna iest powierz-
chni kota miiieyszego ; a tem samem ro6znica
miedzy powierzctmiami dwoch tych troykatow,
to iest , t«w©robd>k Cc E iest row™y roznicy
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imieclzy powierzchniami dwoch danych kétspot-
Sirodkowych.

Podzieliwszy liniig Cc w punkcie ¢ na dwie
rfowne czeSci i poprowadziwszy liniig ¢e rowno-
odlegtg od CE, az do przeciecia sie z liniig SE
w punkcie e; przez punkt e poprowadzmy liniig
BEx5> prostopadtg do CE, przecinaigcg sie w pun-
kcie b z liniig ce: prostokat CcbB réwny iest co
dlo powierzchni czworobokowi CceE: gdyz dwa
prostokatne troykaty ebe , eBE, maigce katy
przy réwne i boki be, Be réwne (79), nioga
dlo siebie przysta¢ (26). Prostokat zatem CcbB
r owny iest réznicy dwoch kot spétsrodkowych.

Prostokat ten ma za wysoko$¢ liniig Cc,
ktéra iest r6znicg dwoch promieni, a za podsta-
we tiniig , ktora iest réwna okregowi 0
kola wykreslonego promieniem Sc; co tym sa-
mym sposobem) okaza¢ mozna, iakim okazalismy,
ze liniia ce iest rowna okregowi kota wykreslo-
nego promieniem Sc. ldzie wiec tyll™ o to, aby
okazac, ze promien Sc¢iestSrednim arytmetycznie
proporcyonalnym miedzy promieniami SCi Sc;
czyli, co naiedno wychodzi, ze promien Sc r6-
wny iest potowie summy dwdch promieni SC i
Sc; co iest tatwo okaza¢ przedtuzywszy SC do
A tak aby CA zz: Sc.

279. Uwaga. Poniewaz powierzchnia ko-
ta réwna iest iloczynowi iego okregu przez po-
towe promienia (269); podzieliwszy wiec po-
wierzchnig kota przez potowe promienia , wy-
padnie na iloraz okrag kota. Nadto dowiedli-
Smy wyzey (267), ze mozna w koto wpisaé¢ lub
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na niem opisaé¢ wielokat foremny taki, iz r6znica
miedzy iego powierzchnig i powierzchnig kota,
moze by¢ mnieysza od wszelkiey ilosci nazna-
czoney. Nakoniec okazaliSmy (251), ze maiac
wiadome powierzchnie dwoch wielokatow fore-
mnych podobnych iednego w koto wpisanego ,
drugiego opisanego na kole, mozna znalez¢ po-
wierzchnie dwoch innych wielokgtéw foremnych
iednego wpisanego , drugiego opisanego maig-
cych bokéw po dwa razy wiecey niz wielokaty
])ierwsze. WiadomosSci te podaig inny sposob ,
cokolwiek tatwieyszy od podanego wyzey (264),
wynalezienia stosunku okregu do $rednicy.

Trzeba i6d wpisaé w koto i opisa¢ na niem
dwa wielokaty foremne o iedneyze liczbie bo-
kow, ktoryoliby powierzchnie mogty by¢ tatwo
wyrachowane.®

2rt?.  Podwoiw”szy liczbe bokow wielokata
wpisanego i opisanego , wyrachowac powierz-
niedwoch drugich wielokagtéw maigcychpodwa
razy wiecey bokdéw, niz dwa wielokaty pierwsze.

kilkanascie razy, gdy nakoniec znaydziemy dwie
liczt)y iedne mnieysEg wyrazaiacg powierzchnig
wielokata wpisanego, drugg wiek-za wyrazaiaca
powierzchnig wielokata opisanego takie, ze ich
roznica iest bardzo mata; na ten czas liczba $ro-
«<dek miedzy niemi trzymaigca , moze by¢é wzieta
za powiorzchnig kota, ktérg podzieliwszy przez
potowe promienia, wypadnie na iloraz wazno$¢
okregu kota; nakoniec AyaznoSC te porownawszy
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2. waznoscig $rednicy, otrzymamy stosunek przy-
blizony okregu do S$rednicy.

Poniewaz kwadrat w kolo wpisnny iest dwa
razy wiekszy od kwadratu promienia (>56), wzig-
wszy wiec promien kota za i, bedzie powiérz-
clinia kwadratu wpisanego zn:2. A ze kwadrat
na kole opisany iest kwadratem Srednicy (244) >
a tem samom 4 razy wiekszy od kwadratu pro-
mienia; bedzie wiec powierzchnia kwadratu o-
jjisanego crz 4.

Oznaczywszy powierzchnig kwadratu wpi-
sanego przez , opisanego przez A, powierz-
chnig o$miokata wpisanego przez b, opisanego
przez B, powierzchnig iGkata wpisanego przez
c, opisanego przez C, it.d.; bedzie

Ze za$

tedzie wiec

Podobniez poniew™az

; potozywszy wiec zamiast Bi b znale-
zione ich waznosci, i odbywszy dziatanie, znay-
dziemy powierzchnie ci G iGkata wpisanego i
opisanego. :

Tym sposobem postepuiac daley, znaydzie-
my powierzchnie wielokatéw wpisanych i opi-
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ianych , coraz bardziey do siebie zblizaigcyeh
sie. | tak powierzcbnia wielokata maigcego
bokéw 128 wpisanegoz= 55i4f>33i 17 opisanego
za$ o teyze samey liczbie bokéw =: 3» 1422236.
Powierzchnia wielokata o 2048 bokach, wpisa-
nego  3,1416877, opisanego za$=:3.i4i595i.
Powierzchnia wielokata o 16384 bokach wpisa-
nego=13,1415925; opisanego zas= 3,i415927.

Powierzchnie te rdznig sie tylko miedzy so-
bg dwiema iednoSciami dziesietnemi siodmego
rzedu. Liczba zatem 3,"'4' 5926, moze by¢ wzie-
tg za wazno$¢ powierzchni kota,(*). Ze za$ po-
wierzchnia kota j rowna iest iloczynowi pro-
mienia przez potowe okregu; kiedy wiec pro-
mien iest I, potowa okregu bedziez=:3)1415926.
A zatem oznaczywszy promien kota przez K, $re-
dnice przez S, a okrag kota przez C, bedzie R:
JC z=:1: 3,1415926. Rozmnozywszy pierwszy
stosunek przez a, bedzie aR, czyli S: C— 1:

(*) WA wielokgtach  maigcych po i6ZSA  bokow y
podwoiwszy liczbe bokéw, otrzymamy wielo-
katy o0 32768 bokafth , ktoérych powierzchnie
w pierwszych siedmiu liczbach dziesietnych  0A
siebie sie nie roinig\ odbywszy bowiem dziata®
nie potrzebne, wypadnie  powierzchnia tak
napisanego iak opisanego n;: 3?7417
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PROSTOKRESLNA.

Q30. /J twierdzen o przystawaniu i z zagadnien
0 kresleniu', troykatéw prostokre$inych , to iest
tiniiami prostemi zr*konczonych, fatwo wnies$¢
mozna, ze iezeti z szeSciu czesSci troykata , kto-
remi sg iego boki i katy , trzy czeSci sg wiado-
tne, drugie trzy moga by¢ wyznaczone, i troy-
kat moze by¢ wykreslony, byteby ieden bok
przynaymniey znaydowat sie miedzy cze$ciami
wiadomemi. Lecz kreSlenie troykatow zalezace
od wiekszey lub mnieyszey wpraw/, i doktadno-
$ci, narzedzi do tego uzywanych, podlega roz-
maitym uchybieniom, na ktérych sprostowanie
Jeometrya nie' moze podac¢ zadnych prawidet,
kiedy nawet liniia prosta nie moze by¢ tak w;y-
Ki eStona, aby nie miata zadney szerokosci: gdy
tym czasem w rachunku arytmetycznym wszel-
kie omytki bez trudnos$ci poprawi¢ mozna.

Dla dopetnienia wiec nauki o trdylcatach
prostokreslnych, na ktore wszelkie inne wielo-
katy podzielone i zamienione by¢é moga, wypa-
da do wykresSlenia ieometrycznego przydac¢ ra-
chunek arytmetyczny, aby z trzech czesci troy-
kata wyrazonych liczbami, drugie trzy czesci li-
czbami takze wyrazone by¢ mogty ztaka dokia-
dnoécig , do iakiey tytko katkut algiehraiezny
doprowadzi¢ mozna. Cze$¢ Jeometryi podaiaea,
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na to sposoby, -Aowie TjygonoTnetryg pro-
stokres$/na.

281. Niech bedzie troykat ACB fig. i d*,
w ktorym wiadome sg katy A, Bi bok AB. Weiz-
my inny tréykat nhc , ktérego wszystkie czescci

sq wiadome , i w ktorym kat a zizK., ni B :
swiec dwa te tréykaty sg podobne (191)? " zateim
. Wiec
7. ateun
samem

Jezeli wiec boki ab., ac, bc i AB sg wyra-
zone wliczbach, znaydziemy takze wliczbach bo-
ki AC i BC; aze dwa te troykaty sg rownokatne,
kiedy wiec katy tréykata abc sg wiadome, bedg
takze wiadome katy tréykata ABC : a tym spo-
sobem wszystkie czesci troykata ABC sg wiado-
me i moga by¢ wyrazone w liczbach, czyli, iak
odtad moéwic¢ bedziemy , troykat ABC iest roz-
wigzany.

282. Stad sie okaznie, ze gdybySmy mieli
cigg troykatow, ktérychby katy miaty wszelka
wazno$¢ iaka tylko mie¢ moga, i ktorychby
wszystkie czesci byty wiadome; w ciggu tym mu-
siatby sie znaydowac ietlen tréykat réwnokainy
7,troykatem danym do rozwigzania, za pomocg
ktorego troykat dany mogliby$Smy rozwigzac spo-
sobem wyzey okazanym.

Abysmy ciag taki troykatéw utozy¢ mogli,
zaczniymy od troykatow prostokatnych: wszyst-
kie takie troykaty moga by¢ wykreslone wezwar-
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Uer czesSci Nota , spasczaiac ze wszystkicK pun-
ktéw luku AB fig. 135, liniie SC, SC it.d. pro”to-
p>adte do promienia RA, i prowadzac promie-
niie RS, RS it.d. Troykaty RCS, Rt" it.d. tym
s]posobem utworzone, wszystkie bedg przy pun-
letacliC, C it.d. prostokatne ; a katy ich przy R
b>edg miaty wszelkie waznosci, iakie tylko katy
o>stre mie¢ moga: gtiyz miarg ich sa tuki AS, AS
it'.d. ktérych wielko$¢ uAely od naszey woli; ka-
tw za$ CSR, CSR it. d. w miare powiekszaigcych
siie katdsY przy R zmnieyszac sie bedga: gdyz kat
pirzy S, z katem przy R w kazdym troykacie RCS
wazy ieden kat prosty ; i nie moze by¢ zaden
troykat prostokatny dany do rozwigzania, kto-
ryby nie byt podobny iednemu z troykatow wy-
k reslonych w czwartey czesci kota.

283. Wszystkie te troykaty RCS it.d., ma-
ia. iednakowa przeciwpi®ostokatng rowng pro-
mieniowi RA. Moznaby utworzy¢ inny cigg troy-
katéw prostokatnych, ktérj*chby iedno ramie ka-
ta prostegg , rowne byto promieniowi RA: ns.
ten koniec, dosyé iest z konca promienia RA
wyprowadzi¢ styczng AT nie ograniczoney dtu-
gosci, i ze Srodka kota R przez punkta S, § it,d.
poprowadzi¢ sieczne RN, RN it.d. Rzecza iest
przez sie.widoczng, ze katy ostre przyR w troy-
katach prostokatnych RNA, RNA it.d. beda
miaty wszelka waznos¢ , iaka tylko katy ostre
mie¢ moga , i zetem samem miedzy temi trov-ka-
tami, musi by¢ ieden podobny tréykatowi pro-
stokagtnemu danemu do rozwiazania.
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284" W trdoykatach RCS it.d. przeciwpro-
stokatna nie odmienia sie ; hoki CS it"J. rosnai
w miare rosnacych katéw CRS it.d., i tikOY/AS)
itd. W"ielkos¢ zatem katow CHS it.d. i tukowv
ASit.d., zalezy w troykatach prostokatnych ocli
wielkosci bokoéw CS, CSit.d. Boki te nazwanco
Wystawamiy sinus * lukow i katéw im odpowia—
daigcych. Itak CSiest wstawa tuku AS i kata
ARS; CS iest wstawa tuku AS i kata ARS it.dl.
TVstawa wiec luku iest pj*ostopadla  spusczo*-
na z konca tego #tuku na promien  przecho”-
dzacy przez drugi koniec tegoz tuku,

285' Liniie RC, RC it.d. ktére zmnieyszai-
ig sie w miare powiekszaigcych sie tukow AS
ASit.d. saréwne liniom SO, prostopai-
dtym do promienia RB, ktory iest prostopadty
do promienia RA. Liniie te SO, SOit.d. sg tem
wzgledem tukow BS, BS i t.d. czom sg liniie SC,
SC it.d. wzgledem tukéw AS, ASit.d. To iest,
liniia SO iest wstawg tuku BS; liniia SO iest wsta-
wa tuku BSit.d. Dwa tuki, ktére do siebie do-
dane lub od siebie odiete rdwne sg czwartoy
czesci okregu, URzywamy Dopetnieniern  iedeii
drugiego , complementum. I tak tuk BS iest
dopetnieniem tuku AS; tuk BSiest dopetnieniem
Juku ASit.d. Liniie zatétm SO, SOit.d. sa wsta-
wami dopetnienia tukéw AS, AS it.d., sinus
complementi. Wstawa dopetnienia inaczCy zo-
wie sie dostawg ycosinus. Wiec liniie SO,80
it.d. , tudziez rowne im liniie RC, RC it.d. s3
dostawami tukow AS, AS it.d. Dostawa zatem
tuku iest wstawg dopetnienia  tegoz tuku, i
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rébwna sie czeSci promienia  bedacej miedzy
Srodkiem kola i wstawg (*).

286. W tréjkatach wiec prostokatnych
RCS it.d. przeciwprostokatna RS it. d. iest pro-
mieniem kota; boki CSit.d. sg wstawami, a boki
HC it.d. sg dostawami katow ostrych R maig-
cych swoy wierzchotek w$rodku kota. W ka-
zdym wiec troykacie prostokgtnym wzigwszy
przeciwprostokatng za promien, a wierzchotek
iednego z dwoch katow ostrycii za Srodek kota,
bolt przeciwny katowi ostremu maigcemuswoy
wierzchotek wsrodku kota bedzie iego wstawag,
a bok przylegty temuz katowi iego dostawa.

287. W troykatacli ARN, ARN itd." bok
AR nie odmienia sie; boki zas§ RN, RN it.d. tu-
dziez boki AN, AN it.d. rosng w miare .rosng-
cych katow ARN it.d. i tukéw AS it.d. ktore sg
miarg tychze katow. Boki RN, RN it.d. zowig
sie Sieczne, secantes, tukow AS it.d., i katédw
ARN it.d., boki zas$ AN, AN it.d. styczne,  tan-
gentes, tychze tukéw i katow.

Sieczna zatem trygonometryczna tuku,
iest promien przez koniec tego +uku  popro-
ewadzony i przedtuzony, az do zeyscia sie ze
styczng wyprowadzona  z drugiego  konca  te®
goztakw,Styczna za$ trygonometryczna utmn
iest cze$C styczuéy przez iedenkoniec  tego tu-
ku poprowadzoney, zawarta miedzy  dwoma.

(*) Linila AC nazywa sie Sinus yersus: Iccz liniia.
ta w trygonametryi, nie stuzy do zadnego u-
iytku.
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promieniami  przez obadwa konce tegoz luku
poprowadzonemi.

288' W tréykatach wiec prostokatnyclu
ARN it.fL, bok AR iest promieniem kota, bokii
AN it.d. sg stycznemi, a przeciwprostokgtne RM
it.d. sg siecznerni katéw ostrycli ARN it.d. ma-
igcych swdy wierzcliotek w $rodku kota. W ka-
zdym wiec troykacie prostokatnym , wzigwszy
iedno ramie kata prostego za promien , a wierz-
chotek iednego z katéw ostrycti za srodek kola ,
drugie ramie kata prostego bedzie styczng, a
przeciwprostokatna sieczng kata ostrego maia-
cego swoy wierzcliotek w srodku kota.

289. Z konca Btuku ABfig. 136, wypro-
wadziwszy styczng B/z, i przedtuzywszy ig az do
zeyscia sie z sieczng R/z ; liniia Bfz bedzie sty-
czng, a liniia Rn sieczng tuku BS. Ze za$ tuk
BS iest dopetnieniem tuku AS (285)) wiec liniia
B// iest styczng dopetnienia tuku AS, i zowie
sie inaczey dontyczng, cotangens; liniia zasR/z
iest sieczng dopetnieuia tegoz tuku AS, i zowie

« dosieczna,c } cosecans.

290. Wszystkie te liniie trygonometryczne
bedgc bokami podobnych troykatowRCS,RNA,
RB/7., ROS, sa miedzy sobg proporcyonalne :
maigc zatem wiadonle waznosci iednych, tatwo
bedzie wyznaczy¢ waznosci, drugich.

Jakoz w trdykacie RCS prostokagtnym przy
C iest CSA-f-RC” zrz RS"; czyli, oznaczywszy
promien RS przez R, tuk AS przez a, liniie za$
trygonometryczne przez poczatkowe gtoski ich
nazwisk; bedzie

wst” a
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;wiec 1
a tera samem

Q.re. W troykai ach RAN, RCS podobnych
ilest RC: CS1=1 RA: AN ; czyii dos a: wst a z=z

El: Sty a\ wiec sty i

~cie. W troykatach RCS,RB/i podobnych,
iest CS: R.Cz=:BR: Bn; czyli wsta: dos anzR:

dot a ; wiec (

W troykatach RCS, RAN podobnych
iest RC: RS RA- RN ; czyli dos«: R= R:

siec a; wiec siec

5/Me. W troykatach RCS,RB/z podobnych
iest CS: RSnzRB: R”; czyli, wsta: RzzzR :

dosiec wiec dosiec/
T?0C

Przypatrzywszy sie rownaniom T ,2,5,4>
5 i 6, oznaczaigcym wazno$¢ 6ciu liniy trygo-
nometrycznych, postriezemy, ze waznos$¢ oy-
czney i dotyczney, siecziidy i dosieczney zalezy -
od wyznaczenia wazno$ci wstawy, dostawy i
promienia. Ze za$ dtugo$¢ pi®omieniri w mierze-
niu katow za pomocg tukow kota iest rzr 0-
boietng, wiec wzigwszy promien za iednos¢ ,
wazno$¢ innych liruy trygonometrycznych zale-
ze¢ bedzie od wyznaczenia wstawy i dostawy :
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y
a wiasciwie modwigc od wyznaczenia Avaznoscii
samey tylko wstawy: gdyz dostawa zalezy odl
waznosci wstawy, iak sie z rownania pod liczbaa
przekonaé mozna.

Nastepuigce twierdzenie o waznosci wstaw i i
dostaw siimmy laio r6znicy dwoch tukow, zastu-i-
guie na naywiekszg uwage: gdyz zamyka wso-)-
bie wszystkie wiasnosci wstaw i dostaw.

A 291. Twierd. Niech bedg dwa iakie-"-
kolwiek Iluki a, b; bedzie

Dowod. Niech bedzie Jig. 137, tuk AWt
rzz/7./]MN=Z:Z". wzigwszy tuk MNzziMN, i pod-
prowadziwszy cieciwe NN i promien MR, z puni-
ktow N, M, E i'N spus¢émy NC, MP, EF i N(G
prostopadte do APi, tudziez NG i ED prostopaa-
dteWC.

Podtug tego cosSmy powiedzieli wyzey (284f)>
linila MP iest wstawg , a PR dostawg tuku AM
n: a. Liniia NE z wykre$lenia prostopadta dlo
promienia MR (109), iest wstawg, a RE dostawg
tuku MN

Liniia NC iest wstawg tuku
z=.a-i-b. A -

Liniia NC iest wstawg tuku
zzaa— b.

Liniia RC iest dostawg tuku
z=:a-{-b.

Liniia RC iest dostawa tuku
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LeczNCz=iDC+DN=EF+DN: gdyzEF—DC.
NC—GCizzDC ~DG=EF—DG.
RCzziRF—FGzzzPtF—ED. gdyz EDzzzFG
RCizziRF-fFC.

Nadto wtroykatach NNG, END podobnych iest
i"WN: EN~ NG: DN*— NG: ED.

A ze poprzednik iszyNNiest dwa razy wie-
kszy od swego nastepnika EN (108); wiec i ti-
mia NG dwa razy wieksza od DN, i NG czyli t"G
dwa razy wieksza od ED Czyli FG; a tem samem
DGz=DN, ED czyli FG—FC.

W powyzszych zatem rdownaniach zamiast

liniy DG i FG potozywszy roéwne im liniie DN i

ED, bedzie

Idzie wiec tylko o wynalezienie waznosci
czterech linii EF, RF, DN i ED, z ktérych dwie
pierwsze sg bokami troykata EFR podobnego
troykatowi MPR, dwie drugie sg bokami troy-
kata EDN podobnego temuz tréykatowi MPR :
gdyz boki igo sg z wykr-e$lenia prostopadte do
bokow 2go tréykata. Bedzie wiec

Czyli potozywszy waznosci trygonometryczne,
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Wpowyzszycli zatdiTi czterech rownaniach
zamiast liniy EF, RF, DN i ED potozywszy zna-
lezione ich waznoS$ci, réwnania te zamienig sieg®
W nastepuigce :

Réwmania te za pomocg podwdynego zna-
ku ~ wyrazaigcego summe i roznice wstaw i
dostaw”, mozna zamienié¢ na dwa réwnania, kto-
reSmy zatozyli w twierdzeniu.

292. Chcac znalez¢ wstawe i dostawce tu-
ku dwa razy wiekszego, niz iest luk dany 6-, do-
syC iest wyréwnaniu iwszem i 5ciem, ze czte-
rech réwmaii poprzedzaigcycli, zamiast tuku h
wzigé tuk a ; tym sposobem dwa te réwnania
zamienig sie w nastepuigce:

zyli
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W tychze samych réwnaniach zamiast b po-
tozywszy tuk 2.a, otrzymamy wazno$¢ wstawy
i dofitawy tuku trzy razy wdekszego, niz iest tuk
dany a: bedzie bow iem

Tym sposobem postepuigc , mozna otrzy-
ima¢ wstawe i dostawe tuku 4, 5 it.d. razy wie-
ikszego, niz iest tidv dany.

293. Z rownania dos

((992), mozna tak'e otrzymaé wstawe i dosta-
sve tuku dwa razy mnieyszego niz iest tuk da-
ny a\ iakoz zamiast tultu a, wzigwszy tuk i
rownanie to zamieiii sie W' nastepuigce

Znidstszy mia-

nownik , bedzie.

dOsa. Ze za$

(*290); wiec strony tych
itwéch rownan raz od siebie odigwszy, drugi raz
do sieliie dodawszy, beda dwa nasiepuigce”ré-
wnania :

Jhodzieliwszy obie strony przez 2, bedzie
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Druga strone przed znakiem pierwiastkowym
podzieliwszy przez 2, a wyrazy bedace pod zna-
kiem pierwiastkowym rozmnozywszy przez
czyli przez 4, co wypadnie na to samo, iak gdy-
by strona ta byta podzielong i rozmnozong przez

bedzie

Za pomocg tycli dwéch réwnan, mozna be-
dzie znalez¢ wstawe i dostawe nie t)dko potowy
tuku danego, ale tez tuku 4, 8, 16 it.d razy
mnieyszego, niz iest tuk dany ; gdyz wstawa i
dostawa tuku dwa razy mnieyszego niz iest tuk

bedzie wstawg i dostawa tuku 4 razy mniey-
szego, niz iesttuk a it.d.

Te same dwa rownania otrzyma¢ mozna
sposobem nastepuigc}”n:

Podzieliwszy tuk AMJig. 138, na dwie cze-
§ci rowne  punkcie N, i poprowadziwszy pro*
mien RN, i cieciwe AM: cieciwa ta w punkcie
C iest podzielona na dwie rowne czesci, i iest
prostopadta do promienia RN (108): hniia za-
tem CM ipsl*wstawa tuku MN, czyli potowy Hhi-
ku AM (284). W troykacie AMP prostokatnym

przy P, iest J
A ze AP:

dos rt; JyP~wst AMzz:wst a; potozywszy wiec
waznos$ci te w rownaniu powyzszem, bedzie
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'Ze za$ wst'« dos™ — R (290); bedzie wiec
AMz=: Y/SR"— 2R. dos a. Podzieliwszy o-
bie strony przez 2, bedzie -*-AM—MC:izwst
I \/ 2R " 2R. doT*r
Dla znalezienia linii RC, ktora iest dosta-
“wa tuku MN czyli potowy tuku danego AM, po-
prowadZzmy cieciwie BM i promien RN do niej
Aprostopadty. W troykacie BMP iest BM zz;

- AzeBP=BR + RP=R-f dos" MP =
wst a\ bedzie wiec

Potozywszy R” zamiast wst™  dos”a, i 0-
bie strony podzieliwszy przez 2, bedzie

294. Liniia MP bedaca wstawg tuku AM,
iest oraz wstawg tuku MB, ktéry do tuku AM do-
dany, czyni pétokregu AMB: gdyz liniia ta iest
prostopadta z korica M tuku BM spusczona da
promienia RB przechodzgcego przez drugi ko-
niec Btegoz tuku MB. Dwa tuki lub dwa katy,
ktére do siebie dodane czynig pdtokregu lub
dwa katy proste zowiemy spetnieniem ieden.
drugiego, supplementum. | tak tuk BM wie-
kszy od czwartey czesSci okregu iest spetnieniem
tukuAMmnieyszego od czwartey czeSci okregu;
tuk AM iest spetnieniem tuku BM. Stad wnie-
siemy 16d, ie wstawa #tuku iest ta sama® co
wsfawa spelnienia  tegoz  tuku.
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Are. Liniia CR beclaca dostawa tuku MN
:z=:-LAM, rowna iest linii MC bedacey wstawg
tuku MN zzriBM. Podobniez liniia CM bedaca
wstawg tuku MN=z-|AM, rdwna iest linii RC
bedacey dostawg tuku MN— |*MB. Jezeli wiec
tuk dany a iest wiekszy od czwartey czesci o-
kregu , iak iest np. tuk MB, natenczas wstawa
potowy tego tuku rownaé sie bedzie dostawie
potowy ie”o spetnienia ; dostawa za$ potowy
tuku wiekszego od czwartey czesci okregu, ro-
wnaé sie bedzie wystawie potowy iego spetnie-
nia. Bedzie wiec, oznaczywszy tuk AMprzez a,

295. Nakoniec wddzimy tu, ze MC wsta-
wa tuku MN iest potowg AM cieciwy tuku ANM
dwa razy wiekszego od tuku MN; podobniez
MC wstawa tuku MN iest potowg MB cieciwy
tuku MNB dwa razy wigkszego od tuku MN.
Stad wniesiemy , ze wstawa fuku rdéwna iest
potowie cieciwy tuku dwa razy wiekszego. A
zatem gdy wstawy sg wiadome , fatwo mozna
wyrachowac cieciwy, i odwrotnie.

296. Poniewaz”$rednica iest cieciwg pot-
okregu ; potowa wdec $rednicy czyli promien ,
bedzie wstawg polowy po6tokregu czyli czwartey
czesci okregu (295); iakoz wstawag tuku AByFg.
136, réwnego czw™artéy czesci okregu iest pro-
mienn BR zkoninca B tego hrku spusczony pro-
stopadle do promienia AR przechodzgcego przez
drugi koniec A tegoz tuku. A ze $rednica ze
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wszystkich cieciw kota iest nayw”ieksza (loi);
wiec wstawaczwartey czesci okregu iest.ze wszy-
stkich wstaw naywieksza.. Wzigwszy zatem pro-
mien za I, wstawa czwartey cze$ci okregu bedzie
I; wstawy za$ imiych tukéw beda muiey”ze od
I, atem samem waznosci icli bedg utomkowe..

Ze za$kwadrat dostawy rowna sie kwadrato-
wi promienia zmnieyszonemu kwadratem wsta-
wy (290) ; kiedy wiec wstawg czwartey czesci
okregu iest promienn , dostawa czw™artey czes$ci
okregu bedziez=:0. | wsamey rzeczy dostawa
tuku réwna sie czeSci promienia znwartey mie-
dzy wstawg i Srodkiem kota (285); kiedy wiec
wstawa BR tuku AB réwnego czwaitey czesci
okregu , przypada na Srodek kota R, dostawa
tegoz tuku niknie czjdi réwna sie o.

Poniew™az promien iest cieciwa tuku rowne-
go 6tey czesci okregu; wiec potowa promienia
bedzie wstawg tutm réwnego iatey czesci okre-
gu (295)- Wzigwszy zatem promien za i, wsta-
wa latey czeSci okregu bedzie A ze do-
stawa tuku rowmasie pierwiastti<.owi réznicy mie-
dzy kwadratem promienia i kwadratem wystawy

(290), kiedy whiec promief =: |, wstawa i2tdy
czesci okregu= bedzie dostawa” t2tey czesci
okregu

i2sta czes¢ okregu iest 3cig czescig tuku
AB rownego 4tey czesci okregu. Oznaczywszir
zatem 4tg ¢ze$é okregu przez bedzie
\od.
Qire,
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Maigc wstawy i dostawy tych dwéch tu-
kéw , mozna bedzie znalez¢ nie tylko styczne,
eidotyczne, sieczne i dosieczne tychze tukéw; ale
tez wstawy, dostawy iLd. innych wszystkich In-
kow, biorgc tuki te tak podtug nowego podziatu
okregu na /oo stopni, iako tez podtug podziatu
dawnego na stopni 360. Lecz plerwey uczynié
potrzeba dwie nastepuigce uwagi :

297. jod. £uk codo dtugosci zawsze iest
mnieyszy niz iego styczna , a wiekszy niz iego
wstawa. Jakoz wzigwszy tuk Amzzz AM Jig,
139, i poprowadziwszy cieciwe Mm, i styczne
TM, Tm; styczne te przetng sie z promieniem
AR w punkcie T : gdyz dwa troykaty RTM ,
RTwmoga do siebie przysta¢. Lecz tuk MAZL
czyHAM-f AW<TM-f-T/;~, AM+AT77i>MP
"Pm(258);zezas AM=Aw, TMr=:Tw, PM
r=P77i; bedzie wiec 2AM<2TM; 2AM>2PM;
atem samem AM<TM, AM>PM.

zre. Stosunek miedzy styczng i wstawg co
raz bardziey przybliza sie do i, w miare coraz
b.ardziéy zmnieyszaiacego sie tuku; czyli, co na
iedno wychodzi, im'iest fuk mnieyszy, tem iest
mnieysza réznica miedzy iego styczng i wstawa.

_ P Be wst a .

Jakoz poniewaz sty a cz:—do” a " czyli
r wst a

waigwszy promien za i, sty a zzz | wiec o-

bie strony rozmnozywszy przez dos a, i podzie-

liwszy przez Sty  bedzie ( ze
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za$ dostawa luku tem iest wieksza, im iest tuk
mniejszy, to iest dostawa tembanlziey przybliza
sie do promienia czyli do i, im iest tuk mniey-
szy; wiec im tuk a iest mnieyszy, lem bardziey
waznos$¢ dos a® a tem samem i waznoS¢ utomka

sty ol przybllza. sig doi; codowodzi, ze ro-

znica ndedzy mianownikiem i licznikiem tego
utomka, to iest miedzy Sty a i wst a musi bye
bardzo mata , aiescze mnieysza miedzy wazno-
$cig tuku a , i waznoScig iego wystawy bd> sty-
czney. Wzinwszy np. PMziz0,0001, bedzie

0, 000 100 000 000 5; wazno$¢ ta styczney MT
rézni sie tylko od waznosci wstawy PM w i ey
liczbie dziesietney; mozna ig wiec wzia¢ za wa-
zno$¢ tuku AM wyrazonego w czeSciach pro-
mienia RA.

298. Po tych uwagach i po wiadomoSciach
ktoére ie poprzedzity , nie trudno bedzie wska-
za€ sposoOb, ktorym waznos¢ wstaw, dostaw it,d.
wszystkich tukéw wynaleziono i utozono w ta-
bhce.

Poniewaz wstawa 4tey czesci okregu czyli
wst I, dos 0 (296), uczyniwszy wiee

i potozywszy naznaczone waznosci w
dwoch réwnaniach wyzey znalezionych (agS),
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réwnania te zamienig sie
W nastepniace :

Waznos$¢ te wstawy i dostawy mozna
takie nastepnigcym sposobem wyprowadzié.

Jezeli tuk ABfig. 140, réwny czw’artey cze-
$ci okregu iest w punkcie M podzielony na dwie
ezesci réwne, naten czas liniia MP czyli wsta-
wa tuku réwna iest linii PiP czyli dostawie
tegoz tuku: wlrdykaciie bowiemPiPM kat PBM
mMRMP, co iest tatwo okazaé. Ze za$§ MP' -f-
RPA—MR"; czyli, aMPA=iMR"Z3 i; wiec MP"

a tem samem!

Maigc wazno$¢ wstawy i dostawy tuku

mozna bedzie znaleZz¢ wazno$¢ wstawy i
dostawy potowy tego tuku czyli Jakoz
niech tedzie *Qz=za : w réwnaniach powyz-
szych (295), potozywszy znalezione lub nazna-
ezone waznosci, bedzie

Lecz dzielagc tym sposobem kazdy tuk na
dwie czeSci rdwne, nie doydziemy ani do cze-
$ci dziesietych ktére sg stopniami, minutami itd.
podtug nowego podziatu okregu, ani do czesci
takich, ktéreby mozna wzigé za stopnie, minu-
Tyit.d. podaiaiu dawnego. Znaydaiemj tylko
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tii,kt coraz mnieysze , atem samem coraz bar-
dziey przyblizaiace sie do swoich wstaw : i tak
za i4tym podziatem fjedzie tuk nz Q"
ktérego wstawa zii 0, 000 095 SyS 799-' VVsta-
w a ta mnieysza iest od wystawy o, 0001; tuk wiee
ten nie rézni sie od swoiey wstawy w pierwszych
latu liczbach dziesietnych (3197). tuki zatem
innieysze iescze mniey réznic sie beda od swo-
ich wstaw.

tuki tak mato réznigce sie od swoich wstaw
i stycznych, moga byé uwazane za proporcyo-
nalne tym liniom: be lzie wiec

czyli m: 100000: i6384"' A zatem

Nadto poniewaz tuki mate sg proporcyo-
nalne swoim wstawom, ftukéw zatem 2,3,4
it.d. razy wiekszych od tuku 0,00001 Q, beda
wstawy 2,3,4 it.d. razy wieksze od wstawy
tegoz tuku : bedzie wigc

Tym sposobem znaydziemy iescze wiele
tukéw wiekszych od tuku o, 0000'i Q , ktérych
wstawy i styczne nie r6znig sie miedzy sobg w
pierwszych i2Stu liczbach dziesietnych. A cho-
ciaz zadalszem powigkszaniem sie tukéw, rozni
ca ta coraz sie bardaiey powieksza ; moina ie-
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dnak tym sposobem postepuigc doy$é az do tu-
Kiizz: 0,001 Q, ktérego AYS@wa i st™\cziia tym:',e
sposobem znalezione , iescze sie miedzy soba
nie roznig w pierwszycti Smiu liczbacli dziesie-
tnych. ,

W luknch wiekszych od 0,001 Q, réznica
ta znacznieby sie powieksz™'ra : wten czas wiec
uzy¢ potrzeba 4 rownan Awyzey znalezionych
<291 i 292),

Wzigwszy naprzdd A zir 0,001 Q, potem a
;=:0,002Q it.d. zdwoch réwnan pierwszy ck
otrzyniamy

wst 0,002 Q ; dos 0,002 Q ; wst 0,004 Q;
dos 0,004Q it.fl. WzigAvszy znowu naprzdd
N zzi0,001Q, ~ = 0,002Q; potem « zz: 0, 002
Q, b~ 0,000 Q it.d. zdwdch réwnan drugich
otrzymamy

999. Ten sam sposéb postepowania mo-
zna przystosowa¢ do dawnego podziata okregu
na 360°, ztgtylko réznicg, ze dziatanie rozpo-
czat nalezy od wstawy i dostawy tuluizz:i Q zz:
50® (296). tuk ten ciggle dzielgc na dwie cze-
§ci rowne, i za kazdym podziatem wynayduigc
wazno$¢ wstawy i dostawy tukdw coraz bar-
dziey zmnieyszaigcych sie, doydziemy nakoniec
do tukéw bardzo' mato roznigcych sie od. swo-
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ich wstaw i stycznych , ktére moga hyc wziete
za proporcyonahie tymze wstawoni i stycznym.
Dalszy sposob postepowania zupetnie iest po-
dobny do podanego wyzey.

50p. Wreszcie rozne sg sposoby, osobli-
wie w Matematyce wyzszey,znacznie utatwiaigce
i skracaigce to diugie dziatanie. Wytozymy tu
ieden przynaymniey sposob , ktéry pod wielu
wzgledami godzien iest, aby go pozna¢. Lecz
naprzod okazaC potrzeba , ze formuty podane
"wyzey (295) ? na znalezienie wstawy i dostawy
tuku' dwa razy mnieyszego , moga by¢ zamie-
nione w nastepuigce :

Jakoz strony réwnania np. igo podnidst-
szy do kwadratu, bedzie

wstha) -f- —-tl. wst )\ z drugiey strony
dodaw”szy wyraz iszy i 3ci, awyraz 2gi rozto-
zywszy na czynniki, bedzie

zamiast R* — wst* a , potozywszy dos® a
(290), i wyciggngwszy pidrwiastek , wypadnie

Podobniez strony rownania 2go podniostszy

do kwadratu i odbywszy dziatanie iak wyzey,
wypadnie.

dos™-la = -p "R dos a. Dwa te ostatnie
réwnania tatwo przerobi¢ moaua na formuty po-
dane wyzey.
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PQ tako\vem przygotowaniu tatwo bedzie wy-
tozy¢ nastepuigcy sposob wynaydowaiiia wstaw
i dostaw niektérych ‘tukow.

30i. Niech bedzie wst 20® wiec ix
bedzie cieciwg tukunz 40° (295), czyli, rachu-
igc stopnie podtug nowego podziatu, 2.c bedzie
bokiem lokata foremnego wkoto wpisanego:
a ze bok ten réwny iest wiejtszey czeSci promie-
jiia podzielonego w stosunku $rednim i skray-
nym (237); wiec wzigwszy promien za i, bedzie

jiIX zz: 2X: i — 2jc; azatem rzz i — 20:

czyli -f- zz: 1; czylicc zz:i. Do-

petniwszy kwadratu, bedzie a;" -j- -1~ -f- Al

a zatem x + i zz: — N A Od-

igwszy ~ po obu stronach , bedzie a? zz: i
;czyli » — i+ i/ 5) Aze azz: wst
wiec

Podniostszy obie
strony do kwadratu ;

Ze za$ dos®20®zz:R""—wst®20* (290)," wigc
HA 1 y

A ze dos™z — wst™« zz: dos (292) ; be-
dzie wiec

do.
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W formutach zatem powyzszych (300) uczy-
niwszy R= 1, /*=?.0°,wst bedzie
wst
czyli

Wyrazy bedace pod znakiem pierwiastko-
wym rozmnozywszy przez 4, a przed znakiem
plerW|astkowym pod2|ellwszy pr?.ez 2., wypadnie

A Podo-
bnymze sposobem odbywszy d2|a+an|e wypadnie

W tych samych formutach .uczyniwszy po-
lem azz:60°, wst«zzz™ i”" ), bedzie

y/ 5); odbywszy dziatanie iak wyzey, wypadnie

Podobniez wzigwszy tuk /2ziz"80°, do$ azz:

wa-

znosci te potozywszy w réwnaniu
bedzie
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Maigc,wiadome te waznosci, i wied/ac
précz tego iaka iest wstawa loo" i 50°, mozn”,
utozy¢ nastepuigca tal)lice.

Dziatanie potrzebne do znalezienia tych
waznosci mozna ies;cze znacznie skrocié: gdyz
Jakoz podnid-

stszy obie strony do kwadratu, bedzie

Podobniez okaza¢ mozna,

Mev/(3— = 10—|V'2. Te ostatnie
w”aznosci potozywszy w powyzszey tablicy, po-
strzezemy, ze uwazaigc V -i, i za wia-

dome, dosy¢ bedzie cztery razy wyciagnac pier-
wiastek kwadratowy, dla znalezienia waznosci
wstaw i dostaw iociu tukéw w powyzszey tabli-
cy umiesczonych.

302. Zamiast w™aznosci wstaw, dostaw,
stycznych i dotycznycii wtablisgch zwyczay-
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nych potozone sg ich logarytmy, dla utatwienia
racnnikn w rozwigzaniu dwdéch nastepuigcych
zagadnien dowyracliowania czeScitroykata isto-
tni e potrzobnycli:

1. Maigc dany Hik* znaleié logarytm
iego wstawy™ albo dostawy® albo Styczney al-
bo dotyczney.

2. Maigc dany logarytm wstawy® albo
dostawy™ albo sty czney ™ albo dotyczney tuku”
znalez¢ ten Huk.

Rozwinzanie tych zagadnien zalezy od spo-
sobu roztozenia i uporzadkow”ania tablic, ktory
iest rozmaity, lecz zawsze na wstepie dzieta ta-
blic wytozony.

505. Tablice te nie obeymuig tukéw wle-
kszycli nad /.t3 czeS¢ okregu, i nie maig po wie-
kszey czeSci waznosci siecznych i dosiecznych:
obaczymy iednak nizey, ze one sg dostateczne
do wynalezienia waznosci wystawy, dostawy, sty-
czney i dotyczney wszystkich tukow chocby tez
naywiekszych. Co sie zaS$ tycze siecznych i do-
siecznych”, tQ nie wchodzg do rozwigzywani*a
troykatow, iak sie otem przekonamy w zaga-
dnieniach rozwigzywanie to za cel maigcych,
ktore wkrotce poflamy, wytozywszy pierwey
twierdzenia istotnie potrzebne do wyrachowa-
nia czesci troykatéw, co iest wiasciwym przed-
miotem Trygonometryi.

504. W kazdym troykacie prostokatnym
taksie ma promien do wstawy iednego z ka-
tow ostrych ,, iak przedwprostokgcna  do boku
przeciwnego temu  katowi.
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Niech bedzie ABCfig. 14r. trdykat prosto-
katny przy A, z punktu B iako ze srodka pro-
rnkini/BM réwnym promieniowi podtug ktérego
irlozone sa tatdice nakresliwszy tukMF, Kktory
bedzie miarg kata Biz punktu M do AB spusci-
wszy prostopadig MP, ktéra liedzie wstawg kata
B; w troykatach BMP, BCA podobnych, iest

BM: MP=:CB: AC; czyli, potozywszy wa-
znosci trygonometryczne R: wstBuzCB: AC.

505. frkazdym  trdykacie prostokatnym
tak sie ma promierr  do styczney iednego z
katow OStrych, iak hok przylegly temu kato-
wi do boku  przeciwnego.

Wykres$liwszy, iak wyzey, ulv MF, i z pun-
ktu F do AB poprowadziwszy prostopadtg Fi),
ktora bedzie styczng kata B: w troykatacli Bfi),
CAB podobnych iest BF: FD zz: AB: AC, czyli
RistyBzzrAB; AC.

506. troykacie  prostokresinym ia-
kimkolwiek ~ wstawy katow maig sie iak boki
przeciwne.

Niech bedzie troykat ABCfig. 73, z wierz-
chotka C spusciwszy CD prostopadtg do AB,
prostopadia ta padnie albo wewnatrz troykata
iak iest na figurze i, albo zewnatrz, iak iest na
figurze 2. W iwszym przypadku, w troykatacli
prostokagtnych ACD, BCD iest
R: wst A=AC: CD; R:wstB=BC: CD (504), wiec

RXCD —wstAXAC; RXCDzzrwstBXBC;
a tem samem wst AXACz=: wst BX BC. Wiec
wst A: wstBiziBC: AC.

W przypadku 2glm w dwoch troykatach
prostokatnych CDA, CDB, iest
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R:wstnAC = AC: CD; R:vwstB= CB:CD;wi

RXCD=:wstDACXAC; RXCD=zwstBX
BC; a zatem

Avst DAC X AG= \Wv;tBX BC ; atem samem
wst DAC: wst B= BC; AC. Zo za$ kat DAC
iest spetnieniem itcagta CAB czyli kata A (294),
arem samem Awst J3AC — wst A; bedzie wiec
wst A: wstB—BC: AC.

Te same whasnos¢ mozna takze nastepu-
igcym! sposobem wyprowadzic.

Dany tr<3dvat ACB//g.. 142, opisawszy ko-
tem , i ze Srodl™a S jjronjieniem Sa rownym pro-
mieniowi tablic wykre$liwszy kolo , poprowa-
dzi¢ promienie AS/S,. CS przecijiaigce okrag
drugiego kota w punktachi c, i poprowadzié
cieciwy hc,ac; troykat ahc bedzie podo-
bny troykatowi ABC, gdyz poiiiewaz i hS sa
row™ne iako promienie iednego kota, tudziez AS
i BS sg takze réwne; wiec A/ troykacie ASB iest
AS: I"SZZIIJS : hS ; a tem samem bok ah iest ro-
wnoodlegly od AB. Tymze sposobem okazap
mozna , ze bok he iest réwaioodlegty odBC, bok
ac réwnoodlegty od AC. A zatem tréykaty ABG
jahc sg podobne: bedzie “viec

AB: "My=:BC: hcMXC: acy czyli

AB: A.C>~ah: hc: nc\  wiec

AB:BC: ACz”irtZ': \hc-. ~e za$ katy
troykata ahc™ ktorych wierzcliotki sa na okre-
gu,- maig za miare potowy tukdéw, ktorych cie-
ciwami sg boki tym katom przeciwne; a wstawa
tuku réwna iest potowie cieciwy tuku dwa ra-
zy wiekszego (295); wiec i"Z"— AYdc—wst C;
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\hc zn wsta — wst A; \ac zzzwst h zzzwstB; a
tem samem

AB: BG: AG zn:wst C: wst A: wst B.
507. VFliaidym.  troykucie prostokr e-
$Inym dostawa icdtiep®o z kg low tak sie inn alo

promienia , iak sin.ima kwadra/éw z hokmw
przyleglych  Lemu, katowi zmnieyszona kw/a-
draler® Lchii trzeciego ,.do podwdynego illo-

czynu dwoch pierwszych  bokéw.

W troykacie ACB fig, 143, z wierzchotlka
kata naywiekszego C spusciwszy CD prostop)a-
dtg do AB, 1 dla skrécenia bok CB przeciwmy
katowi A oznaczywszy przez <7, bok AC przeci-
wny katowi B przez by bok AB przeciwny katko-
wi C przez ¢, a odcinek AD przez bedzie td"-

-j- ch— 2.cx Dodawszy po obu stra?-
nach 2cxj a odigwszy a*\ i podzieliwszy przcez

2.C, bedzie

W tréykacie prostokagtnym ACD iest R\:
wst DCA~ A; (504). Aze knt DCA dest d(0-
petnieniem kata A, gdyz obadwa czynig k.at
prosty , atem samem wst DCA = dos A (286));
bedzie wiec K: dos Azzzb: ii\

dosAy/?'

" A zatem . i*orownawszy zsolba

dwie znalezione waznosci x, bedzie

podzieliwszy obie strony prz(ez
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dos A h''JrC—a

wypadnie—:=: ; atém sa-
mem dos AiRizizZ/" -f-cANAA C).
508- W réwnania V -[-¢'— ar*C"oy),

dodawszy po obu sfronacii icx , a odinwszy a
i bedzie ac.r—chzzzb®—a\ Strony tego
rébwnania roztozywszy na czynniki, wypadnie

; a zatem

Ze za$ ABzzic, AD=:,r; wdec!
a tem samem

Ostatnia wiec proporcya zamieni sie w nastepu-
iaca :
To iest,

(*) Jezeli kat A iest roztwarty, iak fig. 73 pod li-
czbg 3, na ten czas bedzie

(1"3); « tem sam em

fV troy kacie CD A iest wst ACD dos

, 2e za$ kat CAB, czyli
kat A ie™ spelnieniem kata CAD , i ma te
sarne dostawe co i"kgt CAD lecz uiemng, iak
obaczymy nizey ; bedzie wiec dos A ZIZ —e

zamiast x polozywszy ~ wazno$¢  znale-
ziong wyzey, bedzie

a zatftm
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Vi> troykgciew ktbrym prostopadta Zwiei"z—
ctiotka do pod stawj spusczona padawewnatiz®
troykata , podstawa tati sie ma do  summy
dwdch innych hotiéw » iak réznica tychze bo-
kow”" do roznicy  oclcintiCiWpodstawy.

Jezeli kat A iest roztwartj Nro 2,

na ten czas cN-j-2.cjo (\ 75). Wiec d™
czyli

-j-¢); a zatem c: a-\-hiiza—It: c: to iest,,

kiedy prostopadta z wierzchotka spusczona do>
podstawy pada zewnatrz troykata , lati sie ma/
podstawa do summy dwoch innych, boliow iati.
réznica tychze hoki)W, do summy  odcinkéw'
podstawy BD -f- AD.

Te same wiasno$¢ mozna wyprowadzi¢ spo-
sobem nastepuigcym. Z punktu C iako ze $rod-
ka promieniem CJi wykresliwszy koto fig. i43 »
i bok AC przedtuzywszy do przeciecia sie z okre-
giem w punkcie E; bedzie podtug tego cosmy
powiedzieli wyzey (217). AB: AE AF: AM;

czyliaB: AC4-CE=:AC — CF: AD—DM. Z&
zaS ce=z:cF=:8Bc, aDMzzzBD; bedzie wiec
AB: AC -FBC — AC—BC: AD — BD.

Kiedy kat A iest roztwarty, fig. 75 Nro 2,
Dowodzenie i wykre$lenie podobne do poprze-
dzaincego.

309. IA-“azdym iroykgcie prostokre-
Stnyjn tati sie ma summa dwoch hotiow do ich
réznicy, iak styczna potowy summy  katow
tym bokom przeciwnych, do styczney  potowy
réznicy tychze  katow.

Wroéwnaniachi »



Prostohresina. 249

), stro-
ny oHpow adaigce raz do s.ebie dodawj™y , drngi raz
odigw«2y , bedz'e

Niech bedzie A, a zatem
wiec a-~z

v.iec h zzi

Potozywszy te waznosci w dwoch powyz-
szych réwnaniach, bedzie

Strony odpowiadaigce tych réwnan podzie-
liwszy przez siebie, wypadnie

; czyli

Ze za$ wstawa tuku podzielona przez do-
stawe rdwna sie styczney tegoz tuku (290), be-
dzie wiec
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Rozmnozywszy obie strony przez wst
AB), apodzieliwszy przez dos ("A—iB), wy-
padnie

; czyli

Podzieliwszy obie strony przez sty
bedzie
A zatem

Ze za$ W tréykacie wstawy katéw, maig sie
iak boki tym katom przeciwne (506); oznaczy-
wszy zatem boki przeciwne katom Ai B gtoska-
mi « i, bedzie a\ buz wst A: wst B; atem sa-
rnim a-\-b: a—2Z'~wstA-|-wstB: wst A—wst
B. Proporcya te porbwnawszy zproporcya po-
wyzszg wypadnie

Moznaby to samo okaza¢ sposobem naste-
pniacym. Niech bedzie. 144, kik AMzzzA,

tuk ANrzzB: bedzie MP=wstA, NQ=wstB.
Poprowadziwszy NC réwnoodlegtag od $rednicy
AB, i przedtuzyw”szy MI™ do bedzie
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Z punktu C iako ze $rodka promieniem CD
réwnym promieniowi kota ACL>/i nakreSliwszy
tuk EDG, i przez punkt J3 poprOwai'zi\vs?,y sty-
czng FH , az do przeciecia sie z liiijiaini CM ,
Ca® W punktach F i H; liniia DI' hedzie styczng
tuku DE (>-87), liiuia DH bedzie styczna luku
DG, zktorych pierwszy iest miarg kata MGN,
drugi miarg kata //zGN; a ze katy te matg wierz-
chotki na okregu, wiec kata MCN iest takze
miarg potowa kiku MN z=AM— ANzi;;A—B ;
kalLa za$ AIZGN iest miarg potowa tuku mNzz:AM

Begglzie zatem

Ze za$ liniie Mm-, FH sa od siebie réwno-
odlegte , wiec wtréoykatach MGR i FCD, tudziez
w troykatach mCR i DCH podobnych iest

RC:DC=MR:DF, RC: ]DC=mR: DH:
a zatem mR: MR=DH: DF; czyli

reszta iak Avyzey. A

310. Po wytozeniu tych twierdzen, mo-
zna bedzie z tatw"oscig wyrachowac czesci troy-
katow prostokre$lnych we wszystkich przypad-
kach, iakie tylko wydarzyé sie moga.

A naprzod co do troykatow prostokatnych,
niech bedzie A kat prosty, Bi C dwa innei katy
troykata prostokgtnego ABC ; niech a oznacza
przeciwprostokatng , b bok przeciwny katéw
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B, ¢ bok przeciwny katowi C. Poniewaz w troy-
kacie prostokatnym summa clwochi katow o-
strych Bi C r6”vna sie iednemu prostemu, wiec
katy te sg dopetnieniem ieden drugiego; a za-
tem wst Czzzdos B, wst i zz: dos C; podobniez
Sty C= dotB, sty B=z:dot C.

Dla rozwigzania troykata, czyli dla wyra-
zenia czesci iego w liczbach , iakoSmy iuz uwa-
zali, potrzeba mie¢ trzy czeSci dane,, miedzy
ktéremi powinien by¢ przynaymniey ieden bok.
"W troykacie prostokattiym ABC kat A iest za-
wsze wiadomy iak prosty: dla rozwigzania wiec
troykata prostokatnego dosy¢ iest oprocz lvata
prostego, mie¢ dwie czesci dane, miedzy kto-
remi powinien by¢ przynaymniey ieden bok..

Dwie te dane czesci moga byé \éd przeciw-
prostokatna i ieden z bokdw przylegtych kato-
wi prostemu ; ire dwa boki przylegte katowi
pi\)stemu; 1)cie przeciwprostokatna i ieden -z
katéw ostrych; ieden zbokéw przylegtycli
katowi prostemu i ieden zkatow ostrych* W szy-
stkie wiec przypadki rozwigzywa nia tréykatow
prostokatnych sprowadzi¢ inozna do czterech
nastepuiacych zagadnien.

31l. Zagad. |I. Mamc cfang przeciw-"
prostokatng a i hok b, znnlezé¢ dwa katy o-
StieB i C, ibok Lrzeci c,

Rozw.  «: R: wst B (30/4), wiec wst B

czyli odbywaigc lziatjanie za pomo-
cq logarytméw, log wst Bzzlog B -f-log h —
Joga. Znalaztszy katB, falwo b>edzie znalez¢
kat C, ktory iest kata B dopttniemiejm. Mozna



Prostokresina. 255
t.ik/e kat C znalez¢ przez nastepuigcg propor-
cyai: a\ bzuiw'. dos C.

Go sie tycz6 boku c, teu znalez¢ mozna
dwoma sposobami : ).6d znalaztszy kat G,"be-
dzie R: Sty GzzzZ" c (505), a zatem <
czyli

rnyntem czzil/a"—czyli

; czyli
1 @N
312. Zagad. 2. Maigc dane dwa boki
b £c przylegle katowi prostemu ,  znalezé

przeciwprostokatng aidwa katy ostre B i C.
Rozw. c¢: Z'~R: styB(505): wiec StyR

Znalaztszy kat G, przeciw-
prostokatng a znaydziemy przez proporcya: wst
B: a. Mpznaby takze znalez¢ przeciw-
prostokatna przez nastepuigce rownanie: a®

c" (162); wiecazzz\/lecz wy-
razenie to nie-iest wygodne do rachunku przez

logarytmy: gdyz b*-f-@® nie mozna roztozy¢ na
czynniki.

315. Zagad. 5. Maigc danag  przeciw-

prostokatng a i ieden kat ostry B” znaleze
dwa boki b i c.

Rozw.

314' Zagad. 4. Maigc dany bokh przy-
legly katowi prostemu, i ieden z katébw o-
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strych , znalez¢ bok drugi i przeciwfrosko-
katna,
PIOZW.

Wiec a :

515. Co sie tycze trojkatow ostrokatnych
i roztwnrtokatiivch, wtycli oznaczywszy trzy
katy przez A, B, C, a boki tym katom przeciwne
przez azeby za pomocg trzech danych
czesci wyrachowac inne trzy czesci troykata,
potrzeba mie¢ dane albo ieden bok a i dwa kto-
rekolwiek katy; albo dwa bokialb,\ kat A
przeciwny bokowi danemn a ; albo dwa boki
a "\b \ kat C miedzy niemi zawarty; albo nako-
niec trzy boki ab ic. Wszystkie wiec przy®
padki rozwigzywania tych tréykatow mozna
sprowadzi¢ do czrerech nastepuigcych zaga-
dnien.

5i6. Zag. |I. Maigc dany bok a i dwa
katy troykata, znalez¢ dwa inne boki b i c.

Rozw. WAStA: wstB~«:Z»; wst A: wstC
rzi«:c(306); wiec

317. Zag. 2. .Maigc dane dwa boki a
zc, i kat A przeciwny iednemu z bokéw da-
nych , znalez¢ bok trzeci b i dwa inne Kkaty
R i C.

Rozw. a\ czzrwst A: wst C; wiec wst Cziz:

Maigc wiadomy kat Ai C, znaydzie-
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mr t-em samem i kat B. Dla znalezienia zat bo-
ku b, utozymy iiastepuigcg proporcya:
wst A: wst bziz a : h.
Uwaga. Jezeli kat A iest ostry, a bok a
cC”c; na ten czas zn;ileziona przez powy/isza pro-

wst A. ¢ .
porcya. wst C ~ — , bedzie albo wstawg

kata hca fig. 49, albo tez. wstawa kata héa kté-
ry iest s[>ehileniem kata boa, iako$Smy to uwa-
lali wyzey (92). W tym wiec przypadku pod-
woyne by¢ moze rozwigzanie.

3i8. Zag. 5- Maiac dane dwa boki a
i bikat C miedzy niemi zawarty, znalez¢
dwa inne katy A\B i bok trzeci c.

Rozw. Poniewaz kat C iest wiadomy,tem
%amem wiadoma bedzie summa dwéch iiinych

katow A-f-B, i potowa tey summy——. Jeze-
li wieca”by atem samem A>'B; znaydziemy
potowe réznicy tychze katéw A i B, przez na-
itepiiigcg proporcya:

Znalazitszy potowe réznicy, znaydziemy kat wie-
kszy A i mnieyszy B. Jakoz niech g oznacza
siunme , r rdznice tych dwdch katow : czyli
niech bedzie A-f-B—e, A— Bzur. Strony tych
dwoch réwnan raz do siebie dodawszy, drugi raz
od siebie odigwszy, wypadnie 2Az=:6-}-r; aBs
5—I/+; wiec Bz:iz-|le—\r. To iest,
tat wiekszy Aréwna sie polowie iehsummy wie-



iai56 Trygonometrya

cey polowg roznicy; kat mnieyszy B réwna sie
potowie snminy mniey potowa roznicy.

Znalaztszy dwa katy A i B, bok trzeci c
znaydziemy przez proporcya : wst A: wst G zn
a\c.

319. 4' Maigc dane trzy boki a”
b, ¢, znalez6 trzy kaiy A, B, C.

liazw. dosA:R = c—a: ibc (307).
wiec doa A=;B. X e Tymze

sposobem znaydziemy dwa inne Kkaty.

Moznaby takze zagadnienie to rozwigzac
sposobem nastepuigcyin : niech bedzie troykat

fig. 143) w ktorym wszystkie trzy boki sg
wiadome , i w ktorym kat C iest naywiekszy i
bok AG>-BG, czyli by>a. 7iwierzchotka kata
C spusciwszy CD prostopadta do AB, czyli do c,
i odcinek wigkszy AD oznaczyw”szy przez  od-
cinek mnieyszy DB przez-, bedzie

c. hazizb—a-. X—y (308). Znalaziszy

roznice odcinkow x—y , wiedzac précz tego
ich suiiinie x-}-yzzzc, znaydziemy odcinek wie-
t.szy AD, i mnieyszy BD, z ktorych pierwszy ré-
wna sie polowie ich summy wiecey potowg ro6-
znicy, drugiréwna sie potowie ich summy mniey
potowg réznicy. W tréykatach zatem prosto-
katnych AGD, BCD znaydziemy katy A i B spo-
sobem podanym wyzey (317): maigc za$ wiado-
me te dwa katy, w troykacie AGB, znaydziemy
kat G, ktory iest ich spetnieniem.

Jezeli kat A iest roztwarty /ig. -73, pod li-
czbg  naten czas z proporcyi
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-f-¢ (308), znajdziemy summe dwéch odcin-
kéw BD -[- j ~ rbznica tjchze odcinkéw
BD — AD=iAB, maigc zatem wiadomg siinime
i réznice odcinkéw, atem samem polowe ich
summy,i potowe rdznicy, znaydziemy odcinek
wiekszy BD Lmninjyszy AD. W trdykatach zatem*
prostokatnych BDC, ADC, w ktérych przeciw-
prostokatne BG, AC i boki BD, AD sg wiadome,"
znaydziemy kat B i CAD (3* O? ~ ™" Samem, i
kat CAB, ktpry iest spetnieniem kata CAD.

320. Sposo6b pierwszy , podtug ktoi-ego
rozwigzaliSmjr ostatnie zagadnienie, uzytym bye
moze nie tylko w tym przypadku, gdy sg dane
trzy boki trdykata; lecz i wten czas gdy sg da-
ne dwa boki i kat miedzy niemi zawarty, albo
tez iednemu z dwéch danych bokéw przeciwny:

w réwnaniu bowiem (

iezeli wiadome sg dwa boki ¢ i kat A miedzy
niemi zawarty, tatwo bedzie znalezé bok tr2;eci a
i dwa inne katy; podobniez gdy sag wiadome dwa
boki a, ci kat Aiednemu z nich przeciwny, ta-
two bedzie znaleZz¢ bok trzeci b i dwa iiine ka-
ty (*). To tylko iest rzeczg niedogodng, zew
réwnaniu tem nie mozna uzy¢ togarytmow dla
znalezienia waznosci licznika UMA-c"—a”. Lecz

(*) To samo réwiiaiUe stuzy takie do rozwigza-
' nia troykata, kiedy dany iest bok ieden i dwa
katy : lecz- do tego potrzebne sg wiadomosci
z datsz"ey matematyki® ktor™ tu mieysca midi

tde moga.
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mozna temu zapobiezeé¢ sposobem nastepnift-
cjm.
Poniewaz —"wst? (290); w ro-
) . dos"a —ewst*a |
wnaniu zatem dos ia —(acjs),

potozywszy RM— wst™ zamiast dos'<”, bedzie

) fi' —wst"a — wst™ a )
dos ia zzz - , czyli dos 'Aa zz:

Niecit bedzie dos ia zz: dos A, wst 'sa zz:
wst A" bedzie wst «zz:wst A, wstV'zzzzwst i A,
p,wstV/7.i=:2wst"-|A.  Potozywszy te waznosci w
powyzszem réwnaniu, bedzie

podzieliwszy obie

strony przez R, wypadnie

A ze dos A: Rizz — a tem

dos A I/A- c*—o"

samemﬁzzz . wiec

Rozmnozy-
wszy przez R”, bedzie
odmie-
niwszy znaki,
; doda-

wszy R”zz: | po obu stronach, bedzie
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2wWst'8§Arz:R-V. -fn J + obro-
ciwszy catkowitg na utomek ,
V 2AWSt
czyli
Aze ar—
wiec

dzieliwszy przez 2, i wyciggngwszy pierwiastek
kwaldratowy, wypadnie

Niech bedziea h C'zzz s\ azatem a —
; atem sa-
I
mém e
Podzieliwszy z drugiey strony mianownik
przez 4) a w liczniku ieden czynnik przez 2 i
drugi czynnik przez 2, co naiedno wychodzi,
iak gdyby caty licznik byt podzielony przez 4s

bedzie
waznos¢ te potozywszy wiOGwnaniu powyzszem,

bedzie wst Vv . Tp
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iest: chcac znalez¢ kat troykata, ktorego trzy
hoki sg dane, trzeba, od polowy summy trzech
hokéw odigé naprzdd, ieden, potem drugi bok
przylegly katowi szukanemu, dwie  pozostate
reszty przez siebie rozmnozy¢; iloczyn  te/h
podzieli€  prz<'z iloczyn dwoch bokéw  katowi
szukanemu  przylegtycli', wyciggnac ztego i-
lorazu pierwiastek  kwadratowy; pierwiastek
ten bed.zie wstawg potowy kata  szukanego®
Promien Dlerze sie zwyczajnie za i, atem sa-
mem w mnozeniu i dzieleniu opuscza sie.

r. -Zagadnienia te ztatwoscig by¢ mo*
0a przystosowane do Jeometryi praktyczney, wy-
miar gatunkéw za przedmiot maiacey, iako tez
do innych wszystkich umieietnos$ci inateiuajy-
czno lizycznych. Przytoczymy tu kilka przy-
ktadéw potocznieyszych.

Przyktad i. Chcac zmierzy¢ na griuicie
z punktu A fig. 145, odlegto$¢ niedostepnego
przedmiotu X , trzeba wymierzy¢ na grimci©
podstawe AB, i za pomocg narzedzia zwanego
ligtorniarem,  w\mierzy¢ dwa katy XAB, XBA
zawarte miedzy podstawa AB i promieniami o-
cznemi AX, BX z punktéw™ A j B do przedmiotu
X wykierowanemi : tym sj)Oso.bem utworzy sie
troykat ABX, w ktérym bok ieden Ali i wszyst-
kie trzy katy sg wiadome. vSzukang wiec odle-
gto$¢ AX znaydziemy przez proporcya wst AXB:
wst ABX=z: AB: AX (306); wiec log. AX =i log.
AB + log. wst ABX—Ilog. wst AX1k

Daymy nato , ze ABrz: 588 pretdw ; kat
BAXzz: 103°, 30' podtug dawnego podziata, kat
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I5'; bedzie wiec kat AXB z=: 40®,

Logarytin AB
Log, wst ABX

Summa
Log. wst AXB

Log. AX . . 2,700S7(J4- LO-
garylm ten odeW|ada I|czb|e 538? i? bedzie
wiec A.Xr:z558, i pretéw.

Chcac ztegoz punktu A znalezé'odlegtosé
drugiego przedmiotu niedostepnego Y, trzeba
wymierzy¢ katy YAB, ABY: tym sposobem u-
tworzy sie troykat AYB, w ktorym bok ieden
AB i wszystkie trzy katy sg wiadome. Szukang
wiec odlegto$é AY znaydziemy przez proporcya
wst AYB: wst ABY zir AB: AY. Daymy na to
ze kat BAY=z 55° 6', kat ABY = 118' 48'; be-
dzie wiec kat AYB  26° G. Odbywszy dzia-
tanie za pomoca togarytméw, iak wyzey, znay-
dziemy AYzir 1 171 pretow-

322. Przykfad Clicac znalez¢ odle-
gto$¢ dwoch przedmiotow niedostepnych X, Y,
trzeba wynalez¢ AX i AY , iak w przykladzie
poprzedzaigcym; kat XAY bedzie wiadomy :
gdyz kat ten iest réznica dwdch katow wiado-
mych BAX=: 103° 30', i BAY = 35° 6': bedzie
wiec kat XAY ziz 08° 24'. W tréykacie zatem
AXY maigc wiadome z przyktadu igo dwa bo-
ki AY, AX i kat miedzy niemi zawarty XAY ,
znaydziemy styczng potowy summy dwdch iji-
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nych katéw przez proporcya

Odbywszy dziatanie jia pomocg logarytmow ,

CAXY—XYA
wypadnie : rz: 28', 35'. Ze zas

a kat wiekszy AXY

réwny potowie summy obudwu wiecey potowgq
ich réznicy, kat mnieyszy XYA rowny potowie
ich summy mniey polowa roznic”; bedzie wiec
kat AXY =8r 23, kat XYA —27® 13. W troj-
kacie zatem XYA maigc wiadome wszystkie kg-
ty i bok AX, znaydziemy XY przez proporcyg
wst XYA: st XAY =z AX: XY (306). Odby-
wszy dziatanie za pomocg logarytmow, wjpa-
dnie XYz=:1093 pretow.

323. Przyktad 3. Niech bedzie DX fig.
146, szerokoscC rzeki ktora zmierzyC potrzeba :
wymierzyAYszy na gruncie podstawe AB réwno-
odlegte od koryta rzeki, ktora teiu samem be-
dzie prostopadta do szerokosci izekiDX, i za po-
mocg kagtomiam wyznaczywszy kat Ab»X zawarty
miedzy podstawg AB i promieniem ocznym BX
wykierowanym z punktu B do pizedmiotu X be-
dacego na drugim brzegu rzeki; bedzie troykat
I3AX prostokatny przy A, w ktdrym kat B i bok
AB iest wiadomy : bok zatem AX znaydziemy
przez proporcyg , R: sty B= AB: AX (505).
Snalaztszy tySn sposobem AX" i odigwszy AD
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odlegtos¢ podstawy AB od brzegu rzeki, zosta-
nie 1JX szeroko$¢ szukana (*). \
Gdyby AX byta wysoko$¢ wiezy, ktorg po-
trzeba zmierzy¢, na ten czas wyyiierzywszy pod-
stawe AF, i z punktu F za pomocg katomiaru
wymierzywszy kat DCX zawarty miedzy liniig
poziomg D(J réwng odlegtg od podstawy AF, i
promieniem ocznym GX wykierowanym z pun-
ktu G do wierzcliotka wiezy X; utworzy sie troy-
kat prostokatny GDX , w ktérym bok CD czyli
AF, i kgt i3CX sg wiadojne : bole zatem DX

znaydziemy przez proporcyg Pi: sty DCX= DC:
DX. Znalaziszy tym sposobem DX, i dodawszy
wysoko$¢ narzedzia CF czyli AD , bedzie AX
wysoko$é sznkana.

Jezeli punkt A iest niedostepny, na ten czas
dla zmierzenia wysokosci A", mozna oznaczy¢
*odlegtosc e x sposobem takim, iakiego uzylisSmy
w j>rzyktadzie iwszym: w troykacie zalem pro-
stokagtnym CDX maigc wiadomy bok CX i kat
DCX znaydziemy DX przez proporcyg R: wst
DCXzz:CX:DX.

324.  Przykiad Maigc dane na map-
pietrzy punkta A,B, C i ,.7, clicac wyzna-
czyé pbto/enie 4go pnnktit M lezacego na teyze
co i pienvsze trzy punkta ptasczjznie, i z ktore-

braniu podstaw na gruncie trzeha  zacho-
waé te wazng przestroge, aby pedstawy te nie
byty ani zbyt mule, ani zbyt-wielkie wzgledem
odlegtosci  szukancy. Tu np. podstawa AB
itioie wynosi¢ okoto polowy odlegtosci  AX..
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go katy AMB, AMC sg wymierzone ; trzeba na
linii AB wykre$li¢ odcinek kota AMDB , w kto-
rymby sie zmiescit kgt dany BMA (i3b); potem
wykresli¢ drugi odcinek kota AMC, w klérym-
by sie zmiescit drugi Icat dany AMC ; dwa tuki
przetng sie w punl“tach A i M; punkt M bedzie
punktem szukanym: gdyz ze wszystkich punktow
tuku AMDB mozna widzie¢ AC pod kntem ro-
wnym katowi danemu AMB,i ze wszystkich pun-
ktéw tuku AMC mozna widzie¢ AC pod katem
rownym katowi danemu AMC; wiec punkt M,
w ktorym sie te dwa tuki przecinaig” iest pun-
ktem takim, zktorego widzie¢ mozna razem
AB i AC pod katami rownemi katom AMB, AMC.

W troykacie ABC, ktdrego trzy boki beda-
ce odlegtoSciami trzech danych puntaéw A, B i
C, sg wiadomej znaydziemy kat BAC podtug for-
Hiuty podaney wyzey (320). Poprowadziwszy
$redriice AD, i cieciwe DB, w troykacie BAD
pirostokatnym przy B, iest bok AB i kat przeci-
wny BDA ziz AMB wiadomy " znaydziemy wiec
AD.

Podobniez poprowadziwszy Srednice AE i
cieciwe CE, w troykacie ACE j)rostokagtnym
przy C, bok ACiest wiadomy z zatozenia, kat
CAE zzi AMC — 90®: gdyz miara kata CAE to
iest potowa tuku CE, réwna sie potowie tuku
bedacey miarg kata AMC zjnnieyszoney 4tg cze-
scig okregu ; o czem tatwo przekoiia¢ sie¢ mo-
zna dokonczywszy figury., W troykacie zatem
ACE maigc wiadomy bok AC i kat przylegty
CAE, znaydziemy AE (314).
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Poprowadziwszy liniie proste MD i ME, po-
niewaz katy AMD i AME sa proste, iako za-
czynig iedne liniig prostg DE. Liniia zatem AM,
ktorey dtugos¢ i potozenie oznaczyC potrzeba ,
iest wysokosciag troykata DAE, w ktérym boki
AD i AE sg wiadome, i kat miedzy niemi zawar-
ty DAE rowna sie summie dwoéch katdw wiado-
mych BAG i CAE mniey katem DAB, ktory iest
takze wiadomy iako dopetnienie kata wiadome-
go BDA w troykacie prostokatnym ABD; znaj-
dziemy wiec kat ADE (518).

Nakoniec w trdykacie prostokagtnym ADM
znaydziemy AM. Odlegto$¢ ta AM i 'kat:BAM
r=:DAB-|-DAM o0znaczaig potoienie punktuM.

525* W wielu przypadkach mozna takze
w Jeometryi uzy¢ wygodnie formut trygonome-
trycznych, iak sie okaze z nastepuigcych z/iga-
dnietu

Zagad. 1, Alaigc wiadome dwa boki
troykgia i kat miediy niemi zawarty, znaleié
iego powierzchnia,.

Rozw.  Powierzchnia troykata ABC fig,
i43> roéwna iest potowie iloczynu iego podsta-
wy AB przez wysokos¢ CD (i50). Oznaczy-
wszy zatem powierzchnia tréykata przez yo, b”-

ABXOD

dzie p rz: . W troykacie prostoka-
thym ACD, R: wst A*zAC: CD (304); wiec CD

Waznosé te potozyvvszy w ré-
whnaniu powyaszém, bedziey
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wst A ; to iest, powierzchnig  troykata  réwna
sie polowie iloczynu, dwoch, iego bokéw roz-"
mnozonego  przez wstawe kata miedzy  temi
bokami zawartego.

s2,(5. zag. 2. Maigc wiadome trzy boki
troykata, wyrachowa¢ promien kota na nim
opisanego.

Rozw. W tréykacie ABCfg. i48, ozna-
czywszy boki przeciwne katom A, B, C, przez
a, b, ¢, powierzciinig iréykata przez p, a BS
szukany promien kota opisanego przez x ; be-
dzie podtug zagadnienia poprzedzaigcego , /*zz:

Poprowadziwszy $rednice BD i cieciwe CD,
w troykacie prostokagtnym BCD, R :wst CDBzz:
BD:BC." AzekatCDB=A, BDz=:2B3=i2:r,.
BCzrzrt, Rrz I; wiec i: wst A 20:: a za-

a
tom~rwstArz:—Waznos$¢ te potozywszy w

abc

rownaniu powyzszem, bedziep ~ A

To iest, promien kota na trojkacie

opisanego , rowna sie iloczynowi trzech bo-
kow troykata podzielonemu przez wzietg 4
razy iego  powierzchnia.

Co sie tycze SF promienia kota wpisane-
go w troykat ABCfig. 121, tatwo iest okazac,
e promien ten réwna sie powierzchni troykata
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podzieloney przez polowe smmiiy trzech iego
bokdw.

527. Zag. 3. Wynalezé .Uonuiek przy-
hllzony okregu do $rednicy.

Rozw. Poniewaz tuk co do diugosci za-
wsze iest wiekszy od swoiey wstawi, a mniey-
szy od styczney ; réznica za$ miedzy wstawa i
styczng tem iest mnieysza, im iestrimiej-szy tuk
(297); znalaziszy wiec sposobem podanym wy-
Zey (298), waznos$¢ wstawy i styczney tuku ro-
wnego np. iedney sekundzie, i obie te waznosci
podwoiwszy ; znaydziemy dwie liczl>y bardzo
mato miedzy sobg ro6zniace sie, z ktérych pier-
wsza bedgca waznoscig cieciwy tuku réwnego
dwom sekundom (295), iest cokolwiek 6d tego
luku nmieysza, druga za$ colvolwi6k od tegoz
tuku wieksza: liczba zatem Srodek miedzy nie-
mi trzymaigca, bectzie waznoscig tuku réwnego
dAvom sekundom. Wozigwszy potem obie te po-
dwoione w”aznosci tyle razy , ile razy tuk rowny
dwom sekundom miesci sie w pétokregu, otrzy-
mamy dwie liczby bardzo mato miedzy sobg roé-
Znigce sie, iedne nmieyszg od waznosci potokre-
gu, drugg wieksza. l.iczba zatem $iodek miedzy
tejui dwiema liczbami trzymaigca, moze by¢ wzie-
tg za waznoS$¢ pélolvregu , ktdrg podwoiw”szy i
poréwnawszy z v/azuo$cig Srednicy, otrzymamy
przyblizony stosunek okregu do $rednicy.

328. Do wyrachowania czesci troykatow
prostokre$inych, potrzebne sg tylko styczne i
dotyczne tukéw: mnieyszych od czwartey czesci
okregu, a wstawy i dostawy tukéw mnieyszych
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oft potowy okrfigu; o czem tatwo przekonaé sie
mo/na przeyrzawszy z uwagg podane wyzey za-
gadnienia. Lecz réznych przystosowaniach
'I'Yygonometryi potrzebne sg czestokro¢ inki nie
lytko wieksze od potowy okregu, ate lez wie-
ksze od catego okregu, anawet tutd réwne Kil-
ku okregom kota. Wypada wiec pozna¢ wa-
zno$¢ wstaw, dostaw i"t.d. tukéw tak wielkicti,
iak tylko by¢ moga..

Wystawmy sobie, ze promien SM,fig. 1491
moze sie okoto punktu S obracac tali, ze punkt
M obiega caty okrag w kierunku ACBDA. Rze-
czg iest przez sie widoczna, ze im bardziey punkt
M oddali sie od punktu A, tem bedzie wiekszy
tuk AM. Gdy punkt M znayduie sie na punkcie
A, to iest, gdy tuk AM zzzo, iego wstawi iest
takze o, i styczna o. Jakoz wstawa MP iest od-
tegtoScigpunktuM od promienia AS: kiedy wiec
punkt M znayduie sie na punkcie A, odlegtos¢
ta musi by¢ o; toz méwic¢ o styczney AT ktdra
takze musi by¢ o, gdy pnnkt M znayduie sie na
punkcie A; w ten czas bowiem sieczna ST prze-
jehodzaca przez punkt M, musiataby przeclio-
dzi¢ przez punkt A.

Ze za$ dostawa tuku réwna sie pierwiastko-
wi zréznicy miedzy kwadratem promienia i kwa-
dratem wstawy (290); kiedy wiec tuku o wsta-
wa iest o, dostawa tegoz luku musi by¢ réwna
promieniowi. | wrzeczy samey dostawa tuku
iest wstawa dopetnienia tegoz tuku ; dopetnie-
niem za$ tuku o iest tuk réwny 4tey czesci o-
Ki'egu, ktorego wstawg iest promieni. A Zze sie-
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tuk" rowna sie kwadratowi promietiia,po-
dzieloiiemii przez dostawe tegoz tuku (290): kie-
dy wiec tuku o dostawa iest promien , sieczna
tuku o bajdzie kwadrat promienia podzielony
przez promien , czyli sieczna tuku o iest pro-
mien. Co sie tycze dosieczney i dotyczney tu-
ku o, ztych pierwsza réwna iest siecaney, dru-
ga styczney dopetnienia tuku o, czyli 4tey cze-
§ci okregu. Dla poznania wiec wazno$ci dosie-
czney i dotyczney tuku o, trzeba pierwey po-
znaé sieczng i styczng 4tey czesci okregu.

Oznaczywszy Zatem promien przez R, bedzi®
M orzzo, Sty ozzio, dos 0zzzR., siecozizR.
529. Im baixlziey punkt jM przybliza sift

do  czyli im bardziey rosnie ink AM, tem bar- (
dziey powieksza sie iego wstawa, styczna i sie-
czna , a tem bardziey zmnieysza sie iego dosta-
wa, dotyc3;na i dosieczna; co iest przez sie wi-
doczna. Gdy punkt M znayduie sie w potowie
drogi od A do czyli gdy tuk AM réwna sie
*5mey czeSci okregu, i iego dopetnienie czvli
tuk M"~réw na sie takze 8niey czesci okregu; na
ten czas wstawa réwna iest dostawie, styczna ro-
wna dotyczney, sieczna rdwna dosieczney. Nad-
to wtroykacie AST prostokatnym przy A, Kkat
AST=:ATS: gdyz miarrt pierwszego iest tuk AM
rowny 8mey czesci okregu, czyli 45®; a zatem i
dopetnienie iego, to iest, kgt ATSzz:45®. Wiec
bok ATizzAS; to iest, styczna czesci o-
kregii rbwna sie promieniowi. | wrzeczy samer
poniewaz styczna tuku rdéwna sie iloczynowi
promienia i wstawy podaielonema prs©a doita-
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we tegoz tuku(290); Kkierly wiec wstawa i dosta-
wa S™ncy czesci okregu sg sohie rowne, styczna
Smey czesci okregu réwna bedzie promieniowi.
Toz méwi¢ o dotyczney lego tuku. Oznaczy-
wszy zatem okrag kota przez TT, bedzie

Sty Xzn:R. dot ~T zn R. Waznos$¢ wstawy
i dostawy tego tuku wyprowadzibsm.y wy/.0y
(293), A co sie tycze e\vaznosci sieczney i do-
sieczney tegoz tuku , te tatwo iest wyprowadzié¢
zroéwnan podanych wyzey (290).

530. Gdy punkt M przyydzie do C, czyli
gdy tukAMréwna sie 4tey czeSci obregu, na ten
czas wstawa tuku tego bedzie promien, a dosta-
wa zn o, iakoSmy iuz powiedzieli wyzey (296).

Wazno$¢ ta wstaAyy i dostawy 4tey czesci
oki egu, moze by¢ takze nastepuigcym sposobem
wyprowadzona. Poniewaz dostawa tuku iest
wstawg iego dopetnienia, a dopetnieniem tuku
o iest tuk réwny 4tey czesci okregu; wiec do-,
stawa tuku o to iest promien , bedzie wstawg
czwartey czesci okregu; a wstawa tuku o, to iest
0 bedzie dostawa 4tey czesci okregu.

Poniewaz styczna AT iest royvn(5odlegla od
promienia CS przechodzgcego przez drugi ko-
niec tuku AG réwnego 4tey czesci okregu; wiec
dwie te liniie zey$¢ sie z sobg nie moga, chocby
naydaley byty przedtuzone.

Styczna zatem 4tey czesci okregu iest ilo-
$cig nieskonczona: ilos¢ nieskonczona wyraza
sie zwyczaynie znakiem takim co. Bedzie wdee
Sty

Dopetnieniem 4tey czesci okregu iest tuk
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0. Styczna zatem tiUtii o, to iest o bedzie do-
tyczug 4tey czesci okregu; a styczna +tey cze-
$ci okregu czyli co bedzie dotyczng tuku o; to
iest, doti:*zz: 0o; doto=:cc(™*).

Co sie tycze sieczney i dosieczney tuku ro6-
wnego 4tdy czesci okregu, z tycli pierwsza iest
iloScig nieskonczona, druga zas réwna sie pro-
mieniowi ludry iest sieczngtuku o bedacego do-
petnieniem 4tfy czesci okregu ; co i stad iest
rzecza widoczng , Ze poniewaz dosieczna tuku
réwna sie kwadrato\Vi promienia podzietoneinu
pifez wstawe (290) ; kiedy wiec wstawa 4tej
czeSci okregu iest promien, dosieczng 4tey cze-
Sci okregu bedzie kwadrat promienia podzielo-
ny przez promien, czylidosiecm: f\.

351. Gdy punkt M oildala sie od Gku B,
wstawy zmnieyszaig sie, a dostawy rosnag. | tak
wstawa tuku AN wiekszego od 4tey czesci okre-
gu iest NQ, a dostawa NG czyli SQ. Ta saaiia.
liniia NQ iest takie wstawg tukulSI® mnieyszego
od 4toy czesci okregu, lecz bedacego spetnie-
[lieti Inku AN.

Poprowadziwszy cieciwe NM rownoodle-
gta od $rednicy AB, bedzie NQbz:MP, ituk NB
zn AM iako zawarte miedzy cieciwami réwno-
odleglemi; atem samem i luk AM iest S])emie-

(*,) Poniewaz ity

bedzie wiec

utomek ten oznacza takie ilo$é nieskonczona.
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niem tuku AN. Dwa te tuki maigce ré6wne wsta-
wy MP i NQ, maig takze rdwne dostawySP i SQ;
lecz dostawy te maig odwTOtny kierunek: dosta-
wa SP tuku AM mnieyszego od 4tey czesci o-
kregu lezy po lewey stronie $rednicy DC, dosta-
wa za$ SQ tuku AN wiekszego od 4tey czesci o-
kregu lezy popraVey stronie teyze Srednicy DC.
Odwrotnos$¢ ta kierunku dostaw i wszelkich in-
nych liniy wyraza sie w rachunku dwoma zna-
kami i — >z ktérych pierw"szy wyraza ilosci
dodayne, drugi odiemne. | tak iezeli dostawa
SP lezgca po lewey stronie $rednicy DC uwaza
gie iako ilos¢ dodayna, czyli ma przed soba
zgak ; dostawa SQ lezgca po prawey stronie
teyze Srednicy DC uwazasie iako ilo$¢ odiemna,
i ma przed sobg znak — . Dostawa zalem la-
ka wiekszego od NCey czesci okregu , iest ro-
wna dostawie iego spetnienia  wzietej ze zna-
kiem —.

Ze za$ Sty (290); kiedj

wiec dostawa tuku AN iest odiemna, styczna te-
goz tuku powinna byé odiemna : iloraz bowiem
ilosci dodaney podzieloney przez ilos¢ odiemna
iest odiemny. ,I w rzeczy samey stycznatuku AN
iest cze$¢ prostopadley AT zaw’irta miedzy pro-
mieniem AS i sieczng NS przez drugi koniec te-
go tuku poprowadzone. /287); lecz sieczna ta
dostatecznie przedtuzona, zeydzie sie zliniigAT
w punkcie t ponizey $rednicy AB. Styczng za-
tem tuku AN iest liniia Kt rdwna styczney AT,
Uczmaigca kierunek odwrotny,” a tem samem
- - odie-
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odiemna. Nadto poniewaz kt iest styczng tuku
km, ktdiy iest spetnieniem tuku AN, gdyz Nw
iest srednica ; wiec Styczna tuku %viekszego od
I"tey czedci okregu , réwna sie stycznej  iego
spetnienia  wzietSy ze znakiem — . Toz moé-
wi¢ o dotyczney tegoz tuku, ktorg iest liniiaCF
rowna CE dotyczney luku AM, lecz maigca Kkie-
runek odwrotny, atém samem odiemna. A ze
sieczna tuku réwna sie kwadratowi promienia
podzielonemu przez dostawe, adosieczna réwna
sie kwadratowi promienia podzielonemu przez
wstawe; kiedy wiec dostawa tuku wiekszego od
4tey czeSci okregu iest odiemna, bedzie sieczna
tego tuku odiemna, a dosieczna dodayna. Jakoz
sieczna tuku AN iest S”, dosieczna za$ iest SF.
352. ' Gdy punkt M znaydule sie na pun-
kcie B, czyli gdy tuk AM réwna sie potowie o-
kregu , bedzie wstawa zzz o, dostawa zz: —

R,
styczna zz:o; dotyczna zzz — cc; sieczna = - R ;
dosieczna zz; 00 ; co iest tatwo wypi®owadzi¢ z
wiadomos$ci poprzedzaiagcych.

333. Gdy punkt M znayduie si¢ na pun-
kcie czyli gdy tuk AM iest wiekszy od poto-
wy okregu, iak iest fuk AGB«, wstawa iego
znayduigca sie ponizey $rednicy AB, ma Kkieru-
runek odwrotny wstawom NQ, MP znayduig-
cym sie powyzey $rednicy AB; wstawa zatem #tu-
ku wiekszego od potowy okregu iest odiemna.
Wstawa ta powieksza sie, a dostawa SQ
zmnieysza sige coraz bardziéy , w miare przybli-
zania si¢ punktu M do punktu D, lak dalece, ze
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Vi punkcie D, gdzie tuk ABDr=z|- okregu, wsta-
wa iest promien DS wziety odiemnie, dostawa

zas ré6wna sie o. Nakoniec gdy punkt M przy-
bliza sie do punktu A, czyli gdy tuki sg wieksze
od "lokregu, iak iest np. tuk AB”i , na ten czas

%\.stawa w P zaczyna sie zmnieyszac, lecz iest za-
wsze odiemna ; dostawa za$ SP zaczyna sie po-
wiekszaé¢, i iest znowu dodayna, az do punktu
A , gdzie wstawa réwna sie o, a dostawa pro-
mieniowi. Wstawg zatem tuku réwmego okre-
gowi iest o, dostawg za$ promien.

Co sie tycze waznos$ci styczney, dolyczney,

sieczney i dosieczney tak ftuku wiekszego od
potowy okregu i od okregu, iako tez tuku ro6-
wnego okregu i catemu okregowi, te tatwo

iest wyprowadzi¢ za pomocg réwnan podanych
wyzoy (290).

554, Gdyby punkt M powréciwszy do pun-
ktu A, rozpoczat nowy obrot w tymze samym
kierunku”~ w jakim odbyt obrot pierwszy, mie-
liby$§my tuki wieksze od catego okregu, a nawet
wieksze od dwoch, trzech i t.d. okregow, gdyby
punkt M poukonfnczonym obrocie drugim, rozpo-

czat obrot trzeci, potem czwarty i t.d. Lecz
wszystkie te tuki maig zawsze poczagtek w pun-
kcie A , a koniec w punkcie M ; a zatem ich
wstawy, dostawy it.d. beda te same , iakie sa

tukéw AM wykre$lonych przez punkt M w cza-
sie pierwszego obrotu. Oznaczywszy wiec luk
iakikolwiek przez a, bedzie wst azr: wst (~eA-a)
tm wst (2~ ~\-a):zz wst {"*A-a) it.d. Toz nité-
vi¢ o dostawach, stycainych i t.d.
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335- Wszystkie te waznosci wstaw i do-
staw, atém samem stycznych, dotycznych sie-
cznych i dosiecznych , mozna takze wyprowa-
dzié¢ z pierwszego twierdzenia Trygonometryi
(291). Jakoz wpierwszem i trzeciem rownaniu te-
go twierdzenia wzigwszy promien R za i, bedzie

W dwoch tych.réwnaniach wzigwszy 16d
tuk a rowny 4tdy czesci okregu, ktorey wstawa
iest promien czyli i, a dostawa réwna o, i wa-
znosci te potozywszy zamiast wstdos”™zj be-
dzie

NLf I <

To iest, wstawa tuku wiekszego od 4ty czesSci
okregu iest dodayna, a dostawa odiemna.

ire.  Wzigwszy tuk ~rrzz-1-7 i luk - bziz A TA
dwa réwnania A zamienig sie w nastepuigce;

To iest, wstawa
tuku réwnego potowie okregu iest o, a dosta-
wa tegoz tuku iest odiemna.

Acie. W tychze rownaniach A wzigwszy
tuk i zamiast wst”, dos a potozywszy
Waznosci znalezione w dwoch poprzedzaiacycli
rownaniach; bedzie

To iest, tuku wiekszego od potowy okregu wsta-
wa i dostawa iest odierana.
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I\Le. Wzigwszy luk a , tuk h-zn~Tc;
i zamiast wst a, dos a, wst h”~dos b potozywszy
ich waznos$ci znalezione; réwnania A zamienig
$ie w nastepuiagce:

— _ « To iest, tu-
kuréwnego I"okregu wstawa iest odiemna, a do-
stawa réwna o.

~te. Wzigwszy tuk anz”yr, i zamiast wst
a, dos a, potozywszy znaleziong wazno$¢ wsta-
wy i dostawy -Jokregu ; rownania A zamienig

sie w nastepuigce

. >
To iest, tuku wiekszego od --okregu wstawa iest
odiemna, a dostawa dodayna.
Wdziawszy

i wréownaniach A zamiast wst <2, dos a potozy-
wszy wstawe i dostawe ™ okregu , a zamiast wst
Z», dos b potozywszy wstawe i dostawe 4tey cze-
§ci okregu, bedzie

To iest,
tukurownego catemu okregowi wstawa iest o, a
dostawa dodayna.
rjme. Nakoniec w tychze réwnaniach A
wziawszy tuk azzz-f, i zamiast wst @, dos @ po-
tozywszy znaleziong wazno$¢ wstawy i dostawy
tuku rownego okregowi; bedzie

To

iest, tuku réwnego catemu okregowi powie-
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kszonemu tukiem h, wstawa i dostawa rov"na
sie wstMiwie i dostawie tegoz tuku * it.d.

Stad sie okazuie, ze od punktu A/z”. 1497
az do punktu.B, gdzie tuk ACB réwna sie poto-
wie okregu, wstawy sgdodayne; od punktu zas
B, az do punktu A, gdzie tuk ACBDA roéwna sie
okregowi, wstawy sg odiemne. ze od paiii-
ktu A do C, gdzie tuk AC rowna sie 4tey czeSci
okregu, dostawy sgdodayne; od punktu C do
D, gdzie tuk ACBD réwna sie » okregu, dosta-
wy sg odiemne ; od punktu D do A, gdzie tuk
ACBDA rowna sie okregowi, dostawy sg do-
dayne. Granicg zatem wstaw dodaynycti i odie-
mnych iest $rednica AB; granicg dostaw do-
daynycti i odiemnycti iest Srednica DC prosto-
padta do Srednicy AB.

536. Poniewaz sty

styczna wiec i dotyczna tuku wten czas

bedzje dodayna, ldedy iego wstawa i dostawa
maig przed sobg iednakowe znaki, co ma miey-
sce od punktu A doi” i od punktu B do D. Kie-
dy za$ wstawa i dostawa maig przed sobg znaki
odmienne, iak iest od punktu C do B, i od pun-

ktu D do A, naten czas styczna i dotyczna be-
dzie odiemna.

537- Czestokro¢ w rachunku wypadaig +u-
ki odiemne. AbySmy poznali iakie sg tych tu-
kéw wstawy i dostawy, uwazmy , ze dwa hiki
rowne AM, Kmjig. 149, z krorych pierwszy iest
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dodayny, drugi odiemny, maig wprawdzie ro6-

wne wstawy PM i Pm; lecz wstawa picrw”szego
iest dodayna, wstawa drugiego odiemna ; do-
stawa za$ obudwu iest ta sama PS. Podobniez

dwa rowne tuki AGN, AD/z, z ktérych piérwszy
iest dodayny, drugi odiemny, maig réwne wsta-
wy NQ i lecz pierwsza dodayna, druga od-
iemna; dostawa za$ obudwu iest SQ. Stagd wnie-
siemy, ze wstawy ‘{ukow odiemnych sg odie-
jnne; dostawy za$ te same co itukéw  doday-
nych réwnych odiemnym. W ogélnosci, wst
— azzz — wst <z, dos — 12 n: dos a.

Koniec  Trygonometryi Prostokr/$ltiSy i
Jeometryi  Czesci L
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