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XXXV.

SUR LES EQUATIONS INTEGRO-DIFFERENTIELLES ET
LEURS APPLICATIONS

« Acta Mathematica » t. 35, 1912; pp. 295-356.

Introduction.

Dans beaucoup de questions de Physique mathématique, de Mécanique et
d’Analyse il est nécessaire de considérer des relations analytiques qui ont
en méme temps le caractére des équations intégrales et celui des équations
différentielles. Je les ai appelées équations intégro-différentielles. Leur résolution
constitue en générai un probléme nouveau de l'analyse, car on ne peut
I'aborder qu’en employant des méthodes nouvelles. Nous montrerons en effet
qu’il faut appliquer une analyse qui n’est pas celle des équations différen-
tielles ni celle des équations intégrales, mais qui ressort de l'union des con-
ceptions fondamentales qui dominent ces classes de questions. C’est ainsi
que dans ce mémoire nous ferons usage en méme temps de I'idée de GREEN
des solutions fondamentales et de celle que j'ai introduite depuis mon pre-
mier travail sur I'inversion des intégrales définies, c’est a dire de regarder les
équations intégrales comme un ensemble infini d’équations algébriques.

Dans ce mémoire j'envisagerai quelques classes d’équations intégro-
différentielles en les mettant en rapport avec des problémes de physique
mathématique d’ou elles ressortent. Ces questions physiques se rapportent
aux problémes de I’hérédité qui avaient été abordés depuis longtemps sous
plusieurs dénominations, mais qui, faute de méthodes analytiques générales,
N’avaient pas pu amener a une étude systématique au point de vue mathé-
matique.

Comme M. PICARD a montré dans son intéressant article sur la Mécanique
classique et ses approximations successives (1), il faut distinguer la mécanique
en deux branches, celle de I'hérédité et celle de la non hérédité. Celle-ci se
rapporte aux cas ou l'avenir d’'un systéeme ne dépend a un instant donné
que de son état actuel, ou, d'une maniére plus générale (si I'on regarde les
forces comme pouvant dépendre aussi des vitesses) de I'état actuel et de
I’état infiniment voisin qui précéde. La mécanique de I’hérédité correspond
au cas ou chaque action laisse un héritage dans le systeme, et I'état actuel

(1) « Rivista di Scienza » vol. lo. Bologna 1907.
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dépend de toute I’'histoire précédente. C’est ainsi que le probleme fondamental
de l'astronomie appartient a la mécanique de la non-hérédité, tandis que les
questions d’hystérésis, de I'elastische Nachwirkung, du tramage rentrent dans
la mécanique de I’hérédité, ou, plus général, dans la physique d’hérédité.

M. PainlevE dans le chapitre de I'ouvrage de la méthode dans les scien-
ces(2) consacré a la mécanique affirme qu’il n’y a pas de vrais problemes de
nature héréditaire. Ceux qui se présentent sous cet aspect ne seraient, a
son avis, que des problemes destinés a disparaitre des que nos connaisances
sur la constitution des corps deviendront plus complétes. Je ne discute pas
cette opinion, mais je me limite a remarquer qu’a I’état actuel de nos con-
naissances scientifiques ces problémes se présentent effectivement et il est
nécessaire de les résoudre.

Dans quelques cas, comme ceux de [I'élasticité, les équations dont ils
dépendent avaient été posées depuis longtemps, mais comme je viens de dire,
I'analyse n’était pas assez avancée pour permettre de les traiter d’'une maniére
générale. On peut se rendre compte facilement de cela. Remarquons en effet
que, par leur nature, les probléemes de la physique mathématique et de la
mécanique non héréditaire dépendent des équations différentielles ordinaires
ou des équations aux dérivées partielles. Les données initiales constituent
les constantes arbitraires ou les fonctions arbitraires qui paraissent dans
I'intégration. Pour les problémes de la physique mathématique de I’hérédité,
au contraire, I'analyse des équations différentielles n’est plus suffisante. En
effet I'état actuel du systéme dépend de son histoire, et celle-ci est indivi-
dualisée par toutes les valeurs prises par des parameétres pendant une cer-
taine période de temps, c’est pourquoi il est nécessaire d’envisager des quan-
tités qui dépendent de toutes les valeurs de ces parameétres regardés comme
des fonctions du temps. On est amené ainsi aux éléments de I'analyse que
j’ai étudiés dans plusieurs travaux et que j'ai appelés des quantités qui dépen-
dent de toutes les valeurs d'une ou de plusieurs fonctions (fonctions des
lignes et des hyperespaces). Les méthodes qu’il faudra suivre seront par
suite celles qu’on applique a ces éléments.

Toutes ces méthodes ont pour point de départ une conception analogue
a la conception fondamentale du calcul intégral c’est & dire au passage a la
limite qui améne d’'une somme a une intégrale. C’est ainsi que dans mon
travail de 1887 @) j’ai obtenu un développement en série analogue a celui
de TAYLOR pour une quantité qui dépend de toutes les valeurs d’une fonc-
tion donnée. En effet si I'on part de la série des puissances relative a une
fonction de plusieurs variables et I'on fait croftre indéfiniment leur nombre,
on trouve, sous certaines conditions, que les termes de premier degré ame-
nent a une intégrale simple, ceux de second degré a une intégrale double

(2) Paris, Alcan, 1909.

(3) «Rend. Acc. dei Lincei», vol. 111, 1887 [in queste «Opere»: vol. primo, XVII,
pp. 294-314J. Voir aussi « Acta Mathematica », vol. XII, 1889 [in queste «Opere»: ibidem,
XXII, pp. 363-402].
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ceux de troisieme degré a une intégrale triple, et ainsi de suite. On arrive
par la au développement que j'ai rappelé tout-a-I"heure (4)5

Ce développement conduit a une classification analogue a celle des fonc-
tions des différents degrés et a beaucoup de questions dont la résolution des
équations intégrales linéaires est en premiére ligne. Cette question se présente
de cette maniére comme une extension tout-a-fait naturelle de la résolution
des systemes des équations algébriques de premier degré lorsque le nombre
des équations et des inconnues croit indéfiniment. C’est pourquoi je me suis
servi de cette idée dés le premier abord pour la résolution des équations
intégrales que j’ai envisagées. Les auteurs qui ont approfondi aprées des équa-
tions intégrales de plus en plus compliquées I'ont aussi appliquée (5). Je I'em-
ploierai aussi pour étudier les problemes de physique mathématique héré-
ditaire ou les équations intégrales ne suffisent plus et il faut passer aux
équations intégro-différentielles dont j'ai parlé ci-dessus.

Le présent Mémoire est divisé en trois chapitres. Dans le premier chapitre
j'envisage I'’équation intégro-differentielle

qu'on peut écrire pour simplifier

Je la regarde comme I’équation typique du genre elliptique de la méme ma-
niere que I'équation de LAPLACE est le type des équations différentielles
elliptiques aux dérivées partielles.

Dans le second chapitre j’étudie les probléemes de I'élasticité au point
de vue héréditaire et je montre qu’'on peut en donner une théorie analytique
générale. Le troisieme chapitre est consacré a donner un premier apercu de
I’hérédité dans I'électromagnétisme.

Je n’ai abordé dans ce mémoire que I'étude analytique des équations
intégro-différentielles de type elliptique. Je consacrerai d’autres travaux a
I’étude des équations des autres types. Je me suis limité aussi dans ce premier
travail a considérer des cas généraux en laissant de c6té toutes les questions
de détail et les applications particulieres. J'ajouterai enfin que je n’ai envi-
sagé que les équations qui ont des rapports avec I’hérédité et par suite des
équations intégro-différentielles ayant les deux limites variables ou une limite
variable. Cependant on peut étendre les résultats a des équations ayant
les limites constantes.

(4) Voir Chap. Il, Art. ler.
(5) «Comptes rendus des séances de I'Ac. des Sciences. » vol. 142, page 691. ler Se-
mestre 1906. [In questo vol.: IX, pp. 56-62].
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Je crois que le caractére essentiel et l'utilité des méthodes qui se ratta-
chent a la conception des fonctions qui dépendent d’autres fonctions résul-
tent d’une maniére claire et frappante des développements que je vais donner.
lls prouvent en effet que, par la théorie des équations intégro-différentielles
qui découle de cette conception, on peut faire I'étude analytique des phéno-
meénes d’hérédité sans particulariser les fonctions qui la caractérisent, c’est
a dire les coefficients d’hérédité.

Comme dans les questions ordinaires de physique mathématique il est
utile de laisser indéterminées les constantes, autant qu’il est possible, et de
ne les fixer numériquement que lorsqu’on applique les formules a des ques-
tions concretes, de méme il est utile de laisser indéterminées les susdites
fonctions (coefficients d’hérédité) lorsqu'on traite des questions d’hérédité
en général et de résoudre les problémes qui se présentent avec la plus grande
généralité possible. On pourra aussi déterminer ces fonctions, lorsqu’elles
sont inconnues, en comparant les solutions générales qu’'on obtient avec les
résultats de l'observation directe.

L’algébre et I'analyse ordinaire se sont montrées de jour en jour plus
utiles dans les applications aux phénomeénes naturels ou il n’y a que des
paramétres variables. L’analyse, ou les éléments qui jouent le role de varia-
bles indépendentes sont des fonctions, va montrer une de ses applications
dans les phénomeénes de la physique héréditaire.

Chapitre ler.

L’équation integro différentielle.

Art. ler. — ELEMENTS CARACTERISTIQUES.

1.Si la fonction u (X,y,z,t) est finie et continue a I'intérieur d’un do-
maine S pour les valeurs de t comprises entre 0 et T, et les premiéres et
les secondes dérivées de u par rapport a x,y, z sont aussi finies et conti-
nues, nous disons que u est réguliére.

u étant une solution réguliere de I'équation (A), multiplions les deux
membres de cette équation par u(t) et intégrons au domaine S. On aura
facilement la formule suivante
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n étant la normale externe au coutour ¢ et

2. Nous allons démontrer le théoréme suivant:

Toute solution réguliére u de I'équation (A) sera déterminée a l'intérieur
de S pour les valeurs de t comprises entre les limites o et T, si I'on connait
au contour ¢ les valeurs de u pour t compris entre o et T.

Supposons que u soit nulle sur < pour les valeurs de t comprises entre
0 et T, a cause de Il'équation (1) on aura

Soit M une quantité plus grande que la limite supérieure de

pour toutes les valeurs de t comprises entre o et T. De la relation

on tirera

et d’une maniére analogue

C’est pourquoi, si

en vertu de I'’équation (2), on aura

et par suite

Mais
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ou & désigne I'une des variables X, y,z. Donc des équations (3) et (3) l'on
tirera

En employant I’équation (2) on déduit

Démontrons maintenant que si l'on a

on doit aussi avoir

En effet

et par suite

d'ou l'on tire, a cause de I'’équation (2), la relation (5).

On peut donc conclure, en ayant égard aux relations (3) et (4), que
I'inégalité (5) est vérifiée quel que soit le nombre entier m. Par conséquent u
doit étre nulle. Puisque I'équation (A) est linéaire le théoréme énoncé est
démontré.

3. Envisageons I'expression

Si elle est nulle on a I'égalité (2) et par suite I'inégalité (5) quel que soit m,
d’'ou I'on déduit que u doit étre constante dans le domaine S et pour les
valeurs de t comprises entre o et T.

On pourra donc énoncer le théoréme:

Si I'expression (6) est connue au contour g, pour les valeur de t comprises
entre o et T, lafonction u sera déterminée, & l'intérieur du domaine S, a une
constante pres.
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Art. 2tme. — L’équation adjointe et le théoréme de réciprocité

. L’équation

sera désignée par la dénomination d'équation adjointe a I'équation (A). Nous
supposerons O comprise entre t et T.
Posons

Il est évident que Ho dépendra desfonctions u et v et en méme temps sera
une fonction, dans la signification ordinarie, de la variable 0. C’est pour-
quoi nous désignerons cette quantité par

2. En supposant que u, v soient des fonctions réguliéres on a facilement

u et v étant respectivement des solutions réguliéres des équations (A) et
(A), on aura donc

Cette équation exprime le théoréeme de réciprocité.

3. Soit le premier terme de Hog, c'est & dire posons
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et soit la partie résiduelle de Ho; on aura évidemment

et si u et v sont des solutions réguliéres des équations (A) et (A", il sera

Art. 3tme. - Les équations intégro-différentielles considérées comme
UN ensemble infini et continu d’équations différentielles,

i.Envisageons le systeme suivant de m équations différentielles aux
dérivées partielles

L’équation (A) n’est que le cas limite du systéeme précédent, lorsque le nombre
des inconnues et des équations croit indéfiniment.
De cette maniere pour les équations intégro-différentielles nous posons
le méme principe que nous avons établi pour les équations intégrales (6).
Le systeme adjoint du systeme (B) sera

2. Soient ul, u?2, ..., um des intégrales régulieres du systeme (B) et
vi@2 o0, des intégrales régulieres du systeme (B'). On a évidemment

(6) «Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino», 1896. Sulla inversione degli
integrali definiti. Nota I, § 3. [In queste «Opere»: vol. secondo, XVIII, pp. 219-220].
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Or, toute équation du systeme (B) est de la forme

et toute équation du systeme (B') est de la forme

Cc’est pourquoi, en vertu de la relation (7), nous aurons

En faisant crofitre indéfiniment le nombre des quantités , U2, 0o um; Vi
,vm, cette relation améne a la limite, par le procédé fondamental du
calcul intégral, a I'équation (I) c’est a dire au théoréeme de réciprocité.

3. Posons

c’est a dire représentons par r la distance entre le péle a, b, c fixe et le
point variable X,y,z. Une solution du systeme (B) sera donnée par
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De méme une solution du systeme (B') sera

Les solutions que nous venons de trouver sont partout réguliéres excepté
dans le pdle, ou toutes les intégrales deviennent infinies de premier ordre,
en prenant r comme infiniment petit fondamental. C’est pourquoi ces solu-
tions constituent les intégrales fondamentales des systéemes (B) et (B').

Si I'on fait croitre indéfiniment le nombre des équations différentielles
qui constituent ces systémes, en passant a la limite par les procédés du
calcul intégral que nous venons de rappeller, on peut obtenir les solutions
fondamentales de I’équation intégro-différentielle (A) et de son adjointe, c’est
a dire des solutions réguliéres partout, excepté dans le pole, ou elles de-
viennent infinies de premier ordre.

Dans I'Art. suivant nous étudiérons la solution fondamentale de I’équa-
tion adjointe (A").

Art. 4éme. - La solution fondamentale de I'équation adjointe.
1. Posons
ou est une somme étendue & toutes les valeurs entiéres de i,j ,g dont

la somme est égale a p. On suppose que toute expression F avec des suffixes
négatifs soit nulle et qu’il soit
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Commencgons par démontrer que lafonction est indépendante de p.
En effet supposons d’avoir démontré que

soit indépendante de p' étant

et

Nous prouverons que l'expression (9) est indépendante de p.

Puisque p =i +j+g<h+ k+ 1 il sera
ou
et par suite
Or on peut vérifier facilement que pour h + k+ =2 h+k+1=3, la

propriété que nous avons énoncée est vérifiée; elle sera donc démontrée
pour toutes les valeurs entiéres de h, k, .

2. Cela posé écrivons

ou
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La série précédente est uniformément convergente. En effet on voit aisé-
ment que

parce-que le premier membre de I'inégalité précédente augmente si I'on
ajoute une unité a aou a B, ou avy.
En outre

c’est pourquoi il suffira de démontrer la convergence de la série

Mais

donc la série précédente se réduit a

Or si

on a

En remplagant par le second membre de I'inégalité précédente dans
la série (Il) on trouve

Cette série est convergente et par suite la série (10) est uniformément con-
vergente. On démontre d’'une maniéere tout-a-fait analogue que la série (10)
est dérivable par rapport a x,y, z.

3. Soit

Nous démontrerons que V (X,y,z|t,0) est la solution fondamentale de
I’équation adjointe, le pdle étant a l'origine.
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Remarquons d’abord que

Par suite nous pouvons écrire

Donc, si nous écrivons pour simplifier V (t) a la place de
on aura

D’autre part

Or la derniére intégrale double se transforme facilement en
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Mais

Par suite

En ajoutant I'’équation que nous venons de trouver a I'’équation (13) et en
rappellant les égalités (8) nous aurons

La fonction (12) satisfait ainsi a I’équation adjointe, en outre elle est partout
réguliere, excepté a l'origine, ou elle devient infinie de premier ordre. Nous
avons donc vérifié directement que lafonctionV (x,y, z, |t ,0) est la solution
fondamentale de I'équation adjointe.

Art. 5¢me. - Propriété de la solution fondamentale de I'équation
adjointe.

1. En vertu des formules (12) et (10") nous pouvons écrire

et si nous posons

nous porterons le p6le dans le point a, b, c.
La formule précédente est équivalente a Il'autre



XXXV. - Sur les équations intégro-différentielles et leurs applications 501

2. Désignons par ¢ une surface fermée ayant a I'intérieur Je pdle a, b, c,
et par n la normale externe a cr. Soit S I'espace renfermé par la surface o
Nous aurons

3. Cela posé on aura

Calculons maintenant

On trouvera
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et par suite

Mais

Donc

d'ou I'on tire, en ayant égard a I’équation (15),

La propriété de V (x,y, z| t, ©) renfermée dans cette formule est celle
gue nous voulions obtenir et dont nous ferons usage.

Art. 6éme. - L’équation fondamentale

1. Si le pble est externe au domaine S on pourra, dans la formule (1),
remplacer v par V car V est réguliere dans S, mais, si le pble est interne,
pour appliquer la formule (1) il faudra retrancher du domaine S un domaine
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environnant le pdle. Soit w le contour de ce dernier domaine. L’équation
de réciprocité (1) deviendra alors

Prenons pour w une sphére ayant le centre dans le pble, et tachons
de calculer (Voir § 3 Art. 2) lim du, V], ©)et lim Hw ([u, V], ©) en
supposant que le rayon de cette sphere devient infiniment petit.

2. Supposons, pour simplifier, que le pbéle soit I'origine. On aura

ol

Or, Q étant la sphere de rayon | ayant le centre a l'origine, on a

et par suite

On déduit de Ia

En tenant compte de lI'ordre de I'infini de V dans le pdle on a facilement

ayant posé pour simplifier

Dans la formule précédente il faut remplacer par
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et do par r2dQ, donc

De méme on trouve

et par des procédés analogues a ceux que nous avons appliqués précédemment
on peut calculer T (t,t). On a ainsi

C’est pourquoi

En vertu de la formule (I') nous aurons donc

c’est a dire

La formule que nous venons de trouver sera appelée la formule fonda-
mentale. Nous avons supprimé les calculs pour déterminer directement T (x,2)
qui sont assez longs, parce-que dans l'article suivant nous donnerons une
autre méthode pour trouver la formule fondamentale.

Art. 7éme. - Deuxiéme méthode pour obtenir la formule fondamentale.

i.En ayant égard a I'ordre d’infini de VV dans le pdle on a évidemment,
si le rayon de la sphere w devient infiniment petit,
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En effet, a cause de la formule (II),

est indépendent de la grandeur de la sphére w et est égal a 4 parce-que
la normale n est dirigée vers l'intérieur de la sphére.

2. Par l'application des formules (16) et (17) on trouve

et en vertu de la relation

on a

d’ou découle la formule fondamentale

Art. 8tme. - Remarques sur la formule fondamentale,

1. La formule (I11) exprime la valeur de la solution u réguliére de I'’équa-
tion (A) dans un point interne au domaine S par les valeurs de u et de ses
dérivées du premier ordre au contour ¢ de S.

Elle correspond au théoréme,de GREEN car elle joue par rapport a I’'équa-
tion (A) le méme rbéle joué par la formule de Green par rapport a I'équa-
tion de LAPLACE.
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2.Si I'on veut éliminer les dérivées de u au contour cr, remarquons que,
w étant une solution réguliere de I'’équation (A), on aura, en appliquant
le théoréeme de réciprocité,

C’est pourquoi a cause de la formule fondamentale

Si V + w sera nulle sur g, dans le second membre de I'équation précédente
ne paraitront que les valeurs de u sur c¢r. Par conséquent I’équation (1) résou-
dra le probléme de déterminer la solution réguliere u a I'intérieur de S pour
t = © les valeurs de u étant connues au contour ¢ pour t comprise entre o
et ©. Par exemple si ¢ est un plan on peut calculer w par la méthode des
images.

3. En multipliant par dS et intégrant, I’'équation (A') améne a I'égalité

v étant une solution réguliére de I'équation adjointe. A cause de I'équation
(1D il n’est donc pas possible de trouver une solution v réguliére de I'équa-
tion adjointe telle que

Mais si VA et VB sont deux solutions fondamentales de I'équation
adjointe correspondantes aux pbéles A et B internes au domaine S et

I’équation



XXXV. - Sur les équations intégro-différentielles et leurs applications 507

n’est pas impossibile, v étant une solution réguliére de I'équation adjointe.
Or

étant les valeurs de u(x,y,z,t) dans les points A et B
pour t = ©). C’est pourquoi

Mais

il suffira donc de connaitre au contour I'expression

pour les valeurs de t comprises entre o et ©, pour obtenir, par la formule (V),
les différences des valeurs de u dans les différents points de S pour t = O.
(Voir Art. ler. § 3).

Art. %me. - Remarques générales,

1. Si au lieu de I'équation (A) on avait I'’équation intégro-différentielle

posons

alors I'équation (I11) devrait étre remplacée par l'autre

On en tire que la fonction
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vérifie I’équation (A") dans le domaine S. On pourrait déduire de Ia un théo-
reme analogue a celui de POISSON.

2. Soit

En résolvant ces équations intégrales on aura

et I'’équation (A) pourra s'écrire

Donc I'’équation (A) peut étre ramenée a un systeme constitué de deux
équations intégrales simultanées (19) et de I'équation différentielle (20) avec les
trois fonctions inconnues U,V , W.

On peut remarquer qu’en général ces équations ne peuvent pas se séparer
et par suite le probleme de la résolution des équations intégro-différentielles
est en général un probléme essentiellement distinct des problemes des équations
différentielles et des problémes des équations intégrales.

Mais dans quelques cas particuliers la séparation est possible. C’est
ainsi que si F= ¢ = y, on aura

et I'équation (20) deviendra

La question sera donc ramenée a I'équation différentielle (20") et a la pre-
miere des équations intégrales (19) ou des équations intégrales (18).
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Chapitre 2fme.

Théorie mathématique de I'élasticité en ayant égard a I’'hérédité.

Art. ler. - Considérations préliminaires.

1. Envisageons le cas élémentaire de la torsion d’un fil. Soit w I'angle
de torsion et M le moment de torsion. Dans la théorie ordinaire de I'élasticité
on regarde, dans I'équilibre, w proportionnel a M et l'on écrit

K étant un coefficient constant.

Cette équation n’est qu’une équation approximative, car on néglige
toute action héréditaire. Si I'on veut tenir compte de I’hérédité, c’est a dire
si I'on veut tenir compte que w dépend de toute I'histoire du moment de
torsion, il faudra corriger I'équation (1) en écrivant

ol ® est une quantité qui dépend de toutes les valeurs prises par M dépuis
le temps — 00 jusqu’a l’'instant actuel.

Soit t I'instant actuel, en faisant usage d’'une notation que nous avons
adoptée en plusieurs occasions, nous écrirons

Le symbole

désigne une quantité qui dépend de toutes les valeurs prises par la fonction
M (1), T variant depuis —00 jusqu’a t.

2. En supposant vérifiées certaines conditions, sera développable dans
une série analogue a celle de Taylor (/) et I'on aura

(7) Sopra lefunzioni che dipendono da altrefunzioni. Nota I, « Rend. Acc. dei Lincei »,
ser. 4a, vol. 1112, 18872, § 3. [In queste «Opere», vol. primo, XVII, p. 294-302].
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Supposons maintenant que tous les termes de la série d'ordre supérieur au
premier soient négligeables. On aura alors

Nous dirons dans ce cas que I'hérédité est linéaire.
Si I’histoire du fil antérieure a un instant to est négligeable, I'’équation
précédente pourra s’écrire

En résolvant cette équation intégrale par rapport a M (t) on trouvera

3. Les équations (2) , (2') , (3) seront les équations fondamentales de I’'équi-

libre élastique de torsion dans le cas de I’hérédité linéaire. Il faut ajouter
qu'elles seront valables lorsque I'accélération angulaire de la torsion sera
négligeable.

F (t, 1) sera le coefficient d'hérédité. Voici son interprétation physique:
F (t, ©) dt mesure la torsion induite a I'instant t par un moment de torsion
unitaire agissant dans I'intervalle de temps (t, T + dt). Réciproguement:
f {7 mesure le moment de torsion a I'instant t qui fait équilibre a une
torsion unitaire a laquelle le fil a été assujetti pendant l'intervalle de temps
(t, T + d1).

4. Dans I’hypothése que la valeur absolue du moment de torsion soit
toujours inférieure a une limite finie il faudra admettre que le coefficient
d’hérédité soit infiniment petit pour T = = -0, NOUS Supposerons

ou €0 et C est une constante finie positive.

Art. 2éme. - Principe du cycle fermé

1.Soit A un point du plan ayant pour coordonnées rectangulaires <0
et M. Il décrit une ligne pendant que M et w varient. Si M et w sont des
fonctions périodiques du temps ayant la méme période, cette ligne constitue
un cycle fermé. Supposons maintenant que chaque fois que M est une
fonction périodique de T avec une certaine période, w soit aussi unefonction
périodique de t avec la méme période. Nous désignerons cette condition par
condition du cyclefermé.
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Il est évident qu’il faudra admettre la périodicité depuis le temps — oo
c’est a dire qu’il faudra partir de I'’équation (2) ou la limite inférieure de

I'intégrale est — 00.

2. Soit T > 0 la période. Nous aurons

et, en vertu de la condition du cycle fermé,

Par suite

Puisque M (?) est une fonction périodique arbitraire ayant la période T, on
déduit de I'égalité précédente

ou T est compris entre t et t—T.
Les deux séries étant convergentes a cause de la condition (4), il sera

n étant un nombre compris entre + 1 et —1.
Soit

T —3 sera positifet T +39 sera compris entre t+ ett+ 93— (T —9):
c’est pourquoi dans I'’équation (5) on pourra remplacer respectivement €, T, T
part +3, T+ 9D T—9 On aura ainsi

étant un nombre compris entre + | et— 1
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En retranchant les équations (5) et (5" il viendra

Or I'équation précédente doit étre vérifiée quelque soit la grandeur
de T, on aura donc

quelque soit 9.
On tire de la que F (t, ) doit étre fonction de la différence t—rt.

3. Réciproquement on peut démontrer:

Si F est une fonction de la différence t— 1, la condition du cycle fermé
sera Vvérifiée.

En effet si

on aura

Donc si M (1) est une fonction périodique avec la période T, w (t) sera
aussi une fonction périodique avec la méme période.

4. Si nous nous rapportons a ce que nous avons dit dans le § 3 du
ler article, nous pourrons interpréter la condition que F soit une fonction de
t— de la maniere suivante: la torsion induite aprés un intervalle de temps
donné par un moment de torsion est invariable quelque soit I'instant ou le
moment de torsion a agi.

Nous appellerons cette condition I'invariabilité de I'hérédité.

Les propositions des 8§ 2 et 3 nous aménent au théoreme suivant:

La condition du cycle fermé porte pour conséquence celle de I'invariabilité
de I'hérédité, et réciproquement la condition de l'invariabilité de I'hérédité porte
pour conséquence celle du cycle fermé.

Ce théoreme sera nommé principe du cycle fermé.

Art. 3eme. - Détermination du coefficient d’hérédité.

1, La condition du cycle fermé étant vérifiée, et I'histoire du fil anté-
rieure a l'instant o étant négligeable, on aura
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Posons t— Tt = o, il viendra

2. Si nous supposons que
soient nulles pour t = O, tandis que dnM (t) dtn ne soit pas nulle pour t =0,
on aura

d’'ou l'on tire

Dérivant I'équation intégrale (6), il viendra

Donc en connaissant w (t) et M (t) on pourra calculer F (t) par la réso-
lution de I'équation intégrale précédente.

Art. 4éme. - EQUATIONS GENERALES DE L’ELASTICITE
DANS LE CAS DE L'HEREDITE LINEAIRE.

1. Aprés avoir envisagé, comme exemple, le cas particulier de la tor-
sion nous allons passer au cas général.

Nous prendrons comme équations indéfinies fondamentales de I’équilibre
élastique les équations

et comme équations au coutour ¢ du corps élastique

ou les quantités tis =  sont les caractéristiques de la tension (c’est a dire le
stress), pX , pY, pZ; Xa, Y0, Z¢ sont respectivement les composantes des for-
ces de masse et des tensions superficielles, n est la normale interne au contour.
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2. Les relations qui définiront a chaque instant les conditions d’héré-
dité seront

ou les quantités yhk = yhk désignent les caractéristiques de la déformation (c’est
a dire le strain). Les sommes qui paraissent dans les égalités précédentes
sont étendues a toutes les combinaisons avec répétition de h et k (h, k =
a..2,3,4,5,6). On a supposé que, antérieurement a I'instant to I’'hérédité
soit négligeable. Les coefficients ais hk = ais kh = ais kh seront en général des
fonctions des coordonnées X ,y, z des points du corps élastique. De méme
Qis|hk = gsi |hk = gis|kh seront en général des fonctions de x,y,z,t 1. On
n’a mis en évidence que ces derniéres variables pour simplifier I'écriture des
formules. Ce n’est que dans le cas de I’homogénéité que nous supposerons
que ais hk , @is hk soient indépendantes des coordonnées X,y,z.

3. Lorsqu’on néglige les termes intégraux dans les équations (111) elles
expriment la loi de HOOKE. Les termes intégraux donnent, dans une premiére
approximation, la correction due a I'hérédité. En effet nous supposerons
que la correction totale duc a I'hérédité s’obtienne en ajoutant des quan-
tités qui dépendent de toutes les valeurs prises par les quantités (t) pour
les valeurs de T comprises entre to et t. En outre nous supposerons que ces
quantités soient développables en séries analogues a celle de TAYLOR et
gue dans ces développements on puisse négliger tous les termes qui ne sont
pas linéaires par rapport aux fonctions yhk. C’est pourquoi les équations (I11)
expriment les relations plus générales de I'hérédité linéaire élastique.

Nous admettrons que le déterminant du 6éme ordre formé avec les coeffi-
cients ais hk ne soit pas nul. Les équations intégrales (111) seront alors réso-
lubles par rapport aux quantités yhk. En les résolvant on exprimera le strain
par le stress.

Il N’y a aucune difficulté a étendre aux coefficients @is hk (t, T) I'interpré-
tation que nous avons donnée dans le ler article au coefficient F (t, ). De
méme on peut étendre au cas général, que nous considérons maintenant, le
principe du cycle fermé que nous avons envisagé avec détail dans le cas
particulier de la torsion. Nous appellerons les quantités g@ishk les coefficients
d'hérédité.

4. Soient u,v,w les composantes du déplacement des particules du
élastique. Nous aurons

Remplacons dans les équations (1) les quantités tis par les expressions
données par les formules (111) et dans ces expressions posons les seconds
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membres des équations (IV) a la place des quantités yhk. On obtiendra trois
équations intégro-différentielles. Elles sont les équations intégro-différentielles
générales de I'élasticité dans le cas de I'hérédité linéaire.

Leur étude sera le sujet des articles suivants.

Art. 5éme. - EQUATIONS ADJOINTES, THEOREME DE RECIPROCITE,
CARACTERISTIQUES.

1. L’étude des équations intégro-différentielles que nous venons de
trouver se fera en les accouplant avec d’autres équations intégro-différen-
tielles qu’on appellera les équations adjointes.

On les obtient en écrivant

Les trois équations intégro-différentielles auxquelles satisfont u', v', w'
qu’on obtient en éliminant yhk et tis des systemes (1Y), (I1117), (IV") sont les
équations adjointes.

2. On déduit facilement des équations (l11)
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Mais a cause des équations (I11") on a

donc

et par suite

S étant l'espace occupé par le corps élastique. Remplagcons maintenant i,
et yis par les seconds membres des équations (IV') et (IV). Par des intégra-
tions par parties I'’équation précédente devient

et en vertu des équations (1), (1), (") (11", I'égalité précédente s’écrira
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Le théoreme renfermé dans cette formule est le théoreme de réciprocité.
Il est analogue au théoréme de réciprocité que nous avons considéré dans
l'article 2tme du premier chapitre et il sera la base des méthodes que nous
allons développer. On peut comparer ce théoreme avec le théoréme de BETTI
pour les cas ordinaires de I’élasticité (8).

Pour simplifier nous écrirons aussi I'équation (A) sous la forme

3. Par des intégrations par parties on tire des équations (1), (1), (I11),
(1V), la formule

Supposons que pendant I’intervalle de temps (to, T) les forces de masse
pX,pY,pZ et le trinbme Xouwu—+Yowv—+Zow soient nuis, alors le pre-
mier membre de l'équation précédente sera nul aussi.

Or par une substitution ortogonale

on pourra ramener la forme quadratique

a la forme

L’équation (B) deviendra donc

ou les coefficients yishk se calculeront trés-facilement moyennant les fonctions
@ishk et les coefficients crl is. 1l est évident que les fonctions yishk seront finies
et continues lorsque @ishk seront finies et continues. Dans cette hypothése,
et, en supposant aussi que la forme (7) soit une forme définie, c’est a dire
que les coefficients erl soient du méme signe et ne soient pas nuis, on pourra
déduire de I'équation (8), par le méme procédé que nous avons suivi dans

(8) E. Beiti, Teoria dell'elasticita. «Nuovo Cimento 9, 1872-73.
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le premier article du chapitre précédent, que les quantités grl(t), et par suite
les quantités yrl(t), seront nulles pour t compris entre to et T.

On tire de la que, sous les conditions que nous venons d’énoncer, étant
connu lesforces de masse et les déplacements superficiels (pu les tensions super-
ficielles), pendant un intervalle de temps, la déformation du corps sera déter-
minée dans le méme intervalle de temps.

Art. 6éme. - Corps élastiques isotropes et homogénes.

1. Si le corps élastique qu’on envisage est isotrope les équations (I11)
ne doivent pas changer si I'on invertit la direction de chacun des axes coor-
donnés. Par ces changements de direction des axes on a des changements
de signe dans les quantités trs et yrs. On trouve ainsi trés-aisément les ter-
mes qu’il faut éliminer dans les seconds membres des équations (I11) lorsque
le corps est isotrope. Mais les mémes équations doivent garder toujours la
méme forme en échangeant les axes entre eux, c’est pourquoi elles seront

Si nous donnons aux axes une orientation arbitraire, les équations pré-
cédentes ne doivent pas changer, par suite on doit avoir

et en conséquence

Le corps élastique étant homogeéne, L et K seront constants et ¢ et |
seront indépendants de X,y ,z. Nous supposerons L et K du méme signe
(voir Art, 4éme § 2).

2. Donc dans le cas des corps élastiques isotropes et homogeénes, en
ayant égard a I’hérédité linéaire, on aura les équations (9)

(9) Voir: Boltzmann, Zur Theorie der elastischen Nachwirkung. « Wien. Ber. », 70,
S. 275-306, 1874; « Pogg. Ann. Erg.», Bd. 7, S. 624, 1876; « Wiss. Abl.», Bd. 1, S. 616.
Voir aussi: O. E. Meyer, « Pogg. Ann. » 154, S. 360; Wiechert, Gesetze der elastischen
Nachwirkung.
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On déduit facilement de ces équations

C’est pourquoi par la résolution de ces équations intégrales on pourra
calculer

3. Pour indiquer la résolution de ces équations intégrales et d’autres
équations analogues que nous allons trouver, représentons par

I'opération
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qui nous ameéne de la fonction f(t) a la fonction ¢ (t), et écrivons inversement

Cette opération désigne la résolution de I’équation intégrale précédente.
De méme représentons par

I'opération

et par

I'opération inverse.

4. Cela posé les équations (11) et (12) pourront s’écrire

et par suite on aura

En appliquant I'opération A? a la premiéere des équations (10) on trouve

c’est a dire, en vertu de I'’équation
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On a aussi deux équations analogues a la précédente.
On en tire, en ayant égard a I'équation (11"),

Il est donc possible de transformer les équations intégro-différentielles
(10) dans les équations différentielles précédentes dont les seconds membres
sont des fonctions connues.

Si les forces de masse sont nulles, les équations (11"), (12”), (16) devien-
nent

Donc la forme intégro-différentielle des équations de I'élasticité, dans le
cas héréditaire, n’est qu'une forme apparente lorsque le corps élastique est
isotrope et homogéne. Mais il faut remarquer que les relations qui passent
entre les composantes des déplacements u, v,w gardent la forme intégro-
différentielle, ainsi que les conditions au contour, lorsqu'on suppose que
les tensions soient données.

5. Pour les équations adjointes, il faut remplacer les égalités (9), (9 a) par

Les équations adjointes seront
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ou
En supposant

et en posant

on aura

Art. 7éme. - Solutions fondamentales des équations adjointes.

i. Supposons
On aura aisément les solutions suivantes des equations adjointes (10).
1) F étant une fonction harmonique il y aura la solution

2) FI', F2, R} étant des fonctions harmoniques il y aura la solution

3) @, d2, dF étant des fonctions biharmoniques (10) et les dérivées
partielles de

par rapport a x,y,z étant indépendantes de t, il y aura la solution

ol a et B sont des fonctions telles que l'on ait

(10) Une fonction biharmonique est une fonction qui vérifie I'équation
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2. Prenons F = 1/r,r étant la distance du point (x,y,z) au point
(a,b,c) que nous appellerons le pdle. La solution (17) nous donnera

ou l'on a posé

Pour distinguer cette solution nous placerons un indice | aux lettres u', Vv' ,w"
X0, Yo, Z'o, en les écrivant ul, vl WXo,1, Yo,1, Zo,1.

3.Prenons

La solution (18) aménera aux formules suivantes
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Pour distinguer cette solution nous placerons un indice 2 aux lettres u',v'w';
Xb, Yo, Zoen les écrivant u'2,v2, wl; X2, Y'0,2 Z'02
On aura évidemment des solutions analogues en prenant successivement

et

4. Posons dans les formules (19)

on aura, en tenant compte de la relation (20),

(11) Comparer: SOMIGLIANA, Sulle equazioni della elasticita, «Annali di matematica»,
ser. Il, t. XVL
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ou

Il est évident que N, P, Q, R sont des fonctions de T, t Nous choisirons,
pour simplifier la fonction arbitraire a (T ,t) telle que P = 1. Les fonc-
tions B et N, en vertu des relations (20) et (22), seront déterminées.
Pour distinguer la solution que nous venons de trouver nous placerons
un indice 3 aux lettres u', v',w'; Xb, Yb, Zb, cest a dire nous écrirons

On aura deux solutions analogues a celle-ci en prenant successivement

Art. 8me. - Détermination de la dilatation et de la rotation.

1. 1l est connu que la dilatation de chaque particule du corps élastique
et les composantes de la rotation sont données par

Nous commencerons par déterminer © , !, w2, w3 moyennant les forces de
masse et les composantes des déplacements et des tensions au contour, en
appliquant le théoréeme de réciprocité donné par la formule (A).

2. Employons d’abord pour solution des équations adjointes celle que
nous avons trouvée dans le 2ime § de l'article précédent. Le pdle (a, b, c)
étant situé a I'intérieur de I'espace occupé par le corps élastique on pourra
le retrancher moyennant une spheéere ayant le centre dans le pble. Si lI'on
fait diminuer indéfiniment le rayon de cette sphére, la formule (A) devien-
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dra a la limite

Le second membre de cette équation, en vertu des formules (9) et (21), s’écrira

Mais

c'est pourquoi I'expression précédente deviendra

Donc, si nous dérivons I'équation (24) par rapport a T et si nous rempla-
gons T par t, on aura, en ayant égard aux expressions de ul, vl K wl;
Xol, Yol, Zol, (Art. 7eémg, § 2)

ou méme

3. Pour solution des équations adjointes prenons maintenant celle que
nous avons donnée dans le 3éme § de I'article précédent, et appliquons tou-
jours le théoréme de réciprocité. Par un procédé tout-a-fait analogue a
celui que nous avons employé dans le § précédent ou trouvera
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Cette équation se transforme immédiatement dans l'autre

On a évidemment deux formules analogues a celle que nous venons de trou-
ver qui expriment w? et w3.

4. En comparant les formules que nous avons obtenues dans les 8§ 2
et 3 avec celles de BETTI pour I'équilibre élastique dans le cas ordinaire (12)
on trouve gu'elles ont une forme semblable. Pour passer des unes aux
autres il suffit d’appliquer aux déplacements, aux rotations, aux forces et
a la dilatation les opérations fonctionelles Al , A2 ou leurs inverses.

Appelons Al u, Alv, Alw ; Al 012, Al w22 , Al w32 ; A® respectivement
les pseudo—déplacements, les pseudo-rotations et la pseudo-dilatation, alors on
pourra interpréter les formules (25) et (26) et les formules analogues par
le théoréme suivant:

Lorsqu'on envisage des corps élastiques isotropes et homogénes, pour passer
du cas de la non-hérédité a celui de I'hérédité, il suffira de remplacer les dépla-
cements, les rotations et la dilatation par les pseudo-déplacements, les pseudo-
rotations et la pseudo-dilatation dans les formules de Betti relatives a I'équi-
libre élastique.

5. Dans les équations (25) et (26) paraissent les valeurs des tensions et
celles des déplacements au contour. Mais pour déterminer la dilatation et
les rotations les unes ou les autres de ces valeurs sont superflues. On pourra

(12) Vair la citation faite dans la note de l'article 5éme.
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obtenir [I'élimination des valeurs superflues par I'emploi des éléments
qui jouent un rbéle analogue aux fonctions de Green (voir Chap. ler,
Art. 9me, § 2).

Art. 9eme. - Déterminations des déplacements.

1. On a les formules

donc, les rotations et la dilatation étant déterminées, on pourra calculer
Alu, A2v, Alw.
On déduit facilement des équations (10)

C’est pourquoi en connaissant les forces de masse et ayant déterminé la
dilatation, on a aussi une autre maniére pour calculer A2u, A2v, Alw.

Mais supposons que les tensions au contour soient données, les déplace-
ments étant inconnus. On démontre aisément, en partant des relations (I1),
(9), (9a), les formules suivantes

Donc, si I'on connait Xo, Yo, Zo et I'on a déterminé O , w! , w2, w3, on pourra
calculer duon,dvan,dwon et par suite on aura u,Vv,w en connaissant
Al u, A2v, Al w.

3. Mais pour calculer directement les déplacements, sans employer les
formules qui donnent la dilatation et les rotations, on pourra employer la
méthode suivante (13).

Appliquons la formule de réciprocité (A) en prenant pour solution des
équations adjointes celle que nous avons donnée dans le 4emr § de I'article 7eme.

(13) Voir la Note au § 4 de I'article 7eme.
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Retranchons le pbdle (a,b,c) interne a l'espace occupé par le corps éla-

stique moyennant une sphére qu’on faira diminuer indéfiniment. On trou-
vera a la limite, P étant égal a 1,

d'ou l'on tire, en dérivant par rapport a T,

4. 1l faut maintenant calculer la dérivée par rapport a T qui parait
dans le second membre. C’est pourquoi nous allons établir quelques formules
préliminaires.

Rappelons I'équation (14). Multiplions par a (T ,t) dt et intégrons entre
les limites to et T. Par des transformations trés simples, et en ayant égard
aux formules (22) ou P = 1, on aura

Dérivons par rapport a T et faisons usage de I'égalité (13"), il viendra

Mais, a cause des équations (20) et (22) ou P =1, on a

donc, en suivant un procédé analogue a celui que nous venons d'employer
on trouvera

d’ou

Les équations (22) et (14) nous donnent
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C’est pourquoi, a cause des équations (28" et (13),

En résumant les formules (28), (28", (28") on aura donc

ou F (t) est une fonction arbitraire.

5. Pour calculer le second membre de I'équation (27) employons les
formules (29). On trouvera alors:

Il est évident que nous pourrons obtenir deux formules analogues a
la formule précédente pour exprimer v et w.

Art. 10&me. - Remarques générales.

1. Par les formules que nous venons de développer nous avons donné
une théorie générale de I’hérédité linéaire élastique dans le cas statique.

Nous avons vu ainsi une application des équations intégro-différentielles.
Dans le cas général on ne peut pas séparer la' partie intégrale de la partie
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différentielle, mais cela est possible dans le cas des corps isotropes et homo-
génes. On peut remarquer que dans ce cas tous les résultats peuvent s’ob-
tenir par les formules ordinaires accouplées aux opérations fonctionelles Al
et Al et a leurs inverses.

2. Nous nous sommes bornés aux formules générales en laissant de c6té
toute question particuliére, mais on pourrait approfondir beaucoup de pro-
blémes spéciaux en arrivant aux formules résolutives finales.

C’est ainsi que dans le cas de la sphéere élastique isotrope et homogene
le probleme peut étre résolu complétement par des séries trés-rapidement
convergentes, en laissant tout-a-fait arbitraires les coefficients d’hérédité.

Ce cas a un intérét spécial pour les applications. Dans les problémes
relatifs a la terre, lorsqu’on veut tenir compte de son élasticité, les phé-
nomeéenes héréditaires ne sont pas négligeables. L’analyse que nous indi-
qguons, sans entrer dans aucun détail, donne le moyen de calculer les effets
de I'hérédité, pourvu qu’elle soit linéaire.

Chapitre 3éme.

Electro-magnétisme en ayant égard & I’hérédité.

Art. ler. - EQUATIONS GENERALES.

I.LHERTZ a établi les équations suivantes pour I'électro-magnétisme
dans le cas des systémes en repos (14)

(14)« Wiedemann’s Annalen », 40, page 577. Gesammelte Werke. Bd Il, page 208.
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Dans ces équations ; X, Y ,Z; u,v,w désignent respecti-
vement les composantes de la polarisation électrique, de la force électrique
et du courant électrique, , , 3 L ,M , N désignent respectivement les
composantes de la polarisation magnétique et de la force magnétique.
X', Y',Z' sont les composantes de la force électromotrice.

2. Les équations (II), (11") et (111) se déduisent de I’hypothése que
I'état actuel de la polarisation électrique et du courant électrique dépen-
dent de I'état actuel de la force électrique, ainsi que I'état actuel de la pola-
risation magnétique dépend de I'état actuel de la force magnétique.

De cette maniere on néglige les phénoménes de I’hérédité. Si I'on veut
en tenir compte, il faudra admettre que I'état actuel de la polarisation élec-
trigue dépende, outre que de la force électrique actuelle, de toute I'histoire
antécédente de la force électrique, et I'état actuel de la polarisation magné-
tique dépende, outre que de la force magnétique actuelle, de toute I'histoire
antécédente de la force magnétique.

C’est pourquoi on devra ajouter dans les seconds membres des équa-
tions (I1) et (I1') des termes de correction et écrire

ou F!, F2, F3 désignent des quantités qui dépendent de toutes les valeurs
de X (1), Y (), Z (r) correspondantes aux valeurs de l'argument T dépuis
— oo jusqu'a t(15).

De méme on écrira

Supposons maintenant que les conditions pour que I'on puisse développer
chaque fonction Fi dans une série infinie de termes ayant la forme

(15) Voir Chap. I, Art. ler, § 1
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soient satisfaites, et supposons aussi que les conditions pour que l'on ait
des développements analogues pour les fonctions ®i soient vérifies.

Si nous admettons comme postulat que les effets de la superposition
des forces électriques et magnétiques se somment, c’est a dire

on aura

c’est pourquoi les équations (Ila) et (11'a) deviendront
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ou la limite inférieure a des intégrales sera — oo, Si nous supposons que
I'on puisse négliger I'hérédité antérieure & un instant donnée to, alors on
pourra prendre la limite inférieure des intégrales égal a to.

Si nous remplagons, dans les équations (1) et (I, u,v,w, ,

., ,, par leurs valeurs données par les relations (Il1 b), (II'b) et (1)

on trouvera des équations intégro-différentielles.

L’hérédité, telle que nous venons de l'evisager, est une hérédité linéaire.
Il faut remarquer a ce propos que I'hystérésis dite électrotechnique ne rentre
pas dans I’hérédité linéaire. Il suffit de rappeller la phénomeéne de la magné-
tisation permanente pour s'apercevoir qu’elle est en déhors du cadre des
phénoménes embrassés par I’hérédité linéaire.

Art. 2éme. - Coefficients d’hérédité

1. Dans les équations (Il b) et (II'b) on n’a écrit explicitement que les
variables t, £, mais il faudra se rappeller que , , C oy XYL Z;
L ,M, N sont aussi des fonctions de x,y ,z. En général les coefficients ers,

seront des fonctions de X,y ,z ainsi que les coefficients @rs et Ce
n'‘est que dans le cas ou le milieu est homogéne que l'on pourra regarder
ces coefficients comme indépendants de X,y,z.

Lorsqu’on passe d'un milieu a un autre, sur les surfaces limites il y
aura des relations qu’on pourra obtenir par un procédé analogue a celui
suivi par HERTZ dans le § 8me du mémoire que nous avons cité.

2. La limite inférieure des intégrales qui paraissent dans les équations
(11 b) et (II'b) étant finie, et les déterminants

n'étant par nuis, on pourra invertir les équations intégrales (Il b) et (1I' b)
et exprimer les composantes de la force électrique par celles de la polarisa-
tion électrique et les composantes de la force magnétique par celles de la
polarisation magnétique.

3.Nous appellerons et les coefficients d'hérédité. Il est facile de
trouver leur interprétation. C’est ainsi que

sont les composantes de la polarisation électrique, induite a l'instant t, par
I'unité de force électrique agissant dans la direction x pendant l'intervalle de
temps (T ,T + d1); et
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sont les composantes de la polarisation magnétique, induite a l'instant t, par
I'unité de force magnétique agissant dans la direction x pendant l'intervalle de
temps (1t ,T + d1).

Nous admettrons que les coefficients d’hérédité , Urs soient infiniment
petits pour t = — oo de telle sorte que
ou £e=0, 0 0 et C et C' sont des quantités constantes positives (I6).

4. 1l est facile d’étendre au cas que nous envisageons le principe du cycle
fermé (Chap. 2¢me, Art. 2éme) c’est a dire: Si, toutes les fois que X, Y, Z;
L ,M | N, sont des fonctions périodiques du temps, avec une période quelconque
T,., ., , ,, sont aussi des fonctions périodiques ayant la méme
période, alors @rs sont des fonctions de la différence t — T, et réciproque-
ment. Si les coefficients @rs , Yrs sont des fonctions de la différence t— T, et
X ,Y,Z L ,M, N sontdes fonctions périodiques du temps, , ,; , ,
seront aussi des fonctions périodiques avec la méme période. Cette proposition
peut aussi s’énoncer par les mots: La condition du cycle fermé et celle de
I'invariabilité de I'hérédité sont équivalentes.

Art. 3tme. - Le cas statique.

1.Envisageons le cas le plus simple ou le milieu ne soit pas conducteur
et les quantités changent si lentement qu’on puisse négliger

On peut appeller ce cas le cas statique.
Nous aurons alors

c’est a dire

2. Supposons que les coefficients ers , grs soient indépendants de x ,y ,z.
Prenons les axes coordonnés coincidents avec les axes de la surface de 2d

(16) Voir Chap. Il, Art. ler, § 4.
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degré

S’ils coincident avec les axes de la surface

quels que soient les valeurs de t, t, les équations (Il b) deviendront

C’est pourquoi étant

ou p est une fonction de X,y,z indépendante de t on aura

Par un changement des variables x ,y , z cette équation peut se réduire a

qui est I'’équation que nous avons étudiée dans le premier chapitre. (Voir I¢
Chap. Art. 10eme).

3. Si les axes de la surface (1) ne coincident pas avec ceux de la surface
(2) les difficultés ne sont pas augmentées.
L’équation intégro-différentielle qu’on trouverait serait

On pourrait étendre facilement la théorie que nous avons exposée dans
le premier chapitre a cette équation intégro-différentielle.
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Art. 4éme. - Remarques générales.

1. Le but principal que nous avons poursuivi dans ce chapitre a été
de montrer I'origine des équations intégro-différentielles (A) , (A™) du pre-
mier chapitre.

Nous ne sommes pas entrés dans aucun probléme particulier. Si I'on
envisagerait un milieu électrique non isotrope entouré par un conducteur,
on aurait facilement une application des résultats principaux que nous avons
exposés dans le premier chapitre.

2. Nous nous sommes bornés au cas statique sans développer le cas
général, car il aurait fallu sortir du type elliptique des équations intégro-
différentielles pour aborder le cas hyperbolique, que nous avons laissé de
cbté dans ce mémoire. En effet les équations intégro-différentielles qui cor-
respondent aux équations (1), (T), (Il b), (II'b) sont des équations hyper-
boliques.

3. Dans le 2eme et le 3tme Chapitre nous avons vu que, si nous consi-
dérons toute I'histoire d'un systeme antérieure a I'instant actuel t, les inté-
grales qui paraissent dans les formules sont étendues dépuis la limite — 00
jusgu’a la limite t. C’est pourquoi nous avons négligé, en général, I’'hérédité
antérieure a un certain instant déterminé pour n’avoir a considérer que des
équations intégrales et intégro-différentielles avec des limites finies.

Tout récemment M. G. C. EVANS a envisagé les équations intégrales
lorsqu’une des limites est infinie (17). En appliquant ses résultats il est pos-
sible de considérer I'hérédité sans négliger aucune période de I'histoire du
systeme.

(17) L'équazione intégrale di Volterra di seconda specie con un limite dell'intégrale infi-
nito. « Rendiconti délia R. Accademia dei Lincei », vol. XX, serie 5a, 1911 (Trois Notes).
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