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r RZEDMo WA

Jako stofice rozpedza ciemnosci nocne,
tak umiejetno$¢ rozpedza ciemnosci btedu.

Zajmujac sie z powotania przez diugi czas wyktadem al-
gebrij i analizy we Francyi, uczutem bralc dziela, titéreby
porzadnie, jasno i zgodnie z dzisiejszym stanem i dazeniem
ciggle postepujacej analizy obejmowato tych naulv cato$c,
opartag na wzorowych prawidtach. Zadna ze znanych mi
I"sigzek zagranicznych przedmiot ten traktujgcych, nie od-
powiadata tym warunkom tak, azebym mogt byt poprzestac
na prost<;m jej przeltlumaczem"u. Bogate wiec materyaty,
ktore znalaztem w tylu dzietacti wyktadajacych algebre,
zasady analizy i historyg tych dwdch waznychi czesci mate-
matyki czystej, postanowitem zgromadzi¢, roztrzasna¢, uszy-
kowaé i wytozy¢ podtug wihasnych o analizie widokéw, oraz
zgodnie z prawami samej nauki. Tym sposobem powstata
praca, ktérej Tom | pod sad pub)liczny oSmielam sie oddac
jako algebre poczatkowa.

Hzecz jest naturalna, iz dzieta tego za wylacznie moje
poczytywa¢ nie moge. Zamkngtem w niem to, czegom sie
gdzieindziej nauczyt. Nie godzito mi sie nawet inaczej poste-
pow™ac. W terazniejszym bowiem stanie o$wiaty, kiedy w'kaz-
dej materyi znajduje sie tyle rzeczy doktadnie obmyslanych
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i wytrawionych, dzieto naukowe jest i powinno by¢ owocem
pracy, nauki i powaznego poréwnania z sobg rozmaitych
wyktadow. Chcieé tu by¢ zupetnie oryginalnym, jestto chcie¢
rzeczy niepodobnej, a moze nawet szkodliwej. Nie obawiam
sie wiec, ze strony ludzi obeznanych z matematyka, zarzutu
zem brat cudze, jezelim tylko cudzego nie podal za swoje,
jezelim to cudze dobrze i trafnie wybral, i uzyt podiug
dobrego planu i zdrowego sadu analizy.

Radzit sie takze autor, co do wyktadu algebry i analizy,
znamienitych dziet matematycznych, tak krajowych jak i
zagranicznych. Nowe dzieta klassyczne i og6lne poglady na
algebre, oraz na rozwijajaca sie coraz bardziej nowoczesng
analize najznakomitszych obecnie zyjgcych geometrow /r\z??-
cuzhich”™ niemieckich”™ tutoskich a osobliwie angielskich”
przyczynity sie niemato tak do ustalenia jego sadu o obecnynj
wysokim rozwoju algebry wyzszej \ analizy™ jak do o$mie-
lenia go w podjetéj pracy ze wzgledu na potrzebe niektérych
uzupetnien.

Pod wzgledem jezyka przewodnikami mu byli: $niapEcki,
HRECZYNA, czecH | ksigzki matematyczne elementarne dla
<zk&t narodowych pieknem pidrem ksiepzAa JEDRZEIA GA-
wRroKNskIEGO W jezyku polskim nadzwyczaj traftiie skreslone.

Za udzielenie kilku $wiattych uwag dotyczacych wyktadu
mej algebry, szanownym moim kolegom w Towarzystwie
Nauk Scistych pp. FOLKIERSKIEMU | GOSIEWSKIEMU nNieskof-
czenie jestem obowigzany.

Lecz przedewszystkiem winienem otwarcie os$wiadczy¢, ze
w utworzeniu tego dziela, od poczatku do konca, byl mym
gorliwym wspoétpracownikiem, od tylu lat zacny méj przyja-
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ciel i kolega Nauk Scistych Pan seweryn ELzANOWSKI. w  rze-
czy samej, od planu az do gruntu dzieta i zewnetrznej jego
formy, od redakcyi az do nuzacej korekty druku, wszystko
to bylo razem roztrzasane, przyjete i wspolng pracg wy-
konane.

Poczatki  Algebry  zawierajg dwadzieScia siedm rozdzia-
téw. Pierwsze dwadzieScia dwa stanowig kurs zwyczajny
algebry nizszej. PieC ostatnich sg przeznaczone dla 0s6b
pragnacych poznaé wszystkie zasady rachunku algebraicz-
nego.

Wprowadzi¢ sposoby og6lne, uwydatni¢ zasady, roztgczy¢
pytania réznej natury, taki¢m byto nasze state zajecie. Tak
wiec, réwnania stopnia pierwszego rozdzielitem na cztery
czesci: zasady ogolne dotyczace przeksztatcenia zréwnau,
sposoby rozwigzania, roztrzgsanie ogbélnych wzoréw, sktada-
nie zréwnan i rozti-zasanie zagadnien. Po kazdem prawidle
zatgczony jest przykitad wysSwiecajacy istotne tego prawidia
znaczenie; roztrzasanie wzoréw zostato wytozoném z punktu
widzenia jak najogdlniejszego.

Dyskusya tak wazna tréjmianéw drugiego stopnia, praw-
dziwy cllarakter najwiekszosci i najmniejszosci nastreczaja,
zdaje nam sie, dla lepszego rzeczy zrozumienia, potrzebe
rozwazania linii krzywych; przedstawienie geometryczne
wspiera umyst w badaniu funkcyi: kreslac, po kazd¢j czesci
dyskusyi analitycznej, gatez krzywej do niéj sie odnoszaca
i streszczajaca ja, idzie sie krokiem pewnym, nie gubigc sie
w szczego6tach, ani tracgc z widoku pochodu og6lnego funk-
cyi, ktory nam ciagle przypomina ruch jakiegokolwiek punktu
krzywc¢j jednostajnie po niéj postepujgcego. Dla tego téz
poswiecihdmy Kilka kart na to przedstawienie geometryczne,
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jako tez dla wiasnosci ogdlnych z tego przedstawienia wy-
ptywajacych, takich, na przyktad, jak zasada rermaTa dla
naj wiekszosci.

Tom niniejszy zakohczamy wiadomosciami wstepnemi o
kombinacyach, dwumianem Neiutona, “vyktadnikami niewy-
miernemi i rozdziatem poswieconym wytgcznie na  rachimki
liczebne. ZebraliSmy razem pod tym tytutem zastosowanie
metody przybliien kolejnych  do rozwigzywania zrdwnan
drugiego stopnia i do rachunkow procentu, jakotez rozwigzy-
wanie zréwnan linijnych o wielkich spotczynnikach, najprzéd
przez spos6b podstawienia, potem przez uzycie logarytmow

GAUSSA.

Wiadomosci historyczne, wedle moznosci zebrane, dopet-
niajag tego krétkiego algebry poczatkowej zarysu, ktory
pomimo najlepszych z moj strony usitowan i wybornych
rad moich szanownych kolegéw, nie jest, bez watpienia, od
wszelkich skaz i zarzutéw wolnym. Pragnac, przedewszyst-
kiem, dla miodziezy byé o ile mozna uzytecznym, upraszam
szanowne grono S$wiattych Professoréw o udzielenie mi ich
otwartego o wysziem dziele sagdu; wszelkie z ich strony spo-
strzezenia przyjme z wdziecznoscia.

Tym sposobem oddawszy, wedtug wiadomosci historycz-
nych, co sie komu nalezato, nie bede wymieniat, co w ogole
w piSmie tem, jest owocem mojego wiasnego myslenia. Ci
ktérzy mie sadzi¢ beda, fatwo to rozpoznaja. Innym za$ wia-
domo$¢ ta na nic sie nie przyda. Albowiem chciatem nie
na miano oryginalnego autora zastuzy¢, ale raczej zrobié
rzecz dla wielu interesujacg, a dla mtodszych odemnie mi-
tosnikéw matematyki uzyteczna.

Przy zamknieciu niniejszej przedmowy, pragngtbym wy-
powiedzie¢ uczucie wdziecznosci, ktérg dla HRABIEGO JANA
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DZIALYNSKIEGO przejety jestem. Zatuje, ze mi szanowny
nalitadca nie pozwala wyrazié¢, ile mu zawdzieczajg podjete
przezemnie prace matematyczne, ktérych poczatek stanowi
niniejszy tom pierwszy. Niech mi przynajmniej bedzie wolno,
dla obudzenia w mych wspdtrodakach otuchy, tak wsréd
piszacych jak uczacych sie, zwréci¢ uwage publicznosci na
skuteczng dziatalno$é Towarzystwa Nauk Scistych i gorliwy
w niej udziat jego Prezesa, za ktérego inicyatywa siedm dziet
matematycznych w roku biezagcym wydanych, chlubnie $wiad-
czyto przy obchodzie uroczystosci KOPERNIKA O niestygngcym
do nauk zapale w naszym Kkraju.

Paryz, d. 19 lutego 1873.

ADOLF SAGAJLO.
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POCZATEK | PRAWDOPODOBNE POCHODZENIE WYRAZU ALGEBRA.

1. « Wyraz algebra wyprowadzaja niektérzy od nazwiska : Geber,
znakomitego arabskiego filozofa i matematyka, ktéremu odkrycie
t§j nauki przypisuj”i; lecz mniemanie to, rownie jak wiele innych
na podobieAstwie brzmienia wyrazéw opartych, jest nieprawdopo-
dobneni, i podtug Montudn [Histoire des mathematigues, tom |,
sir. 382), wywod tego wyrazu podany przez tukasza de Burgo, ktory
pierwszy we Wioszech pracowat nad algebry, zastuguje najwiecej
na wiare. Burgo wyprowadza ten wyraz z arabskiego al gebr wal
mokabala, ktére ttumaczy przez restauratio et oppositio, to jest : od-
nowienie i firzeciwstawienie; trudno wykaza¢ zwigzek pierwszego
wyrazu z naszym przedmiotem, lecz drugi do$¢ trafnie maluje ukta-
danie réwnan, przy ktorSm w rzeczy samej stawimy na przeciw
siebie wielkoéci i te miedzy soby. porownywamy. Z tego tez powodu
wielu witoskich pisarzy nazywato algebre almokabala, a nawet znako-
mity matematyk Gardan tak j» nazywat; wioscy matematycy zwali
je takze Arte maggiore, lub czesciej regola delia cosa, dla tego, ze
niewiadomy w réwnaniu algebraicznem nazywali cosa; zted nazwa :
Hegel Coss, lub die coas, czesto napotykana u dawnych niemieckich
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autoréw. Newton radzit nazywac arytmetyke, powszechng; aby
tem oznaczy¢ nauke o liczbach, "uwazang w najrozleglejszem zna-
czeniu, obejmujacag zatSm arytmetyke i algebre. Ampere w swoim
podziale wiadomosci ludzkich nazywa ja arytmologija; wielu nakoniec
znakomitych uczonych uzywato wyrazu algorytmija; obecnie na-
zwisko algebra powszechnie jest przyjete. Wszystkie zjawiska przy-
rodzone majg miejsce w czasie i przestrzeni, z ktérych poréwnania
wyradza sie liczba. Pojecie liczby poczatkowo byto nierozdzielne
od przedmiotow, ktore ona przedstawiata; lecz wkrdtce cziowiek
przekonat sie, ze dziatania z liczbami oderwane, sg zawsze tez same,
chociaz one rozmaite wyrazajg przedmioty. Umyst wiec ludzki
wzniést sie do pojecia systematu rachunkéw oderwanych, w Kkto-
rych liczba zostata zupetnie wolng od wyobrazenia o materyi i to byt
poczatek arytmetyki. Liczby wiec jakkolwiek oddzielnie uwazane
byty niezalezne od jakiegobgadz przymiotu tizycznego, przeciez za-
chowaty jeszcze wielko$¢é oznaczona, to jest taka, jaka one przedsta-
wiajg. Pézniej dopiero odkryto to prawo zasadnicze, ze liczby sanie
przez sie moga stuzy¢ za przedmiot do nowych spostrzezed, nie
baczac na wiasciwg warto$¢ im przypisywang; i to dato poczatek
algebrze. Tak wiec przejécie pojecia o liczbie z Tnateryjalnego do
oderwanego dalo poczatek arytmetyce, przejscie za$ tego pojecia
od szczeg6téw do ogo6tu dato poczatek algebrze. Mozna wiec zgodzié
sie na definicyje algebry Wronskiego : «algebra jest naukg o pra-
wach, arytmetyka za$ o faktach uwazanych na liczbach. » Algebre
uwazong w catej rozlegtosci, nazywajg niekiedy analizag  matema-
tyczng i wtedy ona obejmuje nietylko algebre elementarng, lecz
nadto algebre wyiszg. czyli transcendentalng, ktdra przeciez nie
wchodzi do sktadu zwyktych traktatéw algebry. Algebra przedsta-
wia liczby i rachunki, ktérym one dajg poczatek, sposobem ogélnym
i za pomoca znakéw umodwionych, ktérych doskonaty systemat
dzielnie przyczynit sie do ogromnych postepéw tej czesci matema-
tyki. Znaki, czyli symbole uzywane w algebrze sg dwojakiego ro-
dzaju : jedne stuzg do wyrazenia wielkosci, czyli ilosci, bez wzgledu
na ich nature, i to sg litery alfabetu; drugie stuza do oznaczenia
stosunkéw zachodzacych pomiedzy iloSciami i dziataniami ktérym
tamte poddajemy, to sg znaki algebraiczne. O algebrze mozna powie-
dzieé¢, ze jest to najzwiezlejszy, najrozleglejszy i najdogodniejszy
z jezykow, jakiemi ludzie z sobg porozumiewac sie¢ mogga. »
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\"'yj8tek ze znakomitego artykutu o algebrze zamieszczonego przez
lam Jana Pankiewicza w tomie | Encyklopedyi powszechnej® ktdérej
vyoawnictwo rozpoczete w Warszawie na poczatku r. 1859 ciagle
tiwdo przez dziesie¢ lat nastepnych az do zupetnego tego przedsie-
heistwa ukonczenia.

WYTLOMACZENIE ZNAKOW.

2. W algebrze, przedstawiamy liczby przez litery, i wskazujemy
(kiatania za pomocag znakéw.
Ziak + , wymawia sie wiecej (plus), jest znaldem dodawania.

Ziak — , potozony miedzy dwiema liczbami, znaczy ze nalezy
olchgn§¢ druga liczbe od pierwszej.
Ziank + i— wystepujg po raz pierwszy w Regel Coss, lub w die

cm Krzysztofa Rudolfa (152Zi).

af jest wskazaniem wieloczynu z a przez b; to oznaczenie nalezy
se geometrze angielskiemu Tomaszowi Harriotowi (1631).

Znak X ipunkt ., ktérych uzywamy dla wskazania wieloczynu
zikkolwiek liczbh, pochodzg, pierwszy, odOughtred'a (1631), drugi,
od Rrystyjana Wolfa (1752).

Ddelenie u przez b wskazuje sie piszac  lub a : b.

fI" ozngcza m tg potege z a, to jest wieloczyn z m czynnikéw réw-
nych a; litera m, potozona tuz nad liczbg a po praws$j jej stronie
i wyrazajgca stopien potegi iiiizywii si® wyktadnikiem (exponcns).
To oznaczenie, powszechnie przyjete od czasu wystgpienia Des-
karti (1596 — 1650), siega e[)oki Stefana de la Roche'a  {Arytmetyka
i Geometrya, Lugdun, 1520). Wtosi postugiwali sie literami q i c,
stojagcemi na poczatku wyrazéw gmdrato, cubo, i dla tego pisali

oznacza pierwiastek m ty za; mnazywa sie wskazbwkg wyraza-
jaca potege do ktéréj nalezy wynie$¢ warto$é pierwiastkowag nazwang
ogOlnie radyiialern (le radical) aby otrzymac liczbe dang a. W 1520,
Stefan de la Roche uzywat znaku R)™, i, rzecz do$¢ dziwna, stosuje
to oznaczenie do wszelkich warto$ci wskazéwki m, ktéra przeto
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moze wzrastaé nieoj*raniczenie, gdy tymczasem nie uzywa jak tylko
samych wyktadnikéw 2, 3. Podstawienie matego r na miej-
sce wieikiego R przyprowadzi'troche poézniej (152/i) Christophe'a
czyli Krzysztofa Rudolfa do znaku Va, ktory Deskart zastgpit osta-
tecznie przez ya.

Znak =:, potozony .miedzy dwoma wyrazeniami, wskazuje ze
pierw/sze z przedstawionych wyrazen jest rdwne drugiemu. Ten
znak dostat sie nam od Anglika Roberta Reccorde'a (1557).

a > b znaczy ze a jest wieksze jak b. Harriot pierwszy wprowa-
dzit w uzycie to oznaczenie.

Kiedy pewne wyrazenie jest potozone miedzy nawiasem, nalezy
uwaza¢ jako wykonane dziatania wskazane w tym nawiasie. Tak

wiec wyrazenie
25 — 3-f-2—2)

oznacza ze potrzeba odciggna¢ od 25 liczbe 5 ktoéra wypada z dziatan
wykonanych w nawiasie. Uzycie nawias'*w siega epoki Wojciecha
Girard'a (1625).

Geometra francuzki Viete (15/40) jest pierwszy ktdry przedstawit
liczby przez litery ; tylko ze jeszcze uzywat wielkich liter; wprowa-
dzenie matych nalezy sie¢ Tomaszowi Harriot.

UZYCIE ZNAKOW JARO SPOSOB SKROCENIA.

3. Dla oznaczenia korzy$ci jakie nam przedstawia uzycie znakéw
przy rozwigzaniu zagadnien_, zat6zmy sobie zadanie nastepujace :

ZAGADNIENIE. Trzy liczby majg za summe 238; druga  przewyzsza,
pierwszg o0 3jednosci, a trzecia jest réwng summie dwoch innych; ja-
kie sg te trzy liczby ?

ROZWIAZANIE : Jezykiem zicyczajnym. Poniewaz druga liczba prze-

wyzsza pierwszy o 3 jedno$ci, trzecia przeto warta jest 2 razy pier-
wszy, wiecej 3 i a summa 238 sktada sie z Ixrazy pierwszej liczby,

wiecej 6.
Przewyzka 238 nad 6 jest wiec rowng 4 razy pierwszej liczbie;
232
tak ze otrzymuje sie ostatecznie — 58 na pierwszg liczbe,

58 -}- 3= 61 na druga, a 58 -J- 61 = 119 na trzeciga.
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Sosohcm algebraicznym.  Powr6¢my do zadania wskazujac dziata-
nia X pomocy znakdéw, i oznaczajac pierwszy liczbe przez litere
Ty liczby sy

To summa jest réwny 238, co sie pisze

czyi

a, ociygajyc 6 po obu stronach, potém bioryc C¢wierc,

Yidzimy ile uzycie znakéw i litery x dla oznaczenia nieznandj
uta”ia rozwiyzanie. Umyst, mniej natezony obejnmje jednym rzu-
tem oka wszystkie dziatania; pojmuje jasno droge do wydobycia
nienanej Scisle rachunkiem wytkniety, ktérej prostego i naturalnego
nasepstwa bez wysilenia niepodobna byto dostrzedz w pos$réd roz-
liczych omoéwien (periphrases).

UZYCIE LITEa JAKO SPOSOB UOGOLNIENIA.

k Metoda poprzednia, pomimo swej wyzszo$ci nad pierwszy,
zostwia jeszcze wiele do zyczenia. Daje naprzéd sam tylko odoso-
bni(ny wypadek liczebny nie wykazujyc bynajmniej zkyd ten wy-
ptyva; a gdy nadto dziatania wykonane na danych dla osiygnienia
waro$ci nieznan$j nie zostawiajy po sobie zadnego $ladu, potrzeba
przAo powtérzy¢ na nowo cale rozumowanie przy rozwiyzaniu tegoz
samego zadania na innych liczbach. Ta niedoktadno$¢ catkiem znika
gdv oznaczymy przez litery nietylko nieznane, lecz nawet dane.
Stuty zwykle pierwsze litery alfabetu a, 6, cd\. t. d_, do przedsta-
wieiia danych, zachowujemy za$ ostatnie x, y, z, i.t. d., do ozna-
czeiia nieznanych. Wielko$ci literami wyrazone nazywaé¢ bedziemy
ilosiiami  (guantitc).
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5. Wezmy na przyktad nastepujgce zadanie : Podzieli¢ liczbe n na
trzy czesci takie, aby druga przewyzszyta  trzecig o a, za$ trzecia byla
7'6wng summie dwoch innych.

Pierwsza czesd jest.
druga wiec bedzie.
a trzecia

Aby wyrazi¢ ze ich summa jest réwng n pisze sie :

Potem, odciggajac la po obu stronach, a nastepnie biorgc ¢wierg,
dwdch réwnosci, otrzymuje sie kolejno :

zkad widzimy ze pierwsza cze$¢ jest rowng cwierci przewyzki liczby
danej nad podwoéjng roéznica z dwoch pienoszych  czesci.

Takie wyrazenie, wskazujgce szereg dziatan do wykonania na
danych w celu znalezienia warto$ci nieznan¢j, nazywa sig¢ tczorem
czyli formutag. Formuta zawiera rozwigzanie cat$j klasy zagadnien,
to jest wszystkich kwestyj nierdznigcych sie od siebie jak tylko
samg wartoscig liczebng danych.

6. Mozsa teraz tatwo poja¢ definicye Algebry elementarn¢j dang
przez Poinsofa w Uwagach nad zasadami fundamentalnymi teoryi
liczb.

Algebra elementarna « nie jest czém innem jak arytmetyka, uogdl-
» niong ; to jest rozciagnietg od liczb szczegélnych do liczb jakich-
» kolwiek, a zatem od dziatan istotnych ktére wykonywano do
) dziatan ktére sie tylko wskazujg za pomocag znakow; tak ze w t$j
» pierwszej spekulacyi umystu mniej sie mysli o wydobyciu wy-
) padku z tych dziatah po sobie nastepujgcych jak o skres$leniu
» ich obrazu™ a zwiaszcza o odkryciu tym sposobem formut dla
» rozwigzania wszystkich zagadnien tegoz samego rodzaju. »

7. Nie bedzie bez pozytku zrobi¢ wydatniejszemi korzys$ci formut.

Wiadomo, na przyktad, ze sie otrzymuje procent p od kapitatu a,
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umieszczonego na stope r poticzas t lat, mnozac kapitat przez stope,
potem przez czas, i dzielgc wypadek przez 100; ztagd formuta

gjy zauwazymy ze mozna nada¢ temu wyrazeniu trzy inne formy

spostrzezemy ze taz sama formuta odpowiada czterSm szeregom
zagadnien ktdre, w arytmetyce, mialy swe rozwigzanie szczegoélne.
Podobnie formuta

ktéia daje przestrzeh przebiezong przez ciato poruszajgce sie jedno-
stajiie predkoScig v w przeciegu czasu t, moze przybra¢ dwie inne
forriy

Wz6ér powyzszy zamyka wiec trzy twierdzenia. Galileusz, ktory,
nie uzywajac zadnej z tych formut, dowiddt wprost kazde z tych
podan, poSwiecit cztery karty (stronnice) na ten przedmiot.

‘Tak wiec sam poglad na formuty rodzi zblizenia miedzy twierdze-
niami ktorych zwigzek przeszedtby zapewne nie dostrzezony, jesliby
przestano na samem wyrazeniu tych propozycyj jezykiem zwy-
cza nym.

KLASYFIKACYA FORMUL.

6. Kazdy sktad ilosci potgczonych przez jakiekolwiek dziatania i
znr.ki zowie sie wyrazeniem al(jebraicznem. Wszelkie wyrazenie nie
za\Tiei'ajagce w swym skiadzie zadnego pierwiastku jest  wymiernem
(rauonnel); w razie przeciwnym jest niewymiernem (irrationnel).
lloéci niewymierne, u starozytnych geometrow, nazywaty sie licz-
hani giuchemi (numeri surdi).

Wyrazenie wymierne jest catkoivitem kiedy zadne dzielenie nie
jest na niSm wskazane ; w razie przeciwnym jest utmnkowem. Mowi
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sie w szczegdlnosci ze wyrazenie algebraiczne jest catkowitem  pod
luzyledem pewnej litery, gdy ta litera nie znajduje sie w zadnym
dzielniku, ani pod zadnym pierwiastkiem,

Nazywa sie jednomianem (mondme) wszelkie wyrazenie gdzie nie
ma wskazanych, zadnego dodawania, ani zadnego odciggania. Jaka-
kolwiek ilo$¢ jednomianéw potgczonych z sobg znakami -f- lub —
tworzg wyrazenie trafnie nazwane wielomianem (polyndme).

Jednomiany sktadajgce wielomian, nazywajg sie wyrazami wielo-
mianu, lub tylko wyrazami. Wielomian ztozony z dwdéch wyrazow,
nazywa sie dwumianem (binéme); wielomian ztozony z trzech wyra-
z6w nazywa sie trdjmianem (trindme); wielomiany z wiecej jak
z trzech wyrazéw ztozone nie majg szczegdlnego nazwania.

Jednomian moze zamyka¢ w sobie jednoczes$nie czynniki liczebne

i litery; czynnik liczebny jest nazwany spolczynnikiem :tym sposo-
5
bem - jest spétczynnikiem jednomianu (wyrazu)

Nalezy sie Yietowi wprowadzenie tego nazwania.

Dwa wyrazy sg podobne gdy te niczem sie wiecej 6d siebie nie
roznig jak tylko wielkoscig swoich spotczynnikéw.

Daje sie czesto nazwisko wyrazenia catkowitego wszelkiemu wyra-
zeniu algebraicznemu ktore jest catkowite tylko pod wzgledem litoi-,
i ktdre posiada spétczynniki utamkowe.

9. Otrzymuje sie warto$¢ liczebng jednomianu ktadac na miejscu
liter, liczby ktore te litery przedstawiajg i wykonywajac wskazanP
dziatania. | tak jednomian

ma wartos¢ e dla <

10. Warto$¢ liczebna ivielomianu jest rdéznica miedzy suimng war-
tosci liczebnych wyrazéw poprzedzonych znakiem + “ summg wartosci
liczebnych wyrazéw poprzedzonych  znakiem — .

Ztad wynika ze :

Warto$¢ wielomianu  nie zmieni sie¢ kiedy wyrazy jego  poprzekia-



UZYCIE LITER JAKO SPOSOB SKROCENIA | UOGOLNIENIA. 9

dmij' W jakimkolwiekbadz porzadku, byleSmy  zachowali znaki te same
przed' kazdym z nich potozone.

Il.. Gdy, dla warto$ci szczegblnych przypisywanych literom,
simima wyrazow poprzedzonych znakiem — przewyzsza summe
w/razéw poprzedzonych znakiem , odcigganie jest niepodobnym,
aA”ielomian nie mdi znaczenia dla tych warto$ci szczegdlnych wpro-
widzonych do wyrazéw wielomianu na miejscu odpowiednich im
lier.

Tak tréj mian

kéry, dla « = 12 i b= 1, wart jest 109; nie ma sensu dla « = 6,
h= Ix, poniewaz, w tym razie, bylibySmy przywiedzeni odciagna¢
7: 0d 52.

Bedziemy przypuszczali az do nowego rozporzadzenia (IY"y roz-
d:iat) ze w wielomianach poddanych pod nasze rozumowania, war-
t(sci przypisywane literom wydajg summe wyrajow dodanych (ad-
dlifs) wyzszag nad summe wyrazoéw odjetych (soustractifs).

CWICZENIA.

I. Znalez¢ dwie liczby ktérych summa i réznica sg znane.

li. Gdy zegar bije godzine dwunasta, indeks (skazowka) godzin Lindeks minut
ziajduja sie jeden na drugim. Wskaza¢ wszystkie epoki w ktdérych te indeksy
i)(da sie znajdowaty jeden iia (Irilgiin, allto l)ed(I przedtuzeniem jeden drugiego
ptdczas dwunastu godzin nastepnych.

111. Dwie fabryki $wi”c jarzacyii robig sobie konkurencye : Jedna z nich za-
fozong zostata w 71 dniach po drugi-', i uzywa a roiiotnikow ktérzy pracuja
/igodzin na dzien, gdy tymczasem druga zatrudnia a' robotnikéw pracujacycli
d;iennie h' godzin ; w jakim czasie dwie fabryki te bedg mogty wyrabiaé tez
sang liczbe $wi(5c jarzacych ?

IV. Krél Syrakuzy llieron, przeznaczyt na korone dla Jowisza 10 funtéw
cjystego ztota, ktdre na ten cel ztotnikowi oddac rozkazat. Korona przez ztotnika
ziobiona wazyfa funtow 10; ale krél niedowierzajac czy ztotnik zupetnie czys-
tego ztota uzyt, zaradzit sie w lym wzgledzie Archimedesa, stawnego pod 6w
csas matematyka. Ten przekonawszy sie naprzdd ze zioto czyste zanurzone

52

w wodzie dystylowan?j, traci ze sw”j wagi a srebro czyste w takiejze

99
wodzie zanurzone traci swej wagi, zanurzyt korong w wodzie czystej, i
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znalazt Ze wazy funtéw 9 i 6 uncyj, a przez to wiasnie oszultaistwo wyka--
zat. Pytanie ile w t¢j koronie byto czystego ztota, a ile takiegoz srebra? (Odp..
Czystego ztota byto funtéw 7 i uncyj 12 -jf, a srebra funtéw 2 i uncyj 3 VI)-

V. Pewien woznica zobowigzat sie przewiez¢ naczynia trojakiej wielkoSci,,
ptacac za naczynie sttuczone tyle ile odbiera za naczynie oddane w dobrym sta- -
nie; powierzono mu g wielkich, m $rednich i p matych naczyn. Dowiedziano »
sie iz sttukt w przewozie wszystkie naczynia pewnej wielkosci : jesli sttuktt
wielkie albo mate, odbierze a Irankéw ; je$li sthukt Srednie, odbierze 6 frankdw.
Pytanie ile mu ptacono za kazde naczynie w kazdym gatunku oddane w dobrym
stanie.
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DODAWANIE | ODCIAGANIE.

DODAWANIE | ODCIAGANIE JEDNOMIANOW.

12. Dwa wyrazenia algebraiczne sg réwnowazne gdy podstawienie
tychze samych liczb za litery ktére te wyrazenia zawierajg w sobie
nadaje im tez samg warto$¢ liczebna.

W algebrze odbywajg sie dziatania na literach; rachunek nie
moze wiec by¢ wykonanym do konca, a dziatania majg na celu
przeksztatcenie wyraien algebraicznych ktoére wyptywajg z ich bez-
posredniego wskazania na inne prostsze, lecz réwnowazne.

13. Aby doda¢ do siebie ilekolwiek jednomiandéw, nalezy je napisa¢
locigz Jedne po drugich przedzielajagc kazdy wyraz od tuz po nim naste-
pujacego znakiem +

Nie ma tu miejsca do zadnego uproszczenia, poniewaz dodawa-
nie jest najprostszem ze wszystkich dziatan algebraicznych. Wszakze
gdy niektére wyrazy doda¢ sie majgce s j)odobne, mozna je zebrac
w jeden, przy ktorym kladzie sie spétczynnik  réwny summie  spofczyn-
nikéw ivyrazéiv w jeden zebranych. Tak, formuta

rownowazy z taz formuta uproszczong

1Zi. Aby odciggng¢ od siebie dwa jednomiany, pisze sie drugi {ten
ktéry odciggamy) poprawej stronie pierwszego (tego od ktérego od-
ciggamy) kladac miedzy niemi znak—

Jezeli dwa Wyrazy sa podobne, mozna je zebra¢ w jeden, ktéry bedzie
miat za spdtczynnik roznice spotczynnikéw  wyrazébw w jeden zebra-
nych.

Przyktad



38 ROZDZIAL Il

ZASADY NA KTORYCH SIE OPIERA DODAWANIE WIELOMIANOW.

15. Teorya dodawania wielomian6w opiera sie¢ na zasadach na-
stepujacych : .

1°. Dodaje sie summa do liczby, dodajgc raz po raz ao tej liczby
kazdg z czesci summy.

Ta zasada wyraza sie za pomoce, formuty

gdzie rozne litery moga przedstawiac jakiekolwiek liczby.
2°. Odcigga sie summa od liczby, odciggajac od tej liczby raz po raz
rozne czeSci summy. Tym sposobem postepujgc otrzymuje sie

* W istocie, druga strona réwnosci jest taka, ze do ni¢j dodajac
n b c d, wynajduje sie liczba pierwotna A.

Aby doda¢ do liczby réznice divéch innych, dosy¢ doda¢ pierwszg
i od uiypadku odciagng¢ druga. Tak dziatajgc otrzymuje sie

W rzeczy samej, poniewaz reszta (a — 6), dodana do ilosci dru-

giej b, wydaje ilo$¢ pierwszg ; zatSm, na mocy defmicyi odcigga-
nia, mozna napisa¢ a~{a — b) b) z czego wynika dodajac A
po jednej i po drugi$j stronie, A+ a= A+ 6 — b), a po-

tem odciggaje,c b po obu stronach otrzymujemy wypadek szukany

PRAWIDLO DODAAVANIA WIELOMIANOW.

16. Aby doda¢ wielomian do liczby, dosyé napisa¢ wciaz tej liczby
rézne wyrazy wielomianu z ich wlasciwemi znakami.
W rzeczy sams$j, zat6zmy sobie doda¢ do liczby A wielomian

Ten wielomian znaczy tyle (10) co

a zasada uznana dla dodawania rdznicy (15, 3®), daje
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O mozna napisaé, na mocy regut wskazanych (15, 1°i 2°) dla do-
dwania i odciggania summy,

lib, zmieniajagc porzadek wyrazéw (10),

\'ypadek odpowiedni regule namienionej.

PRAWIDLO ODCIAGANIA WIELOMIANOW.

17. Aby odcnujng¢ wielomian od liczby, pisza sie wcigz tej liczbij
r'zne wyrazy wielomianu ze zmienionemi  znakami.
Na przyktad, réznica miedzy liczbg A i wielomianem

yyraza sie zwykle pod formg

W rzeczy samej, r6znica dwoch ilosci jest, wedle definicyi, lo co
jotrzeba doda¢ do drugiej aby otrzymaé pierwszg. Ot6z, dodajac
yyrazenie poprzednie do wielomianu danego, znajduje sie (16)
simma algebraiczna

kora jest rowng liczhie A.

NASTEL'STM O RKGUL DODAWANIA | ODCIAGANIA.

18. Mozna, w icielomianie, zamkng¢ ilekolwiek wyrazdw w nawia-
Sie,pod warunkiem zadumania lub zmienienia znnkoia wszystkich tych
icyrazéw, stosoivnie do tego jak sie potozy znak + lub znak — przed

mwiasem.

W istocie, reguty dodawania i odciggania moga sie sprowadzic
do dwo6ch formut nastepujgcych :
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Odwrotnie. Jezeli druga strona jest wyrazeniem algebraicz;nem
danem, mozna jg zastapi¢ przez wyrazenie ktére przedstawia stirona
pierwsza. Tak wiec poprzednie dwie formuty, przestawione w po-
rzadku odwrotnym, stanowig i $cisle sprawdzajg prawidto pow/yzej
przepisane.

UPROSZCZENIE WYRAZOW PODOBNYCH.

19. Gdy wielomian zamyka w sobie wyrazy podobne, mozma te
wyrazy zebra¢ w jeden, wykonywajgc dziatanie na ich spétczyn-
nikach.

To dziatanie wykonywa sie robigc summe wszystkich wyrazéw  po-
dobnych poprzedzonych  znakiem + i summe wszystkich wyrazéw po-
dobnych poprzedzonych znakiem — , potem odciggajac mniejszg z (tych
smnm od wiegkszej i dajac reszcie znak ktory stuzy summie  wiekiszej.
A gdyby summy byly réwne wtedyby sie  zniszczyly.

Tak np. wielomian

staje sie, po uproszczeniach,

W rzeczy sam$j, ten wielomian, nie zwazajgc na porzadek wyra-
razéw, jest tenze sam co

ktéry, wedle regut dpdawania iodciggania, przeksztatca sie raz po
raz na wielomiany mu réwnowazne

Uwaga. Dziatanie ktére$émy na ostatku odbyli i przez ktére wszy-
stkie wyrazy podobne, jakiebykolwiek miaty znaki, tgczg sie w je-
den, nazywa sie (reduction).
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SPOSOB WYKONANIA TYCH DZIALAN PRAKTYCZNIE

20. Kiedy natrafia sie na dodawanie wielomianéw ktére mieszcza
Ysobie wyrazy podobne, zumiast zastosowania do nich reguty n" 16,
i iproszczenia ich p6zniej, wykonywa sie dodawanie i uproszczenie
jdnoczes$nie; w tym celu dosy¢ jest nasladowaé rozporzgdzenie
pzyjete w arytmetyce przy dodawaniu liczb catkowitych. Pisze
s? wielomiany przedstawione jedne pod drugiemi w szeregach
pziomych, urzadzajac wyrazy podobne w kolumny pionowe ; po--
tm zbiera sie w jeden wyrazy kazddj kolumny.

Postepuje sie tymze samym sposobem przy wykonaniu odcigga-
na, z tem jednak zastrzezeniem, ze piszac wielomian dany do
olciggania nalezy odmieni¢ na przeciwne wszystkie znaki jego
Nyrazow.

PRZYKLAD DODAWANIA.

Summa

PRZYKLAD ODCIAGANIA.

))sze sie DODAWANIE ROWNOWAZNE.

tieszta  uproszczona.

CWICZENIA.

1. Pewien podrézny przebiegt 11 mii drogi w dnin pierwszym sw¢j podrézy,
lecz nazajutrz i w dniach naslepnycli jego pochéd zwolniat, do tego stopnia ze,
gdy poczynajac otl drugiego dnia jego podrézy, poréwna sie droge przebiezongi
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kazdego dnia do drogi odbytej dnia poprzedzajacego, znajduje sie ze dnogi te s?
w stosunku utamkéw

pytanie :V/e mil wedtug tych danych bedzie mogt przebiedz ten czlowiek
w 30 dniach jego ciagtej podrézy ?

Il. Trzy naczynia zawierajg mieszanine wody i wina : pierwsze, a kwart
wody, hkwart wina; drugie, a" kwart wody, h' kwart wina ; trzecie a" kwart
wody, 6" kwart wina. Bierze si¢ naprzéd potowe ptynu zamknietego w pierw-
szym naczyniu i przetewa sie go do drugiego ; bierze sie potem trzecig cze$c
ptynu ktéry sie natenczas znajduje zamkniety w drugi¢m, i przelewa sie go do
trzeciego. Znalez¢ formuty wskazujace ilosci wody i wina zawarte w kazdem
naczyniu ?

Po tycti operacyach znajduje sie :

Pierwsze naczynie
Drugie naczynie

Trzecie naczynie..

I1l. Woda ciekaca jednym kanatem moze napetni¢ kadz, w kiérg wptywa razy
a w dniacti b. Taz woda wyptywajaca innym kanatem moze wyprézni¢ le kadz
razy ¢ w dniacli d. Olworzywszy oba kanaty, ile dni potrzeba bedzie do napet-
nienia kadzi V

Odpowiedz
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MNOZEN LE.

MNOZENIE JEDNOMIANOW.

21. Mnozenie jednomianéw catkowitych opiera sie na trzech na-
sepuj*cych, dowiedzionych w arytmetyce zasadach :

1" Aby pomnozy¢ liczbe przez wieloczyn wielu czynnikéiv,  dosy¢
lykona¢ jedne po drugich z kolei po sobie nastepujgce mnozenia tej
hzby przez rézne czynniki tegoz wieloczynu ;
2® W icieloczynie loielu czynnikdw mozna zastgpi¢ pewng liczbe tych
cynnikéw przez ich uneloczyn;

3° Wieloczyn poteg jednej liczby jest potegg tej liczby, i ma za wy
lladnik summe  wyktadnikow.

Ta ostatnia zasada wyraza sie przez foi ujute

gizie m, n, p sg hczby catkowite jakiekolwiek. Przebiezmy, w Kilku
sowach, powyzszej zasady dowodzenie. W wieloczynie a"'.
nozna zastgpi¢ a"™ przez m czynnikéw 1'6wnych a, a" przez n
cynnikéow rownych a, ai' przez p czynnikéw roéwnych a (1»);
weloczyn nad ktérym obecnie sie zastanawiamy bedzie przeto
niescit w sobie m n p czynnikéw réwnych a; bedzie vviec
nwny ostatecznie

22. W mnozeniu wielu jednomianéw calhwitych, mnoza sie spot-
cynniki miedzy soba, daje sie kazdej literze spolnej kilku  czynnikom
w/kladnik  réowny summie ivyktadnikéw  ktore ta litera posiada  przy
hzdym z tych czynnikéw, i biorg sie inne litery z ich  wyktadnikami.
W istocie, pierwsza zasada przeksztatca poczgtkowg formute

ni nastepujaca :



48 UOZDZIAL 11].

ktéra, na mocy drugiej zasady, moze by¢ napisang

albo nakoniec, wedle trzeciego prawidta,

PROSTE NASTEPSTWO WIELOGZYNU ILUKOLWIEK JEDNOMIANOW.

Wiemy ze potega stopnia m wszelkiej ilosci jest wieloczynem
Ztejze ilosci, m razy za czynnik wzietej, zat¢m :podnoszac  jednomian
do potegi m, potrzeba jego spdiczynnik wynieS¢ do potegi m, a ivy-
ktadniki kazdej litery dojednomianu wchodzacej, pomnozy¢ przecz ni.
Tak na przykitad jednomian ”~a™h™c podniesiony do potegi rn daje

. UWAGA. Oczywiscie ze kazda litera ktéra nie ma wyktadnika i.noze
by¢ napisang z wyktadnikiem 1, gdyz wyktadnik jest liczbg ktéra
wskazuje ile razy ta litera ma by¢ wzietg za czynnik. Moznaby niawel
byto zaraz doda¢ ze kazda litera oznaczona wyktadnikiem zero
réwna sie 1; gdyz wyktadnik zero wskazuje ze ta litera nie wchodzi
jako czynnik; tak ze napisac pomiedzy czynnikami jakiegokol-
wiek wieloczynu, jest to nie wprowadzi¢ zadnego czynnika czyli
czynnik 1. Lecz do wyktadnika zero jeszcze raz w dalszym'ciggu

powrdécimy.
23. Wynika z podah dowiedzionych w arytmetyce (*) o stosun-
kach : 1" ze aby otrzyma¢ wieloczrjn wielu wyrazen algebraicznych

utamkowych, dosy¢ je pomnozy¢ wyraz przez wyraz; 2" ze  wyrazenie
algebraiczne nie zmienia swej wartosci, gdy sie mnozy albo dzieli oba
jego wyrazy przez te samg ilos¢.

Pierwsze twierdzenie sprowadza mnozenie jednomianéw utamko-
wych do mnozenia jednomianoéw catkowitych. Drugie dozwala
upro$ci¢ wypadek znoszac czynniki spdlne obu wyrazom.

PRZYKLAD :

(*) Serret, Poczq,tki Arytmetyki, rozdziat XV.



MNOZENIE. 19

1ELOCZYN WIELOMIANU 1'KZEZ JEDNOMIAN.

2U. Niech bedzie do mnozenia wielomian a — b-\-c przez jedno-
nr.ian wyrazajacy liczbe jakgkolwiek m.

Dla wigekszej jasnosci w dowodzeniu rozbierzemy trzy gtdéwne
p:'zypadKi.

1°m jest catkowitem. W tym razie wiemy, ze mnozenie jest skro-
ceniem dodawania; przeto wieloczyn z a— b-\-c przez m bedzie
to summa z tylu czesci, rownych wielomianowi a— b-[-c, ile ma
jedno$ci m, to jest

a wykonawszy dodawanie, wypada

gdzie a, b\ ¢ powinny by¢ napisane tyle razy ile m ma jednosci.
Czynigc w t§j summie uproszczenie, za wszystkie a potozymy tylko
jedno ze spétczynnikiem m czyli ma, lub tez wreszcie, zmieniajgc
porzadek czynnikéw, am; podobnie —h napiszemy jedno ze spoéit-
czynnikiem m czyli — mb, lub tez wreszcie — bni; podobnie ¢
napiszemy jedno ze sp6tczynnikiem m czyli mc, lub tez wreszcie cm;
i bedzie

Tak zatem kazdy wyraz mnoznej jest rozmnozony przez mnoznik,
zachowujac przy kazdym z tych wieloczynéw cze$ciowych znak jego
czynnika wchodzacego jako wyraz do sktadu wielomianu mnoznej.

\
20 m jest utamkowem ksztattu - {q bedgc liczbg catkowity).

Dziatanie sprowadza sie wowczas, jak wiemy, do wziecia ¢®) czesci
mnoznej; i wypadek bedzie

albowiem jest to wasnie wyrazenie ktore, pomnozone przez g,
wedle prawidia ("), wydaje mnozng (a — b A- ¢).
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Wreszcie ta formuta moze sie napisac :

albo, zastepujac - przez m,

jak w piérwszym przypadku.

3° m jest utamkowem ksztattu Dla wykonania wieloczynu, po-
trzeba, w tym wypadku, powtorzy¢ p razy cze$¢ mnozndj. Otéz,

podtug drugiego przypadku, mnozna podzielona przez q staje sie :

a wieloczyn z tego wypadku przez p jest :

gdyz mnozy¢ cze$¢ jakiej liczby przez />, jest to mrozy¢ te sama

liczbe przez Wiec, w tym przypadku, wieloczyn jest jeszcze :

A zatem, we wszystkich przypadkach, aby pomnozy¢é  wielomian
przez jednomian, potrzeba mnozy¢ przez ten jednomian rdzne wyrazy
wielomianu, i pisa¢ wieloczyny czeSciowe jedne wcigz drugich, zacho-
wujac przy kazdym z nich znak jego czynnika uchodzacego jako wyro.z
do sktadu unelomianu  mnozne;j.

Poniewaz mozna zmieni¢ porzadek czynnikéw, Kktore przedsta-
wiajg zawsze liczby, dla tego toz same prawidto postuzy do mnoze-
nia jednomianu przez  wielomian.

PRzYKLAD. Dwa wieloczyny :

sg rownowazne wielamianowi

Rozebra¢ na spélny czynnik wszystkie wyrazy wielomianu.

25. Formuta poprzednio dowiedziona,
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pckaziije ze, jezeli wyrazy wielomianu {am — fm-\-cm) zamykaja
czynnik wsp6lny m, mozna go wyrzuci¢ z kazdego z nich, co daje
wrazenie (a— b-\- c¢), a rozmnozy¢ wypadek przez m, to jest napi-
sa; [a— b-\-clm. To sie zowie rozebra¢ na wspdlny czynnik.

2° Moznaby jeszcze, nieco inaczej rzecz te wytozy¢, a to biorgc

iisodwrat

z tij formuty uczymy sie wytgcza¢ za pomoca nawiasu z wielomianu
cz;nnik wspoélny. llekro¢ zatem we wszystkich, lub w kilku wyra-
zach wielomianu, znajduje sie czynnik spélny, ten sie wylacza,
i ftawia za, lub przed nawiasem, a w nawiasie ktadg sie pozostate
czMiniki, To wyrai.enie m{a — b-\rc), jest tylko naznaczonem mno-
zeiiem, za$§ am — bm-\-cm, jest juz wykonanem mnozeniem.
Pnejs¢ zwykonanego do naznaczonego mnozenia, nazywa sie wyla-
czeiiem za nawias spélnego wszystkim wyrazom czynnika.

5° Dowodzenie Hreczyny. Rozebranie na czynniki wspdlne wszy -
stkch, lub Kkilku wyrazéw wielomianu nie moze by¢ nalezycie wy-
tozone, az dopiero po wykonaniu zupeinego wyktadu fundamen
tajnych zasad dzielenia. Grzegorz Hreczyna, w swych pieknych
Po:zatkach Algebry (*), t¢j sie drogi trzymajac calg rzecz w nowem
Swietle jasno i gruntownie rozwinat. Przytaczajac w catosci, to nowe
czcigodnego nauczyciela matematyki w Lyceum Wotyriskiem powyz-
szeeo zadania dowodzenie, zwracamy uwage naszych czytelnikow
na jego nadzwyczajnie zwieztg i zarazem przedziwnie  czystg pol-

szczyzne.
Oto sg witasne jego stowa :
"Wiemy z paragrafu poprzedzajacego ze wieloczyn (a— b-\-c)m
zamienia sie po uskutecznieniu dziatania na am — bm-\-cm. Lecz

w rachunku czesto zachodzi potrzeba od wieloczynu pod ta ostatnig
postacig wrdci¢ sie do pierwszej, gdzie mnozenie jest tylko wska-
zane. Tym koncem nalezy, jak widzimy, czynnik m wchodzacy do
sktadu kazdego wyrazu wieloczynu {am — bm-\-cm) odtaczy¢, wie-
lomian pozostaty a— b-\-c zamkna¢ nawiasem i przy nim potozy¢
czynnik odigczony. To dziatanie zowie sie rozebraniem na spélny

n Poczatki Algebry, przez G. Hreczyne, nauczyciela Matymatyki w Lyceum
Wotynskiem. Krzemieniec (1830).
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czynnik. W og6lnosci do sktadu spoélnego czynnika wctiodzi naprzod
liczba dzielgca bez reszty kazdy ze spotczynnikéw przy wyrazach
wielomianu podany, potém kazda znajdujgca sie we wszystkich wy-
razach litera ze swoim wyktadnikiem najmniejszym. Przez tenspdlny
czynnik rozdzieliwszy wielomian dany, na iloraz wypada wielomian,
ktoéry zamkniety w nawias pisze sie przy sp6lnym czynniku. »

PRZYKLAD. Wyrazy wielomianu,

zawierajg Zia”™ jako czynnik spdlny. Mozna wiec napisac

26. Wynika z prawidta podanego w 26 ze, odwrotnie, aby
pomnozy¢ jednomian przez wielomian, mnozy sie jednomian raz po raz
przez rozne wyrazy wielomianu, zachowujac przy kazdym z wieloczy-
néw czesciowych znak jego czynnika wchodzacego jako wyraz do sktadu
wielomianu  mnozacej. (Ta reguta] postuzy nam do wyprowadzenia
prawidta na mnozenie wielomianow).

W istocie, mamy :

to jest,

Ostatnia formuta zupetnie sie¢ zgadza z powyzej wystowlousm jira-
widtem.

Wieloczyn  dwoch  wielomiandw.

27. Wezmy teraz do mnozenia wielomian

przez wielomian

Stosujac prawidto 26 do formuty poczatkowej

otrzymuje sie wyrazenie
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ktore rowniez tatwo, prawidto podane wn"® 24 przeksztatca na inne

Widzimy naprz6d ze ta formuta zamyka wszystkie wieloczyny cze-
‘cioivo otrzymane, mnozac jedne po drugich wszystkie wyrazy — mnoznej
rrzez kazdy wyraz  mnoznika.

Chcac odkry¢ prawo na znaki, uwazmy : ®ze w nawiasach kazdy
,vielocz\n czeSciowy ma znak swego czynnika wchodzgcego jako
vyraz do sktadu mnoznej; 2° ze kazdy nawias jest poprzedzony
makiem potozonym przed jego czynnikiem wchodzacym jako wyraz
io sktadu mnoznika. Wieloczyn czesciowy jakikolwiek ma wiec
ostatecznie znak swegd czynnika bedacego w mnoznej, albo znak
emu przeciwny, wedtug tego jak jego czynnik bedagcy w mnozniku
,esl oznaczony znakiem albo — . Ztad tablica wykazujgca prawi-
dto na znaki w mnozeniu

Mnozna. Mnoznik. Wieloczyn.

:0 mozna stre$ci¢ méwiac : kazdy wieloczyn czeSciowy jest  poprze-
Izony znakiem -f- lub znakiem — , wedlug tego jak pochodzi z dwdch
vyrazdw oznaczonych znakiem jednakowym, albo z dwoch  wyrazéw
najacych znaki  przeciwne.

Z tego wiec oczywiscie wynika :

Ze w mnozeniu dwdch wielomianéw przez siebie, mnozy sie raz po
raz luszystkie wyrazy mnoznej przez kazdy wyraz mnoznika, oznaczajac
Diakiem -)- loieloczyny czeSciowe utworzone z dwoch czynnikéw  jedna-
hwego znaku, i dajac znak — roieloczynom czesciowym ktére pochodza
: dwoch czynnikbw majgcych znaki przeciwne. Potem wykonywa  sie,
jezeli sie zdarzy, uproszczenie wyrazéw podobnych.

Wieloczyn  ilnkolwiek  wielomiandw.

28. Chcac otrzyma¢ laieloczyn 7z jakiejkohuiek liczby  wielomiandw,
potrzeba naprzéd mnozy¢ pierwszy przez drugi, potem ten  wypadek
przez trzeci, i tak dalej az do ostatniego. Ze za$ wieloczyn wykonany
dwéch wielomianéw jest zawsze wielomianem, dosy¢ przeto bedzie,
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dla jakiejkolwiek badz liczby wielomianéw, umie¢ rozmnozy¢ dwa
wielomiony przez siebie. Go da sie tatwo uskuteczni¢ za pomoca
prawidta wskazanego w poprzednim numerze.

Niechaj bedg P,, Po, P3, P4, r6zne wielomiany z ktérych chcemy
utworzyé wieloczyn; mnozgc Pj przez P.2, otrzymamy mieloczyn Q,,
ktérego wyrazy sa (27) wieloczynami wszystkich wyrazéw z P, przez
wszystkie wyrazy z P”; potem mozna bedzie rozmnozy¢ Qi przez P;j,
i otrzyma¢ wieloczyn Q.2, ktéry bedzie przedstawiat summe alge-
braiczng wieloczynéw wszystkich wyrazéw z Q, przez wszystkie
wyrazy z P3, to jest, summe algebraiczng wszystkich wieloczynow
z trzech czytmikéw otrzymanych, biorgc jeden czynnik pomiedzy
wyrazami z Pj, jeden pomiedzy wyrazami z P”, i jeden nakoniec
pomiedzy wyrazami z P3. Mozna bedzie nastepnie pomnozy¢ Q,
przez P4. Wypadek Oj otrzymany z tego mnozenia bedzie wyrazat
summe algebraiczng wieloczynéw wyrazéw z 02 przez wyrazy z PA,
to jest summe algebraiczng wszystkieh wieloczynéw powstajacych
7 czterech czynnikéw wzietych wszelkim sposobem mozebnym w wie-
lomianach Pj, P2, P3, PA. To rozumowanie da sie tatwo rozciagna¢
nieograniczenie i moze skutecznie postuzy¢ do Scistego wykazania :

te wieloczyn z wielomian6iv P,, P2, I1*j, .... P,, jest summa algebra-
iczng z n czynnikbw utworzonych z jednego layrazu wzietego z 1',,
jednego wyrazu z P2, jednego wyrazu z P3, ....ijednego wyrazu 2PN

Formuly wazne otrzymane z zastosowania powyzszych prawidet
mnozenia.

29. Opierajac sie na prawidtach powyz6j dowiedzionych, otrzy-
muje sie tatwo formuty nastepujgce :

albo

Formuty ktéresmy powyzej napisali odnoszg sie do twierdzen ktoére
nalezy doktadnie w pamieci zatrzymac¢ z powodu ich ciggtego w ana-
lizie uzycia :
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Kwadrat z sumnnj lub réznicy dwdch ilosci réwna sie¢ summie kwa-
Irdéw tych ilosci, wiecej lub mniej ich podwo6jnemu wieloczynowi.
Wieloczyn z summy przez rdznice dwdch wyrazéw réwna sie roznicy
iwidratow z tych samych wyrazéw; i nawzajem, réznica kiuadratow
*Gima wieloczynowi z summy przez rdznice ich  pierwiastkow.

Oto jeszcze kilka formut do zatrzymania :

1 Moérycii sprawdzenie da sie tatwo wykonac.

Uporzadkotoanie i jednorodno$¢ loielomianéw  catkowitych

30. Moéwi sie ze wieloczyn jest uporzadko7vanym podiug poteg
Yzrastajgcych lub ubywajgcych tej samej litery, kiedy wyktadniki
16j litery w danym wielomianie wystepuja wcigz stopniowo wzra-
stajac lub ubywajgc zaczawszy od pierwszego az do ostatniego
vyrazu. Tak np.

jAst wielomianem uporzgdkowanym podiug poteg ubywajacych  li-
tery x; a wielomian

jest uporzadkowanym podtug poteg wzrastajacych litery b, i takze
podtug poteg ubywajacych litery a.

Wielomian jest zupelnym, kiedy zawiera litere porzadkowg we
wszystkich stopniach, zaczawszy od najwyzszego. Pierwszy z dwéch
wielomianéw poprzednich jest zupetnym ; drugi niezupetnym, gdyz
W nim wyrazu na braknie. Wielomian zupelny zamyka tyle
wyrazow, wiecej jeden, ile jest jednosci w wyktadniku litery po-
rzgdkowej ; gdyz tego rodzaju wielomian zawiera i wyraz niezalezny
od litery porzadkowej, albo stipnia zero (22).

Jezeli ilekolwiek wyrazéw wielomianu zamyka litere porzad-
kowg z tym samym wyktadnikiem, zbiera sie wszystkie te wyrazy
w jeden, klkadac na czynnik spélny (25) potege t¢j litery; i uwaza sie
nnioznik wielomianowy tym sposobem otrzymamy, jako spoétczyn-
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nik tej potegi. Zamyka sie wreszcie ten spétczynnik w nawias, albo
sie ktadzie w kolumnie pionowej po lews$j stronie potegi.

PRZYKLAD. Wielomian

mozna bedzie napisac

(

albo

Linijka pionowa oddziela tym sposobem od jej spétczynnika kazdg
potege litery porzadkowej.

Nie méwilismy dotad jak o stopniu wzgledem pewnej litery; do-
dac¢ nalezy ze uwaza sie czesto stopien catkowity czyli zbiorowy.

Stopien jednomianu catkowitego jest summag wyktadnikéw liter
ktére wchodza do tego wyrazu; a stopniem wielomianu catkowitego
jest najwyzszy stopien wyrazéw go sktadajgcych.

Wielomian nazywa sie jednorodmjm  gdy wszystkie jego wyrazy sg
tegoz samego stopnia; i tak wielomian

jest jednorodnym i stopnia czwartego.

Oczywiscie wieloczyn dwéch wielomianévv jednorodnych jest
takze wielomianem jednorodnym ktérego stopien réwna sie sum-
mie stopni obu jego czynnikéw.

Ta uwaga jest wielce uzyteczng w rachunku i pozwoli sprawdzié
w kazd¢j chwili btedy popetnione przez opuszczenie liter albo wy-
ktadnikow : bardzo czesto odbywaja sie rachunki na wielomianach
jednorodnych; potrzeba korzysta¢ z tej okolicznosci ilekro¢ sie to
zdarzy i sprawdzi¢ ze formuty ktére otrzymuje sie przez mnozenie
wielomianow takich pozostajag jednorodnemi.

Wielomian pierwszego stopnia nazywa sie funkcya  Unijna.
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Mnozenie wielomianéw uporzadkowanych.

/1. llekro¢ razy da sie uporzagdkowa¢ wielomian, zrobi¢ to wy-
pa(a ; symetrya ztagd wyptywajaca pomaga wiele w rachunkach, a
iilatewszystko gdy idzie o wykonanie wieloczynu dwo6ch wielo-
mimow.

V praktyce, porzadkuje sie dwa czynniki poditug tej samej litery,
gd' te czynniki majg spdlng litere; i kiladzie sie mnoznik pod
niiozng, jak w arytmetyce. Wieloczyny czesSciowe mnozn¢j przez
ka;dy wyraz mnoznika sa natenczas uporzadkowane podiug tej
sanej litery; i mozna tatwo umiesci¢ vvyrazy podobne jedne pod
drigiemi, i wykona¢ nastepne ich uproszczenie.

-PrRzYKLAD 1. Dwa wielomiany sg zupetne.
Mnozna...

Mnoznik..

Welo-
czlny
z
inioi-
nej
ptzez
IYteloczyn
up7oszczony.

przykeAD I, Wielomiany sg niezupeine. Zostawia sie przedziaty
prézne, aby mozna byto umiesci¢ wyrazy podobne jedne pod dru-
gienii.

Mnoktna.

Nnoznik.

fVielo.
uzyny
z

vmoi-
nij
przez-
Wieloczyn
up roszczony
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PRzYktAD KI. Wielomiany se, uporzadkowane lecz niejednorodne.
WezZmy teraz dwa wielomiany uporzadkowane

i szukajmy ich wieloczynu; bedziemy mogli postepowaé wedtug
prawidta og6lnego, lecz piszac w pierwszej linii poziom¢j wieloczyn
wielomianu A przez pierwszy wyraz 2 z B ; bedziemy mieli pierwszy
wieloczyn czeSciowy uporzgdkowany; mnozac nastepnie wielo-
mian A przez drugi wyraz — z B, bedziemy mieli drugi wielo-
czyn czeSciowy uporzadkowany; bedziemy mogli go napisa¢ pod
spodem pierwszego, tak zeby wyrazy tegoz samego stopnia wza-
jemnie sobie odpowiadaty w tejze samc¢j kolumnie pionowej, i tak
daléj : uproszczenie wyrazéw podobnych odnosi sie natenczas do
wyrazéw wpisanych w tez samag kolumne pionowsa.

Urzadza sie rachunek w spos6b nastepujacy :.

unikajac powtarzania czesci spélnej w ré6znych wyrazach podobnych.

Urzadzenie rachunku ktér$Smy przyjeli jest nadewszystko ko-
rzystnym kiedy spétczynniki litery porzadkowej sg same przez sig
wielomianami.
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PRzYKeAD V. Wielomiany maj§ spotczynniki wielomianowe.

Mnina...
Mroznik..
N

(0]

N

—

o

:
2

0
)

[0

N

3]

>

c

>

N

o

=]
2
T

Weloczyn
cdkowity
ipro-
s:czony.

"Widzimy ze, w tym przypadku, dziatariifi jest diuzsze, lecz pra-
wicto jest zawsze to samo : mnozy sie zawszo wszystkie wyrazy
mniznéj przez wszystkie wyrazy mnoznika, i wykonywa sie uproszcze-
nie wyrazéw podobnych.
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TWIERDZENIA | ZASTOSOWANIA.
NAJMNiEJSz0$G LICZBY (mininium) WYRAZOW WIELOCZYNF.

32. Przy mnozeniu jednego wielomianu przez drugi, widzielismy
ze wieloczyn moze zawiera¢ wyrazy podobne, ktére sie upro szczajg
jedne z drugiemi. Lecz znajdujg si¢ w kazdym wieloczynie dwa  wy-
razy przynajmniej  ktdre sie nie upraszczajg z zadnym innym. Takiemi
sg, gdy przypuscimy wielomiany uporzadkowane podiug poteg
ubywajacych tejze samej litery, wieloczyn pierwszego wyrazu mno-
znej przez pierwszy wyraz mnoznika, i wieloczyn ostatniego wyrazu
mnoznej przez ostatni wyraz mnoznika.

W rzeczy samej, wyraz jakikolwiek wieloczynu jest wieloczynem
jednego wyrazu mnoznej przez jeden wyraz mnoznika, a wyktadnik
litery porzadkowej w tym wyrazie jest summa wyktadnikéow ktéremi
ta litera jest oznaczong w obu czynnikach. A zatem, w wieloczynie
powstatym z rozmnozenia pierwszego wyrazu mnoznej przez pier-
wszy wyraz mnoznika, wyktadnik litery porzgdkowej jest summg
wyktadnikéw najwyzszych ; jest wiec wiekszym jak wyktadnik littry
porzagdkowej znajdujacy sie w kazdym innym wieloczynie czescio-
wym. Toz samo, w wieloczynie powstatym z dwoéch ostatnich wy-
razé6w, wyktadnik litery porzadkowej jest smmmga wyktadnikdw
najnizszych; jest wiec stabszym jak wyktadnik litery porzadkov7Cj
znajdujacy sie w kazdym innym wieloczynie czesciowym. Dwa wy-
razy tym sposobem otrzymane nie moga wiec uprosci¢ sie z inil§ni’

Wieloczyn dwoch wielomiandw, lub jakiegokolwiek — wielomianu  priez
jednomian, ma wiec zawsze przynajmniej dwa wyrazy. Moze wreszcie
nie zamykac jak te dwa.

PRZYKLAD :
Mnozna .

Mnoznik.

Wieloczyn  uproszczony
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Widzimy ze tu sie wszystkie wyrazy niszczg, wyjgwszy i— 1,
k6re sg wieloczynami pierwszych wyrazéw miedzy sobg i ostatnich
medzy sobg.

33. UWAGA. Kiedy dwa wielomiany zamykaja w sobie wiele liter,
nozna je bedzie uporzadkowac¢ kolejno podtug kazdej z nich; a
shsujgc uwage poprzednig, mozna bedzie otrzymaé¢ pewng liczbe
w-razéw, ktére beda musiaty pozosta¢ bez uproszczenia w wielo-
c;ynie. Na przyktad, jezeli sie mnozy dwa wielomiany nastepne
uiorzadkowane podtug poteg litery x,

wrazy X czyli i f x y™albo y\ bedg nieprzyiciedine
(ireductibles) to jest nie dajgce sie sprowadzi¢ do prostszego wy-
raenia pod wzgledem swych spdtczynnikéw, lub inaczej bedg wy-
nzami wchodzacemi do sktadu wieloczynu szukanego bez zadnego
uiroszczenia. Lecz gdy sie urzadzi te dwa wielomiany podtug poteg
Hery vy,

nitenczas wieloczyny Ixy*x X y” albo i X czyli

bidg koniecznie jeszcze nmsiaty przechowac sie nietkniete w wie-
kczynie szukanym. Wyraz a;" przedstawia sie, jak widzimy, po
dvakro¢ sposobem Innym : i znajdujemy tylko trzy wyrazy od-

rebne, ktére, w rezultacie, nic moga dozna¢ zadnego uproszczenia.

NAJWIEKSZOSC LICZBY WYRAZOW WLELOCINYNU.

34. Wieloczyn mnoznej przez jeden z wyraz6w mnoznika zamyka
wsobie tyle wyrazéw ile sie tych znajduje w nmozn¢j. Wiec, jezeli
raultat nie przedstawia wyrazéw podobnych do uproszczenia, liczba
Wi/razow wieloczynu  catkowitego  bedzie wieloczyn liczby ivyrazéw
mioinej przez liczbe wyrazbw mnoznika. Jestto oczywiscie najwieksza
liizba wyrazéw rezultatu.

WIELOCZYNY JEDNORODNE.

35. TWIERDZENIE. Wieloczyn z dwoch wielomianéw jednorodnych  (30)



32 ROZDZIAL I11.

jest wielomian jednorodny, ktérego stopien réwna si¢ summie  stopni
obu czynnikoéw.

W istocie, wszystkie wieloczyny cze$ciowe powinny mie¢ tenze
sam stopien, poniewaz stopien kazdego z nich jest summg stopni
jednego wyrazu mnoznej i jednego wyrazu mnoznika, a kazdy z tych
czynnikéw ma wszystkie swe wyrazy tegoz samego stopnia.

36. TWIERDZENIE. Wieloczyn z summy dwdch liczb a Z b przez ich
réinice rowna sie roznicy kwadratow z tych samych dwdch liczb. To
twierdzenie, poprzednio juz przez nas dostatecznie wykazane spro-
wadza sie do formuty

Ta formuta jest wazng : stuzy ona nadewszystko do roziozenia
dioumianu bedacego roéznicg dwoch kwadratdbw na wieloczyn  dwoch
czynnikéw, z ktérych jeden jest summa a drugi rdéznicg odrebnie uwzie-
tych z jego loyrazéw pierwiastkow.

PRZYKLADY :

37. YWiERDZENIE. Kwadrat z wielomianu réwna sie¢ summie kwadra-
tow z wszystkich jego loyrazow powiekszonej  podiodjng summa z ich
wieloczynébw dwa po dwa branych.

Formuta znana

pokazuje ze twierdzenie jest prawdziwem dla dwumianu.
Dla tréjmianu, znajduje sie
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ialbo

co sie jeszcze zupetnie zgadza z powyz$j przedstawionem wysto-
wieniem.

Zeby sie upewni¢ o og6lnosci tego prawa, potrzeba dowiesé, ze
skoro postrzezone prawo stuzy wielomianowi ztozonemu z n wyra-
z6w, musi koniecznie stuzy¢ i wielomianowi ztozonemu z n 1
wyrazow.

Na ten koniec, dajmy ze

jest wielomianem ztozonym z n wyrazow, i przypusémy takze ze

jest >\'ielomianem ztozonym z n \ wyrazéw. Postepujgc drogg
powyzej wskazang otrzymuje sie

Ot6z kwadrat {a-\-h" c-\- .. \-liA-kf zamyka w sobie z zatoze-
nia kwadraty z a, 6, c,. . ., /i, k, i wszystkie ich podwd6jne wielo-
czyny. Jezeli wiec do niego sie przytagczy kwadrat z / i podwdjne
wieloczyny z a, b, ¢, ..., h, k przez /, bedziemy mieli kwadraty
wszystkich wyrazéw za-\-bA-c-[-...-\-h-[-k-{-1, jakotez ich po-
dwoéjre wieloczyny.

Wiec, jezeli prawo stuzy wielomianowi ztozonemu z n wyrazéw,
musi koniecznie stuzy¢ i wielomianowi ztozonemu z n-f-1 wyrazow;
aze juzeSmy to prawo sprawdzili na dwumianie i tréjmianie, mo-
zemy przeto wnie$¢ stusznie ze ono jest jeszcze prawdziwém dla
wielomianu ztozonego z czterech wyrazéw ; nastepnie ze toz same
prawo rozcigga sie do wielomianu z pieciu wyrazéw, i tak dalej
nieogianiczenie. A zatem twierdzenie jest og6lnem.

Pisze sie czesto twierdzenie poprzednie pod ksztalttem symbo-

licznym
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gdzie znak S wskazuje ze potrzeba zrobi¢ summe wszystkich wy-
razéw podobnych do tego co tym znakiem jest oznaczony.

Dla;wykonania praktycznego kwadratu zwielomianu, postepuje sie
w rachunku porzadkiem wskazanym przez dowodzenie popi-zednie,
to jest tworzy sie kwadrat pierwszego wyrazu, podwo6jny wieloczyn
wyrazu pierwszego przez drugi, i kwadrat wyrazu drugiego; potem
podwdjny wieloczyn z summy dwdch poprzedzajgcych wyrazéw
przez wyraz trzeci, i kwadrat tegoz trzeciego wyrazu; potem po-
dwoéjny wieloczyn z summy trzech poprzedzajgcych wyrazéw przez
wyraz czwarty, i kwadrat tegoz czwartego wyrazu; i tak dalej az do
ostatniego. Wreszcie, dla tatwiejszego uproszczenia wyrazéw podo-
bnych, urzadza sie rachunek, jak to widzimy w przyktadzie naste-
pnym, tak aby kazda Unia pozioma byta zakonczong kwadratem
z jakiegokolwiek wyrazu.

Niech bedzie do wykonania kwadrat z wielomianu

bedziemy mieli:

38. UWAGA. Kwadrat z luielomianu zamyka w sobie przynajmniej
cztery wyrazy ktére nie moga byé uproszczone. Takiemi sa, gdy wie-
lomian jest urzadzony, dwa pierwsze i dwa ostatnie wyrazy. W isto-
cie, niech bedg « i)3wyktadniki litery porzadkowej w dwoéch pier-
wszych wyrazach wielomianu, wyktadniki tej litery, w dwodch
pierwszych wyrazach kwadratu, beda 'ia i a-f-|3; ot6z te dwa wykta-
dniki sg rozne, poniewaz z zatozenia, « > {3; i sg one oczywiscie
wyzsze nad te ktédremi litera porzgdkowa jest oznaczong w innych
wyrazach kwadratu. Wiec te dwa wyrazy nie moga dozna¢ zadnego
uproszczenia. Tak samo mozna wykaza¢, ze podwojny wieloczyn
dwoch ostatnich wyrazéw wielomianu i kwadrat z ostatniego wyrazu
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s§ nieprzywiedlne  (irreductible), to jest stanowig wyrazy wchodzgce
do sktadu kwadratu z wielomianu bez zadnego uproszczenia.

39. TWIERDZENIE. SzeScian z wielomianu sktada sic z  szeScianow
wszystkich  jego  wyrazéw, z potréjnych  wieloczynéw otrzymanych
mnozac kazdy layraz przez kwadrat z innego wyrazu, iz poszostnych
wieloczynéw  trzech wyrazéw. Rozwiniecie tego sze$cianu mozna
przedstawi¢ za pomocg formuty symbolicznej

Sprawdza sie tatwo to twierdzenie dla dw”umianu i tréjmiarm.
Jakoz uzycie prostych regut mnozenia daje

1'ozostaje nam zatem jeszcze dowies$C¢ : ze jezeli prawo stuzy wielo-
mianowi ztozonemu z n wyrazow, musi koniecznie stuzy¢ i wielo-
mianowi ztozenemu z n-f-1 wyrazéw. Ow6z widocznie mamy

Drugi strona zawiera oczywiscie wszystkie szeSciany a”, ... Taz
sama strona zamyka, oprocz tego, wszystkie potrojne wieloczyny
przedstawione pod ksztattem “oi*; gdyz wezmy jakikolwiek z tych
podwojnych wieloczynéw : jes$li ten wieloczyn nie zawiera /, jest
z zatozenia zamknietym w

jesli zawiera / oznaczone pierwszg potega; znajduje sie w



36 ROZDZIAL I1I.

a jesli zamyka | w kwadracie, jest zawartym w

Wykaze sie tak samo ze dwie czesci

zawierajg 6 razy wszystkie wieloczyny z trzech wyrazow.

CWICZENIA.

I. Sprawdzi¢ réwnosci
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11. Niech beda : V olijetos¢ czworo$cianu; a, b, c, krawedzie wychodzace

z egoz samego wierzchotka, a', b", c¢', boki przeciwne : znalezé

Rownosci (relacye inwolucyi)

ciigng za sobg jako nastepstwa :

wskaza¢ odwrotnie ze kazda z siedmiu relacyj ktoére poprzednio sg dane spro-
widza sie do relacyi jedynej
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LIOfiOLMENIE 1'lUWIDKL [I'0I'l1ZEDNIGH. LICZBY ODJEMNE.

DODAWANIE JAKIEGORDIAYIEK WIELOMIANU.

0. Niech bedzie

wielomian jakikolwiek.
Wiemy ze, kiedy summa wyrazéw poprzedzonych znakiemprze-

wyzsza summe wyrazoéw poprzedzonych znakiem —, dodawanie
wielomianu do liczby jakiejkolwiek A wyraza Sie za pomoca formuty
1) kNMalb — c\-d—€-\-f) = k-]-a-"b —cf{-d — eA'f

Jezeli warto$ci podstawione na miejscu liter tworzg summe wyra-
z6w dodanych (additifs) nizszg od summy wyrazéw odjetych (sous-
tractifs), wyrazenie

traci na tenczas cate swe znaczenie wzgledem wymiaru wielkoSci,
i w tym razie nie znamy wiecej jaki sens nalezy przywigza¢ do jego
dodawania. Wszakze, prawidto ktére powinno przewodniczy¢ tej
kombinacyi, czi/sto oderwanej, nie majac nic wspdlnego z reguig
kaprysu lub razgcej dowolnosci, jest przeciwnie prawidtem z wielu
wzgledow nakazanem; dodawanie wielomianu

powinno jeszcze me odby¢ stosownie dp przepiséw zamknietych
wr formule (1). To wynika z ducha ogdlnosci stanowigcego algebre,
umiejetno$¢ ktdérej charakterem rozrdézniajacym jest badanie i po-
rzadne rozwijanie dziatan niezaleznie od liczb na ktérych sie takowe
wykonywajg.

W rachunkach algebraicznych wartosci liczebne nie sg naprzod
ustalone, nie wiemy przeto, gdy przyjdzie dodawaé¢ wielomian, czy
podstawienie liczb na miejscu liter wyda nadal summe wyrazéw



UOGOLNIENIE PRAWIDEL POPRZEDNICH. 39

didanych wiekszagi lub mniejsza jak summa wyrazéw odjetych;
giyby wiec kazdemu z tych dwéch przypadkéw odpowiadato pra-
wdto szczegblne dodawania, niemozno$¢ zdecydowania w ktorym
si; przypadku znajdujemy wymagataby po nas zrobienia dwoch
richunkéw réwnolegtych; kazdy ztych rachunkdéw zrodzitby wkrétce
iine, ktére znowu same przez sie wydatyby nowe; i, juz nic
ne mowigc o wielkich niedogodnosciach na jakiebySmy nieo-
nylnie natrafi¢ musieli wprowadzajac do rachunku mnéstwo formut
otatecznych, widzimy ze w og6le bylibySmy bardzo predko w na-
s¢j pracy zatrzymani przez te rozliczne poddziaty : nie bedzie zatem
r.chunek algebraiczny dotad istotnie mozebnym dopoki prawidto (1)
ne da sie catkiem zastosowa¢ do wszystkich bez wyjatku przy-
pdkow.

Tak wiec, aby doda¢ loielornian do liczby, potrzeba zawsze pisa¢ tccigz
Iczby rdzne tuyrazy wielomianu z ich znakami.

ODCIAGANIE .LARIEGOKOLWIEK WIELOMIANU.

/i'l. Jezeli sie rozumie przez odcigganie dziatanie majgce na celu
zialezienie wyrazenia ktore dodane algebraicznie (/iO) do wyrazenia
-canego wyda inne wyrazenie takze dane, to widoczna ze :

Aby odciggng¢ wielomian od liczby, potrzeba zawsze pisa¢ wcigz
Iczby rézne ivyrazy odmieniajgc ich znaki na przeciwtie.

Tym sposobem rdznica pomiedzy liczbg Ai wielomianem

jhst

idyz, dodajgc to wyrazenie do wielomianu przedstawionego, znaj-
duje sie

;0 po uproszczeniu staje sie rGwnem liczbie A.
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LICZBY ODJEMNE.

ki. Formuty ogo6lne
m

stajg sie, w przypadku
1)
2

i wyrazajg wtedy prawidto dodawania i odciggania liczby odoso-
bnionej poprzedzonej znakiem —. Taka liczba (—c) nazywa sie
odjemng (n”gatif); przez oppozycya, mowi sie ze liczby zwyczajne sg
dodatne (po francuzku positifs; wyrazenie pochodzace z tacifnskiego
ponatur una res). WinniSmy te nazwanie Yietowi (1540).

Liczba odjemna jest pozbawiong wszelkiego znaczenia wzgledem
wymiaru wielkoS$ci; jestto czysty symbol wprowadzony do algebry
w celu uogdlnienia.

63. Formuty (1) i (2), raz przypusciwszy dla wartosci dodalnych
przypisywanych ilosci c, rozciggng sie przez to samo do przypadku
gdzie c¢ miatoby warto$¢ liczebng odjemnag,

Niech bedzie, w rzeczy samej, c~ —c'; formuta (2), zastosowana
do liczby dodatnej c', daje

a, zastepujac — c' przez c,

co jest formutg (1) rozciggnietg do przypadku gdy c przybiera w i-
tosci liczebne odjemne.
Tak samo formuta (1), zastosowana.do liczby dodatnej c', daje

a, zastepujac — c' przez c,
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Ojest formute, (2) rozwinietg dla przypadku w ktérym c ma warto$¢
iczebng odjemng.

Uk. Przeto, we wszystkich przypadkach, dodaé —c wychodzi
la jedno co odjg¢ ¢, a odciggng¢ — c znaczy to samo co dodaé c;
yynika ztad ze mozna uwaza¢ wielomian jako summe wyrazéw doda-
.ych, oznaczajgc przez stowo wyraz nierozdzielne potgczenie znaku
liczbg przed ktorg ten znak jest potozony. Dwa wyrazenia

3, w rzeczy samej, rownowazne podiug powyzej wyltozonych pra-
videt; podobny rezultat przybiera szczegdlne nazwisko summy alge-
rraicznej.

45. Przypu$émy ze podstawiono w wielomianie na miejscu liter
iczby, i-niech bedg : P summa wyrazéw dodatnych, N summa wyra-
;6w odjemnych, wielomian da/iy moze sie napisa¢ pod ksztattem

P —N.

.ezeli liczba N przewyzsza P ijest rowng P-j-D na przykitad, for-
nuta staje sie

tibo
ilbo

Wartos$¢ liczebna wielomianu jest wiec przedstawiona w tym przy-
padku, przez liczbe odjemng ktoréj wartosé bezwzgledna réwna sie
przewyzce wartosci liczebn$j wyrazéw poprzedzonych znakiem -f-
nad wartoscig liczebng wyrazéw poprzedzonych znakiem —. Aby
to dobrze zrozumieé, dosyc¢ jest tylko sobie przypomnie¢ : ze dwie
formuty

A

Si} rownowazne. Defmicya n'" 10 znajduje si,% t\b/m sposobem uogo6l-
niong, 1 widzimy ze, aby otrzyma¢ wartosc liczebng wielomianu”™ ~po-
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trzeba zawsze doda¢, z jednej strony liczby poprzedzone znakiem  -]-,
z drugiej liczby poprzedzone znakiem —, odciggng¢ mniejsza  summe
od wiekszej, i da¢ reszcie znak prpywigzany do wiekszej  summy,

MNOZENIE DWOCH WIELOMIANOW JAKICHKOLWIEK.

46. Rozwazania odpowiedne uwagom przedstawionym w n"® 40
pokazuje, ze prawidlo dane (27) na mnozenie dwoéch luielomianéw  ao-
datnych powinno koniecznie sie zastosowa¢ do wszystkich przypadkow.

Formuty

sg wiec ogblne, Dlac=:c? = 0, poprzednie formuty stajg sie

(€
(2)
©)

i wyrazajg wtedy prawidta mnozenia liczb odjemnych odosobnio-
nych.

47. Relacye (1), (2), (3), raz przypusciwszy dla warto$ci dodat-
nych z iloSci a i b, rozciggng sie przez to samo do przypadku gdzie
a \ b miatyby wartosci liczebne odjemne.

Na przyktad, aby dowie$¢ ze formuta (3) istnieje jeszcze gdy a, b
sg odjemne i r6wne — o' i — b', zwazymy ze ta formuta, zastoso-
wana do liczb dodatnych a'i b', daje

a, zastepujgc a' i b' przez —a i — b,
ab= {-a){-b),

co jest formuta (3) rozciaggnieta do przypadku w ktérym a ib przy-
bierajg wartosci liczebne odjemne.
48. Bedziemy przedstawiali odtad jakikolwiek wielomian, jakie-
kolwiekbgdz znaki miatyby jego wyrazy, pod ksztattem og6lnym
r

gdzie o, b, ¢, p, g, r, oznaczajg liczby dodatne albo odjemne.
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PRZYKLAD. Formuta

ktéra wypada bezposrednio z prawidia mnozenia, jest przez to samo
prawdziwg, jakiekohviek bytyby znaki ilosci oznaczonych przez
a i b. Mozna wiec przypusci¢ ze b w powyzszym wzorze przedsta-
wia liczbe odjemng — b\ Ta formuta staje sie wtedy

albo, stosujgc prawidta (/i6),

Formuty dajace kwadrat z summy i kwadrat z réznicy znajduja
sie tym sposobem przywiedzione do jedn§j.
Tak samo formuta

ktéra sie otrzymuje mnozac dwie strony poprzedniej przez [a-f- b),
staje sie, w tychze samych okolicznosciach,

przeto formuty dajace szeScian z summy i szeScian z rdznicy sg
takze sprowadzone do jednej.

/9. TwierDzeNIE. Wieloczyn jest dodatny hb odjemny, podtug
tegojali liczba jego czynnikéw odjemnych jest parzysta albo  nieparzysta.

W rzeczy samej, wprowadzmy do wieloczynu liczbe (-fi) jako
pierwszy czynnik, znak -f tego czynnika zmienia sie tyle razy ile
tylko razy zdarzy sie nam napotka¢ wchodzacy do wieloczynu czyn
nik odjemny; a poniewaz dwie zmiany z kolei jedna po drugi¢j
wykonane na znaku, to jest wprowadzenie do wieloczynu dwoch
czynnikéw odjemnych przywodzi zawsze znak ; jest wiec oczy-
wista ze znak wieloczynu bedzie A- jezeli liczba odmian znaku, to
jest liczba czynnikéw odjemnych jest parzysta, a przeto wieloczyn
powinien otrzymac sie koniecznie ze znakiem — w przypadku prze-
ciwnym.

WNIOSEK. Potegi parzyste liczby odjemnej sa dodatne, a potegi
niejwzyste odjemne.
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DZIELENIE.

50. Dzielna, bedac wieloczynem z dzielnika przez iloraz, ma tenze
sam znak co i dzielnik albo znak z nim przeciwny, wedtug tego jak
iloraz jest dodatny lub odjemny. Wiec iloraz ma znak -j-<albo
znak — wedtlug tego jak dzielna i dzielnik sg tegoz samego znaku ,albo
znakow ""przeciwnych.

Tym sposobem

CWICZENIA,

1. Jezeli sie zatozy

sprawdzi¢ ze si¢ otrzyma
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Dowie$¢ nieréwnosci

I1l.  Uwazajgc cigg wyrazéw oznaczonych znaicaini -f- i — , méwimy ze
istnieje przem/ana (variation) albo nastepstwo (permanence), w miare jak znaki
dwdch wyrazéw po sobie nastepujacych sa rézne lub tez same. | tak wielomian

przedstawia trzy przemiany i dwa nastepstwa. To zatozywszy, jesli oznaczymy
przez a liczbe dodatng, i przez P wielomian catkowity wymierny urzgdzony
podtug poteg ubywajgcych litery cc, lecz z reszta zupeiny albo niezupetny, do-
wies¢ potrafimy kazde z podan nastepujacych :

1° Roznica pomiedzy liczbami przemian wielomianéw P i P (as— a) jest liczbg
nieparzysta, i pierwsza z nich jest mniejszg od drugicj;

2° Roéznica pomiedzy liczbami przemian wielomianéw P i P(cc -t- a) jest
liczbg parzystg, i druga nie moze przewyzsza¢ pierwszéj ;

3° Jezeli wielomian P jest niezupetnym, to gdy sie go dopetni tworzac w nim
o ile mozna najwiec¢j przemian, otrzymamy wielomian w ktérym liczba na-
stepstw znalezionych réwnaé sie bedzie liczbie przemian wielomianu otrzyma-
nego przez zamiane ccna — o w P.

Sg to przypadki szczegélne stawn¢j Reguly Dekarta (Descartes).
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DZIELENIE.

ILORAZ ALGEBRAICZNY.

51. Wiemy ze, dzielagc wyrazenie algebraiczne A przez inne B,
oznaczamy iloraz, ktadac dzielng nad dzielnikiem, i oddzielajgc je

linijkg poziomg. Pisze”sie i, najczeSciej, jest niepodobna prze-

ksztatci¢ formute tg na inng bardzi$j prosta.

Lecz jezeli A i B zawierajg litery wspodlne, zdarza sie niekiedy ze
sie moze upros$cic¢ iloraz i to uproszczenie zowie sie wtasnie icykona-
niem dzielenia. Rozbierzemy pilnie dziatanie pod tym punktem wi-
dzenia dla jednomian6w i wielomianéw ; damy prawidto postepo-
wania w kazdym przypadku, i rozpoznamy jednocze$nie warunki,
bez ktérych rachunek nie jest mozebnym.

52. Dzielenie algebraiczne przedstawia trzy przypadki: 1° dzielenie
jednomianu przez jednomian; 2" dzielenie wielomianu przez jedno-
mian; 3° dzielenie wielomianu przez wielomian.

DZIELENIE JEDNOMIANOW.

53. PRAWIDLO DZIELENIA. Dajmy Ze mamy do dzielenia 15aVA-d'
przez i przypusémy  ze sie znajduje jednomian catkowity
ktéry, rozmnozony przez dzielnik, wydaje dzielng. Podtug pra-
widta mnozenia (22), spétczynnik 75 dzielnej powinien by¢ wielo-
czynem ze spoOiczynnika dzielnika przez spétczynnik ilorazu : ten
ostatni otrzymuje sie wiec dzielgc 75 przez 25, bedzie przeto 3.
Wedtug tegoz samego prawidta, wyktadnik 7 litery a w dzielnej
powinien by¢ summa wyktadnika 3 tejze samej litery w dzielniku®
i wyktadnika t¢j litery w ilorazie; otrzymuje sie¢ wiec ten ostatni
odciggajac 3 od 7 ; bedzie przeto k. Dla tejze samej przyczyny wy-
ktadnik b bedzie 3. A poniewaz c wchodzi z tymze samym wykta-
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dnikiem 2 do dzielnej i do dzielnika, dla tego ta litera nie wejdzie
do ilorazu; nakoniec, poniewaz clwchodzi do dzielnej nie wchodzac
do dzielnika, dla tego bedzie musiato znalez¢ sie w ilorazie ze swym
wyktadnikiem 5. lloraz ljest wiec

Metoda bedgc ogdlng przywodzi nas do prawidta nastepujgcego :

Cl.cac wykona¢  dzielenie jednomianu  catkowitego  przez inny
I® dzieli si¢ spdtczynnik dzielnej przez spofczynnik dzielnika; 2« pisze
sie w ilorazie raz jeden kazdg =z liter wchodzacych do dzielnej z  wie-
kszyn wyktadnikiem jak do dzielnika; 3° oznacza sie kazdg z tych
liter wyktadnikiem  réwnym réznicy wyktadnikéw, pochodzacej z odje-~
cia wyktadnika tej litery iv dzielniku, od jej wyktadnika w dzielnej.
Gdy pewna litera nie wchodzi jak tylko do dzielnej, wtedy ta litera
wchalzi do ilorazu ze swym wyktadnikiem.

56. WARUNKI MOZEBNOSCI. PrzypusciliSmy, dla wprowadzenia ro-
zumowania, ze iloraz istniat pod ksztattem jednomianu catkowitego.
Owoz nie ma watpliwosci, ze to zatozenie bedzie sprawdzoneni, ile
tylko razy spotczynnik dzielnej bedzie podzielnym  przez  spotczynnik
dzielnika; je$li oprocz tego, wszystkie litery dzielnika bedagiachodzity
do dzielnej ; ijesli nakoniec icyktadnik kazdej z nich w dzielniku be-
dzie nizszym od wyktadnika ktorym ta litera jest oznaczong w dzielnej
a najwyzej rownym takowemu. Gdyz jesli te warunki sg dopetnione,
mozaa bedzie, stosujgc prawidto (53), znalez¢ jednomian catkowity,
ktéry, rozmnozy przez .dzielnik, wyda dzielng : ten wiec bedzie ilo-
razem  wykonanym.

Lecz jest zupetnie niepodobna otrzymac iloraz pod ksztattem jedno-
mianu catkowitego gdy jeden, dwa lub wszystkie te trzy warunki
dopetnionemi nie beda. Gdyz, jesliby iloraz istniat pod tg forma, to
rozumowanie i prawidto mogtoby sie zastosowaé, i trzy warunki
musiatyby by¢ koniecznie dopetnionemi.

Te wiec warunki sg konieczne i dostateczne, zeby dzielenie jedno-
miaiiéw catkowitych bylo mozebnem.

WYKLADNIK ZERO.

j~55. Podtug prawidta ktéreSmy co tylko podali, je$li litera a wchodzi
do dzielnej z wyktadnikiem a do dzielnika z wyktadnikiem

to wchodzi¢ ona bedzie do ilorazu z wyktadnikiem m —n. Lecz
dowodzenie przypuszcza ze mamy m > n. Gdyby wiec na przjktad
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byto m = n, litera a zniktaby catkiem z ilorazu, i prawidto nie da-
toby sie wiecej zastosowac¢. Gdyby wszakze zgodzono sie jeszcze na
dalsze jego zastosowanie, otrzymalibySmy albo ; a ponie-
waz iloraz z a"™ przez a"™ jest oczywiscie jednos$cia, zachiowali by$Smy
dla prawidta wyktadnikéw jego ogdlnosé, stanowigc ugode te a"
przedstawia jednos¢, jakiémkolwiek bagdz wreszcie jest a. Podtug

tego,

i ten iloraz nie jest zmienionym przez ugode, poniewaz czyn-
nik = Zachowuje sie wreszcie tym sposobem, w ilorazie,
Slad litery ktora, bez tego, zniktaby catkowicie.

Dostarczymy w dalszym ciggu wiec¢j szczegdtdw o t¢j ugodzie,
ktdra Scisle sie wigze z og6lnoscig wyktadnikow.

DZIELENIE WIELOMIANOW PRZEZ JEDNOMIAN.

56. PRAWIDLO DZIELENIA. lloraz z dzielenia wielomianu przez je-
dnomian nie jest nigdy jednomianem; gdyz wieloczyn z dwéch
jednomianéw jest -zawsze jednomianem (22). Tak wiec ten iloraz
musi byé koniecznie wielomianem jesli znajduje sie pod ksztatlem
catkowitym. Dziatanie zalezy wiec, w tym przypadku, na znalezie-
niu wielomianu ktdryby, rozmnozony przez jednomian dzielnika,
byt w stanie wydaé wielomian dzieln$j. Owoz widzieliSmy (24), ze
wieloczyn z wielomianu przez jednomian jest summg wieloczyndéw
kazdego wyrazu mnoznéj przez mnoznik. Przeto iloraz  szukany
mozna bedzie otrzymaé dzielac kazdy wyraz dzielnej przez dzielnik ;
doda¢ wreszcie potrzeba do kazdego z ilorazéw czesciowych znak wyrazu
dzielnej z ktorego ten iloraz  powstat.

PRZYKLAD :

57. WARUNKI MOZEBNOSCt Kiedy kazdy wyraz dzielnej, loziety od-
dzielnie,jest  podzielnym przez dzielnik, oczywista ze iloraz przedsta-
wia sie jako wielomian catkowity, ktéry sie moze otrzymaé przez
zastosowanie prawidta poprzedniego; a dowodzenie tego prawidta
wykazuje, wreszcie, ze ten warunek jest koniecznym.
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DZIELENIE WIELOMIANOW.

f8. Bardzo rzadko mozna wykona¢ dzielenie wielomianu przez
inny, czyli znalezé trzeci wielomian ktéry, rozmnozony przez  drugi,
loylaje pierwszy. Wszelako, kiedy dzielna i dzielnik przyjmujg litere
wsidlna, zdarza sie niekiedy Zze sie moze znalez¢ iloraz taki. Przy-
puszczac tu bedziemy, ze dwa wielomiany sg uporzadkowane pod-
Jug poteg ubywajacych téjze sams$j litery, i bedziemy poszukiwali,
jes.li mozebna, przedstawic¢ iloraz przez wielomian uporzadkowany
tynze samym sposobem.

Sposéb dzielenia opiera sie na dwoch twierdzeniach nasl-jpu-
jacych

59. TWIERDZENIE 1. Gdy dwa wielomiany sg uporzagdkowane pjodlug
poteg ubywajacych tejze samej litery, i gdy iloraz z ich dzielenia jest
widomianem uporzagdkowanym tymze samym sposobem, otrzymuje  sie
pie>'wszy wyraz ilorazu dzielgc ‘pierwszy wyraz dzielnej przez pier-
ws:y wyraz  dzielnika.

W rzeczy sams$j, dzielna bedac z zatozenia wieloczynem z dziel-
nika przez iloraz, pierwszy wyraz tej dzielnej pochodzi bez uproszcze-
nia (32) z wieloczynu pierwszego wyrazu dzielnika przez pierwszy
wyraz ilorazu : wiec pierwszy wyraz ilorazu wynika z dzielenia pier-
wszego wyrazu dzieln$j przez pierwszy wyraz dzielnika.

60. TWIERDZENIE 1. Mnozac dzielnik przez pierwszy wyraz ilorazu
i odciagajac wieloczyn od dzielnej, ortzymuje sie reszta ktéra, podzie-
lona przez dzielnik, daje ogél innych wyrazéw ilorazu.

W rzeczy samej, uwazajac iloraz jako ztozony z dwéch czesci:
jego pierwszy wyraz i og6t wyrazéw po nim nastepujgcych, wi-
dzimy zo wieloczyn z dzielnika przez iloraz, to jest dzielna, jest
réowng wieloczynowi z dzielnika przez pierwszy wyraz ilorazu, po-
wiekszonemu wieloczynem z dzielnika przez ogét innych wyrazéw
tego ilorazu; przewyzka dzielnej nad pierwszg czescig tego wielo-
czynu jest wiec rdwng wieloczynowi z dzielnika przez og6t wyra-
zO6w ilorazu po piervvszym nastepujacych.

61. PRAWIDLO DZIELENIA. Dwa twierdzenia poprzedzajace pozwa-
lajg wykona¢ dzielenie jakiekolwiek : gdyz pierwsze daje spos6b
znalezienia pierwszego wyrazu ilorazu, a drugie przywodzi wyszuka-
nie wszystkich innych do dzielenia nowego. Pierwsze twierdzenie,
zastosowane do tego nowego dzie'enia, pozwala znalez¢ pierwszy
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wyraz nowego ilorazu, to jest drugi wyraz ilorazu szukanego ; a dru-
gie twierdzenie przywodzi wyszukanie nastepujgcych do trzeciego
dzielenia, i tak nastepnie.

Zkad (bezposrednio) wypada to prawidio :

Aby podzieli¢ wielomian przez inny : po ich uporzadkoiuaniu  podtug
poteg ubywajacych tejze samej litery, dzieli sie pierwszy wyraz dziel-
nej przez pierwszy wyraz dzielnika; co daje pierwszy wyraz ilorazu.
Mnozy sie dzielnik przez ten iloraz czeSciowy, i odcigga sie  wieloczyn,
od dzielnej : to odcigganie ivykonywa sie zmieniajac znak kazdego
wyrazu w wielomianie odciggajgcym  sie, i upraszczajac wyrazy  po-
dobne. Dzieli sie nastepnie pierwszy wyraz reszty przez pierwszy
wyraz dzielnika; co daje drugi wyraz ilorazu. Mnozy sie  dzielnik
przez ten drugi wyraz, i odciaga sie wieloczyn od reszty. Otrzymuje
sie tym sposobem druga reszta, w ktorej dzieli sie pierwszy wyraz
przez pierwszy wyraz dzielnika ; co daje trzeci wyraz ilorazu. Mnozy

sie znowu dzielnik przez ten trzeci wyraz, i odcigga sie  otrzymany
wieloczyn od drugiej reszty. Otrzymuje sie tym sposobem trzecia reszta,
z ktora postepuje sie tak samo jak z poprzedzajaca, i ciggnie sie dalej

robota poty, az wszystkie wyrazy dzielnej zostana przez  odejmowanie
wyczerpane, tojest az znajdzie sie nakoniec zero na reszte.

Wielomian, w ktérym otrzymuje sie tym sposobem wyrazy ko-
lejno jeden po drugim, jest ilorazem szukanym; gdyz dzialajgc
wedle tego prawidta, odejmuje sie kolejno od dzielnej wieloczyny
z dzielnika przez rézne wyrazy tego wielomianu : a poniewaz osta-
tecznie nic nie pozostaje, wnosi¢ stusznie wypada ze dzielna jest
wieloczynem z dzielnika przez ten wielomian, to jest ze ten wielo-
mian jest istotnie ilorazem otrzymanym z podzielenia wielomianu
dzielnéj przez wielomian z dzielnika.

SPOSOB URZADZANIA DZIALANIA.

62. Urzadzenie jest zupetnie takiez same jak i w arytmetyce; tylko
gdy sie pisze wieloczyn czeSciowy pod dzielng cze$ciowa od ktdréj
ten wieloczyn powinien by¢ odciggnietym, nalezy zmieni¢ wszystkie
jego znaki, gdyz tak dziatajac mozna niezwitocznie zastapi¢ odcia-
ganie prostSm do wykonania uproszczeniem.

przyktadl . Dajmyzemamydopodzieleniaa; -f-6a-"*-]-"x"=—t
przez — 1 : mozna bedzie napisa¢, jak to we wzorze ponizej
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przelslawionyiii widzimy, dzielnik po praw(¢j stronie dzielnéj prze-
dzieajac je linijkg pionowa.

WZOR DZIALANIA.

Dziena...

lila eszta.

23" nszia.

Perwszy wyraz ilorazu jest iloraz wynikty z podzielenia
prze x\ Wieloczyn z dzielnika przez jest ~ ) pisze
sie lod dzielng ten wieloczyn ze zmienionemi znakami: co sprowa-
dza odcigganie do wykonania prostego uproszczenia wyraz6w po-
dobiych : i otrzymuje sie tym sposobem pierwsza reszta

Dugi wyraz ilorazu jest iloraz wynikty z podzielenia
prze Mnozy sie dzielnik przez 52, co daje 5xN —
poteii pisze sie ten wieloczyn pod pierwsza resztg zmieniajac jego
znak, i wykonywajgc uproszczenie. Otrzymuje sie na drugg reszte

Tzeci wyraz ilorazu jest 1, iloraz z przez Gdy sie roz-
mnrzy dzielnik przez 1, i odciggnie wieloczyn od drugi¢j reszty,
otrz-muje sie na reszte 0. lloraz szukany jest wiec

Ndezy przyuczy¢ sie do wykonywania razem mnozenia kazdego
wyrizu dzielnika przez wyraz znaleziony na iloraz, odciggania od
wyrizu odpowiedniego dzielnej” i uproszczenia wyrazéw podobnych.

Wytaz rachunku sprowadza sie wtedy do wzoru ponizej tu przed-
stawionego :

Dziena
Piewsza reszta.

Druia reszta...
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przyktAD |l. Spotczynniki litery porzgdkowej sa jednomian
ogdlne, to jest wyrazone w literach.
Dajmy ze wielomian
A ml er Cta \ an e 10 L1k 1 «<\QTt: « " im | c%to

mamy podzieli¢ przez wielomian

Poprzestaniemy na zrobieniu wykazu rachunku.
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przvkeAD 111. Prawidto poprzedzajgce nie przypuszcza bynajmniej
aby potegi litery porzadkowej miaty spotczynniki liczebne albo byty
jednomianami. Te spéiczynniki moga nawet przedstawia¢ jakie-
kolwiek catkowite wielomiany (30), a jeszcze nie znajdzie sie nic
do zmienienia w rozumowaniach i w sposobie postepowania.
Niech bedzie daném do podzielenia

przez;

Pierwszy wyraz ilorazu jest iloraz wynikty z podzielenia
przez X\ Mnozac dzielnik przez odciggajac wieloczyn od dzielnej,
i uproszczajac, ...:;; _lInje sie pierwsza reszta. Dzielgc pierwszy wyraz
(2a2 — tej reszty przez otrzymuje sie drugi wyraz ilorazu

— ¢-)X-. Mnozac dzielnik przez ten drugi wyraz, od$jmujac
wieloczyn od reszty, i uproszczajgc, otrzymuje sie druga reszta.
Pierwszy wyraz (a " -j-tej reszty, podzielony przez dostar-
cza trzeci wyraz [a''d*d”] ilorazu; a dzielnik, rozmnozony przez
ten wyraz, daje wieloczyn ktéry jest rownym drugic¢j reszcie. A na-
stepnie iloraz jest (2a — ¢! -\-a"-\-a'c\

przvykeAD |V. Rachunek jest mniej prostym, kiedy spotczynnik

pierwszego wyrazu dzielnéj i pierwszego wyrazu dzielnika sg same
przez sie wieh mianami. Ma sie wtedy tyle razy dzielenia cze$ciowe
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do wykonania, ile razy chce sie otrzyma¢ nowy wyraz ilorazu. Oto
przyktad
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dzielenie czescioioe. dzielenie cze$ciowe.

Dzieli sie naprzéd, w tym przypadku, a*— M-b -{- Zat)*— P, spot-

czynnik pierwszego wyrazu dzieln$j, przez a- — spotczyn-
nik pierwszego wyrazu dzielnika (pierwsze dzielenie cze$ciowe);
co daje a— b. k jako podzielone przez daje pierwszy wy-

raz ilorazu jest (a — b)x'*. Mnozy sie dzielnik przez ten wyraz, co
zniewala do wykonania wielu mnozeA wielomianow; potem
odejmuje sie'ten wieloczyn oddzieln¢j, i znajduje sie pierwsza reszta.
Chcac dal$j ciggna¢ dziatanie, nalezy dzieli¢ a'"'—Za”b -\-lcrb~

ab”—  spobiczynnik pierwszego wyrazu reszty, przez ci®*—
(drugie dzielenie czesSciowe) : oo daje a*— ab — b'-. Drugi wyraz
ilorazu jest wiec(a® — ab— h')x. Mnozenie dzielnika przez ten wyraz,
i odcigganie przywodza nowg reszte, z ktérg postepuje sie jak z po-
przedzajacg; i przychodzi sie tym sposobem do ilorazu szukanego.

64. wARUNKI MNOzEBNOScl. Evozumovvania, ktore nas doprowadzity
do sposobu dzielenia, przypuszczajg izeczywiscie ze iloraz moze sie
wyrazi¢ przez wielomian. Owo6z, kiedy sie dzieli wielomian przez
inny, nie wie sie najcze$ciej czy ten warunek moze by¢ dopetnionym.
Jest wiec rzecza wazng oznaczy¢ cechy po ktérych mozna bedzie
pozna¢ czy dzielenie jest mozebnem pod tg forma. Te cechy napo-
tykajg sie w samym sposobie jakiego uzywamy.

W istocie, aby dzielenie byto mozebnem,

1° Pierwszy ivyraz dzielnej powinien byc podzielnym przez  pier-
tuszy wyraz dzielnika, i ostatni iiryraz dzielnej przez ostatni  wyraz
dzielnika (32).

Pierwszy luyraz kazdej reszty powinien by¢ podzielnym przez
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epiuwszy wyraz dzielnika : gdy jest wieloczynem pierwsz
dzielnika przez jeden zwyrazéw ilorazu.

30 Po pewnej liczhie dzielen czescioioych kolejno po sobie nastepu-
jacych, musi sie znalezé na iloraz jeden wyraz ktéry, rozmnozony pjrzez
dzielnik, ivydaje dzielng czeSciowg =z ktorej ten wyraz powstat; e~diyz
powinno sie otrzymaé (ostatecznie) na reszte zero.

Te warunki sg konieczne : i gdy jeden z nich nie jest dopetnio-
nym, nie ma ilorazu pod ksztattem wielomianu : dzielenie przeto
wykona¢ sie nie moze.

Te warunki sg dostateczne; gdyz jesli sag dopetnione, spos6b uzyty
dostarczy oczywiscie wielomianu, ktdry, rozmnozony przez dzielnik,
wydaje dzielna.

65. CECHY PO KTORYCH SIE POZNAJE CZY DZIELENIE MOZE LUB NIE
MOZE SIE WYKONAC. — Kiedy wielomiany sg uporzadkowane, jak
to powyzej przypuscilismy (58), podtug poteg ubywajgcych tejze sa-
mej litery, wyktadnik tej litery w pierwszym wyrazie kazdej reszty
postepuje zawsze zmniejszajac sie, poniewaz uproszczenie wyrazow
podobnych znosi przynajmniej pierwszy wyraz kazdej dzielnej cze-
Sciows$j. A zatém, jesli sie dalej pociggnie zastosowanie sposobu
dzielenia, przyjdzie sie koniecznie do reszty, ktorej pierwszy wyraz
zawieraC bedzie litere porzadkowg z wykfadnikiem stabszym jak  wykla-
dnik ktorym ta litera jest oznaczong w pierwszym  wyrazie dzielnika.
A wtedy, jedno z dwojga : albo ta reszta bedzie zerem, i dzielenie
bedzie wykonaném; albo nie bedzie zerem, i dzielenie bedzie nie-
mozebnem.

Uwazmy, wreszcie, ze mozna bedzie by¢ ostrzezonym o niepodo-
bienstwie wykonania dzielenia, nim dojdziemy do reszty o ktorej
dopisro moéwiliSmy. Gdyz zdarzy¢ sie bardzo moze, ze pienvszy ivy-
raz reszty poprzedniej nie bedzie podzielnym przez pierwszy/  wyraz
dzielnika.

MRZYKLAD V. Podzieli¢ przez

Dzielna.. dzielnik.

eiloraz.
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Nastepstwo rachunkéw sprowadza reszte — 'Ix, ktoéra nie jest po-
dzielng przez : wiec dzielenie jest niepodobnem.

Kiedy dzielenie nie moze sie wykona¢, jest inna cecha po ktorej
mozna pozna¢ w jakiej chwili nalezy sie zatrzymaé. W rzeczy sa-
m$j, gdy dzielenie jest mozebnéni, ostatni wyraz dzielnej powinien
by¢ wieloczynem ostatniego wyrazu dzielnika przez ostatni wyraz
ilorazu (32). Wynika ztad, ze mozna oznaczy¢ bezpos$rednio ostatni
wyraz ilorazu, dzielagc ostatni wyraz dzielnej przez ostatni wyraz
dzielnika. Przeto, gdy przy formowaniu wyrazéiu po sobie nastepu-
jacych ilorazu, mozna bedzie znalezé jeden z nich stopnia nizszego jak
wyra?, tym. sposobem wyrachowany, mozna bedzie tivierdzi¢ ze dziata-
nie nie skonczy sie, i ze zaden wielomian nie moze przedstawiac
ilorazu. Toz samo trzeba rozumie¢, gdy sie przychodzi do wyrazu tegoz
samego stopnia co wyraz tym sposobem wyrachowany, i gdy ten z nim
nie jest jednaki (identigue).

Gdyby w przyktadzie V, iloraz istnial, ostatni wyraz powinienby
byt sie wyrazi¢ pod ksztaltem jednomianu 2x-, bedgcego ilorazem
wyniktym z przez x. Owo0z pierwszy wyraz hx”™ pierwszej reszty,
podzielony przez x~, daje na iloraz Nie idgc dalej, mozna twier-
dzi¢ ze dzielenie nie bedzie mogto sie skonczyc.

66. DZIELENIE WIELOMIANOW UPORZADKOWANYCH PODLUG POTEG WZRAS-
TAJACYCH JEDNEJ LITERY. Zdarza sie w pewnych przypadkach, ze
zamiast uporzgdkowania wyrazéw wielomianu podiug poteg uby-
wajacych jednej litery, urzadza sie je tym sposobem, ze wyktadnik
téj litery postepuje powiekszajac sie od pierwszego wyrazu az do
ostatniego. Mozna wykona¢ dzielenie dwoch wielomianéw uporzad-
kowanych tym sposobem, i znalez¢ rézne wyrazy ilorazu, poczyna-
jac od tych w ktérych litera gtdwna ma najmniejszy wyktadnik.
Teorya jest zupeinie ta sama co iw trybie zwyczajnym dziatania ;
tylko, w przypadku gdzie dzielenie doktadne nie jest podobnem,
imozna niekiedy przeciaggna¢ robote nieograniczenie, zwiaszcza ze
edziatanie nie znajdzie sie nigdy zatrzymanem; iotrzymuje sie reszty,
Ivtérych stopien powieksza sie coraz bardziej, zamiast zmniejszac
sie, jak to miato miejsce w przypadku wielomianéw uporzadkowa-
mych podtug poteg ubywajgcych.

Aby da¢ przyktad tego sposobu dziatania, powréémy do dziele-
inia wykonanego w n"® 62, porzagdkujagc dwa wielomiany podtug
ipoteg wzrastajacych litery x.
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PRZYKLAD VI.

Dzielna. dz ielna.

iloiraz.

Bedziemy rozumowali moéwigc : dzielna bedac wieloczynem
z dzielnika przez iloraz, wyraz, ktérego stopien w x jest mni¢j wy-
niesiony, pochodzi bez uproszczenia z wieloczynu dwéch wyrazéw
podobnych w dzielniku i w ilorazie (32); a, nastepnie, pierwszy
wyraz ilorazu jest ilorazem z podzielenia pierwszego wyrazu dzi™In¢j
przez pierwszy wyraz dzielnika : tym jest -j-I-

Dowiedzie sie, zupetnie jak to juz byto wykazanem (60), ze od-
ciggajac od dzieln$j wieloczyn z dzielnika przez pierwszy wyraz
ilorazu, otrzymuje sie reszta

ktéra, podzielona przez dzielnik, dostarczy wyrazy dopetniajgce
ilorazu.

Pierwszy z tych wyrazéw jest rownym, dla przyczyn danych po-
wyzej, ilorazowi otrzymanemu z podzielenia — 5x- przez — 1, <czyli
jest istotnie -)- 5x-.

Mnozac -j- przez dzielnik, i odciggajagc wypadek od pierwszej
reszty, otrzymuje sie druga reszta

ktéra, podzielona przez dzielnik, dostarczy wyrazy ktére powinny
dopetni¢ ilorazu.

Pierwszy z tych wyrazéw jest rownym, dla przyczyn danych po-
wyzej, ilorazowi otrzymanemu z podzielenia — przez — 1, to
jest musi byé -j- mnozac go przez dzielnik, i odciggajac wielo-
czyn od reszty poprzedzajacej, nie znajduje sie roznicy zadnej; i
dziatanie jest przez to samo skofnczonem.

67. CECHA PO KTOREJ POZNAJE SIE CZY DZIELENIE TYM SPOSOBEM URZA-
DZONE JEST NIEPODOBNEM. W przyktadzie poprzednim, dziatanie kon-
czy sie, i rezuhat jest tosamy (identigue), jak to witasciwie by¢ byto
powinno, z wypadkieni ktérego nam uprzednio dostarczyt pierwszy
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sposéb dziatania. Lecz przedstawienie ilorazu pod forma skorczong
catkowitego wielomianu w zaden spos6b otrzymacby sie nie mogto,
gdybysmy przedsiewzieli dzielenie ktére niepodobna wykonaé¢ do-
ktadnie. Wezmy, na przyktad, do dzielenia '

przez

PRZYKLAD VII.

Dzielna. dzielnik.

iloraz.

Stosujac sposob zwjfczajny do tego przyktadu, otrzymuje sie reszty
po sobie nastepujgce, w ktérych wyktadnik litery w pierwszym
wyrazie, postepuje zawsze zwiekszajac sie; wreszcie dzielenie pier-
wszego wyrazu kazdej reszty przez pierwszy wyraz dzielnika jest
.awsze mozebném. Wiec pierwsza cecha niemozebnosci (65) nie
objawia sie tu wecale.

r.ecz istnieje inna cecha, podobna do drugiej, ktéra przedstawia
jie zawsze, w przypadku gdy dzielenie nie moze si¢ wykona¢. W rze-
czy sams$j, gdy dzielenie jest mozebnem, ostatni wyraz dzielnej jest
wieloczynem z ostatniego wyrazu ilorazu przez ostatni wyraz dziel-
lika ; a tem saipem, ostatni wyraz ilorazu otrzyma sie bezposrednio,
dzielagc ostatni wyraz dzieln$j przez ostatni wyraz dzielnika. Owoz
stopien wyrazéw ilorazu, wzgledem litery porzadkowej, postepuje
vvcigz powiekszajgc sie. Wiec, gdy sie zdarzy, przy stosowaniu obcho-
dzacego nas obecnie sposobu dzielenia, potozy¢ w ilorazie wyraz tegoz
mrnego stopnia jak toyraz tym sposobem wyrachowany a ktéryby z nim
nie byl tosamym (identigue), albo tez wyraz stopnia wyzszego, mozna
bedzie twierdzi¢ Zze dzielenie jest nie mozebnem.

W przyktadzie Vn, jedliby iloraz istniat, jego ostatni wyraz mu-
siatby by¢ ktory jest ilorazem z przez 1x\ wiec, gdy znaj-
dujemy na iloraz wyraz potrzeba sie zatrzymaé; gdyz dzie-
lenie nie bedzie mogto sie wykonac.

A przeto, razem zebrawszy wszystko to coSmy dotad powiedzieli,
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widzimy ze, we wszystkich przypadkach, spos6b sam dziielenia
prowadzi koniecznie do cecli pewnych mozebno$ci hib niepodo-
bieAstwa.

DZIELENIA KTORE NIE MOGA SIE WYKONAC DOKELADNIE.

68. DEFINICYA. MOAwi sie ze wielomian jest catkowitym wzgledem
pewnoj litery gdy ten nie zawiera lit"y x ani w mianowniku,
ani pod znakiem sj

PRZYKLAD :

jest wielomianem catkowitym w x.

Gdy wielomian jest catkowitym pod wzgledem pewnej littery x,
stopien tego wielomianu, pod wzyledem tej Jitery, jest wyktadnik
najwyzszy ktorym ta litera jest oznaczong. Wielomian powyzszy
jest stopnia w x. '

69. KSZTALT ILORAZU DWOCH WIELOMIANOW, W oGOLNoScl. Moéwi
sie ze wielomian, catkowity w X, jest podzielnym przez inny wie-
lomian catkowity w x, kiedy iloraz moze 'sie wyrazi¢ przez wie-
lomian tegoz samego ksztattu. Spdtczynniki moga by¢ jakiekoilwiek.
| tak — 3jest podzielnym przez y-"a-j-y/s; iloraz jest a: \/a—sjz.

Kiedy dwa wielomiany nie dajg na iloraz trzeciego wielonnianu,
mowi sie ze nie sa podzielne jeden przez drugi. Mozna wszelako,
w tym przypadku, da¢, w ogdlnosci, wyrazeniu ich ilorazu, ksztah
prostszy jak ten ktoryby wyniknat z samego oznaczenia (w”skatzania)
dziatania. Dowiodg tego, w rzeczy samej, dwa twierdzenia naste-
pujace.

TWIERDZENIE 1. Jezeli dwa wielomiany A i B sg catkowite w x (A be-
dac stopnia przynajmniej réwnego stopniowi B), mozna zawsze potozy¢

iloraz ~ pod formg wielomianu catkoiintego w x,  powiekszonego

utamkiem majacym za mianownik dzielnik B, a za licznik  wielo-

mian R, calkowity w x, stopnia nizszego jak B.

Mozna, w rzeczy samej, po uporzadkowaniu wielomiangw A i B
podtug poteg ubyw”njacych z x, zastosowac do nich sposob dziele-



DZIELENIE. 61
lia wytozony (61); a jako spoétczynniki ilorazu nie sg koniecznie
(atkowiteini, mozna ciggna¢ dalej dziatanie, az dop6ki sie nie znaj-
(zie reszta stopnia nizszego jak B. Mozna bedzie otrzymaé¢ tym spo-
.sDbem na iloraz r6zne wyrazy, z ktérych zaden nie bedzie zawieral x
V mianowniku. Gdyz dzielne cze$ciowe ktore je dostarczyty, sg
Yszystkie stopnia wyzszego lub przynaimni6j réwnego stopniowi B;
¢ich pierwszy wyraz zawiera, tem samem, X w stopniu wyzszym
ljb przynajmniej rownym stopniowi pierwszego wyrazu z B.

Niech bedzie Q ogét wyrazéw otrzymanych, wprzéd nim sie doj-
fzie do dzielnej cze$ciowéj R, stopnia nizszego jak B \ R jest to
wszystko co pozostaje z dzielnej A, gdy sie odciggnie raz po raz
wieloczyny z B przez r6zne wyrazy z Q; jest wiec rownem A —B 0;
iznajduje sie, na mocy tegoz samego zwigzku,

«

zkad, dzielgc przez B obie strony formuty,

iloraz jest wiec ksztattu zapowiedzianego.

70. TWIERDZENIE R. Przeksztalcenie powi/tsze nie moze sie  wykonaé
jak tylko jednym  sposobem.

Przypusémy, w rzeczy sara6j, ze dzielagc A przez B, moznaby byto
otrzyma¢ z jednej strony (J' na iloraz i W na reszte, a z drugicj
Q' na iloraz i R' na reszte, U i Q' bedac catkowiterni w 'x, a R i R’
bedac stopni nizszych jakB; mieliby$my, na mocy powyzszego twier-
dzenia,

zk™d, na mocy czesto w dowodzeniach uzywanej zasady,

formuta ktérg mozemy napisac
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Owoz R i R' bedac stopni nizszych jak B, toz sanjo takze nalezy
rozumie¢ o ich réznicy; gdy tymczasem stopien z B(Q — Q'), wzgle-
dem jest przynajmniej réwny stopniowi z B. Wiec druga strona
jest stopnia nizszego jak pierwsza; czyli rdwnos$¢ jest niepodobng.
71. PRzYKtADY. Nie trudno znalez¢, za pomocag metody poprze-

dzajadoj :

20

Gdyby stopien wielomianu A byt mniejszym jak stopier z B, iloraz
Q bytby réwnym zeru, a reszta R bytaby réwng samej dzielnej.

UWAGA. Gdy sie stosuje do ilorazu dwoéch wielomionéw A i li
przeksztatcenie poprzedzajgce, daje sie wielomianowi Q nazwisko

ilorazu catkowitego, a licznik R utamku przybiera imie dzie-

lenia.

72. PRZYPADEK GDZIE ZMIENIA SIE LITERA I'ORZADKOWA. Dowiedlismy
ze gdy dwa wielomiany A i B sg uporzadkowane podiug tejze samej
litery iloraz catkowity i reszta nie mogg miec¢ jak tylko jedng
forme (70). Lecz, gdy sie zmieni litera porzadkowa, tez same wielo-
miany mogg prowadzi¢ do nowego ilorazu i do nows$j reszty. Gdy
sie uwaza, na przyktad, utamek

uporzgdkowany podtug x, znajduje sie¢ na iloraz — a na reszte
~yK Gdyby uporzadkowato sie, przeciwnie, poditug y, znalaztoby
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si( na iloraz y» — a nareszte tak zejest :

< i ( - A

RTTNICE | ANALOGIE (POWINOWACTWA) POMIEDZY DZIELENIEM ARYTME-
TYCZNYM A DZIELENIEM WIELOMIANOW.

73. Wielomiany, uporzadkowane podtug poteg tejze samej litery,
pKedstawiajg, z liczbami catkowitemi, anologie ktdére jest dobrze
zaiwazy¢. Liczba catkowita, jak 783214, wyraza (7 X 107)-|-(8 X 107)
-f (3 X 103)-[-(2 X |0'M)-|-(1 x-10)-[-4; i mozna jg przyréwnac¢ do
welomianu

wktorym, stanowczo przypuszczonem zostato a:= 10. Cyfry liczby
sgtym sposobem spétczynnikami wyrazéw wielomianu. Nie trzeba
pizeciez mniemac, ze wszelka kwestya arytmetyki, odnoszaca sie do
liczb catkowitych, jest, czysto i po prostu, przypadkiem szczegélnym
ptwn¢j kwestyi algebry, w ktordj te liczby zastagpione zostaty przez
in odpowiednie wielomiany.

Porownajmy, na przyktad, dwie kwestye nastepujece :

Dzieli¢ 783216 przez
Dneli¢ -f -[- 373 U przez

Warunki dwéch zagadnien maja miedzy sobg réznice istotne, ktére
ne pozwalajg uwazaé pierwszego z tych zagadnien za przypadek
SKzegélny drugiego.

1° Rézne cyfry ilorazu w dzieleniu arytmetycznem powinny by¢
citkowite; gdy tymczasem iloraz dzielenia algebraicznego moze by¢
welomianem, catkowitym pod wzgledem litery x, ktoréj spot-
c:ynniki sg liczbami utamkowemi.

2° Ro6zne cyfry ilorazu i reszty, w dzieleniu arytmetycznem,
p)winny by¢é mniejszemi jak 10; gdy tymczasem nic nie ogranicza
wielkosci spotczynnikéw réznych poteg z x, w dzieleniu algebra-
icznym.
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3° W dzieleniu arytmetyczneni, reszta powinna by¢ niniejsza jak

dzielnik. W dzieleniu algebraicznem, powinna by¢ stopnia nizszego.

Nakoniec, w algebrze, wypadki otrzymane przystajag zaréwno

dla wszystkich warto$ci za; : zbywa zupetnie na podobnym warunku
w arytmetyce.

TWIERDZENIA | ZASTOSOWANIA.
DZIELENIE PRZEZ X — a

74. TWIERDZENIE. Gdy wielomian, catkowity w X, jest uporzadko-
wany podtug poteg ubywajacych tej literyreszta Z podzielenia tego
unilomianu przez dwumian{x —a) otrzymuje sie zastepujac X przez a
fotym samym (stale odgrywajgcym role dzielnej) wielomianie.

Niech bedg, na przyktad,

vvielomian dany; dzielgc go przez x — a, znajdzie sie na iloraz wie-
lomian catkowity wzgledem x ksztattu

a zeszta R bedzie iloScig niezawierajaca w sobie x, poniewaz dziel-
nik —a jest pierwszego stopnia w x. Ta reszta bedzie wiec zawsze
tagz sama, jakakolwiekbadz warto$¢ liczebna zostanie przypisany
dla Xx.

- To przypus$ciwszy, wezmy pod uwage réownosc¢

druga strona nie jest co innego jak pierwsza, napisana tylko innym
sposobem; inaczej méwigc, jest taka, ze, gdyby sie w ni¢j wykonato
dziatania wskazane, znalaztoby si¢ wyraz po wyrazie wielomian
pierwszej strony. Rowno$¢ poprzedzajgca powinna wiec mie¢ miej-
sce, jakakolwiekbadz warto$é daje sie dla x; otéz, dla x = a, wie-
loczyn
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niszczy sie, gdyz czynnik x — a staje sie a— a albo O, a ze iloraz,
jako nie zawierajgcy x w mianowniku, bierze warto$¢ skonczong

wiec ostatecznie znajduje sie

Co byto do dowodzenia. *

DRUGIE DOWODZENIE. Zwykle powyzsze twierdzenie tak sie wypro-
wadza :

W rzeczy samej, poniewaz dzielnik (&'—a) jest pierwszego stopnia,
mozna bedzie prowadzi¢ dzielenie, dopdki sie nie otrzyma reszty
stopnia nizszego, to jest niezaleznej od x (69). Niech bedg wiec : X
wielomian przedstawiajacy dzielng, Q iloraz, catkowity w x, ktory
wynika z tego dzielenia, i U reszta niezalezna. Gtéwna zasada dzie-
lenia wielomianéw catkowitych w x prowadzi nas bezposrednio do
formuty

Ot6z, ta réwnos¢ ma miejsce dla wszelkiej warto$ci przyznawanej
dla X', gdyz mnozac {x — a) przez Q, i dodajgc R do wieloczynu,
powinno sie znale$¢ jednako (identiguement) wielomian X, nie
potrzebujac wcale dawa¢ dla x jakiejkolwiek wartosci szczegélngj.
Mozna wiec w tej tozsamosci przypusci¢ x = a. Ot6z, to zalozenie
niszczy czynnik {x — a); daje dla O, niezawierajgcego x w miano-
wniku i ztozonego z wyrazéw w liczbie skofnczon¢j, warto$¢ ozna-
czong; znosi wiec wieloczyn {x — a)(j. Wreszcie nie zmienia bynaj-
nmiej wartosci reszty R, ktora nie zawiera w swym skladzie x:
wiec, gdy sie oznaczy przez X,,, warto$¢ jaka bierze X, gdy sie w nim
zastepuje x przez a, rownos$¢ sprowadza sie do

Co byto do dowodzenia.

75. WNIoskl. 1" Jezeli loielomian x stoje siC' zerem, kiedy sie w nim
zastepuje x przez a, ten icielomian jest podzielnym J)rzez (x — a). Gdyz
Xa bedac zerem z zatozenia, reszta R dzielenia jest zerem takze.
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Jezeli wielomian X jest podzielnym przez (x —ea), ten ftnelonnian
sprowadza sie do zera, kiedy sie w nim zastepuje X przez a. Gdyz
reszta R bedgc zerem z zalozenia, toz samo sie stosuje do

Tak wiec, aby wielomian, catkowity w byt podzielnym przez
(x—a), potrzeba jest i dosy¢ na tem azeby sie sprowadzit do zera,
kiedy sie w nim zastepuje 's.przez a.

76. ZASTOSOWANIE. To ostatnie podanie jest wielkiego znaczienia.
Ograniczmy sie na wskazaniu Kkilku przedniejszych nasteps.tw
m jest, w tem co nastepuje, liczbg catkowitg jakgkolwiek.

lo xm —0}\jest zawsze podzielnem przez x — a. Gdyz len wiielo-
mian niszczy sie, kiedy sie w nim zastepuje X przez a. W rz;eczy
samej, dla x—a wielomian staje sie a® — = 0.

Sprawdza sie ten rezultat wykonywajgc dzielenie

Dzielna. Dzieilnik.

lloraiz.

reszta.

23" reszta...

ostatnia  reszta...

Dzielne po sobie nastepujgce sg wszystkie ztozone z dwuinianiow
ktérych drugi wyraz jest—a™; w pierwszym wyrazie, wyktadnik
litery a powieksza sie o jedno$¢, wyktadnik za$ litery x zmniejjsza
sig 0 jedno$¢ przy kazdem dziataniu. Dojdzie sie wiec tyun sposob(eni
do reszl

1 ktorych ostatnia jest zerem. lloraz jest wreszcie wielomianem stto-
pnia [m— 1) jednorodnym, i symetrycznym wzgledem liter x\ a.
Zastuguje aby byt w pamieci zatrzymanym.
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B -(-iiieje&t nigdy podzielnem przez x—a. (iclyz w danym
wielomianie (przedstawiajgcym dzielng) zastepujgc .r przez o, otrzy-
muje sie reszta la™".

30N111— a'" jest podzielnem  przez a, gdy m jest parzystem. a
nie jestpodzielnem, gdy m jest nieparzystem. W rzeczy samej, dzieli¢
przez X -j- jestto dzieli¢ przez x — (— a) : i>otrzeba wiec, dla
olrz/mania reszty, podstawi¢ (—a) na miejscu x. Dzielna staje sie
wtedy (—a)'" — a"\ Owoz, gdy m jest parzystem, znajduje sie (39)
(—(«)" = 0o'"; gdy za§ m jest nieparzystem, otrzymuje sie (—a)"*

= —fI". Wiec reszta znika w pierwszym przypadku, jest za§ — 2a™
w drugim.

X" jest podzielneni przez x-j-iij 'jdy m jest nieparzystem,
a nil jest, gdy mjest parzystem. Gdyz podstawiajgc jeszcze — n iiu
miejscu j?, dzielna staje sie (—a)'"-j-a'". Jest wiec zerem, gdy ni
jest nie parzystem; za$ jest 2a™, gdy m jest parzystem.

77. PRAAVO ILORAZU Z PODZIELENIA WIELOJIIANU PRZEZ — a). Da-
lismy poznaé¢ prawo, podtug ktérego otrzymuje sie reszta z podzie-
lenia wielomianu przez — a) (74). Mozna takze odkryé tatwo
prawo ilorazu. Przedstawmy wielomian przez Ao-r" -f-

- - A, A,,_lL.r-|-A,,, i starajmy sie wy-
kona¢ dzielenie.
Dzielna

dzielnik.
reszta

iloraz.

rfszid

Pierwszy wyraz ilorazu jest A,,/'""'. Mnozac dzielnik przez ten
wyraz, i odciggajagc wieloczyn od dzielnej, otrzymuje sie pierwsza
reszta, ktorej pierwszym wyrazem jest i ktérej inne
wyrazy sg te same jakie nastepujg po drugim w dzielnej. Drugi wy-
raz ilorazu jest (A,a-f dla otrzymania pierwszego wyrazu
drugiej reszty, trzeba mnozy¢ przez a drugi wyraz ilorazu, i do niego
przytaczy¢ trzeci wyraz dzielnej : znajduje sie tym sposobem

Aia4-A.2)X'""—A tem samem trzeci wyraz ilorazu jest
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{Aoa--4-Aifl-j-Ciaggnac dalej rachunek, wystawia sie z ta-
twoscig na widok prawo nastepujace :

lloraz wielomianu, catkowitego w x, stopniu m, przez (x — /),jest
wielomianem, catkowitym w x, stopnia (m — 1). JeM zwykle urzadzo-
nym, jak wielomian dany, podlug poteg ubywajgcych z x.  Spolczynnik
pierwszego  wyrazu jest spotczynnikiem  pierwszego  wyrazu dzielnej.
Dla otrzymania  spéiczynnika drugiego wyrazu, mnozy sie  poprzedza-
jacy pjrzez a; i przylacza sie do wieloczynu spétczynnik  drugiegio  wy-
razu dzielnej. Dla utioorzenia spdlczynnika trzeciego wyrazu, mmozy sie
spotczynnik  ktory co tylko zostat utworzony przez a, i przytgcza  sie
spotczynnik  trzeciego wyrazu dzielnej. Iw og6lnosci, spétczynnik ntcg:o
wyrazu réwna sie wieloczynowi  spéitczynnika poprzedzajacego  przez a,
powiekszonemu  spotczynnikiem  nteg:'* loyrazu dzielnej. Jezeli  dzielna
nie jest loielomianem zupelnym, nalezy przywrdci¢ — wyrazy ktérych
braknie, dodajagc im zero za  spotczynnik.

PRZYKEAD. Znalez¢ ildraz i reszte z podzielenia wielomianu
— Lxx" -\-l  przez x — 2. Pisze sie tym sposobem dzielna
znajdzie sie na iloraz 'ix"hx-12, a na reszte 31.

Gdy sie zastosuje prawo powyzsze do przyktadéw nf" 76, znajdzie
sie jedno po drugiém :

gdy m jest parzystem;

a za$

gdy m jest nieparzystem,,
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gly m jest nieparzystem:

a za$

gdy m jest parzystem.

Mozna, wreszcie, otrzymac bezposrednio te formuty.

78. TWIERDZENIE. Gdy wielomian A, catkowity iv x, sprowadza sie
do zera, kiedy sie iv nim zastepuje\ przez a, albo przez b, albo przez c,
(a, b, c, bedac z zatozenia liczbami nierébwnemi), ten wielomian jest
podzielnym przez luieloczyn

W rzeczy samej, poniewaz A niszczy sie dla x — a, ten wielo-
mian jest podzielnym przez — d) (75). Gdy wiec oznaczy sie
przez Oiloraz, catkowity w x, ktdry sie z tego dzielenia otrzymuje,
znajduje sie :

Skoro ta rowno$¢ ma miejsce, dla jakiegokolwiekbadz x, wiec
mozna w niej przypusci¢ x = b, a wtedy staje sie (Qft bedagc war-
toscig z Q, w tem zatozeniu) :

Oto6z, réznica {b — a) nie jest zerem, z zatozenia : wiec Qi,— 0.
A wiec Q jest podzielném przez {x — b) (75). Oznaczajac iloraz
przez Q', znajduje sie :

a, tera samem,
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Ta réwno$¢ ma miejsce, dla jakiejkolwiek warto$ci X, mozna
przeto w niej przypuséci¢ x — c\ a wtedy staje sie :

Ot6z, réznice (c — d), {c— 6), bedac ztozone z liczb nierédwnycti,
zadna z nich nie moze da¢ na wypadek zera; wiec czynnik Q'c powi-
nien by¢ zerem. A wiec Q'jest podzielnem przez [x — c); przeto,
oznaczajac nowy iloraz przez Q", znajduje sie :

zkad

Wiec A jest podzielnem przez wieloczyn (

AWIGZKMA,

I. Jakie sg warunki podzielnosci (/™ — przez {x} — ai’)

I[. Dowie$¢ ze wielomian

jest podzielnym przez wieloczyn (/o — y)-(.r — 2z) (I — 2).

HI. Dowies¢ ze wielomian

jest podzielnym przez tenze sam wieloczyn.

IV. Dowie$¢ ze, gdy TO jest nieparzystym, wielomian

jest podzielnym przez wieloczyn (a -f b) {a-{-(*) {">-{* c).

Dowodzenie éwiczen IT, I, opiera sie na twierdzeniu n'" 78.

V. Gdy wielomian, catkowity w x, ma za spétczynniki liczby catkowite, i gdy
bierze wartosci liczebne nieparzyste, kiedy sie w nim zastepuje x przez O i

przez 1, jedno po drugjem, ten wielomian nie bedzie moégt sprowadzi¢ sie do
zera dla zadnéj wartosci catkowitej przyznawanej dla x.
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iM. Dowie$¢ ze N bedace liczba catkowita jakakolwiek ktérdj rézne gromadki
zavierajace po m cyfer poczynajac od prawcj reki sg A, A, Aj, it. d., moze
si( wyrazi¢ pod jednym 3 trzech ksztattbw nastepujacych :

Yyprowadzi¢ ztad cechy podzielnosci przez dzielnik jakikolwiek z 10™,
10' —1, 1O"*-I-1

M1 Sprawdzié¢ formuty
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ULAMKI ALGEBKAICZNE.

PRZEKSZTLACENIE ULAMKOAY ALGEBRAICZNYCH.

79. DEFINICYA. Kiedy wyrazenie A nie jest podzielnem przez wy-
razenie B, wskazuje sie iloraz, jakoSmy to juz widzieli, pod ksztat-

tem g. To wyrazenie nosi imie ulamku algebraicznego. Dzielna A

jest licznikiem dzielnik B jest mianownikiem : A i B sg wyrazajmi
utamku.

Utamek algebraiczny jest ogdlniejszym jak utamek arytmetyczny;
gdyz wyrazy pierwszego nie sa, jak wyrazy drugiego, zmuszone by¢
liczbami catkowitemi. Lecz wykazemy, ze prawidta rachunku sg
spolne dla obu rodzajéw utamkoéw.

80. TWIERDZENIE. Nie zmienia si¢ wartos¢ utamku algebraicznego,
mnozac oba jecjo layrazy przez te sama ilos¢. W rzeczy samej, niech

bedzie “utamek dany; oznaczmy przez m. mnoznik. Przedstawmy

przez jedng litere q iloraz wskazujgcy dzielenie z a przez b:
znajduje sie jednako (identiguement) , podiug samejze definicyi
utamku.

Mnozgac przez te samg liczbe m te dwie ilosci réwne, otrzymuje
sie :

a, dzielagc przez bm dwa wieloczyny réwne, znajduje sie réwnos¢
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co wtasnie dowodzi zatozonego przez nas twierdzenia.

Taz sama formuta przekonywa, ze nie zmienia sie¢ loartosc  utamku,
dzidac obajego wyrazy przez te sama ilosC.

Zasada fundamentalna jest tym sposobem ta sama w algebrze
jak i w arytmetyce, a wiec nastepstwa bedg te same.

81. UPROSZCZENIE UtAMKOw. Uproszczg sie utamek algebraiczny,
znoszac czynniki  spélne w obujego loyrazach (80).
Jezeli dwa wyrazy sa jednomianami, jest zawsze tatwo odkryé¢ ich
"6iia~b~cNd
czynniki spo6lne. Niech bedzie, na przyktad, utamek .
wiekszy spélny dzielnik spétczynnikoéw jest 4; co sie tyczy czynni-
kéw literalnych spélnych, rozpoznaje sie bez posrednio jeden czyn-
nik a, trzy czynniki b, jeden czynnik c, ijeden czynnik d. Znoszac

je, otrzymuje” sie utamek uproszczony

Kiedy dwa wyrazy sg wielomianami, mozna niekiedy znalez¢

jeszcze bezposrednio ich czynniki jednomianowe spoélne. | tak,

w utamku ~ ' Postrzega sie czynnik jednomianowy

Im-b : gdy sie go zniesie, utamek sprowadza sie do

Lecz nie mozna zarowno tatwo odkry¢ czynnikéw wielomiano-
wych ktéreby byty spélne obu wyrazom : poszukiwanie tych czyn-
nikdw przywigzuje sie do teoryi najwiekszego spdlnego dzielnika
algebraicznego, ktéra nalezy do algebry wyzszej. Wszakze zdarza sig
niekiedy, ze cechy szczeg6lne pozwolg je oznaczy¢. Wezmy na przy-
ktad utamek

Rozpoznaje sie ze licznik i mianownik zniszczg sie zatozywszy
a={ :sa wiec podzielne obydwa przez a — 1. Gdy sie zniesie ten
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czynnik spélny, utamek sprowadza si¢ do uproszczonego wyrazenia

Toz samo utamek

moze sie pisaé, odosobniajgc czynniki jednakowe spdlne wyrazom
licznika, i czynniki spdlne wyrazém mianownika,

a, pod tym ksztattem, postrzega sie ze wyrazenie -lc-da — U) jest
czynnikiem spélnym obu wyrazém. Utamek sprowadza sie wiec do

82. SPROWADZENIE ULAMKOW DO JEDNAKOWEGO MIANOWNIKA. Spro-
wadza sie utamki do jednakowego mianownika™ mnozgc oba wyrazy
kazdego z nich przez wieloczyn z mianownikéw wszystkich innycli.

1 lak utamki

stajg sie, przez to przeksztatcenie,

te utamki nie zmienity wcale swoich wartosci (80); i maja za mia-
nownik spélny wieloczyn z mianownikéw pierwotnych.
Mozna niekiedy otrzymaé¢ mianownik spélny prostszy jak ten wie-
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l.czyn : gdyz, aby przyj$¢ do tego, dosy¢ jest wybraé, jak w arytme-
tce, wyrazenie podzielne przez kazdy z mianownikéw utamkoéw
(inych. Kiedy te mianowniki sg jednomianami, ten wielokrotnik
sidiaij rowna sie wieloczynowi z najmniejszego wielokrotnika spol-
i3go wszystkim spdtczynnikdm mianownikéw, rozmnozonemu przez
cynniki literalne z ktérych kazdy jest wziety ze swym najwiekszym
yyktadnikiem. Niech beda, na przyktad, utamki

lic nie zaszkodzi uprzednio roztozy¢ spotczynniki mianownikéw na
(zynniki pierwsze, co pozwala napisac

lajmniejszy wielokrotnik spélny jest 2*. albo
lorazy z tego jednomianu przez mianowniki sg wzglednie

fftamki réwnowazne sa wiec

.ezeli mianowniki sa wielomianami, poszukiwanie wielokrotnika
.polnego prostszego jak ich wieloczyn nie daje sie wykonaé, w ogdl-
losci, jak za pomocag teoryi algebry wyzszej. Wszelako moze sie
Alarzy¢ ze rozwazania szczeg6lne dostarczg wyrazenia. Niech beda,
la przyktad, utamki

Poniewaz n'— /- = {n-\-h) {a — fj), ztad wiec tatwo dostrzedz ze

vyrazenie jest podzielnem przez kazdy z mianowni-
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kéw; ilorazy sg wzglednie

a utamki réwnowazne bedg

DZIALANIA na ULAMKACH ALGEBRAICZNYCH.

83. DODAWANIE. Kiedy ulamki majg ten sam mianownik, dodaje sie
liczniki, i daje sie summie sp6lny  mianownik.

| tak

gdyz wieloczyny przez m kazdej strony tej formuty sa réwne (2Zi).

Gdy utamki majg mianowniki rdzne, poczyna sie od ich sprowadze-
nia do jednakowego mianoumika ; potem stosuje sie prawidio poprze-
dzajace.

Sli. opciacaNie. Kiedy utamki majg ten sam mianowmk, odcigga sie
drugi licznik od pierwszego, i daje si¢ roznicy mianownik  spolny.

I tak

gdyz wieloczyny przez m dwocli stron tej formuty sg réwne (24).
Gdy utamki majag mianowniki  rézne, sprowadza sie je naprzéd do
jednakowego mianownika ; potem stosuje sie prawidto poprzedzajace.
85. MNOZENIE. Mnozy sie utamek przez inny, mnozac ich liczniki mie-
dzy sobg i mianoumiki miedzy sobg, polem dzielgc pierwszy wieloczyn
pifez  drugi.

W rzeczy samej, niech bedzie do mnozenia utamek | przez uta-

mek y. Oznaczmy przez q i r/ wartosci tych dwéch utamkoéw; tak
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Ze znajduje sie, przez definicye :

Mnozac te réwnos$ci stronami; bedziemy mieli

albo (21)

Dzielgc teraz obie strony przez bh', znajdziemy :

albo

co $cisle udowodnig powyzej loi/stoicwnego prmvidia.

Wynika z tego prawidta, ze iiieloczgn z wielu utamkéw jest utam-
kiem réwnym loieloczynowi z licznikow podzielonemu przez  luieloczyn
z  mianownikow.

I tak

a tém samem

86. DZIELENIE. Dzieli sie utamek przez inny, mnozac utamek dzielnej
przez utamek dzielnika  przewrdcony.

Dajmy, w rzeczy samej, ze mamy do podzielenia utamek | przez

a
utamek ~. Polézmy jeszcze
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i dzielmy te réwnos$ci stronami; znajdziemy

Mnozac teraz obie strony przez bedziemy mieli (85) :

albo uproszczajac drugg strone (81),

to jest

Co wiasnie dowodzi przedstawionego przez nas prawidta”
2" Moznaby to jeszcze dowie$¢ nieco prosciej :

W istocie, niech l)edzie do dzielenia [)rzez iloraz Njest or/y-
wiscic
;dyz, jesli sie rozmnozy ten utamek przez znajduje sie
ktory sie sprowadza do , dzielgc jego wyrazy przez c i przez d*

A wiec
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zkad widzimy : ze iloraz z dwotk utamkéw otrzi/muje sir mnozne uta-
mek dzielnej przez utamek dzielnika przewrocony.
Przez wzglad na poczatkujgcych daliSmy drugie dowodzenie.

WYKLADNIKI ODJEMNE.

87. DEFINIGYA. WidzieliSmy (53j, ze iloraz z podzielenia a” przez a"
jest a"*-" : lecz dowodzenie przypuszcza ze sie znajduje m > n. Je-
zeli jest, przeciwnie, m < n, iloraz powinien sie napisa¢ pod ksztat-

tem utamku, . Mozna wtedy znie$¢ m czynnikéw a wspoélnych

obu wyrazom, i utamek przybierze ksztat

Z drugiej strony, gdyby sie dato zastosowa¢ prawidto wyktadni-
kéw do przypadku w ktérym wyktadnik dzielnika przewyzsza wy-
ktadnik dzielnej, moznaby byto w tenczas napisac :

A tem samem, utrzyma sio to prawidto w catej swej ogdlnosci,
jezeli przyznamy  ze wyrazenie a~i' przedstaicia  ulamek

Przypuszczaé bedziemy, jako okreslenie, ze kazda ilos¢ [alho litera
z wykfadnikiem  odjemnym wyraza sie za pomocg utamku  majaceyo
jedno$¢ za licznik, a za mianownik te sarne ilo$¢, czyli litere, iz ti/m
sam//m. loykladnikiem ale dodatnym. Zobaczymy, ze to oznaczenie
postuzy nam wy$mienicie do uogdlnienia kilku twierdzen.

88. UOGOLNIENIE FORMULY

orinuhi

[li

majaca_miejsce, przez okre$lenie, gdy m jest dodatnem, pozostaje
prawdziwa,” przez lo samo, dla wartosci odjemnych z w. W rzeczy
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samej, jezeli sio przypusci m — — in', — m stanie sie r6wnem m’;
1

i dwie strony formuty [1] stang sie a"' i . Otéz, przez okreSle-

i 1 S .ot )

nie, A, poniewaz m'jest dodatnem : wiec ma rowng

wartosé z albo z a"' 86;. Dwie strony sg wiec réwne.

89. lioGOLNIEINIE PRAWIDLA NA WYKELADNIKI W MNOZENIU. Dowie-
dlismy (21), ze dla wyktadnikéw dodatnych

[2
Ta formuta jest jeszcze prawdziwg, gdy jeden z dwéch wyktadni-
kéw, albo oba razem, sg odjemne.

Przypus¢my naprzéd m dodatne, a n odjemne i réwne — n';
bedziemy mieli :

l.ecz ~ = a'-"', na mocy ogo6lnego prawidta dzielenia (87).

Wiec

albo, zastepujac n' przez —n,

Przypusémy teraz ze lak mjak n sg odjemnemi, i réwne— m'
i —w'; bedziemy mieli/:

co bvio do dowodzenia.



PRZERSZTALUENIE UtLAMKOW ALGEBRAICZNYCH. 81

90. UOGOLNIENIE PRAWIDLA NA WYKLADNIKI W DZIELENIU. Znalezli-
$ny '87), dla wartosci dodatnych ra i formute

3]
Tl formuta jest jeszcze prawdziwag, gdy jedna z liczb, m lub n, albo

o)ie razem, sa odjemnemi.
Przypu$sémy naprzéd = — m', a dodatne; bedziemy mieli :

(ity, przeciwnie, ui jest dodatnem, a n odjemnem i réwnem — n>,
ziaiduje-sie :

rdy nakoniec jest, razem, in= — m', n— — n', znajdzie sie :

formuta [3] jest wiec prawdziwg we wszystkich przypadkach.

91 UOGOLNIENIE PRAWIDEA NA WYKLADNIKI PRZY WYNOSZENIU DO PO-
LEG. Wyprowadzilismy (22), dla wariosci dodatnych tak z Mjak z W,
formute

'la formuta jest jeszcze prawdziwag, gdy jedna z liczb m lub n albo
obie razem, sag odjemnemi.’

Przypus¢émy naprzéd m dodalne, a n odjemne i rowne — n'; be-
dziemy mieli :

Przypusémy pdézniej tu = — m', a « dodatne; bedziemy mieli :
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Przypusémy nakoniec m= — m', n— —n', razem; znajdziemy

Prawidto jest wiec ogdlne.

TWIEI\DZENIA | ZASTOSOWANIA.

92. TWIERDZENIE. Gdy mamy ilekolwiek utamkéw e

rébwnych miedzy sobg, otrzymuje sie ulamek réwny kazdemu z nich,
dzielac summe licznikdw przez summe  mianownikow.

W rzeczy samej, oznaczmy przez litere q warto$¢ spolny wszyst-
kicti tych utamkéw; bedzie, z okres$lenia,

zkad, dodajac to rownos$ci stronami, i kiadac g na czynnik w dru-
giej stronie,

A tem samem, dzielgc obie strony przez [h-f-b'" b"-)-. ), pi'zy-
chodzi sie do wypadku :

15

co byto do dowodzenia :

wMosKl. 1° Mozna, przed wykonaniem dodawan, mriozy¢ oba
wyrazy kazdego utamku przez jakgkolwiek, byle te samg liczbe.

1 tak
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Pmicwaz tc utamki nie zmienity swej wartosci,... tatwo z ricbh
zitem daje si¢ wyprowadzi¢ :

2' Gdy podniesiemy kazdy utamek do kwadratu, znajdziemy,
p'zypuszczajac je dodatnemi,

zlad, wyciggajac pierwiastek kwadratowy z roznycti stron.

Tak wiec, ydi/ ilekolwiek utamkéw sg rowne rniedzy soljg, katdj,
z nich jest réwnym ilorazowi pieriuiastku kwadratowego summy kicadra
tow z licznikdw, przez pierwiastek kwadratowy — summy kwadratow
z  mianownikéw.

TwierDzENIE. Jezeli icezmiemy ilekolwiek utamkéw nieréwnych mie -
dzy solja, majacych swe wyrazy dodatne, to utamek uticorzony, z po-
dzielenia summy licznikbw przez summe mianoionikéw, jest  zawarty
miedzy najmniejszym i najwiekszym z utamkdéw danych. Niech bedga, na
przyktad.

Gdy sie potozy zkad

to na moty tych zalozen bedzie oczywiscie :
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zkgd, dodajac,

A, nastepnie,

albo

Przeciwnie, gdy potozy sie

albo

bedzie :

potem, dodajgc stronami, otrzymamy :

zkad da sie wyciagna¢ :

albo
co byto do dowodzenia. -

Dowiedzie sie tatwo wnioskéow podobnych wnioskom Iwierdze-
nia (92).

CWICZENIA.

1. Sprawdzi¢ formute
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1[, Sprawdzi¢ formute

I11. Sprawdzi¢ formute

IV. Sprawdzi¢ formuto

Formuty 1, II, 111, IV sprawdzajg sig¢, sprowadzajac ohie strony do jedna-
ktwego mianownika; znajduje sie¢ wtedy tozsamosci.

V. Sprawdzi¢ formute

Znajdzie sie tozsamos$¢ czyli jednakos$¢, po zniesieniu czynnikéw spélnycli.

VJ. Sprawdzi¢ formute

Stuzy tu la sama metoda jak do czterech pierwszych  ¢wiczeti.

VIIl. Sprawdzi¢ réwnos¢



86 ROZDZIAL vr.

Vin. Sprawdzi¢ réwnos$é

Ta sama metoda dla ¢wiczen \H i YHI, jak dla éwiczenia V.

IX. Uprosci¢ wyrazenie

Po uproszczeniu powinno wypas¢

X. upros$ci¢ wyrazenie

Po uproszczeniu otrzymuje sie na wypadek

X1. Sprawdzi¢ proporcye

XI1. Dowie$é¢, sprawdzajac, ze wyrazenie

jest wielomianem catkowitym w rr.



PRZEKSZTALCENIE ULAMKOW ALGERAICZNYCH. 87

MI1I. Sprowadzi¢ wyrazenie

sprawdzi¢ ze summa nie zawiera mianownikéw.

XIV. Dowie$¢ ze wyrazenie

jest podzielném przez

gdy p i n sg pierwsze miedzy solja.

Znajduje sie na iloraz

gdzie k i h oznaczajg dwie iiczijy catkowite, takie ze kn=hp-{- i (zwigzek
ktory, wedtug pewnego twierdzenia arytmetyki, moze zawsze istnie¢ miedzy
dwoma liczbami n i p, pierwszemi miedzy soba).

e XV. Dowie$¢ ze wieloczyn

jest podzielnym przez wieloczyn

Rozieitpanie. Dowodzi sie ze, je$li zadanie jest prawdziwém dla wartosci
m zmniejszonej o jedno$¢, jest takze prawdziwém dla warto$ci dancj.
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RADYKALE ALGEBRAICZNE (RADICAI!X ALGEBRIQUKS

IRZERSZTALGENIA RADYKALOW.

DEFINICYE. WidzieliSmy (22), ze chcac podnie$¢ jednomian
catkowity do potegi m, trzeba podnie$é¢ jego spétczynnik do po-
tegi rn, i pomnozy¢ przez m wszystkie wyktadniki. Atem samem,
gdy spétczynnik jednomianu jest potegg m doskonats, i gdy jego
wyktadniki sg wszystkie wielokrotnikami liczby m, wycigga sie pier-
wiastek m z tego jednomianu, luyciggajac pierioiastek m 2 jego spot-
czynnika, i dzielac przez m wszystkie wykladniki.  Ttak

Najcze$ciej, nie istnieje jednomian catkowity z ktoregoby po-
tega m byta réwng jednomianowi danemu; wtedy nie mozna jak
tylko wskaza¢ pierwiastek m za pomocg znaku. Oznacza si¢ przez prA
liczbe ktérej potega m jest réwng A. Ta liczba nazywa sie radijkalem
(radical), a m jest wskazdwka radykata. Daje sie takze nazwisko rady-
kata znakowi samenm J/ .

Kiedy A jest wielomianem, nie zdarza sie prawie nigdy, aby jego
pierwiastek m mogt sie kiedykolwiek wyrazi¢ przez inny wielo-
mian ; wreszcie prawidta ktoére prowadzg do jego wartosci, gdy ta
istnieje pod tym ksztattem, nie dowodza sie jak w drugi¢j czesci
algebry. Wskazemy je, we wszystkich przypadkach, przez znak

95. ROZNE WARTOSCI z P~A. Jezeli sie ograniczymy na samem
tylko uwazaniu liczb dodatnych, y \ posiada, wedtug naszego okre-
Slenia, wartos¢ jedyng i oznaczong. Lecz umowy przyjete w algebrze
zobowiazuja nas do nadania mu bardziej rozciggtego znaczenia.

Moga sie zdarzy¢ cztery przypadki.
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1° Jezeli A jest tlodatiiein, a m parzysts$in, pierwiastek potegi m
zA ma dwie warto$ci rowne i ze znakami przeciwnymi. W rzeczy
sim¢j, gdy sie podniesie do potegi ra liczhe ~/'A, jakikolwiek jest
ziak ktory ja poprzedza, otrzynmje sie zaw'sze A, poniewaz wielo-
cyn z liczby parzystej czynnikéw odjemnych jest dodatnym (49/.
Na przyktad, \k przedstawia, wedtug naszych ugéd, dwa wy-
j>dki, — 2 i -[- 2; gdyz te obie liczby dajg na kwadrat liczbe h.
2° Gdy A jest dodatnem a??i nieparzystem. nie mozna natychmiast
ji'zyznawaé¢ dla j*A znaczenia wiecej ogdlnego jak w arytmetyce,
'lik wiec j78 = 2.
3° Gdy A jest odjenmem a m parzysteni, p A nie przedstawia
z.dnej liczby dodatnej albo odjenmej; gdyz potegi parzyste z liczby
d)datnej albo odjemnc¢j sg zawsze dodatne (1x9).
Gdy A jest odjemnem a m nieparzystem, potozymy A'= — A';
Ytedy prA = A'= — pMA'; gdyz 7n bedac nieparzystem,
pitega m z — \/\' bedzie — A' albo A (49), | tak

glyz szescian z — 2 jest — 8.

Te uogo6lnienia sa, w algebrze, wielkiego znaczenia ; przyjma one
[6Zzniej znakomite rozwinigecia; lecz nie bedzie o nich wiec¢j mowy
Vtym rozdziale. My tu jedynie bedziemy rozwazali same tylko pier-
viastki dodatne z liczb dodatnych.

96. zASADA L. Kicdi/ radykal jest pomnotonij przez czynnik, mozna
podciggna¢ ten czynnik pod radykal, byleby uprzednio nie zaniedbano
pdnies¢ go do potegi oznaczonej wskazowka. | tak

/by tego dowie$¢, dosy¢ jest zauwazy¢, ze podnoszac te dwa wy-
rizenia do potegi m, otrzymuje sie rezultala réwne. W rzeczy sa-
nej, poniewaz potega m z wieloczynu jest wieloczynem poteg m
zczynnikéw, znajduje sie przeto na pierwsze wyrazenie :
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Wreszcie znajduje sie, na drugie, wedtug samejze definicyi.

Ta sama formuta [1] udowodnig, ze mozna loydolnj¢ czynnik poto-
zony pod radykatem, +>yleby urpzednio nie zaniedbano z niego wycig-
gna¢ prerwiastek oznaczony loskazowka.

97. zASADA IlI. Mozna mnozy¢ wskazoéwke i wykladnik radykata przez.
jedng ticzite, nie zmieniajac bynajmniej luartoéci radykala. | tak

[2j

Na dowodzenie tego, dosy¢ jest wykazaé, ze podnoszac te dwa
wyrazenia do potegi mp, otrzymuje sie rezultata réwne. | w rzeczy
samej, drugie, podniesione do potegi mp, daje, z olcres$lenia, a"/"
Go sie tyczy pierwszego, jako potega mp jaliiegokolwiek wyrazenia
jest potegg p potegi m tej ilosci (22), znajduje sie :

Oba rezultata sg wiec istotnie réwne.

T'a sama formuta [2] udowodnig, ze mozna dzielic wskazowke i wy-
ktadnik radykata przez jedng liczbe, nie zmieniajac bynajmniej  jego
?vartosci.

98. UPROSZCZENIE RADYKALA. Kiedy radykat rozcigga sie nad iloScig
podniesiong do pewn¢j potegi, mozna czesto na nim wykonac
uproszczenie.

1° Jezeli wskazdwka pieiwiastku  jest réwng stopnioiin potegi, dwa
dziatania niszczg sie, Zajduje sie, w rzeczy samej, przez okresle-
nie (M) :

2° Jezeli istnieje czynnik spolny wskazdwce pieriaiastku i wyktadni-
kowi potegi, mozna go znies¢. Znajduje sie, w rzeczy samej (97) :
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3° Kiedy sie znajduje pod radykatem czynnik ktorego wyktadnik  jest
wielokrotnikiem  wskazéwki pi>‘rwiastku, mozna go wydobyé zpod ra-
dykata, dzietac ten luyktadnik przez wsl<azéwke. Znalazto sie, w rzeczy
sams$j (9fi) :

99. SPROWADZENIE RADYKALOW DO JEDNAKOWEJ (jednostajnej) WSKA-
zowkl. Niech beda dwa radykale

mozna mnozy¢ wskazowke i wyktadnik pierwszego przez n, to jest
przez wskazéwke drugiego ; potem mnozy¢é wskazéwke i wyktadnik
drugiego przez m bedace wskazowkyg pierwszego (97); otrzymuje
sie tym sposobem :

Te radykale maja jednakowag wskazéwke, gdyz ta jest wieloczynem
z dwéch wskazowek.
Sprowadza sie wiec dwa radykale do jednostajnej wskazowki, mnozac
wskazéwke i wyldadnik kazdego z nich przez wskazéwke  drugiego..
Sprowadza sie zaréwno jakakolwiek  ito$¢ radykatdw do jednostajnej
leskazéwki, mnozac wskazéwke i wytdadnik kazdego z nich przez  wielo-
czyn loykonany ze wskazo/vek loszystkich innych. | tak radykale

stajg sie, przez to przeksztatcenie.

Te prawidta majg wiele podobienstwa z prawidtami za pomoca
ktorych sprowadza sie utamki do jednakowego mianownika. Mozna
nawet posung¢ analogie dalej, dajgc radykatom wskazdwke  spding,
réwng najmniejszemu wielokrotnikowi spélnemu z ich wskazéwek. W rze-
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czy samej, niech bedzie p najmniejszy wielokrotnik spélny wska-
zéwkom m, n, p, q; tak ze sie znajduje :

mnozac wskazowke i wyktadnik pierwszego radykata przez rn\

a wskazowki i wyktadniki innych przez n ' q ', radykale stajg sie.

albo

DZIALANIA NA RADYKALACH.

100. MNOZENIE. Kiedij radykale majg jednakg wskazowke, dla wy-
wykonania ich wieloczynu, mnozy sie ilosci potozone pod ich znakami,
i oznacza sie luieloczyn znakiem spdlnyyn. | tak

Na dowodzenie tego, dosy¢ jest wykazaé, ze podnoszac te dwa
wyrazenia do potegi m, otrzymamy rezultata réwne. Gdyz drugie
staje sie ahcd, przez okre$lenie; ajako potega m z wieloczynu jest
wieloczynem poteg m z czynnikow f22), pierwsze wyrazenie staje
sie :

Kiedy radykale nie majg jednakowej wskazowki, sprowadza sie¢ je do
wskazou>ki spélnej (99), i stosuje sie praundto  popjrzedzajace.

PRZYKLAD. Znajduje sie :

Gdyby radykale miaty spotczynniki liczebne albo literalne, nalezy
utworzy¢ z nich wieloczyn.



RADYKALE ALGEBRAICZNE. 93

PB/YKEAI». Znajduje sie :

101. DzIELENIE. Kiedt/ radijkale majg jednakg wskazéwko, wtedij
dla podzielenia pierwszego wurzez drugi, dzieli sie liczb;/ potozone pod
znakami, i oznacza sie iloraz znakiem sp6lnz/m. | TA®

Aby to udowodnié, dosy¢ jesl zauwazy¢, ze podnoszac te dwa
wyrazenia do potegi m, otrzymuje sie rezultata réwne. 1, w rzeczy

samej, drugie staje sie, przez okre$lenie, | . Co sie tyczy pierwszego,

poniewaz potega m utamku jest ilorazem potegi m zjego obu wyra-
z6w '85), wiec to wyrazenie staje sie :

Gd;/ rad;/kale majg icskazowki rdzne, prz;/wodzi sie ie do iednakiej
wskazétoki, i stosuje sie prawidto poprzedzajace.

FARZYKLAD. Znajduje sig :

Gdyby radykale miaty spitlczynniki, nalezy podzieli¢ je przez
siebie :

PRZYKLAD. Znajduje sie :

102. POTEGI RADYKALA. Abg podnies¢ radykat do potegi, podnosi
sie do tejze samej potegi ilos¢ potozona pod rad;/kalem. | tak

(5]
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i\a dowodzenie tego, dosy¢ jest zauwazy¢, ze podnoszac te dwa
wyrazenia do potegi m, otrzymuje sie rezultata rowne. |, w rzeczy

sam¢j, drugie staje sie, przez okreSlenie, Co sie tyczy pier-
wszego, poniewaz potega m potegi p jakiejkolwiek ilosci jest rowng
potedze pm albo potedze mp tej ilosci, i odwrotnie (22), przeto

pierwsze wyrazenie staje sie :

Po wykonaniu dziatania, uprosz(?za sie radykat, gdy to moze miec
miejsce [98].
Jesliby radykat miat spoiczynnik, nalezatoby podnie$¢ go do tej

samej potegi. | tak

103. PIERWIASTKI RADYKAtA. Abij wyciggng¢ pierwiastek z rady-
kata, mnozy sie wskazéwke radykata przez wskazowke pierwiastim,
i upraszcza sie pdzniej rezultat, gdy to moze mie¢ miejsce. 1tak

[61

Na dowodzenie tego, dosy¢ jest wykazaé, ze wynoszac te dwa
wyrazenia do potegi mp, otrzymuje sie rezultata réwne, I, w isto-
cie, drugie staje sie wtedy, przez okre$lenie, a". Co sie tyczy
pierwszego, potega mp jakiejkolwiek ilosci jest rédwng potedze m
potegi p tej ilosci; a wiec :

OZNACZENIE WYKLADNIKOW ULAMKOWYCII.

104. DEFINICYA. WidzieliSmy ~94), ze chcac wyciggnaé pierwiastek
z jakiejkolwiek badz ilosci a"")', ktérej wyktadnik jest wielokrotni-
kiem wskazdwki, dosy¢ jesL rozdzieli¢ wyktadnik przez wskazowke.

1 tak (f'«e"/' = . Lecz, gdy dzielenie nie jest mozebnem, prawidto
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nie da sie wiecej zastosowaé, i pierwiastek p z a" pisze sie w-tedy
Gdyby, wszelako, dato sie zastosowaé jeszcze prawidio poprze-
dzajgce do tego przypadku, nalezatoby napisac Zachowa sie

wiec to prawidto w catej swej ogo6lnosci, jezeli sie lundioi przedsta.

wic radykat przez symbol
Przyjmiemy, jako okres$lenie, te luszelka literaoznaczona loijkfa’

dnikieni utamkowym A przedstaiota radykat majgcy za ivykladnik .li-
cznik m, a za wskazowke mianownik p. | zobaczymy ze to oznaczenie

pozwoli nam wystowi¢ prosciej wypadki poprzedzajgce.
Lecz przed okazaniem tych korzySci, winnismy zauwazy¢ ze pra-
widto podane nie przypuszcza sprzecznosci; i ze wyrazenie

zachowuje te samg warto$é, gdy w niem zastgpi sie wyktadnik

przez utamek réwny 1 tak, gdy

bedzie takze,

czyli, na mocy naszych ugéd,

Owo0z ta ostatnia réownos$¢ jest widoczng : gdyz, sprowadzajgc dwa
powyzsze radykale do jednakiej wskazowki, otrzymamy :

a widzimy ze ilosci te majg jednaki wyktadnik, poniewaz réwnos$¢
p aga za sobg rowno$¢ mp' = ni'p.

105. UOGOLNIENIE IMIAWIDLA NA WYKLADNIRR W MNOZENIU. Dowie-
dziong zostata (21), dla wyktadnikow catkowitych, formuta
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formuta jest jeszcze prawdziwg, gdy jeden z wyktadnikéw ni lub
u, albo oba razem, sg utamkowemi.

Przypus¢my naprzéd m utamkowem irédwnem?”; jezeli n pozo-
staje catkowitem, bedziemy mieli, wedtug okre$lenia i na mocy za-
sady | (96j :

ot6z, stosujgc naszg ugode do lego ostatniego wyrazenia, otrzymamy,

wiec

Gdy, powtére oba czynniki maja wyktadniki utamkowe,

bedzie :

otéz ten ostatni radykat mozna napisa¢, na mocy naszych ugod,

wiec

106. UOGOLNIENIE PRAWIDEA NA WYKLADNINI W DZIELENIU. Znale-
zlismy (88), dla wartosci catkowitych zm iw

Ta formuta jest jeszcze prawdziwg, gdy m albo n, lub obie ilosci
razem, sg utamkowemi.
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-Przypusémy naprzéd w = ~ \ n catkowite ; bedziemy mieli:

o\“6z ten ostatni radykat mozna napisa¢, wedtug naszych ugéd,

wiec

?>rzypusémy potem m catkowite, a za$ ; wtenczas znaj-

du e sie :

a, poniewaz ten ostatni radykat mozna potozy¢, wedtug naszych
ugéd, pod ksztattem

wiec wypada widocznie :

Przypus¢my nakoniec ' 5 otrzyma sie .

a, poniewaz ten ostatni radykat pisze sie, wedtug naszych umow.

z kid po prostu wynika :

107, UOGOLNIENIE PRAWIDLA NA WYKLADNIKI PRZY PODNOSZENIU DO
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POTEG. Dowiedlismy (22), dla wartosci catkowitych z m i n, formute

(3]

Ta formuta nie przestaje jeszcze istnie¢, gdy m lub n, albo obie
iloSci razem, s§ liczbami utamkowemi.

Przypusémy naprzéd m—~, n catkowite; znajduje sie :

a poniewaz, wedtug naszych ugod.

wiec ostatecznie

Przypusémy, przeciwnie, catkowite a za$ ma sie :
wiec

Przypu$sémy, nakoniec, m n , bedziemy mieli:
wiec

108. UOGOLNIENIE PRAWIDEA NA WYKLADNIKI PRZY WYCIAGANIU
PIERWIASTKOW. WidzieliSmy (104) ze, dla wartosci catkowitych z m
i n, znajduje sie formuta
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formuta dowiedziona gdy n jest podzielnem przez m, formuta ugody
gdy dzielenie nie jest mozebnem.

Ta formuta jest jeszcze prawdziwa, gdy jedna z ilosci ni lub n,
albo obie razem, sg utamkowemi.

p
Przypusémy naprzéd in catkowitem, a za§ = - ;z tatwoscig znaj-
duje sie :
ot6z wedtug naszych ugéd, pisze sie :
wiec
Przypusémy, powtore, m , n za$ calkowitém. Pierwiastek, ma-

jacy za wskazowke ™ czyli bedacy stopnia ” , z ilosci a", jest liczbg

ktér¢j potega ™ réwna sie a". Oznaczmy te liczbe przez x, tak ze

albo, co jest jednoznacznem

Podniesmy obie strony do potegi q; potém wyciggnijmy z wy-
padkéw pierwiastek p, bedziemy mieli kolejg :

wiec
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Przypus¢émy nakoniec m= -, n s M w , jestilos¢  Kklorsj

potega X réwna sie a* ; znajduje sie :

albo, co jest jednoznacznem.

Podnoszac obie strony do potegi q, potem wyciggajac z wypadkow
pierwiastek p, otrzymamy kolejg :

wiec

109. UOGOLNIENIE W PRZYPADKU W KTORYMWYKELADNIKI ULAMKOWE SA
obJEMNEMI. Przypusciliémy, w tem co poprzedza, ze liczby m i ~n sg
dodatne. Rozmaite formuty ktéreSmy uogoélnili sgjeszcze prawdziwe,
gdy sie przyznaje wyktadnikém utamkowym wartosci odjemne,

byleby zgodzono sie przedstawi¢ przez symbol a n wyrazenie
1 " . . . 1
— (87), albo, cojestzupetniejednoznacznem, wyrazenie (104).
at AN

W rzeczy samej, jezeli, dla wszelkich warto$ci dodatnych, catko-

witych lub utamkowych z m, znajduje sie zawsze formuta

te rozumowania ktére nam postuzyly, w rozdziale poprzedzajagcym
88 — 91)" do rozciagnienia formut do przypadkéw gdzie wyktadniki
sg catkowite i odjemne, zastosujg sie, bez zmian, do przypadkoéw
w ktorych te wyktadniki sg utamkowe i odjemne.



RADYKALE ALGEBRAICZNE. 101

Uwazmy ze formuta [2] (106) o tyle tylko jest prawdziwy, dla
m < w, o ile zostanie przyjeta nowa ugoda ktoragémy dopiero przed-
stawili.

Jedno uogo6lnienie pozostaje do wykonania, w przypadku wycig-
gania pierwiastkéw. DopieroSmy dowiedli (108), dla wszelkich war-
tosci dodatnych zm iz n, catkowitych albo utamkowych, formute

Ta formuta jest jeszcze prawdziwg, gdy jedna z ilosci m lub albo
obie razem, sg odjemne.

Przypus¢my naprzdéd n odjemnem i rdwnem — n'; gdy m pozo-
staje dodatnem; znajduje sie :

owo6z, wedtug naszych ug6d, to ostatnie wyrazenie pisze sie

wiec

Przypus¢my potem w odjemnem i rownem — m', n za$§ dodatnem;

jest iloscig x, ktdérej potega (— w') rowna sie a" Tak wiec

a, nastepnie,
wiec

Przypusémy nakoniec m — — m!, n = n'\ "j/a""' jestto

ilo§¢ X, ktéra, podniesiona do potegi f— m'), wydaje a-"'. Tym
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sposobem znajduje sie

T-*" = albo

zkad

Wycigga sie ztad

wiec

Stowem, wszystkie nasze formuty uzywane w mnozeniu, dzieleniu,
podnoszeniu do poteg i wyciaganiu pierwiastkéw, sa ogdlne : roz-
ciggaja sie one do wszelkich wartosci dodatnych lub odjemnych,
catkowitych albo utamkowych, tak wyktadnikéw jak wskazowek.

110. « Rachunek wyktadnikéw utamkowych, méwi Lacroix, jest
» jednym z przyktadéw najznakomitszych, uzytecznosci dobrze wy-
» branych znakéw. Analogia istniejgca pomiedzy wyktadnikami
» utamkowemi a wyktadnikami catkowitemi, wskazuje prawidta
» ktére nalezy przyja¢ w rachunku pierwszych, jako dajace sie za-

v

stosowaé¢ do rachunku drugich, gdy tymczasem trzeba prawidet
) szczegblnych do rachunku radykatéw, poniewaz znak "~ ktéry je
» wyraza nie ma zadnego zwigzku z dziataniem ktore je tworzy.
) Im wiec¢j postepuje sie w algebrze, tem lepiej ocenia sie liczne
korzysci ktore wydato w tej nauce oznaczenie wyktadnikéw »

M

"Wyktadniki odjemne zostaly wprow”adzone do algebry przed wy-
ktadnikami utamkowemi; pierwsze odkryt Mc/icre/ Stifel (1509-1567);
wprowadzenie drugich siega epoki prac Szymona Stevin'a, ktory

<>
a" .

U dawnych algebraistow, wyrazenia funkcyi i godnosci (dignitas)
byty synonimami potpgi (potentia); drugie dzi$ znikto z jezyka mate-
matycznego, a pierwsze od czasu wystgpienia(1690)
zostato odwroconem od pierwotnego swego znaczenia.

ZASTOSOWANIA.

111. ZROBIC WYMIERNYM MIANOWNIK, ULAMKU NIEWYMIERNEGO. Kledy
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miinownik utamku zamyka jeden albo ilekolwiek radykatow, czesto
jes, pozytecznie, zwlaszcza przez wzglad na przyblizenia liczebne,
uvolni¢ go od tych radykatéw, robigc go luymiernyrn. Damy kilka
pr:y ktadow.

1° Niech bedzie mnozgac oba wyrazy przez y"a, 1°znajduje sie:
V«

2° Niechaj bedzie ¥ ; mnozac oba wyrazy przez \[a — \jb’,

a-f_\%

zmjduje sie :

3" Podobniez :

4° Podobniez jeszcze :

5° Niech bedzie -p Ny ; mnozy sic oba w\'razy przez
\a — y/6 yc
; wtenczas, uwazajac \fa — \jlj jako jedng ilos¢, w-
dzimy ze mianownik jest jeszcze wieloczynem z summy przez réz-
nice ; i znajduje sie :
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ktory to mianownik jako nie zamykajacy wiecej jak jeden radikal,
jest przywiedzionym do czwartego przypadku.

Ktoby chciat skonczy¢ rachunek, niech uwaza trojmian {a-\-b—c)
jak jeden wyraz iniechaj pomnozy licznik i mianownik przez sum-
me (a-f-/ —c) + 2 sjab ; wyrazenie staje sie tym sposobem :

w ktorém mianownik jest wywiernyw.
6" Niech bedzie jeszcze — —rn—1 —. uwaza sie mianownik
\a - "bA- c~\Id*
jako ztozony z dwoch wyrazéow (a— \!b) i (c— \jT), i mnozy sie
przez ich réznice. Znajduje sie tym sposobem :

ot6z mianownik nie zamyka w sobie wiecej jak trzy wyrazy, a tak
rozwigzanie jest przywiedzionem do pigtego przypadku.

1° Niech bedzie teraz -3/= n . Wiemy ze
[/a -1- yb
Mnozy sie wiec oba wyrazy przez — ~r6 -f ylf-, i znajduje sie :

8° Podobniez :
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CWICZENIA.

1. Uprosci¢ wyrazenie

Znajduje sie

Il. Sprawdzi¢ ze warto$¢

niszczy wyrazenie

jakiekolwiekbadz bedg p i g.

I11. Sprawdzi¢ réwnosé

Dosy¢ jest podnies¢ do kwadratu obie strony, dla otrzymania losamosci
(identitas).

IV. Sprawdzi¢ réwnos$¢

Dosy¢ jest wykona¢ kwadrat wskazany w pierwszéj stronie, dla otrzymania

tosamosci.

V. Sprawdzi¢ réwnos$c
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Potozywszy

te wyrazenia podstawi sie w réwnosci.

VL Sprowadzi¢ wyrazenie

Znajdzie sie

VII. Upro$ci¢ wyrazenie

Znajdzie sie

VIII. Uproéci¢ wyrazenie

Znajdzie sie

IX. Co sie stanie z wyrazeniem

gdy sie w niém przypuscimy

Odpoioiedi.  Stanie sie rGwnam jednosci.

X. Co sie stanie z wyrazeniem
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ofly sie w niem przypusci

Odpowiedz. ~ Stanie sie réwnam

XI. Co stanie sie z wyrazeniem

témze sarnim przypuszczeniu ?
Odpowiedz.  Stanie sie rGwnam

XIl. Co stanie sie z wyrazeniem

gdy sie w niém przypusci

Odpowiedz. ~ Stanie si¢ rowném

XIIl. Co sig stanie z wyrazeniem

gdy sie w ni®m przypusci

Odpowiedz. ~ Stanic sie réwném b.

XIV. Co stanie sie z wyrazeniem

gdy sie w niém przypusci

107
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albo

Odpoioiedi. ~ Stanie sie

w pierwszym przypadku, a w drugim :

XV. Jezeli wyrazenie

oznaczymy przez
to wyrazenie

jest niezaleznym od (iloci)

yota. f~k,»— ~ " przedstawia wyrazenie (a), kiedy sie w ni¢m zastapi

c przez ~ 1 podobniez/(nt, n*) przedstawia wyrazenie (a) gdy siewnidiii

zastapi k przez 7ik a x przez nz.
Robigc podstawienia i uproszczenia, znajdzie sie, na warto$¢ drugiego (gdy
sie zastapi k przez nk a i przez nz), wyrazenie,



HOZDZIAL Vin.

ZASADY OGOLNE ZROWNAN DOTYCZACE.

UEFI NICYE.

112. ROWNOSC. Dwie ilosci roztgczone znakiem = tworzg rROEwzoscr

113. Tosamo$c¢. Nazywa sie tosamoscig wyrazenie rownosci ktora
ma miejsce pomiedzy dwiema iloSciami liczebnemi, albo pomiedzy
dwiema formutami, niezaleznie od toszelkiej luartosci szczegoélnej  przy-
znawanej literom ktore te formuly zamykajg w sobie.

PRZYKLADY.

sg tosamosciami.

I1/i. zrownNANIE. Rozréznia sie szczegdlniej, pod nazwiskiem
zréiunania, roéwnos¢ ktéra nie ma miejsca jak ty lko dla pewnych ivar-
tosci szczegolnych  liter zawartych w tej réwnosci, i ktéra moze,
nastepnie, stuzy¢ na oznaczenie tych wartosci.

PRZYKLAD.

jest zrownaniem : nie ma ono miejsca jak tylko dla wartosci szcze-
gélnej x=1.

W kazdem zréwnaniu wyrazy potozone przed znakiem roéwnosci
sktadajg sti“one albo czltonek pierwszy tego zrownania, a wyrazy po
znaku sktadajg strone albo cztonek drugi.

Litery, ktérych pewne wartosci szczeg6lne przeksztatcajg zrow-
nanie na tosamos$¢, nazywajg sie niewiadomemi zroéwnania : a za$ te
wartoéci szczegblne stanowia rozwigzania czyli pierwiastki ~ zréwna-
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nia. Przedstawia sie zwykle niewiadome (nieznane) przez ostatnie
litery alfabetu x, y, z

Jiozwioza¢ zréwnanie, jestto oznaczy¢ jego pierwiastki. Mowi sie ze
pierwiastki zréwnania sprawdzaja to zrdwnanie lub zadosy¢ czynig
temu zréwnaniu, poniewaz te pierwiastki, przez podstawienie kaz-
dego z nich kolejg na miejscu iloSci nieznanej w zréwnaniu, prze-
ksztatcajag wprost wziete pod uwage zrownanie na tylez, odpo-
wiednich jego pierwiastkom tosamosci.

115. ZROWNANIA ROWNOWAZNE. MOwi sie ze dw'a zréwnania s3
rébwnowazne, gdy wszelkie wartosci niewiadomych ktére zadosy¢
czynig jednemu z nich, zadosy¢ czynig zaréwno drugiemu, i od-
wrotnie.

Mozna zawsze zastgpi¢ jakiekolwiek zréwnanie przez inne zréw-
nanie catkiem z poprzedniem rdwnowazne.

H6. ZROWNANIA Z JEDNA ALBO Z ILAKOLWIEK ILOSCIAMI NIEZNANEMU
Rozréznia sie zréwnania wedtug liczby ni$znanych ktére te zréwna-
nia zamykajg w sobie : tym sposobem ma sie zréwnania z jedng
nieznang X, z dwiema nieznanemi X i y, z trzema nieznanemi
X, y, z, itak dalej.

117. UKLAD ZROWNAN. Rozumie sie przez uktad zréwnan, zbiér
ilukolwiek zréwnan ktére muszg by¢ sprawdzone jednoczes$nie.

Nazywa sie rozwigzaniem uktadu, wszelki uktad wartosci, ktdre,
potozone na miejscu ilosci nieznanych, przeksztatcajg zréwnania na
tosamosci.

118. uktAapYy ROwWNOwAZNE. Dwa uktady zréwnan jednoczesnych
sa réwnowazne, gdy wszelkie wartoéci nieznanych klérc zadosyé
czynig jednemu z nich, zadosy¢ czynig zaréwno drugiemu, i od-
wrotnie.

Jezeli dwa uktady sg rownowazne, mozna zawsze podstawi¢ jeden
uktad za drugi.

TWIERDZENIE L.
119. Powiekszajac lub zmniejszajac o te samg ilos¢ obie strony  zrow-
nania, otrzymuje sie drugie zréwnanie réwnawaznepierwszemu.

Na przyktad, jesli wartosci x—1, y = h
sprawdzajg zréwnanie

(1)



ZASADY OGOLNE ZROWNAN DOTYCZACE. 111

te same warto$ci sprawdzaja takze zréwnanie
@

i odwrotnie.
W rzeczy samej, z zatozenia, dwie strony zrdwnania (lj sprowa-
dzajg sie do dwacli liczb réwnych dla

dodajgc do tych liczb réwnych wartos¢ odpowiednig z [Ix — 1),
znajdzie sie dwie summy rdéwne; a poniewaz te summy sa war-
tosciami liczebnemi dwéch cztonkdw zréwnania (2) dla

przeto zréwnanie (2) jest sprawdzonem przez

Twierdzenie odwrotne dowodzi sie tak samo.

Inne dowodzenie. Przedstawmy przez Ai B dwie strony jakiegokol-
wiek zréwnania,

[31
i dodajmy po obu stronach te samg ilo$¢ m; bedziemy mieli :
[i]

Wszelkie rozwigzanie zréwnania [3) daje, z zalozenia, dla A
i dla B, wartosci liczebne réwne : wiec jezeli doda sie do tych
wartosci warto$¢ liczebng odpowiednig z m, otrzymuje sie liczby
rowne. Otéz tc liczby sg warto$ciami liczebnemi dwéch stron zrow-
nania [U]. Wiec wszelkie rozwigzanie zrdwnania [3] sprawdza zrow-
nanie [Zi].

1 odwrotnie, wszelkie rozwigzanie zréwnania [4] daje dla
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idla(13w) warto$ci liczebne réwne : wiec gdy sie odejmie od
tych warto$ci, wartos¢ liczebng odpowiednig z m, reszty sg rowne :
ot6z te reszty sa wartosciami liczebnemi z A i B. Wiec wszelkie roz-
wigzanie zréwnania [Zi] sprawdza zrownanie [3].

Dwa zréwnania sg wiec réwnowazne.

120. WNIOSEK T. PRZELOZENIE WYRAzOW. Chcac jaki wyraz ic zréw-
naniu przenie$¢ z jednego cztonka iv drugi, trzeba go iv  pierwszym
zmaza¢ a w drugim napisa¢ ze znakiem przeciivnym.

Niech bedzie zrdwnanie

Dodajgc 7 po obu stronach zréwnania, otrzymamy

wyraz 7, ktéry miat znak — w pierwszym cztonku, jest przeniesio-
nym do drugiego cztonka ze znakiem . Podobniez, jezeli odej-
miemy 2x po obu stronach, zréwnanie staje sie

wyraz 'lx, ktéry miat znak w drugim cztonku, jest przeniesionym
do pierwszego ze znakiem — .

To dziatanie nosito, u Arabéw, imie aljabar (ktére znaczy przy-
wrécenie \ wymawia sie algabar); zkad powstato prawdopodobnie
nazwisko algebry.

121. WNIOSEK 11. Mozna odmieni¢ jednoczeSnie  znaki  wszystkich
loyrazéow zréwnania. CjA™Z to przywodzi sig¢ do przetozenia wszystkich
wyraz6w pierwszego cztonka w drugi, i wszystkich wyrazéw dru-
giego w pierwszy.

pPrzYKtAD. Niech bedzie zréwnanie

Gdy przeniesiemy w drugi cztonek wszystkie wyrazy pierwszego i
odwrotnie, to zréwnanie staje sie
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albo, przektadajgc dwie strony

widzimy ze wszystkie wyrazy zrownania odmienity swe znaki.
UWAGA. Przenosi sie czesto wszystkie wyrazy zréwnania na pier-
wszg strone; tak wiec zréwnanie

napisze sie

1 ogo6lnie, przenidstszy wszystkie wyrazy zréwnania na jedng
strone, strona druga bedzie réwna zeru; to jest zrownanie przyjmie
posta¢ A = O, gdzie A zawiera wszystkie ilosci do zréwnania wctio-
dzgce. Takowego sposobu wystawiania zréwnali bedziemy najcze-
$ciej uzywali w dalszych naszych dociekaniach.

TWIKKDZENIE II.

122. Mnozac albo dzielac obie strony zréwnania przez te samg ilosc,
ktérej warto$¢ nie jest zerem, otrzymuje sie zréwnanie réwnowazne
pierwszemu.

Dla dowodzenia tego, niech bedzie zréwnanie dane :

(1]

rozmnozywszy ohie strony przez m\ bedziemy mieli :

Ot6z wszelkie rozwigzanie zrownania [1] daje dla A i dla B war-
tosci liczebne réwne : wiec gdy rozmnozy sie te warto$ci przez
warto$¢ liczebng odpowiednig z m, ktéra nie jest zerem wieloczyny
beda rowne. A ze, te wieloczyny sga warto$ciami odpowiedniemi
dwéch cztonkéw zréwnania [2]| : wiec, poniewaz sg rowne, wszelkie
rozwigzanie zréwnania [1] jest rozwigzaniem zréwnania [2].

| odwrotnie, wszelkie rozwigzanie zréwnania [2] daje wartosci
row ne dla Am i dla Bm : wiec gdy podzieli sie te dwie liczby przez
warto$¢ odpowiednig z m, ktéra nie jest zerem” ilorazy sg rowae; a
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gdy te ilorazy sg warto$ciami liczebnemi z A i B, wiec wszelkie roz-
wigzanie zréwnania [2] jest rozwigzaniem zréwnania [1].

Tak wiec, dwa zréwnania te sg rGwnowaznemi.

123. WNIOSEK.. To twierdzenie pozwoli przywies¢ do formy cal-
koiuitej, icszelkie zréwnanie zawierajgce mianowniki.

Jakoz, oczywista ze mianowniki znikng gdy sie pomnozy wszystkie
wyrazy zréwnania przez najmniejszy wielokrotnik spélny z tychze
mianownikéw. Tym sposobem zrownanie

[3]

pomnozone przez

przyjmie postac

1

12M. SciioLiA (OBJIASNIENIE GEOWNEL Kiedy mianownik spélny,
ktérego zniesienie uczyni zréwnanie calkowitem, jest liczbg, zrow-
nanie przeksztatcone jest, wedlug tego co poprzedza, zupetnie
rownowaznem danemu. Toz samo jeszcze powinno mie¢ miejsce, gdy
mianownik jest iloscig algebraiczng niezawierajgcg niewiadomych,
byleby podstawienie liczb na miejscu liter nie przywiodto pézniej
warto$ci tego czynnika do zera. Tym sposobem zréwnanie [U] bedzie
zastepowato zrownanie [3] dopoki tylko bedzie dawang dla
warto$¢ rozna od zei-ai od b.

Gdy sie mnozy obie strony zréwnania A = B przez ilos¢ C zawiera-
jaca w sobie jedng lub ilekolwiek niewiadomych, zréwnanie unjpadkowe

albo

jest sprawdzonem, badz przez
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bariz przez

lak ze przyjmuje  nie tylko rozioiazania zréirnonia danego, lecz jeszcze
pierwiastki ~ zréwnania ktdre sie otrzymuje réwnajac z zerem mnoznik C,
Na przyktad, zréwnanie

jest wiecej og6lnem jak zrdwnanie

albowiem sprawdza sie pt-zez

gdy tymczasem dane (zréwnanie) nie przyjmuje jak tylko sam pier-
7
wiastek x —

Wynika ztad ze jezeli mianownik spdlny, ktérego zniesienie
przywodzi zrdwnanie catkowite, zawiera w sobie niewiadome, zrow-
nanie przeksztatcone nie moze byé dop6ty rownowaznem danemu,
dopo6ki zaden z jego pierwiastkOw nie ijiszczy mianownika. Nalezy
wiec, 1)0 rozwigzaniu zrédwnania, odrzuci¢ jako obce 'to jest jako
wprowadzone przez rachunek], rozwigzania ktére sprowadzajgc ten
mianownik do zera, nie sprawdzajg zi'‘6wnania pierwotnego.

Tym sposobem zréwnanie

bedace pi-zekszlatceniem zréwnania

przyjmuje za ])ierwiastki liczby J i 6; lecz rozwigzanie | powinno
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by¢ odrziiconem jako sprow”adzajgce do zera mianownik — 1j.

Wszelako, kiedy sie otrzymuje zréwnanie catkowite mnozac
zréwnanie jakiekolwiek utamkowe przez najmniejszy loielukrotnik
spélny wszystkich jego mianownikéw, zréwnanie przeksztatcone
nie przyjmuje najczesciej innych pierwiastkow jak tylko same pier-
wiastki zréwnania danego.

TWIERDZENIE 11l

125. Powigksza sie w ogélnosci liczba rozwigzali zréwnania, podnoszac
iejego strony do tejze samej  potegi.
Tym sposobem zrdwnanie

jest wiecej ogdlnem jak zréwnanie

gdyz jest rownowaznem ze zréwnaniem

albo

ktére sie sprawdza, badz przez

badz tez przez

tak ze zrdwnanie

zawiera jednocze$nie rozwigzania zréwnan



ZASADY OGOLNE ZROWNAN DOTYCZACE. 117

W og6lnosci, zréwnanie
albo

jest rbwnowazneui ze zréwnaniem

a, nastepnie, zamyka nie tylko rozwigzania zréwnania
albo

lecz jeszcze rozwigzania sprowadzajgce do zera drugi czynnik

126. wNiosek. Kiedy, dla zrobienia zréwnania wymiernem, odo-
sobnig sie radykat igdy sie potem obie strony podnosi do kwa-
dratu, zréwnanie nowe jest wiecej og6lnem jak dawne.

I tak, niech bedzie zréwnanie

(1)

Odosobniajac radykat, potem podnoszac do kwadratu rezultat

otrzymuje sie
1\2)

Otéz mozna sprawdzi¢ ze pierwiastki a:= 4 i x =5 zadosy¢ czy-
nig temu zréwnaniu, gdy tymczasem pierwszy zwigzek nie sprawdza
sie jak tylko przez samg warto$¢ x — 5.

Pochodzi to ztad witasnie ze ostatnie zréwnanie jest zar6wno kwa
dratem z wyrazenia
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ktére sie sprawdza przez x~L\, jak kwadratem z wyrazenia

ktorego pierwiastkiem jest 6.

BadZ co badz, podstawia sie czesto za zréwnanie niewymierne,
zrownanie wymierne ktdére sie otrzymuje podnoszac obie strony
pierwszego do tejze samej potegi, po odosobnieniu radykata. Lecz
trzeba potem szukaé, przez podstav/ienie, jakie sg pierwiastki zrow-
nania przeksztatconego ktore zadosy¢ czynig danemu, a odrzucié
inne pierwiastki. Tym sposobem postepujac, w przyktadzie poprze-
dzajacym sam tylko pierwiastek 5 zostat przyjetym.

TWIERDZENIE V.

127. Mozna podstaiui¢ za jedno jakiekoliuiek zréwnanie ukfadu, inne
zrownanie utworzone przez polgczenie pierwszego, za pomocg dodawania

albo odciggania, z iednym lub z ilnkolwiek zréwnaniami pierwotnemi.
Na przyktad, uktad

jest rownowaznym z ukiadem

(2)

W rzeczy samej, wszelkie rozwigzanie uktadu (1) daje, z zatoze-
nia, wartoéci liczebne réwne dla obu cztonkéw kazdego ze zréwnan
tego uktadu : wiec pozwoli oczywiscie nabyé¢ t§j samej wartosci
liczebnej dwém cztonkom zréwnania

a wiec to rozwigzanie sprawdza uktad (2).
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I odwrotnie, wszelkie rozwigzanie nktadu (2) robigc réwnemi
wartosci liczebne z A iz A', jakotez zE iz E', robi rébwnemi warto-
Sci liczebne zA — E i z A' — E'; a poniewaz sprawdza, z zaloze-
nia, zréwnanie

wiec musi koniecznie zrobi¢ réwnemi wartosci liczebne zGiz C.
Wiec sprawdza uktad fl).

128. SciiOLiA. Dowodzenie poprzedzajace jest niezaleznem od
liczby niewiadomych, jakotez od ksztattu i liczby zrownan. Go wie-
ksza, poniewaz zréwnanie nie zmienia si¢ przez wprowadzenie tego
samego czynnika po obu jego stronach, mozna, przed potgczeniem
zrownan ukfadu przez dodawanie i odcigganie pomnozy¢ je przez liczby
jakiekolwiek.

UOGOLNIENIE. Wiadomo ze mozna pomnozy¢ obie strony zréwna-
nia przez te samg ilo$¢ rézng od zera.

Wiec uktad (1) jest rownowaznym nastepnemu

a wiec takze ukladowi

albo nakoniec uktad (1) jest rownowazny z uktadem w ten sposdb
przeksztatconym

to jest ze przed dodawaniem lub odcigganiem ilukolwiek zréwnan siro-
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nami, mozna Je pomnozy¢ przez liczby Jakiekolwiek. Co l)yto do dowo-

dzenia.
TWIERDZENIE V.

129. Kiedy Jedno ze zréwnan nktadu, Jest rozwiazanem wzgledem
jakiejkolwiek  nieiuiadomej, mozna zastgpi¢ te nieioiadomg \przez '>7
"icartosScw innych  zréwnaniach.

Ttak, na przyktad, uktad

jest rownowazny z uktadem

(2)

W rzeczy samej, aby grupa wartosci

sprawdzajgca uktad (1), zadosy¢ czynita uktadowi (2), potrzeba i
wystarcza alDy wyrazenie przedstawiato dla tychi war-
toSci te samg liczbe jak w 9). Ot6z ten warunek jest oczywiscie
dopetnionym, poniewaz zréwnanie

cze$¢ pierwszego uktadu.
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Dowiodtoby sie podobniez ze wszelkie rozwigzanie zréwnali ukta-
du (2) zadosy¢ czyni zréwnaniom uktadu (1).

Dowodzenie jest niezaleznem od liczby niewiadomych, jakotez
od liczby i ksztattu zréwnan.

Inne dowodzenie,

1'otrzeba dowie$¢ ze uktad

w ktérym B, B', C, C, 1), D', E, E', zawierajg wszystkie nieznane
w spos6b jakikolwiek, A za$ moze zawiera¢ wszystkie nieznane
procz X. iest rownowaznym z uktadem

w ktérym B, B',, C,, C',, D, 1)., E,, K',, s wyrazeniami otrzyma-
nemi w skutek zastgpienia J/; przez A w wyrazeniach B, B', G, C*
D, D', E, E"

W rzeczy samej, poniewaz wszelkie rozwigzanie uktadu [3] robi
rownemi, z zatozenia, wartosci liczebne zx iz A, wolno wiec za-
stagpi¢ X przez A w zréwnaniach nastepnych : otdéz te rezultata
rowne, ktére sie otrzymuje tym sposobem, sg wartosciami licze-
bnemi cztonkéw zréwnan uktadu [fi]. Wiec ten ostatni uktad jest
sprawdzonym przez rozwigzanie pierwszego. 1 odwrotnie, wszelkie
rozwigzanie uktadu [4] robigc x réwnem A, wolno jest zastgpi¢ A
przez X w zréwnaniach nastepnych, co nas przywodzi do uktadu |31.

Dwa uktady te sg wiec réwnowaznemi.
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130. DEFINICYA ELIMINACYI CZYLI RUGOWANIA. Kiedy, w zréwna-
niacli B= B', G C, D= D' E= E', zastepuje sie j'przez A,
to niewiadoma ta znika ze zréwnan. MOwi sie natenczas ze ta nie-
znana jest W ogo6lnosci, rcyi*ugowacyeAng. z nieznanych
pomiedzy m zréwnaniami, jestto zastapi¢ uktad dany przez inny
z pierwotnym réwnowazny, w ktérym [m — 1) zréwnan nie zawie-
rajg wiecej (w sobie) tej niewiadomej.

WIADOMOSCI WSTEPNE 0 INIEROAVNOSCIACH.

131. DEFINICYA. MOwi sie ze liczba A jest wiekszg jak liczba B,
jakiekolwiekbadZz sg ich znaki, kiedy réznica (A — B) jest dodatng.

132. WNIOSKI : 1° Liczba dodatna jakakolwiek jest wiekszg jak
liczba odjemna jakakolwiek. | tak :

D
gdyz roéziiica | — (— Hj jest (42) rowng 1 -f N A jest do-
datng.

2" Liczba odjemna jest tem iriekszg im jej wartos¢ bezwzgledna  jest
'mniejszg, 1ltak :

(2)

gdyz roéznica — 7 — (— 31j jest {U2) rowng -f 31 — 7; a wiec jest
dodatng.

3° Potrzeba uwaza¢ zero jako wieksze niz wszelka liczba  odjemna,
| tak :

gdyz roznica O — (— 5) jest (42) ré6wng O -f-5; a wiec jest dodatna.
Zkad wypada ze jezeli napisze sie liczby tak dodatne jak odjemne
sposobem nastepujgcym :

liczba jakakolwiek, wzieta w tym ciggu, jest wiekszg jak wszelka
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liczba potozona po lewej stronie, a mniejszg jest wszelka liczba poto-
zona po prawej stronie.

Oczywiscie ze liczby dodatne i odjemne mogg wzrasta¢ bezwzgle-
dnie az do nieskonczonosci. Wyraza sie nieskoficzono$¢ przez znak
liczebny o$m lezacy poziomo

Wyraza sie zwykle ze liczba A jest dodatng, i ze liczbha B jest
odjemng, przez formuty :

A >0, B< 0

131. Mozna niezmieniajac  kierunku nieréwnosci, poiriekszy¢ lub
zmniejszy¢  obie jej strony o te sama ilosC.

W rzeczy samej, nierébwno$¢ A > B, daje A= B-j-p, gdzie p
jest liczbg dodatng; a dodajgc G po obu stronach tej nierdwnosci,
znajduje sie

AN G= B+ 1]4-p, albo A+ G> H+ C.

132. Dowiedzie sie podobnym sposebem ze :

Nie zmienia sie kierunek nierowno$¢} mnozac lub dzielgc obie jej
strony przez te samg liczbe dodatna.

Zmienia sie kierunek nieréwnosci mnozac lub dzielgc obie jej strony
przez liczbe  odjemna.

Summa ilukolwiek nieréwnosci w tym samym kierunku jest nier6w-
noscig tegoz samego kierunku jak nieréwnosci dane.

Wieloczyn z ilukolwiek nierdianosci w tym samym kierunku jest nie-
réwnoscig tegoz samego kierunku jak pierwsza, kiedy strony nieréwnosci
danych sg loszystkie liczbami dodatnemi; bez tej restrykcyi, to jest
stosujgc to twierdzenie do nieréwnosci ktoérych strony sg odjemne,
mogtoby sie by¢ przywiedzionym do wypadkéw niedorzecznych;
i tak nierownoséci 10 > 6, — 3 > —h dalyby — 30 > — 24, re-
zultat fatszywy.

Gdy dwie liczby odjemne sg nierébwnemi, ich kiuadraty = tworzg
nieréwno$¢ iv kierunku przeciwnym. | tak — a > — b, pociaga za
sobg a <b, zkad wynika Cl- < U-albo (— af < (— bf.

Zasady wzgledem nieréwnosci wraz z ich zastosowaniem w jednym
z nastepnych rozdziatow doktadnie rozwiniemy.



\1k rozdziat viii.

CWICZENI A.

1. .lezeli jest kwadratem, af-ay'” jest summ? dwoéch kwa-
Uralow,

1. Zwiazki (relacye)

pociagaja za sob?

lir. Kiedy w wielomianie

potozy sie

len wielomian przyjmuje ksztat

wyrachowa¢ wyrazenie

1V, Kiedy w wielomianie

potozy sie
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ten wielomian przyjmuje lisztalt

wyrachowaé wyrazenie

125
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HOZWI4ZANIA ZI;O0WNAN STOPNIA PIEKWSZEGO.

DEFINICYA.

133. Zowie sie stopniem zrdéwnania catkotritcgo wzgledem nieuna-
'lomych, summa wyktadnikéw ilosci niewiadomych wzieta z wyrazu
w ktérym la sumn)a jest najwiekszy. Ttak zrownanie

— 4- 1505 = (t

jesl stopnia 7.

J)la ocenienia stopnia zréwnania, potrzeba naprzéd przyrzadzié
dwie strony tego zrownania tak aby bjfty catkowitemi wzgledem
ilosci niewiadomych.

Nie bedzie wzmianki® w tym rozdziale, jak tylko, o /réwnaniach
stopnia pierwszego.

ROZWIAZANIE ZHOWNAMA Z JEDNA IMEWIADUMA.

pPRAWIDLO. Chcac roziinaza¢é z”6éwnanie stopnia  piei-ioszego
c: jediig iloscig niewiadonw, znosi si¢ wszystkie mianowniki; przenosi
sie taszi/st/de wilrazi/ zawieraj ace X ivjeden cztonek, a ivszt/s(kie wyrazy
niezalezne od x iv drugi; potchn wykongwa sie yproszczenia i dzieli sie
przez sp6lczynnik niewiadomej.
Dowodzenie tego prawidta wynika z twierdzen Il i IT rozdziatu
poprzedniego.

PIERWSZY PRZYKLAT). Zréwnanie
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rozmnozone przez najmniejszy wielokrotnik spoiny mianownikow

staje sie

odosobnig sie nastepnie wyrazy zawierajgce X, a wypadek

przywiedziony do ksztattu prostszego

daje dla  warto$¢

AVszystkie te zrownania kolejy po sobie naslepujyee sg. rowno-
waznemi miedzy sobij; a wiec ostatnie jest rbwnowaznem pier-
wszemu. Otéz, ostatnie zréwnanie jest sprawdzonem, gdy sie w ni("m

59
zastepuje X przez 1:J-]- ~i] " innego rozwiazania. Wiec
9
zréwnanie pierwsze przyjmuje rozwigzanie 13 , i nie przyj-
muje innego.
) . . . . :iI3A8 3 .

Sprawdza sie rozwigzanie, zastepujac .r przez w zréwnaniu

danem ; dwie strony tego zréwnania stajni sie liczebnie réwnemi.

DRUGI PRZYKEAD. Spotczynniki inogni by¢ algebraicznemi. Niech
bedzie zréwnanie

Mnozy sie wszystkie wyrazy przez fl a-\-/) \ najmniejszy wielo-
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krotnik spdéliiy mianownikéw : zréwnanie nowe :

jest rownowaznem pierwszemu, byleby nadal nie robiono przy-
pnszczenia a= O, albo przypuszczenia b= — z ktérych kazde
niszczy mnoznik (124).

Potem przenosi sie wyrazy nieznane w jeden cztonek a wyrazy
znane w drugi. Zréwnanie

L3|

jest r6wnowazne drugiemu.
Dalej ktadzie sie x na czynnik spdlny w drugim cztonku, co daje:

i dzieli sie obie strony przez spéiczynnik /, Otrzymuje sie tym
sposobem nowe zréwnanie :

LA

ktére bedzie rownowazne z innenii, jesli jakiekolwiek przypuszcze-
nie nie zniszczy mianownika.

Otdz, licznik jest réwny d"b[ab-\~ e L)wa ostatnie wy-

razy mianownika mog§ sie napisac

albo, uproszczajec, b[a-\-h)dK
Wiec mianownik bedzie mozna napisac :
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albo, ktadgc afa-\-b] na czynnik spdliny,

Wiec nakoniec warto$¢ z x moze sie napisac :

albo, znoszac czynniki spélne,

Poniewaz mianownik formuty [k] staje sie zerem, badZz dla «= O,
badz dla b= — a, badz dla c=— , nalezatoby sie po-

wstrzymaé, w zastosowaniach, od tych trzech przypuszczen.
Sprawdza sie tatwo, ze rozwigzanie znalezione zadosy¢ czyni
zrownaniu [1].

ZROWNANIA KTORE SIE PRZYWODZA DO STOPNIA PIERWSZEGO.
135. Spos6b kldrySmy wytozyli przyda sie niekiedy dla zréwnan
stopni wyzszych nad pierwszy.
PRZYKLADY :

1° Gdyby zréwnanie poprzedzajace zawierato a"™*albo j/".Fzamiast<r,
otrzymatoby sie, postepujac sposobem wskazanym,

albo
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2" Niech bedzie zréwnanie

Znosi sie naprzéd rozwigzanie x— O, dzielagc przez co réw-
nanie dane przywodzi do zrownania

ktére, roznmozone przez a- —  staje sie

albo

Sprawdzenie. W zréwnaniu utanikoweiii ale uproszc/onem poto-
zywszy I\, zamiast x, bedzie

a po wykonaniu dziatan wskazanych okaze sie tosamosé, 8 = 8.

3° WezZmy jeszcze zréwnanie

gdzie przedstawia liczbe dodatng.
ZnieSmy mianownik, potem, po odosobnieniu radykata,

podniesmy do kw'adratu; rezultat uproszczony daje
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zked

3
Latwo sprawdzi¢ zc sama tylko warto$¢ x = j*a zadosyé czym

zréwnaniu pierwotnemu; wprowadzono rozioiazanie obce ,

wynoszg,c do kwadratu zréwnanie dane.
UKLAD DWOCH ZROAYNAN Z DWIEMA NIEZNANEMI.

' 136. Zrownanie stopnia pierwszego z dwiema nieznanemi x i //
moze mie¢ trojakiego gatunku wyrazy :

Wyrazy stopnia pierwszego wzgledem x ;
Wyrazy stopnia pierwszego wzgledem vy;
Wyrazy niezalezne od x i od V.

Jezeli wiec, po zniesieniu mianownikéw, odosobnimy wyrazy
catkiem wiadome w jednym cztonku, bedziemy mieli po wykonaniu
uproszczenia, zréwnanie takie jak

Lecz jedno ziéwnanie tego rodzaju nie wystarczy na oznaczenie
X i/l widzimy w rzec.zy sfimej, ktadac je j)od ksztattem

ze wszelkiej warto$ci dowolnej danej dla y, odpowiada warto$¢ zx:
zagadnienie jest wiec nieoznaczonein, i potrzeba przybraé drugie
zréwnanie.

137. PIERWSZY PRZYPADEK. Moze s;\? zdarzy¢ ze jedno ze zrdwna
nie zawiera jak jedn™i z nieznanych. Niech bédzie, na przykitad, uk}ad
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Zréwnanie [2], niezawi%raj§ce jak nieznany y, dostarczy bezposre-
dno jej wartosci, y = k. Gdy sie podstawi ta warto$¢ w zrow-

naniu [1], to zrownanie staje sie

A poniewaz to ostatnie zamyka natenczas samg niewiadomy X, wiec
ono dostarczy takze warto$é, x = Z.

Te dwie wartosci, y — h, sprawdzajg oczywiscie uktad.
Wreszcie nie moze istnie¢ inne rozwigzanie ; gdyz zrownanie [2] nie
przyjmuje jak tylko rozwigzanie y =-U', i dla tej wartosci, zréwna-
nie [1] nie sprawdza sie jak tylko przez x~'6.

Tak wiec, aby rozwieza¢ uktad, w tym przypadku szczegdlnym,
rozwigzuje  he to ze zréwnan ktdre zawiera jedna tylko z nieznanych,
podstawia sie w drugiein zréwnaniu warto$¢ znaleziong dla tej nieznanej,
i roziuiezuje sie zrdwnanie loypadkowe ktore dostarczy warto$¢ drugiej
nieznane;.

138. DRUGI PRzYPADEK. Dwa zrdwnania zawierajag dwie nieznane.
Przywodzi sie ten przypadek do poprzedniego, rugujcie jedny z nie-
znanych pomiedzy dwoma zréwnaniami (130;. Mozna uzy¢ wielu
sposobow dla wykonania tego rugowania (eliminacyi).

SPOSOB RUGOWANIA PRZEZ PODSTAWIANIE.-Mech bed” dwa zréwnania

cl

Mozna zastgpi¢ zrownanie [1] przez zréwnanie

klore sie olrzymuje przenoszac 3y w drugi cztonek, i dzielgc i)Otem
obie strony przez h: to sie nazywa, rozwigza¢ zréwnanie wzgledem Xx.
Uktad (1) jest tym sposobem zastgpiony przez uktad réwnowazny :
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24 — 3v
Mozna teraz (rozd. YITI, t\v. Y) zastapi¢ x przez - — — w zrow-

naniu [2]; a otrzymuje sie uktad réwnowazny :

[3]

| zréwnanie [k] nie zawierajagce jak tylko nieznang y, zostaje
przywiedzionem do pierwszego przypadku. Rozwiezuje sie wiec to
zréwnanie : ktére daje

zkad sie wycigga, y = k. A la warto$¢, podstawiona w zréwna-
niu [3], daje a2 3. Te dwie wartosci, X — tworzac roz-
wigzanie jedyne uktadu (3), daja tern samem zozwigzanie jedyne
uktadu réwnowaznego (1).

Sposob jest ogdlny, i prowadzi do prawidta nastepujacego : Roz-
iinezuje sie jedno ze zréiannii iczyledem jednej z nieznanych, i podstawia
sie jej tuartos¢ w druyiem zréwnaniu. Przez co to ostatnie zaiuiera¢
bedzie jedng tylko nieznana; rozwiezuje sie je, i otrzymuje sie wartos¢
tej nieznanej. Potein podstawia sie ta warto$¢ iv wyrazeniu pierwszej
nieznanej, dziatanie ktére daje warto$¢ tejze  nieznanej.

139. SPOSOB RUGOWANIA PRZEZ POROWNANIE. Niech beda dwa zrow-
nania

zawierajace dwie ilosci niewiadome X, y. Mozna wyciggng¢ wartos¢
xz kazdego z nich ; to proste przeksztatcenie dozwolone, daje uktad
rownowazny
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Zastepujac drugie zrownanie przez réznice obydwocli : otrzymamy
nowy uktad réwnowazny

Drugie zrownanie mozna napisa¢ —

i powiedzie¢ ze pocliodzi z poréumania dwoéch wartosci z x, przez
wskazanie icli réwnosci. Z czego wypada :

nastepnie, jak uprzednio.

Ten sposob jest mato uzywany.

1/t0. SPOSOB RUGOWANIA PRZEZ UPROSZCZENIE ALBO PRZEZ DODAWANIE
I oDCIAGANIE. Oba poprzedzajace sposoby maja te niedogodnos$¢, ze
prowadzg do zrownan z mianownikami, od ktérych je potem oswo-
badza¢ jeszcze musimy; ale bardzo dol)rze stuzg poddéwczas, kiedy
w zréwnaniach z ktérych sie wydobywa warto$¢ jakiej ilosci, ta
ilos¢ ma jedno$¢ za spoiczynnik. Gdy za$ spotczynnik wiekszy jest
od jednosci, lepiej uzywaé nastepujacego sposobu zwanego rufiowo.-
niem (eliminacyg) pi~zez dodawanie Inh odcigganie. Wezmy jeszcze
uktad :

@

Mozna zawsze zrobi¢ réwnemi spotczynnik! tej samej nieznanej
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W obydwo6ch zréwnaniach; dosyé, na to, pomnozy¢ obie strony
kazdego przez sp6tczynnik ktdéry te nieznang poprzedza jako mnoz-
nik w drugiem. | tak, mnozac pierwsze zrownanie przez 2 a drugie
przez 3, otrzymuje sie (roz. VIII, tw. Il) uktad réwnowazny :

@

Dwa spoétczynniki nieznanej y staly sie podéwczas réwnemi ale
z przeciwnemi znakami, a wiec rugaje sie ta nieznana dodajec dwa
zréwnania. Tym sposobem postepujgc otrzyma sie zréwnanie

(5]

ktore, potaczone z jednem ze zrownan uktadu (2) albo, z jednem
ze zréwnan uktadu (1), utworzy uktad (3) rownowazny pierw-
szemu.

Zostajemy tym sposobem przywiedzeni do pierwszego przy-
padku (137). Wyciagnie sie z [5] x = 3; a podstawiaj§c te wartos¢
w jedném ze zrownan, w zréwnaniu [1], na przyktad, otrzyma sie
warto$¢ y = h.

Sposob ten jest og6lny i prowadzi do prawidta nastepujacego :
Mnozy sie kazde ze zréwnan przez spotczynnik ktory jedna z niezna-
nych poprzedza jako mnoznik iv drugiem : dodaje sie wtedy jedno do
drugiego, albo odcigga sie jedno od drugiego dwa zréwnania loypad-
kowe, podlug tego jak spotczynniki  réwne nieunadomej branej pod
uwage sgze znakami przeciwnemi albo tego samego znaku.  Otrztjmuje
sie tym sposobem jedno zréwnanie z jedng nieznang, ktére  dostarczy
ivartosci tej nieznanej.  Podstawiajgc  te warto$¢ w jednem ze zréwnan
danych, wyciggniemy ivarto$¢ drugiej  nieznanej.

UWAGA. Najczesciej spotczynniki  niewiadomej  rugowaé  sie
majacej nie sg pierwszemi miedzy sobg, natenczas, aby je zrobi¢ row-
nemi, szuka sie ich najmniejszego wielokrotnika spdélnego, potem
mnozy sie kazde zrownanie przez wieloczyn z tych czynnikéw tego
najmniejszego wielokrotnika spo6lnego, ktérych nie zamyka spdt-
czynnik niewiadom¢j w tém zroéwnaniu.
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PRzYKtAD. Niech bedzie uktad :

(1)

Spotczyimiki niewiadomej x rozebrane na czynniki daja :

Najmniejszy wielokrotnik spo6lny spétczynnikow z x jest wiec

przeto aby zrobi¢ réwnemi te spdiczynniki, wystarczy pomnozy¢
pierwsze zrdwnanie przez 2- a drugie przez 5; iznajduje sie ukitad
réwnowazny :

a poniewaz spoéiczynniki zx maja ten sam znak, odcigga sie pier-
wsze zréwnanie od drugiego; co daje

zkad, y = 2 :a, nastepnie, x = 3.

U2. pruGa UwAGA. Kiedy, za pomocg sposobu poprzedzajgcego,
znaleziong zostata warto$¢ jednéj z nieznanych, mozna szuka¢ wprost
wartosci  drugiej nieznanej tymze samym sposobem, zamiast wypro-
wadzania jej z podstawienia.

| tak, w przyktadzie poprzedzajacym, dhi otrzymania iloSci
potrzeba mnozy¢ pierwsze zrownanie przez 13 a drugie przez 17 ;
co naprzéd da :
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a, dodajagc dwa wypadki, znajdzie sie

zkad wyciaggnie sie :

Ta warto$¢ z x nie moze sie r6zni¢ od wartosci ktdrg dostarczyto
podstawienie : gdyz, wedtug rozumowan poprzedzajacycli, uktad (1)
jest rwnowaznym ktéremukolwiek z dwéch uktadow,

©)}

ot6z kazdy z tych ostatnich nie daje jak jedno rozwigzanie : jest
wiec koniecznem aby to rozwigzanie byto lem samem dla tych
dwéch uktaddow.

163. wNniosek. Widzimy przeto oczywiscie ze w og6lnosci uktad
dwdch zréwnan stopnia pierwszego z dwiema nieznanemi przyjmuje
rozwigzanie jedyne i oznaczone.

\kk. Sa jednak przypadki do ktérych stosujac jakikohoiek sposéb
rugowania nie mozna wcale znalez¢ warto$ci odpowiednich dla x
i dlay : tak, na przyktad, zréwnania

sg nie do pogodzenia, czyli nie dajg sie pojedna¢ z sobg (incompa-
tibles). Widzimy w rzeczy sam¢j ze, w jakiejkolwiek liczbie poto-
zonej na miejscu nieznanych, warto$¢ liczebna pierwszego cztonka
pierwszego zrOwnania bedzie zawsze trzecig czescig wartosci pier-
wszego czionka drugiego, gdy tymczasem 7 nie jest trzecig cze-
$cig 23.

Wreszcie, dziatajac przez podstawienie, znajdzie sie¢ roéwnos¢
niepodobna

albo
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ktéraby pokazata widocznie ze zréwnania pierwotne byly sprzeczne-
mi (contradictoires), gdyby ta sprzeczno$¢ juz uprzednio nie zostata
rozpoznang.

Uktad

jest, przeciwnie, nieoznaczonym, bo gdy drugie zréwnanie jest wie-
toczynein pierwszego przez 3, nie znajduje sie rzeczywiscie jak tylko
jeden zwigzek pomiedzy dwiema nieznanemi X i y.

Réwnie, wykonywajac podstawienie, nie jestze sie przywiedzio-
nym do zastgpienia jednego ze zréwnan danych przez tosamos$¢ (co
stanowi ceche gtébwng  nieoznaczonosci).

albo

ROZWIAZANIE UKLADU TRZECH ZROWNAN Z TRZEMA NIEZNANEMI.

146. PRAWIDLO. Aby roznhgza¢ uklad (1) trzech zréwnan =z trzema
nieznanemi X, y, z, ruguje sie jedne z.nieznanych, z 7ia przykfad,
naprzéd pomiedzy  dwoma piencszemi  z trzech zréiman danych,
potem pomiedzy  ostatniem a jednem z dwoch innych, uzywajac,
do tego, badZ to sposobu przez podstawienie (138), badZz to sposobu
przez dodawanie i odcigganie (140). Otrzijmuje sie tak postepujgc diva
zrébwnania z dwiema nieznanemi \ iy, ktore, jako w zwiazku bedace
zjednem ze zréownan danych, utworzg uklad (2) réwnowazny pierwsze-
mu. Rozumowania, na wykazanie dowodu, s3a te same ktérych nie-
dawno uzyliSmy. Rozwiezuje  sie ukifad dio6ch zréwnan o dwdch
nieznanych xi y; a podstawiajgc  laartosci znalezione dla tych niezna-
nych rvjednem ze zréwnan danych, otrzymuje sie i.varto$¢ na z.
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LUL. PRZYKLAD. WeZzmy naprzdd do rozwigzania uktad

Dla zastosowania sposobu poprzedzajgcego, powinnismy na przy
ktad, wyciagna¢ z jednego ze zréwnan warto$¢ jednej nieznanej, i
podstawi¢ jg w dwoch innych. A ze mozna wybrac jedng ktérgkol-
wiek ze trzech ilosci nieznanych i wyciaggna¢ jej warto$¢ z jednego
jakiegokolwiek ze trzech zréwnaii danych, jest wiec dziewieé¢ spo-
sobéw rozpoczecia rachunku; widzimy ze jeden z najprostszych,
w danym przyktadzie, zalezy od wziecia wartosci na y w trzeciem
zréwnaniu, gdyz tak postepujac nie wprowadza sie mianownika.
Otrzymuje sie :

a, przez podstawienie tego wyrazenia, dwa pierwsze zrownania
stajg sie :

albo, uproszczajac,

Te zréwnania, rozwigzane poditug sposobow wytozonych (137
i 140) dajga:

Potem te wartosci, podstawione w wyrazeniu na y?

<laja
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rozwigzanig szukane jest przeto,

DRUGI PRZYKLAD. Dajmy jeszcze do rozwigzania uktad zrownan :

zastosujmy do tego uktadu drugi spos6b rugowania (liO). Ponie-
waz 2 nie nta spotczynnika, odciggnijmy kolejg pierwsze zrownanie
od kazdego z dwdch innych; tym sposobem postgepujac otrzymamy
dwa zréwnania nowe, niezalezne od z.

Ot6z pierwsze z tych rownan jest podzielnSm przez ib — a), dru-
gie przez [c— a); a wiec, znoszac te czynniki, zrébwnania powyzsze
stajg sie :

Chcac je rozwigzaé, mozna postepowac dalej tymze samym ”po
sobem podciggajac pierwsze od drugiego znajduje sie :

albo, dzielagc przez [c — b),

Zkad:
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a, nastepnie,

Nakoniec te wartosci na x i na ij, podstawione w wyrazeniu

dajg:

ROZWIAZANIE JAKIEJKOLWIEK LICZBY ZROWNAN STOPNIA

PIERWSZEGO.

148. PRAWIDLO OGOLNE. Dla rozwigzania liczby jakiejkolwiek — zréw-
nan zawierajgcych  liczbe réwng nieznanych, mozna wyciggngé z je-
dnego z nich warto$¢ jednej nieznanej, i podstawi¢ (129) te wartos¢ we
wszystkich innych : te zrdicnania zaiuierajg natenczas jedne nieznang
mniej: aprzeto dopetniajac ich uktad przez zréwnanie ktore duje loyra-
zenie pierwszej nieznanej, otrzymuje sie uktad réwnowazny  danemu.

Mozna takze wyrugowa¢ nieznang pomiedzy jednem ze zréwnan a
wszystkiemi  innemi, przez sposob dodawania i odciggania (140) s otrzy-
muje sie jeszcze uklad réwnowazny (127), przydajac  do zbioru zréwnan
nowych zréwnanie ktore stuzyto do wyrzucenia tej nieznanej.

We wszystkich przypadkach, rozwigzanie uktadu n zréwnan o n nie'
znanych przywiedzionein  zostalo tym sposobem do rozwigzania (n — 1)
zrownan o (n — 1) nieznanych. Rozwigzanie tych ostatnich przywiedzie
sie tak samo do rozwigzania (n — 2) zréwnan o (n — 2) nieznanych;
i, tak dalej postepujac ciggle, az si¢ z dwéch zréwnan o dwoch niezna-
nych, utworzy naostatek jedno ojednej  nieznanej.

Uktad réwnowazny uktadowi danemu zawiera¢ bedzie natenczas n
zrownan, tym sposobem ziozonych : ostatnie nie bedzie zawierato jak

tylko jedne nieznang, (n — bedzie zawierato oprécz tej nieznanej
druga jeszcze, [n — If'~bedzie zamykatlo te dwie nieznane i trze-
cig ; hakoniec pierwsze bedzie zamykato wszystkie nieznane. 1 oczy-

wista ze bedzie mozna rozioigza¢ kolejg wszystkie te zréwnania poczy-
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mjac od ostatniego i siegajagc az do pierwszego, i ze sie tgm sposobem
oti“zyma wartosci wszystkich  nieznanych.

\H9. PRzYktAD. Niech bedzie ukitad

Pierwsze zréwnanie™ rozwiazane wzgledem x, daje :

a, podstawiajac te warto$¢ w trzech innych, znajduje sieg :

Podobniez, pierwsze ze zrownan ['1], rozwigzane wzgledem
daje :

a, podstawiajgc te wartos¢ w dwaéch innych :

Wycigga sie z ostatniego”

a, podstaw igjac te warto$¢ w poprzedzajgcém.
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Tak wiec uktad réwnowazny ukladowi danemu jest utworzonym
przez zréwnania:

Ot6z ostatnie z tycli zréwnan daje v = U. Ta warto$¢, podstawio-
na w poprzedzajagcem daje V= 2, Te dwie warto$ci, podstawione
w drugiem, dajag z = '6. A nakoniec te trzy wartosci, podstawione
w pierwszem, dajg = 1. Tak wiec rozwigzanie jest x = \, y='2,
z ='6, v= U

LOO. sPOsOB ]{EzoUT'A. Rozwiezuje sie takze zréwnania stopnia
pierwszego sposobem rugowania za pomocg spdtczi/nnikdio nieoznaczo-
ni/c/i, ktérego uzycie jest czesto dogodniejsze. Wezmy n zréwnanh
stopnia pierwszego o n nieznanycli,

(1]

Dodajac te zréwnania, do siebie stronami, po ich pomnozeniu
odpowiedniem, wyjawszy pierwszego, przez liczZt3y nieoznaczo-
ne Xl XI,... przyjdzie :

i to zréwnanie moze ;128) zastgpi¢ jedno z jakientikolwieh
badZ bytyby liczby Xi, L, e ~-i-
Otéz mozemy oznaczy¢ te Hczby, tak azeby spdiczynniki niezna-
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nych Zj... byty zerami, to jest zeby zréwnania,

13]

zostaly sprawdzonemi; gdyz wystarczy, na to, rozwigza¢ (n—1)
zréwnan o (n— 1) nieznanych.

Rozwiaze sie wiec ulitad [3].

Gdy sie podstawi wtedy w zrownanie [2] warto$Sci znalezione
dla XI, XI, ... to zréwnanie nie bedzie zawierato wiecej jak
jedne nieznang gdyz sie sprowadzi do

pozwoli wiec oznaczy¢ warto$é, ktoéra bedzie :

po znalezieniu x, uktad bedzie zamykat tylko (w — 1j nieznanych.

Sposéb ktéry wskazaliSmy ])ozwala, jak widzimy, rozwigzaé n
zréwnan o n nieznanych, byleby umiano rozwigza¢ uktad zawiera-
jacy jedne nieznang mniej.

Poniewaz umiemy rozwigza¢ dwa zréwnania z dwiema niezna-
nemi, mozemy, wedtug tego, rozwigza¢ uktad trzech zréwnan
z trzema nieznanenu; a wiec, uktad czterech zréwnali z czterema
nieznanemi, i tak dalej. Otrzyma sie tym sposobem, dla jakiejkol-
wiekbadz liczby zrownan danych, warto$¢ kazd¢j nieznangj.

151. MODYFIKACYA SPOSOBU RUGOWANIA. innoznikéw dozwoli,
wreszcie, otrzymaé bezpos$rednio kazdg nieznang, nie potrzebujac
rachowa¢ zadnej inn¢j. Dosy¢ jest, na to, wykona¢ dla kazdej, to
co sie juz zrobito dla nieznanej  Je$li chcemy otrzymacy, na przy-
ktad, poréwna sie z zerem spdiczynniki (w — 1) innych nieznanych;
znajdzie sie, rozwiezujac te (n — 1) zréwnan, nowe wartosci dla
nieoznaczonych X, I-i, ... X,,_,; a, podstawiajgc te wartosci w* zrow-
naniu [2], otrzyma sie zréwnanie na vy, ktdre pozwoli oznaczy¢

warto$¢ tej nieznanej.
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Wartos$ci ktére sie otrzymuje przez ten sposob dla x, y, z,... nie
moga sie roézni¢ od tych ktdre zostaty dostarczone za pomocg sposobu
pierwszego. W rzeczy samej, zréwnanie [2] powinno by¢ sprawdzo-
nym, jakiemikolwiek bytyby liczby Xi I-i, .. . jest wiec dozwo-
lonem w tem zréwnaniu zrobi¢ przypuszczenia ktdre niszczg wszyst-
kie spotczynniki procz jednego. Drugi sposob daje wiec rozwigzanie
szukane : a poniewaz to rozwigzanie jest jedyne, konieczna wiec

aby byto tem samem jak to ktdre otrzymaneni zostalo sposobem
pierwotnym.

152. PRZYKLAD. Zastosujmy ten sposdb do rozwigzania uktadu :

LI]

Mnozy sie drugie zréwnanie przez Xi, trzeci