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REZONANSE WEWNLTRZNE
W NIELINIOWYCH UKLADACH DRGAJACYCH
CZESC II

1. Wsbep.

Terminem "rezonans wewnetrzny" przyjeto okreslaé te szcze-
g6lne zjawiska, ktdére pojawiajg sie¢ w nieliniowych ukladach
drgajacych o n stopniach swobody wtedy, gdy istniejg liczby
" calkowite ku, s =1,2,...,p, nie wszystkie réwne zero takie,
2e miedzy czgstoscimmi wlasnymi ukladu u1,... ’ wD zachodzi
zwigzek typu:

P

fra1/ E ka C-J’=°9 p<n,

8=1

tzn, gdy czestoéci te sq wspdimierne. W teorii pierwszego przy-
blizenia sg to czestosdci wlasne ukiadu liniowego.

V poprzedniej pracy [1] enalizowano odpowiedZ nielinio-
wego ukladu drgajgcego o dwéch stopniach swobedy, w przypadku
istnienia rezonansu wewngtrznego 'c‘.Jz = 3 Wy gdy czestosé
wynuszenia jest w poblizZu wy2szego rezonansu gliéwnego. Analize
przeprowadzone wykorzystujgc jedng z ogblnie znanych metod ba-
dania nieliniowych ukiadéw drgajacych tj. metode usredniania.
Stwierdzono motliwos$é wystgpienia dwéch typbéw rozwigzan,

a/ jednoczgstosciowego harmonicznego o czgstodci wymuszenia )

i amplitudzie 25,
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q, a, cos/It + q!/,

/1.2/
9, = 8,b,, cos/Vt + H’/!

a wigc takiego jak bez rezonansu wewnetrznego,
b,/ dwuczg¢stos$ciowego o czestofeciach ¥/3 4 3, bedacego
efektem rezonansu wewngtrznego,

a,oos[%)f + 1/1J + azcos£?t + \VEJ ’

qy

)1.3/ =

1 ;
qQ, = a‘b21cos[33t +\(1l + azhzzcos[ﬁt + Y,
Rozwigzanie /1,3/ jakodciowo i ilodciowo odmienne od
/1.2/ wystepuje w szerokim zakresie czestoSci i osigga bardzo
duze amplitudy, nawet dziewieciokrotnie wigksze od tych bez
rezonansu wewnetrznego, a dominujacg w rozwiszaniu jest sklo-

dowa o czestoSci réwnej nizszej czestodci wlasnej.

Jak juz wspomniano, w pracy [1] wykorzystano metode us-
rednienia. Metoda ta chociaz pozwala na badanie standéw ustalo-
nych jak i nieustalonych moze dawaé jednak powazne rozbieznoS—
ci z wynikami eksperymentalnymi bgdZ uzyskanymi na weszynis
analogowej, & jednym z gldédwnych powoddédw tych rozbieznos$ci jest
przyjecie postaci drgai ukiadu nieliniowego takich jak dla
ukladu liniowego,

Dlatego tez celowym wydaje sie¢ zweryfikowaé wyniki uzys-
kane przy pomooy tej metody poprzez analize ukiadu na maszynie
analogowej, 2 w dalszej kolejno$ci w przypadku stwierdzenia
rogbieznosci w uzyskenych wynikach, jeszcze raz przeprowadzié
analizg teoretyczng wykaorzystujgec metode Ritza lub Ritz-usred-
niania, »

2, Badania analogowe.

Badany ukiad jest opisany we wspédirzednych uogélnionych
q i q, nastepujgeymi rdéwnaniami:



q, + xzq, + J/ay-ay/ +py1/4,-4,/ + H/q1-q2/3 = P oos)t,
/2.1/
i = /fay=ay/ - Fl/é|'é2/ - ﬂ/ﬁ,-qafa = 0,

Do badarn przyjeto nastepujgqce dane liozBowe:

r2.2/  w? =15, {=1.582, M=0.01, 1=20, P=20,

Dla tak przyjetych afz i x , na czestodcl i postaci wlasne

ukladu liniowego mamy nastgpujgce wartosdci:

Woy = 0.639, by, = 1.6898,

/2.3/ :
Wop = 1.917, by = =0.3739.

Schemat analogowy ukladu réwnari /2.1/ pokazano na
rys.2.1. Badania analogowe skoncentrowano na przypadku, kiedy
czestodé wymuszenia jest w poblizu wyzszej czestodci wiasnej.
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Rys, 2.1, Schemat analogowy ukladu réwpan /2,1/,



2.1. Drugi rezonans gléwny -~ rozwigzanie jednoczesto$ciowe

a, = g aé'#‘o.

W pierwazej kolejnoéci znajdziemy krzywa rezonansowg
a, aé/)/ dla drugiego rezonansu gléwnego, w przypadku
a, = 0, a wiec bez rezomansu wewnetrznego. Na rys.2.2 pokaza-

n& krzyws rezonansows znaleziong na maszyhie analogowej. Na'
rysunku tym pokszano takze wyniki metody usrednisnia dla roz-

wigzania jednoczestodciowego.
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= metoda usiredniania, oco = wyniki analogowe
Rys. 2.2, Krzywa rezonansowa a, = az/é/ dle drugiego rezo-

nansu gldéwnego w przypadku”kiedy 8, = 0,

Jak widaé¢ wyniki teoretyczpe bliskie sg analogowym i po-
twierdzajg w tym przypadku stuszno$é zestosowania metody

usredniania,

2.2. Rozwiaganie dwuczestosciowe - a, g0 8, £ 0, w obsza-

rze wystgpowania drugiego rezonansu gléwnego,

Z analizy>teoretycznej przeprowadzonej w pracy [1 ] WY-
nika, ze w przypadku gdy czestodd wymuszenia y jest w poblie
Zu wyzszej czestodci wiasnej, oprécz drgari harmonicznych



o czesto$ei wymuszenia ) , mozliwe sg dwa typy drgan okrwsop-
wych dwuczesto$ciowych. }

Badania analogowe potwierdzily istnienie dwbdch typdéw @mpi
okresowych dwuczestosciowych - ilustruje to rys.2.3, na kitbren
pokazano przebiegi czasowe ql/t/ i q2/t/ oraz analize fumd-
moniczna przy czestosci wymuszenia Q = 2,04,

Pierwszy typ odpowiedzi przedstewiony na rys.2,3a charaktery-
Zuje sie bardzo duzymi auplitudami, a dominujécq w odpowiafzi
jest pierwsza postad¢ z amplitudsg ayg . Wpiyw drugiej postimei
na odpowiedZ jest nieznaczny i uklad drga tak jakby byl w o=
licach pierwszego rezonansu giéwnego. Drugi typ odpowiedzi
przedstawiony na rys.2.3b, charakteryzuje si¢ mniejszyml ammii-
tudami, wystepujg te same skladowe harmoniczne co i poprzedmis
o/ a, - sktadowa o cze¢stodci wymuszenia, ay, = skladowa 0 cZg-
stofei /3 /, z tym, Ze udzial skladowej o czestodol wynuszs=-
nia jest w tym przypadku znaczniejszy. Na rys.2.3c pokazane
przebiegi czasowe dla rozwigzZania rezonansowego jednoczg¢stow
écioweogo, Jak widzimy amplitudy drgan sg znacznie nizsze niz

w przypadku drgan dwuczesto$ciowych,

Na rys.2.4 pokazano krzywe rezomansowe a,, = ay;/V/

i ay = a,/V/ dla rozwigzan dwuczestoéciowych, tj. w przypad-
ku wystepowania rezonansu wewnetrznego., Pierwsze z rozwiqznﬁ‘
reprezentowane przez galgz A - B dla skladowej o 6zesto.
éci V/3 i przez galaZ A - B' dla skladowej o czestosci i
wystepuje w zakresie czestodci ) €<1.985, 2,070) . Dominujacg
w tym rozwigzaniu jest pierwsza postaé i ze wzrostem czestosci
wymuszenia ) amplituda jej gwaltownie roénie osiggajgc wartodéd
meksymalng przy czestodei ) = 2.07, a po jej przekroczeniu ampli-
tuda gwaltownie spada, Amplituda drugiej skladowej nie ulega
wiekszym zmienom i w calym zakresie czestoéci wysteopowania tege
rozwigzania jest bliska warto$ei 2,0,

Drugie z rozwigzan dwuczg¢stosciowych, galgz C - D dla
skiadowej o czestofci /3 i C'= D' dla skiadowej o czesto-
$ci ) , wystepuje w zakresie czestodei i €¢1,995, 2,070,
Rozwiazanie to oslgga takze duze amplitudy, zachowuje sig
jeanak odmiennie od poprzednisego., Ze wzrostem czgstosci )

amplituda, a,, maleje, by przy )= 2,070 |osiagngé ~ 2.3.
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P.= 2.0, J= 2.0k
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Rys,2,3. Przebiegi ozasowe q1/t/ i q,/t/ oraz analiza har-
niczna odpowiedzi dla czeatoéoi wymuszenia ) = 2.040,
/a/ = rozwiszenie dwuczestoiciowe z amplitudg wyssza,
/b/ = rozwiazanie dwuozestoséciove z amplituds nizszs,
/e/ = rozwiazenie rezonansowe jednocmgstosciowe.
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- rozwigzania dwucmg¢atosSoiowe,
Rys.2.4, Krzywe rezonansowe a;,; = am/\)/ i ay
: osc

)
dla rozwigqzai dwuczest iowych oraz a, 2
dla rozwigzania jednoczgstosdciowego.
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Amplituda a, rosnie i na kofiou przedzialu staje sig bliska
amplitudy rozwigzania rezonansowego jednoczestosociowego.

Na rys.2.5 i 2,6 pokazano przebiegi czasowe wraz z ana-
1lizaq harmoniozng odpowiedzi dla czesto$ei ) =2.00 1 ) = 2,060,
a wiec dla czestodci bliskich skrajumym dla tego typu rozwigza-

nia,
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6. Przebiegi czasowe q,/t/ i «q_,/it/ oraz am.lizs hormo-
niczn2 odpowiedzi dlz czgstoécf wvymuszeniz § = 2,06,
/a/ = rozwigzanie dwuczestodciowe = gulaZ A~D,

/b/ = rozwiszanie dwuczestodciowe - galaz C-D,
/c/ = rozwinzanie rezonansowe jednocmestodciowae,
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2,3. Drgania prauioaokr-sové.

W trakcie badall analogowych okazalo sig, ze dla czestodci
) € <2.20, 2.30) yoprécz drgai harmonicznych odpowiadajacych
drugiemu rezonansowi giéwnemu, moga pojawié sie drgania prawie-
okresowe o znacznych amplitudach. Z przeprowadzonej analizy
barmonicznej wynika, ze w odpowiedzi dominujg dwie skladows
harmoniczne: jedna, podobnie jak peprzednio - o czestosei ) i
druga o czestoScli nieco nizszej niz v/3, ktéra ozmaczymy sym-
bolem Cb'. Czestodci te nie sg wspélmierne, stgd odpowiedZ
ukliadu jest prawie~okresowa. Na rys.2.7 pokazano wykresy =

amplitudy o czgstofei ) - 8, = a,/y/ i emplitudy o czestosci

(z'a'y a(f.:’ 23&1/‘)/0

12
[ a‘:)‘
; 8
-
k=
3
-
< L -
2 Remwizzanie
E . jednoczestosciowe

L O T S
[¢]
2,20 2,90 3

‘ Rys.2,7. Zmiany amplitud skiadowych o czeatosd~
ciach ) 1 & dla rozwigzania pra-

wie~okresowego.,

Dla  ustalonej oczesto$oi wymuszenia ) =2,25 zarejestrowano
przebiegi czasowe, ktére pokazano pma rys.2.8, Na rys.2.9 poka-
zano trajektorie w stanie ustalonym na plaszczyznach fazowych
[3 "‘11 i [ag 4] -

Wegmianki o drganiach prawie~okresowych w ukladach z rezo=
pnansem wewnetrznym wykrytych na drodze symulacji analogowej
i cyfrowej znale%¢ mozns w pracach [2,7 ] , lecz nie podjeto
jeszoze préb teoretycznego wyjadmienia tego zjawiska i zagad=
nienie to wymaga dalszych badax,



= gis

H il m.lnml il II{”””I‘IH‘IFIII‘l‘ V\]; ‘l| ’p':"ri ‘h‘l \I‘-?- tilld P cosyt

st
0 L ———— A s q/t/
=5
/e/ 5r
0 n q,/t/
_5L D, )
Skiedowe
harmoniczno

Rys.2.8, Przebiegi czasowe 4q,/t/ i a,/t/ oraz analiza harmo-
niczna odpowiedzi dla czgstoécs wymuszenia 1§ = 2,25,
/2/ = rozwiazanie prawis-ckresove,
/b/ = rozwigzanie rezononsowe jecdnoczestodoiowe,
/o/ - rozwigzanie nierezonansowe jsdnoczestodciowa.
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Rys. 2.9. Trajektorie w stanie ustalonym
. dla rozwigzania prawie-okreso-

wego przy czestodeci ) = 2.25.

.4, Pordwoanie wynikéw uzyskanych metodq usrednienia

: metods analogows oraz wnioski.

¥a rys.?2.10 pokazano wyniki analogowe oraz uzyskane przy
wykccwyetaniu metody uéredniania dla rozwigzan dwuczestoscio -
wych, Jak latve zauwazyé wyniki obu metod nie zgadzajg sie ani
nie sg sobie bliskie, Dotyczy to zwlaszcza zeckreséw czestoscl
v ktérych wystepuja drgania dwuczestosSciowe: dla metody udred-
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Rys.2.10. Krzywe rezonansowe dla rozwigzan duu;zgstoéoiovych
uzyskane metodami: ufredniania i amalogows
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niania J£<1.99, 2.98 », podoczas gdy z badail analogowych maury
J& <1.985, 2,070) ., Jesli przyjmiemy, Ze bliskie rzeczywistym
sq wyniki analogowe / & tak mozemy sqdzié, gdyz w symulacji
analogowej nie robimy zadnych zalozell upraszczajgcych ani nie
mamy %adnych ograniczen je$li chodzi o parametry ukiadu/, to
musimy stwierdzié, ze wyniki uzyskene metods usdredniania sq
nie do przyjecia,

Zastanédwmy sie w czym naleiy upatrywaé blednych wynikéw
Jjakie dale metoda usredniania.-

Jak juz wspomniano w pracy [1 ],wykorzystu,jqc metode uéred-
niania rozwiazanie ukladu réwned /2,1/ przyjmujemy w postaci:

/2 u/ q1 = a1cos[%3t + Lh} + azoos[at + ?2],
. a, =..11;°21cos[§9t + \'/1] + nzboazcos[at + \"/2},

gdzie Db ib sg wspdlezynnikami postaci wlasnych ukladu
021 022

liniowego tj, ukladu /2,1/ przy M= 0,

Juz we wczeéniejszych pracach na temat drgari uktaddéw
o wielu sto.pnin.eh swobody wykaZano, 2%e ZaloZenie to moZze prowas.
dzié do powaznych bledéw [3,'-0,5] .

Przeprowadzimy wiec poq'ovnie obliczenia analityczne przy
vykorzyi;taniu metody, ktéra nie wprowadza Zadoych zazlozen
upraszczajacych odnosSnie postaci drgari ukiadu - -metody Ritza,

3. Metoda Ritza do badanie drgaii dwuczestosSciowych,

Przepiszemy jeszcze raz réwnania /2,1/ w nieco przeksztala=

conej forwie:

€,/t/
Ea/t/

4, = /a44=qy/ = pL/4,=a,/ - r/v:l,-q.‘,/3 = 0,

Ei1 + £.q2 "‘&92‘l1 - P cos)t = O

m

i pmoszuka juy rozwigzania w postaci:



S

q = a1oosE)t + qJ"] + nzoos[)t + \‘hz],

a, = a1b21oos[%|)t'+ \f“] + azhaacoa[}t + “}'22]'

/3.2/

gdzie oprbécz 8,,8,, \yid. i,J=1,2, réwniez wspdlczynniki b
i by, S8 nieznanymi, ktére choemy wyznaczyé,

Dla uproszczenia zapisu rozwigzanie /3.2/ przepiszemy w
formie:

21

q = a oosﬂ‘ + n20039

1 2°
/3.3/ =
qz = n1b21ooa£91 + 51 ] + =2b22°°’[92 + 82J,
gdzie 2
0 = EJt + Yyqr
02 = It + Y12'
WA s
1.5 ‘V21 = Y1
‘Sz = Yas =il 2=

Niazmno-u1,az,b2',b22, Y97 %2,81 i (Sz wyzZnaczyary
z zaleznodci:

T
1 o~
Tl_i..r‘n‘%S f,i/t/ c:mne:l dat = 0,
)
/3.5/ . 4
. 'rlim-o'%‘ g &i/t/ ainoj at =0, 4i,j = 1,2,
]

gazie & ,/t/, 1 = 1,2, s8"pozostato$ciami”réwned /3.1/ po
podstawieniu przyblizZonego rozwigzania /3,3/.
: Wykorzystujac /3.2/ i /3.5/ otrzymamy :
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[&fz - 350 b21)]’
: [5\02 = )31 + yvy,c0s 2)]u2 - P cosy,, = O,
3 )%a b, sind,
J

{1 ey (5 0% - 1y o %}.«(1-1721) [2&2 (1405,-20, 008 ;) +
v a¥(1ov,)% < aja, (1-b,,) (b, ,c08(y- fsa)-oos\{l)]}
[1 + bageosd(13-0) + Ivypetn]ay « Fpfeata, (1-0,) ?
= [a.z (3+02,) # 22 (1v,,)? ] a,b,,0088,

+ 3a1 G-b ) cosy + agbgz 005252] = 0,

{ yh (1-v,,) + $pa,a, (1-b,,)2 [sin\t)- b,,sinfy- & )]} 4=%5
a,b,,51n8, (- \)2) - piia, (1-b,,c0s8,) + %F{[agbzzé B2+

+ 2a az(l-b21) B ]sm& 3<1-b2‘)13

-sin\f - a 511:12 g l

o

/3.6/

+

7 apalizy réwnar /3.,6/ wynika, ze sin&, = 0, gdyz

rownanie:

[357/ % 02a1b2151n5‘ = 0,

jest spelnione tylko wtedy gdy sin&l = 0, poniewaz dla roz-
wigzan dwuczestosciowych zardwno L jak i b,, sa rézne od
zera, Ostatecznie wiec uklad réwnan 3.6/ redukuje sig¢ do
8yr820B0000000 Yo Yyp & Gy
gdzie Y = 34,4 = Yya- Réwnanria /3.6/ wyprowadzono przy

siedmiu réwnai .z niewiadomyi

uwzglednieniu, Ze sin = 0, Aby wyznaczy!é parametry stanu

1

ustalonego dla rozwigzan dwuczestosciowych malezy rozwiazad
uktad réwnan /3.6/.



A

VW dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do przypadku,
kiedy tilumienie jest réwne zero. Uproéci to nam znacznie obli-
czenia, a nie powinno mieé istotnego wplyﬁu na otrzymane wyni-
ki za wyjgtkiem obszaru czestosci, gdzie rozwigzanie osigga
maksymalne amplitudy.

Réwnania /3.6/ dla tilumienia réwnego zero redukujg sie
do ukiadu czterech algebraicznych réwnan nieliniowych z nie=-

a1,a2,b21 i b22'

[32 -3 02(1 + gbm)] ., =0,
[0"2 = \)2(' & 8"22)] e B
{'1§ o5y + 1 - by + 210y, [‘f("bﬂ)e + 225 (1-0,) +
+ aga, (1-0,,) ("bzz:)”'ﬁ s
[92’:’22 e bzz] oy + 3¢[83 (1-05,)° + 523 (1-5,,)°
¥ 25‘?&2 ("b21>20'b22)]

Widzimy, %e mozliwe sg dwa typy rozwigzan: -
/a/ jednoczestofciowe 8, = 0 i a, # O -réwnania /3.8/ redu-
kujg sie wtedy de:

[éfz ¥ 32(’ "szz)]‘z T Al

2 2 3
) b22 + 1 = b22 + %f;az(i-b22> = 0.

wiadomymi

/3.8/

+

"
o
.

/3.9/

/b/ dwuczestosciowe e, £0C i a, £ 0,

Interesuje nas tylko rozwiazanie dwuczestoS$ciowe, Rozwig-
zemy w tym celu réwnania /3.8/., Na rys.3.1 pokazano’ a, = a1/)/i
a, = 32/04 it : ktére spelniaja uklad réw-
nath /3.8/. Dla poréynania na rysunku tym przedstawiono takze
wyniki symulacji analogowej. Jak widaé, wyniki z metody Ritza
sg bardzo bliskie analogowym, zarédéwno jesli chodzi o zakres czg-
stoSci w jakim wystepujg roz;iqzauia dwuczestodciowe jak réwniez
i wielko$é amplitud.
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Ompstoéd
Rys, 3. 5. Krzywe rezohansowe dla rozwigzan dwuczgstodciowych,
—.—-— -rozwigzanie jednoczestoiciowe wyniki
-rozwigzanie dwuczestoiciowe analogove,

~— -rozwigzanie dwuczestosSciowe - metoda Ritza.
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4, Uwagi koilicowe,

W niniejszej pracy zbadano drgania wymuszone nieliniowego
ukladu drgajacego o dwdéch stopniach swobody, z nieliniowoScig
sprexystg typu szeiciennego, w przypadku wystepowania rezonan-
su wewne¢trznego typu W, = 3gu1, przy czestodci wymuszenia
w poblizu wyzszej czegstoSci wlasnsj.

Badania przeprowadzono wykorzystujgc przyblizZone metody:
Ritza i uéredniania oraz poprzez symulacje ukladu réwnari ruchu

na maszynie analogowej. Otrzymane wyniki prowadza do stwierdzeri:

/1/ W zaleznosSci od warto$ci czg¢stodei ) -silty wyunuszajacej,

w ukiadzie moga wystapié rbzne typy odpowiedzi w poblizu wyz-
szego rezonansu gildwnego, Jedng z nich jest odpowiedZ harmoni-
czna o czesto$ci wymuszenia, taka jak w przypadku zZwyklego re-
zonansu gibéwnego. Cprdcz niej moga wystapié dwa typy dregen
okresowych dwuczgstosciowych, ze skladowymni harmonicznymi o
czestosciach D301 ). Jedno z tych drgan ze wzrostem czgsto-
éci osiaga bardzo duze amplitudy, nawet dziewieciokrotnie wyz-
sze od amplitudy drgen rezonansowych hermonicznych, dominuje
w‘nim pierwsza postaé, a uklad drga tak jak w poblizu pierwsze-
0 rezonansu gléwnego. W drugim typie drgan dwuczgstoécioquh
/o nizszych amplitudach/, udzial drugiej postaci jest widocz-
niejszy. O tym, ktéry tyﬁ odpowiedzi wystapi w ukladzie, decy-
duja warunki poczgqtkowe. :

/2/ Powszechnie stosowana metoda uéredniania, dajgca dobre re-
zultaty dla ukiaddéw o jednyw stopniu swobody, daje wyniki roz-
biezne z analogowymi dla rozwigzan dwuczestosciowych z rezonan-

sem wewnetrznym, i nie nadaje sie¢ do badenia tego typu drgant,

/3/ 1Zastosowana w tej,pracy metoda Ritza dala wyniki bardzo
bliskie wynikom symulacji msnaleogowej. Jedynym jej ograniczenien
jest to, %e nie pozwala na badanie standéw nieustalonych.

/%/ Bedania analityczne /w metodzie Ritza/ przeprowadzono za=-

kiada jac zerowe tiumienie w ukiadzie, co znakomicie uproscilto
obliczenia, Widzgc dobrg zgodnosé wynikbébw anelogowych i uzyska=-
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nych metodg Ritza mozna przypuszczad, ze uwzglednienie tlumie-
nia moze jeszcze poprawié zgodnosé wynikéw i nie wydaje sie
aby moglo wplyngé na jakosciowg i iloSoiows zmiange rozwiszania.

/5/ ¥ badaniach analogowych stwierdzono takze wystepowanie w
zakresie czestodei VY 6<2,20, 2,30) , a wiec w obszarze drugie--
go rezonansu gléwnego, drgan prawie-okresowych osi.qgijqcych
znaczne amplitudy. Wzmianki o drganiach prawie-okresowych w
ukladach z rezonansem wewngetrznym mozna znaleZé w pracach [2,7].
Wykryto je na drodze symulacji analogowej bgdZ cyfrowej lecz
nie podjeto jeszcze préb teoretycznego wyjadnienia tego zjawi-
ska i zagadnienie to wymage dalszych badafi.
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