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Zaktad Teorii Fal Elektromagnetycznych

ANALITYCZNE PRZEDLUZENIE RCZWIAZANIA ZAGADNIENIA DYFRAKCJI
FALT PLASKIEJ NA POLPLASZCZYZNIE IMFEDANCYJSNEJ
WZGLEDEM PARAMETRU IMPEDANCYJNEGO

W pracy sformuiowano twisrdzenie o przediuzeniu anali=-
tycznym rozwigzania zagadnienia dyfrakcji fali ptaskiej na
p6ipiaszczyZnie impedancyjnej wzgledem parametru bgdacego
impedancjg tej pdoipiaszczyzny i podano dowod przez konstrukcjg

tego przediuzenia.

1. SformuZowanie problemu dyfrakecji

Na poéipiaszczyzng impedancyjn@ opisang przez warunek

Leontowicza

(1) € = -2, [ nax (nxH)]
pada slektromagnetyczna fala pitaska pod katem Cb do péiptasz-
czvzny, prostopadle do jej kraWedzi.

We wzorze (1) E oznacza wektor pola elektrycznago,
H - wektor pola magnetycznago, n oznacza wektor jednostkowy
prostopadiy do poipzaszczyvzny i skierowany do obszaru, w kto-
rym rozpatruje sig pols, Zp =i%: . gdzie Mp Ep s@ elektro-
magnetycznymi parametrami danej poiplaszczyzny.

Nalezy znalezc.pole elektromagnetyczne w kazdym punkcie

przestrzsni.
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Rys. 1

2. Rozwiazanie T.B.A. Seniora [1) , 1952 r.

Zagadnienie jest harmoniczne w czasie.
Przvjeto zaleznod$¢ od czasu za pomoc@ czynnika a"wJt
Problem rozpada sig¢ na dwa niezalezne problcmy: dla pola
Ti, gdzie E = (0,0, E,) s H = ( H ,O,H,) i dla pola TE, gdzie
H= (0,0,H, ), E = (EX.O,Ev)f przy geometrii zadania jak na
Rys. 1.
W kazdym z probleméw nalezy rozwiazac rownanie Helmholtza

(2) v2u o K2y = O

z wynikajgcymi z (1) warunkami brzegowymi
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u =i E} dla vy =+0, x > O

L4
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(3)
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U= =i— dlay = =0, x> O
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dla pola TM, gdzie E =(0,0,E,) , u =E,

i
u=171;: %—: dlay = 40, x > O
u=-i-7}k-%% dlay = -0, x >0

dla pola TE, gdzie H = (0,0,Hz) » U = H
Parametr » jest liczbg ¥ =%P )

dzie Z_ =
gdzie p ‘
parametrami poiplaszczyzny, M, £ parametrami-osrodka,

ol
el

7 L m \l E s Przy czvm. ,up, gp sg

k = wv‘e,& liczbg falowg.
Padajaca fala ma postac

S - a_ik (x cos¢ + ysing )
i

2.1, Rozwigzanie dla pola THM

(6)
(7)

Senior wprowadza pr@d magnetyczny 11 (x) i elektryczny
I,(x):

I, (x) = Ez(x,+0) - Ez(x,- 0)

I,(x)= Hx(x,+0) = H ( x,=0) .,

Poszukuje rozwigzania przy nastgpujgcych zalozeniach:
1.2 I,(x) » Ip (x) sg funkcjami calkowalnymi dla 0L Xx<o>

o]

: K
2" I, (%), T, (x) zachowujg sig jak & 7 dle X—r +00,

warunek 1° jest odpowiednikiem formulowanego dla
funkcji E i H warunku na ostrzu zadajacege takiej po-
staci tych funkcji, aby ostrze nie promieniowalo energii.

Warunek 2° to odpowiednik warunku "fali wyvbiegaja-
cej", t.j. zadania, aby dla stratnego oérodka k = k_ +1k;

funkcje I, (e, I2 (x) byly wykladniczo tlumio=-

ne gdy x — +<2 .
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Dla funkcji I, (x) . I, (x ) Senior uklada réwnania
calkowe, ktoére po dokonaniu transéormacji Fouriera rozwigzuje

matoda wknara-Hopfa.

Nastgpnie pole elektryczne wyraza za pomocg pola padaja-
cego i pradéw zaindukowanych, co prowadzi do rozwigzania w

postaci catki typu odwrotnej transformacji Fouriera

u(x.y.7)= uy (x,y) + % @J{VEZ—Z Iz(“‘a‘?) 5 _ﬁ"_’ ~
k™= o
(o) »
'H(oh'ﬂ}ei“" A& aE

(- ¢

gdzie funkcje Il(d"7) . Iz(x ) sa transformacjami Fourier2
pradéw (6) i (7).
Po podstawieniu uprzednio znalezionych transformat
I, (%,h) Iz(df,v) rozwigzanie przybiera post?é catki na
T, T
piaszczyznie zmiennej zespolonej X z cieciem dla Jk%-dz

np. jak na Rys. 2.

% L2 1 ik K (~keosd, v)
s OOV S e S T
‘_ I}
Q

Q lezy wzdluz osi Ima = O na ptacie I dwuplatowsej

Linia

2 2
powierzchni Riemanna o , gdzie Vk -~ = +k dla &= 0

i omija punkty rozga*ezienia i biegun_ funkcji podcatkowej
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1 & pletl (o)
Q
-keosh k i
&
Rys.2a Rys.2b

wWystepujace pod znakiem catki funkcje K:(dn’)) s KC(CXJ’?)
sg@ czynnikami faktoryzacji funkcji
2 2
v V==
(9) Ka,y) » LtBlk oot

) V2. 2
KL (o{_ﬁ'])

(10) K& vy) -
S [<U (5‘-'7)

w otoczeniu linii Q.

Funkcja K‘(cx,'i) ma dwa punkty rozgalgzienia « = k,

o = =k i dwa punkty zerowe K
(11) <4 = S \[4-72
Oba punkty zerows lezg na jednym z dwoch pZatdéw powierzs

chni Rigmanna X

S : 3 ) Lo G K -
Senior dokonw% faktoryzacji funkecji K™ (%)

dla tzkiej impedancii v , dla ktérej punkty zerowe

o4 lezg na ptacis II.



Czynniki faktoryzacji dane s§ wzorami

1 AL AV aT02
(k*kal-dl)z ( ikv1-9* - px )"flTi r1+|/1-7.7.
k-e

ikf/:-?l + nok bt

(12) K: () =

W o aresin(%)

. - Z (A-pwss ),

(2 o [ iz
0

T e A A=Vt
T .k(r-vi_"?ﬁ\qm‘""»;wga
L ikyA=pE + 7% |

(13) Kiloun = (
aresin(r)

. -
ex i , A= Nwss i
’P{Zﬂ‘ M(/J +»7w55)d5}

1 ,
( kg MEF) srarsin)

k-% (K- o*

Znane sa tez postaci funkcji K:(d-.n), KT,(\*."]) obliczone
dla innych zakreséw parametru 7 ,dla przypadku wystgpo=
wania fali powierzchniowej [ 2] .

Do analizy pola dalekiego dla wartosci kr»74 ,gdzie
r = x2 + y2 Senior zastosowal metodg¢ punktu siodio=

wego. tym celu wyrodnie jest dokonad zamiany zmienw

nych przestrzennych w calce (8) kladac

: X = r cos@
(ra)
y = r sing@

i zamiany zmiennej calkowania

(15) & = kcosp
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Transformacja (15) przeprowadza plaszczyzne « z cigciem
jak na Rys. 2a w pas O < Rep< 1T , Rys. 2b. Skierowana
linia Q przechodzi w skierowana linig G, a catka (8) w

catke

A

(16) (T @) = w(r,6 - _[ Ku(~kesd, i)

(05¢+w1p) l(:(kwsﬁ,'y) :

2

Sino A Lk (cos peos@ &M‘plm 3l
' = Y cos Ecosis o
( TS % z )

W metodzie punktu siodlowego, zamiast catkowac wzdiuz
linii Q , dla kazdego punktu obserwacji o kgcie § cak-
kuje sig wzdluz krzywej najszybszego spadku S(8) z rodzis

ny krzywych o roéwnaniu

@ fr-0 =orcws

Ch 5
gz el ATt (GEE — I

Dwie linie skrajne: S (0) dla @ =0 i S (IT) dla g =T
naszkicowano na Rys. 2b. Wiszystkie pozostale dla 0<@<iT
lezg miedzy nimi.

Zastgpienie drogi catkowania Q przez krzywg najszyby
szego spadku S (§) i przyblizone obliczenie catki wzdiuz
tej krzywej daje dla kazdego kata @ asymptiyczna wartosc
catki (16) dla r — o= |
Rozpatrzmy obszar Q<< T,

Zgodnie z tw.éauchy'_eljo przy zmianie linii caikowa=-
nie mamy :

tkr -3 ! 2 =
(1) hi\"pw-v)e" s ‘I Wiy e TR
(9)

n . ikrws(pr-8)
o zrrzz ,;g,ﬁksf(ﬁ.n) e

w=i



gdzie przez f oznaczono bieguny funkcji Y(~v) lezace

migdzy liniami Q is (e , przy czym przyjeto oznaczenie

Ky (-keosd, )
(cos+cosp ) 1T (kwsp, )

(4— 247605%005»2)

V(pM) =

Funkcja V(fmy) ma biesgun w punkcie [»= m-¢ . Sktadnik
drugi prawej strony wzoru (18) ma postac:
lercos( o -6) A= psing e-{wws&b»» o)

— x dla
ami e Y(pM)E = 1+7ng 0 cocm-¢
p=m-d

O dia n""ac“’

Jest to fala odbita znana z optyki geometrycznsj.
Jezeli funkcja \‘VQ“),';) ma oprocz bieguna w punkcie =<

biegun w punkcie [sd w ogdélnosci zespolonym, tak poiozonym,
ze drugi skladnik prawej strony wzoru (18) istnieje w obsza-
rze katowym 0<'<9<Gmu,‘.to teka fale ptaska@ w ogolnodci nie-
jednorvdng bedziemy nazywali fala powierzchniowa.

Podobnie dla obszaru y < O mowimy o fali odbitej i fali
powierzchniowej jako o przyczynkach do caiki pochodzacych
od residiwum funkcji podcalkowej liczonego w istniejacych
biegunach lezgcych migdzy linia < , @ krzywymi najszybszego

spadku S (6) dla 0<@<IT.

2.2. Wiasnosci rozwiazania T.B.A. Seniora

1, W rozwiazaniu T.B.A. Seniora nie ma fali powierzchnic-

Weje
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2. Na krawgdzi poipizaszczyzny prad magnetyczny I1 (x) .,
glektryczny 12 (x) i pole elektryczne = (x,v) =(0,0,u (x,vv
zachowuje sig¢ w nastgpujacy sposob:

I, (x) =0 (f??) y Iy (x)x;:5c , gdzie C jest okreslong
. staig,

u(x,0) = 0(yX) .

Wizér (8), po wstawieniu il w miejsce p przedstawia
rozwigzanie problemu dyfrakecji dla pola TE.

3. Problem jednoznacznos$ci rozwigzania zagadnienia

dyfrakcji dla poipiaszczvzny

W przypadku padania fali plaskiej na pdéiptaszczyzng do=-
skonale przewodzgcg, tzn. dla réwnania Helmholtza z warunkiem
Dirichleta lub Nqumanna naipélprostaj, warunek wypromieniowa~
nia w nieskonczonos$ci zapewnia jednoznacznos¢ rozwigzania
w klasis funkcji o odpowiedniej regularnodci [ 3],

Dla poipiaszczyzny impedancyjnej, czyli dla rownania
Helmholtza z warunkiem mieszanym na poiprostej, brak jest
twierdzenia o jednoznacznos$ci rozwigzania. Dla impedancji pa=-
sywnej, tzn. dla przypadku Ren>O fizycy formuluja tzﬁ. wa
runek fali wybiegajgcej. Zadajg aby w nieskodczonosci nad poi-
ptaszczyzng rozwiazénie. po odjgciu fali odbitej,wykzadniczo
malalo do zera. Taki warunek speinia rozwigzanie Seniora.

W przypadku impedancji aktywnej dostarczajgcej energii oto=
czeniu, dla Revw <0 , trudno jest sformuiowaC sensownie
warunek w nieskonczonosci.

Powszechnie uwaza sig¢, 28 rozwigzanie zagadnienia dyfrak-

dla impedancji aktywnej otrzyma sig przez przedtuzenis
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analityczne wzgledem p»n rozwigzania znalezionego dla impe=-
dancji pasywnej.

W zwiazku z tym powstaje pytanie, czy przediuzenie takie
jest jedno. OdpowiedZz formuiujemy w postaci nastegpujgcego

twierdzenia.

3.1. Twierdzenie o przediuzeniu rozwigzania zagadnienia

dyfrakcji dla péipiaszczyzny impedancyjnej

Przediuzenie analitvczne wzgledem parametru #» rozwig-
zania T.B.A. Seniora u (x,w,y} 5 T jest niejednoznaczna.
Dla pola typu TM przediuzenis przedstawia funkcjg¢ analitycz=-
na z punktami rozgalgzienia N =0, 9= -1, =1,

Jej powierzchnia Riemanna skiada si¢ z trzech piatéw przedsta=-
wionych na Rys. 3a, gdzie rozwigzanie Seniora znajduje sig

ponizej krzywej STM na placie I.

\\

Rys.3a Rys.3b
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Dla pola typu TE przediuzenie przedstawia funkcjg anali=
tyczna z punktami rozgatgzienia i B v = =1, v =1,
Jej powierzchnia Riemanna sktada sig z trzech platdéw przedsta-
wionych na Rys. 3b, gdzie rozwigzanie Seniora znajduje sig po-

wyzej krzywej ST o réwnaniu

& Al 2 (Qeq}l
) = T e

Krzywe STM 1S odwzorowuja sie w siebie.przez inwersjeg.

ik

Dow6d twierdzenia polega na konstrukcji trzech oméwiohvch
platéw. Konstrukcja ta wynika bezposrednio z analizy rozwigza-
nia przeprowadzone] w pracach [4=5] , Przedstawimy zatem tylko
szkic metody zastosowanej do otrzymania rozwigzania , w ktdrym
zawiera sig rozwigzanie Seniora . Metoda polega na poszukiwa=-
niu rozwigzania w postaci catki bgdacej superpozycja fal pias-
kich. Zwrécimy uwagg na te elementy metody, ktére sg niekon=-
wencjonaina albo nowe, a z ktorych w istotny sposob korzystauy
dla znalezienia wszystkich przediuzen znanego rozwigzania Se~-
niora.

Na poczatku znajdziemy wszystkie wartosci impedancji, dla
ktérych jedna z gai¢zi rozwigzana jest opisana formuZami
Seniora (B8-13) . VW tym celu znajdziemy potozenie punktow zoro=
wych (1i) funkecji K'(u,q) na powierzchni Riemanna o L s

dla kazdej wartosci K7

IR . e
4, Dyskusja polozenia punktow zerowych funkcji K () w

zaleznosci od parametru »

Na Rys. 4 przedstawiono odwzorowania plaszczyzny zmiennej

zespolonej n  funkcja &, = L M4—71 » Rys. 4abc

oraz funkeja fy = arcsin (-%) , ys. dad
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Pd = arices
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Vi pierwszym przypadku otrzymano dwuplatowg powisrzchnig
Riegmanna identyczng z powierzchnig o , ktdra na Rys. 4 bc
przedstawiono w postaci dwéch platdw polozonych obok siebie.,
wyodrebnionych przez cigcia wzdiuz krzywych i ™ . Przez

ek R e

ptat I oznaczono ten, dla ktérego J

Takiego podziaiu na piaty bedziemy uzywali w dalszej czgs~
ci tej pracy. W wyniku odwzorowania Pa = zrcsin (- 1;;)
(1“b Hi el %d )‘ otrzymano walec, ktéry
na Rys. 4d przedstawiono rozcigty wzdluz tworzacej B= = ‘2'—’_
(ﬁ:—g—ﬁ') » Ten walec jest obrazem powierzchni oy odwzorowane j
funkcja Bd = arcos -:-[!:—d ;» Rys. 4 bcd. Rozcigty walec jest
znany jako tzw. "plaszczyzna katowa" & otr'zvmana z powierz=-
chni o przez transformacjg f$ = ‘arcos BEL— g

Odwzorowanie piaszczyzny b powierzchnig¢ Riemanna oly
nie jest wzajemnie jednoznaczne. Jednemu punktowi ptaszczyzny
7 odpowiadajq dwa punkty powierzchni Riemanna oy lezace
oba na jednym pacie. To samo odnosi si¢ do transformacji pza=
szczvzny y W walec (3 ,. Natomiast transformacja g = -erc
cos e_cg_ przeprowadza powierzchnig¢ Riemanna Ay W walec B
wzajemnie jednoznacznie,

Rysunki 4 bgdziemy wykorzystywali w dwojaki sposbb:

1. Przy ustalonej wartos$ci parametru 7 =49 czyli dla
wybranego punktu . na ptaszczyznie 7 rysunki 4bc
potraktujemy jak rysunki przodstawiajace dziedzing funkcji
K‘(d‘qa) » czyli dwa piaty powisrzchni Riemanna o< , a rysunsk
4d = jako powierzchnig Riemanna P .2 naniesionymi na nig

dwoma punktami zerowymi funkcji K “(«1,) = Kk(;”*-"lo)
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odpowiadajacymi punktowi 7 . Na tych powierzchniach bedzis
lezata linia caikowania Q, czy tez krzywe najszybszego spadku
s (@) .

2. Przy konstruowaniu przediuzenia analitycznego rozwigza=
nia znalezionego przy ustalonym 7 , zarowno funkcje Kh(d..ﬁj>
jak i wystgpujace pod catka funkcje zalezne od « i od ¥
bedziemy traktowali jak funkcje dwdoch zmiennych zespolonych
o iy . albo jak funkcje dwéch zmiennych zespolonych & i oy
lub [5 i _{%,d. VWitedy z rysunkow bedziemy odczytywali dziedzing
funkcji K"(«*7) jako iloczyn kartezjanski: powisrzchni Rigmanaa
o 1 pzaszczyzny 7 . albo powierzchni Rigmanna o i takiej
samej powierzchni Riemanna o’Ld, lub powierzchni Riemanna f
i takiej samej powierzchni Riemanna ,Bd‘ Wlarto zaznaczyc, ze
dziedzina wystgpujacej pod catka (8) funkcji K] («¢,7) jost
inna niz dziedzine funkcji |<‘(o<,'7).

Ma Rys. 4abcd odpowiadajgce sobie obszary i punkty sg
tak samo oznaczong .

Linia STii' Rys. 4a, dzieli ptaszczyzne » na dwie czegdci.
Ubszar poiozony nad linig bedziemy oznaczali przecz ‘Q‘Tl-i' a
obszar potozony pod linig przez ?-STH’ Obrazem linii STH s@
linie cigcia [ i = na ptaszczyznie S krzyws S (0) i
S (M) na pitaszczyznie P“d‘ Obszar 'QTH odwzorowuje sig na
ptat I powierzchni <4 , w obszar zawarty migdzy krzywymi
S (0) i s(T) na plaszczyznie f34s natomiast obszar Wy,
odwzorowuje siy na ptat II powierzchni Ofd, w pozostaola czgsc
pXaszczyzny :q’d‘

_na praszczyZnie fb,
Dla ne SZTH punkty zorowe funkcji faktoryzowanej¥leze w obsza=

rze zawierajacym wszystkie krzywe najszybszego spadku S (9)
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dla O<®<T i linie Q w rozwigzaniu Seniora, a dla ne ELM
T
-leza poza tym obszarcm. Zatem rozwigzanie SeaitorTa przediuia

sig bezposrednio poprzez wzory (8-13) na obszar B

Odcinek linii S, dla Rewn>0 (dla impedancji pasywnych)

jest znany w literaturze, jako krzywa oddzislajaca wartosci

impedancji dla ktdérych fala powierzchniowa istnieje, od tych

dla ktérych nie ma fali powierzchniowej [61 .
Charakterystyczne punkty odwzorowan to n= -1, =+,
W=0i y=9o> ,Dla p=-1 jest tylko jeden punkt & 4=0
na ptacie I, Py == . Dla ¥ =1 = §adén punkt oy = O

na ptacie II, f34 = _r_zr (albo ten sam ﬁ’& = %II). ;

Punkt v = 0, oznaczony tréjkaten, odwzorowuje siy w o5 , co

symbolicznie oznaczono réwnisz trojkatem na liniach bedacych

obrazem linii STM' Natomiast punkt o> odwzorowuje sig w

punkty ot 4 ==k, Ba =T i og=sk s By =9

co 0Znaczono rowniez symbolicznie na linii 83 t Je3 obrazach.

Peiniejsze omowienie Ddwzorowan znajduje sig w L[4,

-5. Metoda rozwigzania problemu dyfrakcji

Rozwigzanie przedstawiamy w postaci sumy fali padajgcej

uy (x,¥y) i rozproszonej ug (%.¥.7)

(20) u (Ka\‘-n) =u"@(n\’) S (xo\'17)
Fala rozproszona speinia rodwnanie Helmholtza
2 2 -
(21) Vus+k us=0
z niejednorodnymi warunkami brZegow=-ymi na péiprostej
-(kx wosd

. 1 i e Lo o ) o o 4 ) ¢
\22 8, st e a_ys s ( 1*75”"(}7) e dGla x>
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204 et = - + 9 Sin E‘[kx.qu# dla x>0
( k) (u'5 T K Qy )y:—O (4 ¢ CP)
i z warunkami ciggtosci funkcji i pochodnej w aperturze
(23) ug (%, +0) = ug (X, =0) dla x <o
(24) dus (X, +0) = aus (x4=0) dla x <o,
QY

Rozwigzania u, (x,y) poszukujemy w postaci catki, od-

dzielnis dla y > o 1 - Y& o

(255) ug (x,v) =J' A (<) gloxx ixy dec dla y 7 o
Q
et X =1 Xy
(25b) ug (x.v) =J e b R RSl diepyd
Q

gdzie

{26 s = \/k2 -«

5.1. Analiza polbzenia linii caikowania Q

Na to,aby moc sprecyzowaé co oznaczajg catki (25ab),
potrzebna jest jednoznaczna i ciggla zaleznosc migdzy zmien= »
nymi = i ¥ zwiazanymi relacja (26) . Zaleznosé taka istnieje
wytacznie wtedy, gdy zmienna & przyjnuje wartosci z dwuplato=-
wej powierzchni Riegmanna o z punktami rozgaiezienia & =~k,

L = +k.

Drogg caikowania na tej powierzchni nalezy poXozyc tak,
zeby zapewniC calkom zbiezno$c. Zazgdawszy, zeby linia nie prze-
chodzila przez punkty osobliwse funkcji podcatkowej wystarczy
zbada¢ zbieznosc caiki dla [ | —= oo, 0 zbieznoéci calek decy=-
duje czynnik wyktadniczy,o ile funﬁcje A(x), B(x) bgda nizsze=-

go rzgdu. Zastosujemy kryterium bezwzglgdnej zbieznosci.
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Poniewaz mamy

|eﬂxx et EN| o g% Imx =y In¥ dlay » o
lemmx air’yl =gk Imu.ay Iny dlave o
to warunkiem koniecznym i wystarczajgcvm zbieznosci calek
(25) dla wszystkich x1iy#jest takie polozenie linii Q, aby
nie przechodziia przez punkty osobliwe funkcji podcatkowsj

i aby na jej koncach byl speiniony warunek

(27) Int = 0, Iny > O dl ot s

O punktach osobliwych funkcji A(x) i B (x) nic na razie
powiedzie¢ nie umiemy. Funkcja ¥ = sz- uz ma dwa punkty
rozgatgzienia oK = =k i &K = +Kk. Zbadajmy dla jakiego z czte=
rech mozliwych topologicznie poZozen linii ¢ wzgledem tych
punktdéw, Rvs. 5a, jest speiniony warunek (27) . \/ tym celu
odwzorowujemy kazdg z linii za pomoc@ funkcji ¥ = sz-txz .
Odwzorowania te,dla k rzeczywistego, naszkicowano na Rys. 5b.
Obraz linii @/ dla n = 1,2,3,4 oznaczono przez Qn. przy czvm
obrazy sa dwa, bo odwzorowano linig kazdg z dwoch gatezi pier=
wiastka.

Z polozenia linii 61 i 52 widac, Ze warunek (27) nie jest
speiniony na liniach Q; 1 Qz' Pozostajg dwa pozostaie poio=
zenia: U, 1 Q-

Skierowana linia Q, lezy tak, 2za punkt =k jest po jej
prawej stronie, a punkt +k po lewej. Przeciwnie usytuowane s32
te punkty wzgledem linii 04.’302011 dokonemy transformacji

05 A, —ok ot linia Q3 stanie sig linia-u4 i odwrotnis.
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Rys.5b

Zbadajmy jak zmieni sig¢ rownenie Helmholtza (21) i warunki
brzegowe (22 ) przy zamianie k na =k. Réwnanie Helmholtza
pozostaje takie samo, az2mkana v warunkach brzegowych daje
w cfekcie zamiang stron podipiaszczyzny, wobec tego wystarczy
znalezc rozwigzanie dla jednego z poiozen linii.

Przyjmujemy potozZenie Qg i opuscimy wskaZnik przy literze .
Q.
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Na piacie I powierzchni Rigmanna o przedstawionyn na
Rys. 4b,speiniona jest zaleznosC Im¥ > O wszedzie poza
obszarami O < Reax <k, Imat » O i =k < Rew< O, Imot & O, a
na ptacie II przeciwnie. VWobec tego zgodnie z warunkiem (27)
konce linii U bgdg lezaiy na osi Im o< = 0 na ptacie I.

Dla poéitpiaszczyzny pasywnej,fizyczng rolg odgrywa takias
rozwigzanie, w ktérym cata linia lezy na ptacie I. Dla skon=
struowania wszystkich przediuzen analitycznycn togo rozwigza=-
nia bedziemy nusieli w $lad za punktami zerowymi oy "pociag=-
ngc* linig calkowania na pltat II unieruchomiajac jej kobce.

Po ustaleniu polozenia linii Q w caikach (25) przechodzimy
do wyznaczenia funkcji A (x) i B(«£). .

\larunki brzegowe (22=-24) siuZa do ulozenia rownan calkowych
dla tych funkcji

J-{A(oﬂ -B(x)}el** daa 0

< .
(28) dla x< 0O
i¥d Al B et ¥ dx = 0

5 s — kxS
S’q-r_.’—xjpw)e da = (~1+npsnd)e
\ (S cdla x>0
(29 A
\" ) , ‘-\LXLO&C}
(r NS ) g e nsing)e
i I FPER i SRS
g

- : : 1] ~ )
Z warunku istnisnia rozwiazania rownan (25) otrzymujony

infor potozeniu linii caikowania ¢ wzgledem punktu

Lo = =k cos¢, ktory jak sig po<niej oksze jest oiesgunsm
rupkeji Al o),
Mianowicie, punkt «o = = kcos@ nusi lezoc powyizej ( na
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Nozwiazenia rdéwnarn (28-—29) wyrazzja si¢ przez nieznzne
cztery funkcje Ly(=) , Lz(d), Ug (), Uz(a) o tych wiasnos=-
ciach, 2e thu) r Lole) s2 analityczne ponizej ( na prawo od )
linii @ wraz z pewnya jej otoczeniem, natomiast funkcje U, («)
Uz(oc) s analityczne powyzej ((na lewo od) 1linii Q wraz z pewnym
jecj otoczonicm. liszysthkie te funkcje znikajg dla |«| —> ==
v obszarach swojej okreslonosci.

Z réwnan (23) wynikaje relacje migdzy funkcjami A(«),

U(s) i funkejami Ly(«) , Ly(=), a z réwnan (29) wynikaja re=
lacje migdzy funkcjami A(=) , B(%) i funkcjami U (), Uz(d-).

Wypiszcmy dwie pierwsze

A
Ale) = 2 [Lit)+ —ng“"]

(39)
[ 4L L]

1l
(BN

B ()

wotawiajac (3U) do (25ab) otrzymamy rozwigzanie wyrazo=-
nc przez funkeje Ly() = Li(a‘,";) . 1_2(0() =L, (x, 1)
. 4 X ¥y
(31)  ws(x,4.7) = _ZJ[ % Lo (=) + '!y—'L,(d,r;)]e, e de
Q
Funiicje L, (n)i Lz(d.ﬂ) otrzymujemy z nastgpujacych
rovwnan \/ienera = Hopfa, gdzie dla uproszczeria zapisu
znow bgdzicmy Z8znaczali w arrumencie tylko zaleznosé

tych funkcji od zmiennej « !

1 7k5\:n¢

(z22) Vi) = (K "’7“‘1"“)L“‘ L Sl Wi K cos ¢
: K+ k-t 4 K
(32[.)) Uy (o) = S e e () Coc) I

T &+ kwsd
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Kazde z rownan mozZemy napisac w postaci

U () = Ki(&.n) Litd> + Di(¢) diaat=r1,2

gdzie funkcje Ki(iﬂn oraz D; (%) s dane talk, jak wynika =z
(328) 1 (32b) .

Kazda z funkcji Ky (¢,7) jest okreslona na dwuplatowej
powierzchni Riemanna z punktami rozgaigzienia « = +k, K ==k
i ma na tej powierzchni dwa punkty zerowe (11) dla kazdej
wartosci 7 . tak jak pokazano na Rys. 4abc.

Istnienie punktdéw zerowych faktoryzowanej funkcji K& mjeat
cechg istotng problemu dyfrakcji na pdéiptaszczyznie impedan—
cyjnej,odréozniajgca go od problemu dyfrakcji na poipXaszczyi-
nie doskonale przewodzgcej.

Istnienie punktow zerowych faktoryzowanej funkcji daje
mozliwosc poiozenia linii calkowania ¢ na powierzchni Riemanna
na wigce; niz jeden spos6b. \/ otoczeniu kazdej linii rozwigza=-
nie roéwnan \lienera=Hopfa (32) jest inne, a to prowadzi do ist=
nisnia réznych funkcji ug (x,y.v),(Sl) , dla tej samej war=

tosci parametru » . Traktujac uc(x,y,?, jako furkcje pare-

XV

nrzy L=talon

Tu Z % ic wzej 153 Iuzeniem
me tru ?, pokazemy, 2& tray 2z nich sa wzejemnym przediuzeniem

analitycznya wzgledem ¥ . Viszystkis rozwigzania rownan
(32) przedstawiono w [5] , Kazde z rdwnan rozwigzuje sig¢ od-
dzielnie, ale w otoczeniu tej samaj linii, Niech »n& S Tid
Poniewaz funkcja K, («,n) ma dwa punkty zerowe, to istniejq
4 istotnie rozne poiozonia linii caikowania Q, przy czym

kazda moze caikowicie lezeC na ptacis I, jak pokazano na Rys.6,



e L 5] =znaleziono ogblng postac rozwigzania réwnan ignera=
Hopfs w otoczeniu kazdej z linii i zbadano zachowanie roz-

viigzania w nicskoficzonosci.

OkgzzaXo si¢, Ze w otoczeniu linii Q nie istnieje rozwig-
; S B e s g e L G o R el o e
Zanie L_i(oc_. . L,-_; (<) w klasie funkcji znikajacych W mosK

"

zonoscy , W otoczeniu linii Q' istnieje jedno r
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w otoczeniu linii QB tez jedno, natomiast w otoczeniu linii
QC - jednoparametrowa rodzina rczwigzan LE (f3A¢) dla 1 = 1,2,
Funkcje lfi@l) = L’i‘ (M) , X = A,B,C,wystegpujgce pod
catka (31),gdzie odpowiednio kladziemy Q = QA, Q= QB 8 Q:QC

wyrazaja sig¢ wzorami

Ag) = ksind K{ () 1
1 % T == Vicvdo V k-2 - KD (ot,7)
(34) ] .
A
K Ky(<e,) 1 dla &, ¥—d
LA (‘*) ) — = e °
2 nii & —olo Ky (~7)
B ksind Ky (o,4)
ST (i o Vie oty Vim& K2 (@)
(35)
B¢ e L K& () . dla ao*d
L) e pAc oo K ()
C A A ctdy *+ M ].(C (%o n)} _4_
Li(esAy) = =3, ﬁ'—'f[’\*(“'d’) Bl S U Rt
{36 1 LA el
: - — e A M) AT
Lg (%;a) = — [J\z(oc L) qm ] KE )

gdzie &= -k cosd .
Stais Al i /\2 83 niezalezne od & ale mogg byc zalezne

od wszystkich paramatrow zadania, w tym takze od 7 .
Funkc je Ki(oc,"]) i Kt () powstaja w wyniku faktory=
zacji
X
Ky (&)

(37) KE (e )
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funkeji

(\33) K(“:n) =

w otoczeniu kazdej z linii @* dla x = A,B,C, jak na
Ryse. B
Migdzy faktoryzowang przez Seniora funkcjg (9) .,

a funkcja (38) zachodzi zwigzek
(39) K(em) = —— K

Na liniach QA ig® funkcja K («,7) speilnia zaloze=-
nia twierdzenia Wienera=Hopfa [51] , wobec tego dla
X = AiX =B czynniki faktoryzacji wyrazajg sig za

pomocg catek Cawchy’ego wzdiuz tych linii

Im K(tn) . X
Sl L G dla «e 52
(40) Kt ) = %P[ M ‘L‘ e dt] .
A b K () ESX
X ! dla « &
(41) K):_ (d’vq) o %Pl_ﬁjx t-d‘ w]
¢

gdzis S?x oznacza obszar poiozony powyzej (na lewo od )
skierowanej linii Qx. asx oznacza pbszar poiozony po=
nizej (na lewo od ) skierowansj linii Qre

Dla sfaktoryzowania funkcji K (£,n) w otoczeniu
linii QC wykorzystuje sieg:

) : :
1. Pomocnicza funkcje

P\ k-2

(42) K(“'lr“ = ?‘m T
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speiniajaca na tej linii, jak réwniez na kazdej linii
¢ zadogéczyniacej warunkowi (27) i potozonej na placies I,

zatozenia twierdzenia \lienera-Hopfa ,

25 Faktoryzacjg

= Ko i)

(43) K () = (=)
gdzie
r - ;

: 1 iccan) .1 .

(44) Ryleum = &Ap [- HJ e d*J dlo « e
. ¥
4 b K (£9) e

= = . t dla aeds

(45) l<,»_("n’4)— exp [ zmj e o ] :

3% Tozsamosc ze wzgledu na « 1 7]

s fx+d) (-cl)
“6) ) =t

i

K (%)

4% Twierdzenis o jednoznacznej faktoryzacji[i’:] .

\l rezultacie otrzymnujemy

R+ k) I (i)

]

(47a) Kf, (eim)

c +d)(a-cd) =
(47b) 1<ttmfz) b‘&T::b' KL (=)

i

gdzie Eu (1) dana jest wz'orem (44) , a IZL(oc,V))

wzorem (45) .
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6. Przediuzonie analityczne funkcji Eu(c(.ﬂ) 3 Eg(“-rﬂ)

wzgledenm &

Funkcja (44) jest analityczna i nie ma punktow zerowyci
w obszarze 2 , a funkcja (45) jest analityczna i nie ma pun=
ktow zerowych w obszarze @) na ptacie I.

Fonieawaz W‘Z(ﬂ‘i#);jast funkcjg analityczng na piacie I,
gdyz K(=1) nie ma tam punktéw zerowych, to przez przesunig=
cie linii caikowania w caXce Cauchy 'ego dla €S2 i zwinig-
cie jej do linii [ przez przejécis graniczne, mozna funkcjg
(44) przedtuzv¢ na obszar « ¢ I , wg zaleznosci

- A PV +e dt
T A R ) i {_ EJ et -k t& } 214 peiony
r

gdzie " oznacza linig skierowang od punktu = k do pun=
ktu-k-ioy, jak pokazano na Rys. 7a.
W podobny spostb mozna przediuzyc funkcje (45) na obszar

4¢ I wg zaleznosci:

o =
r

k i g ~ k

7 ~k L )

Rys.7b



el -

@9) EL(ac,-q) - eo:p{_-"_J (o) P RTEY H St } dla 7€l

20 ’HF-—P"—k Lo
F
~
gdzie " oznacza linig skierowana od punktu k do punktu
k+ic> , jak pokazano na Rys. 7b.
Dowdd znajduje sie w [7] , Dodatek I.
Vizér (48) wynika bezposrsdnio z rownosci

j(m R’(e.n)c“ _J'w Ky (M) db dla o« €%
K- (ty) tok :

a wzér (49) = z rownosci

J’m (tq) _J’ K;(t'r) dt dlta *xe @
=T K-(tmy E-%

A

dla funkcji (42) , gdzis przyjeto ({kz- 0:2}‘_: Vk?‘- o

(V k2- cfz)_= - 'kz-xz » przy czym indeks “"+" oznacza grani=
czng wartosc funkcji z|jednej,a indeks "=" graniczna war-
tosc funkcji z drugiejstrony linii, jak pokazano na

Rys. 7.

7. Przedluzenie analityczne funkcji KX(«,»), Kx(o(,q) dla

X = A,B,C

Przez przesunigcie linii calkowania w cakce Cauchy ‘=ro
(40) mozna przediuzyé funkcjg Kﬁ (¢,7) na dowolny obszar
e 6'“ nie zawierajacy punktu =-d, a funkcja K?,(uh'?)
na dowolny obszar a(EUB nie zawierajgcy punktu d. Po=-
dobnie moZzna wykorzystaC przesunigcie linii catkowania
w catce Cauchy =rowe wzorze (41) do przediuzenia funkcji
K’C(am)) na dowolny obszar € .52‘ nie zawiarajgcy zera

funkeji K(ex,n).
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Dla przedluzenia funkcji K’f,(ut.n) na cata plaszczyzng
SN ¢ [ A funkcy s Kt(“"’) na cata ptaszczyzne <& [
wykorzystujemy inne przedstawienie tych funkcji wynikajg-

ce z tozsamosci (46) i faktoryvzacji funkcji pomocniczaj
(43-45),

Otrzynujemy s

(508) KA @) = SZE K (e

(500) K (i) K, ()

(51a) Kg(ﬂf\'ﬂ OHZ Ky ()

(51b) KB (¢ = 2L R ()

I tak kolejno dla ne 'an przediuzenie funkcji wystgpuja-
cych w lewej stronie wzorow (50-51) przedstawiaja prawe stro=
ny, gdzie funkcja i%(owy) jest wyrazona przez 48) , a fun=~
kcja EL(d:"l) przez (49) .

Tak samo uzyskamy przediuzenie funkcji KC‘J (1) na ob=-

szar £ & I i funkcji KE(a.ﬂ)n obszar x¢ [ podstawiajac

we wzorze (47) w miejsce funkcji EU(OL.V;) wyrazenie (48) ,
a w miagjsce funkcji EL(oL,uq) wyrazenie (49) .
Ostatecznie podstawiesjac wyrazenia (34) - (36) do wzoru

{31) i uwzgledniajgc (20) otrzymamy rozwigzanie:

X
57 X ; k Ky (en) 4 A
= U = Uuilx, —_——
% & i 2”&( ke KX (oot

1 Y J2(k+ lox x|yt
- fEE e ]
n 15 7
L
f e )\
gdzis d F-£ dla X=4 (\&"o‘:(:r.ff.)\, d # o, dla X= {wobec .\SK:t‘//,,,
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oraz dwuparametrow@ rodzing rozwigzan

~

k 2 Y =
(53) Mc(xﬂi ;\a,)\z) = uwi(xy - T [6’(’5“’)(’\2 T ivi A Nlta )
ac
e S SN ¥ BVET S ed)o-d) A1 )
— Vo +ie Ku(‘xvr’?}(o‘k‘“ t iy PO ‘*)]a-aca (e A=K 2 ()
2 e'“xe‘”’/ det |
: & k e KS-‘}‘H}
gdzie = ey D= et
Uwaga 1.

Pozozaenie 1linii Q;' lub .‘B wzgledem obu purktéw 4 i -d
jest istotne dla rozwiazania rdwnan Wienera-hopfa,inaczej,
dla znalezienia funkcji Kf@%q) dla X = A lub X = B we wzo-
rze(‘%?). W/ o=tateczrej formule (52) i=totne jest juz tylko
potozenis linii Q}: wzgledem jednezo z dwdch punktdw - tego,
ktéry jest punktem zerowym funkcji Ki (o[,lfl) ,czyli biegunem
funkcji podcstkowej. Linia C} zostawia ten punkt po
swojej lawej stronie,

Uwaga 2.
Formula (53) stanowi ogolng postac rozwigzania, tzn.
istnieja takie wartosci staiych, niszaleznych od

ale zaleznych od parametrow zadania,w tym réwniez od #n :

A ksing Gatk Ky (e, 1)
(65a) Xyo= e T
A k Aotk =
(65b) N o= T e i Comis

dla ktérych zachodzi rownosc
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(66) “;(*/Y,'?;X:,/I:)= u:(x,y,s?)

~ oraz takie wartosci stazych

8 k. st i

; \ = Kk sing Kotk Ku(&e, )

(67a) = T = Lo-d Vi do
B e eCe R ()

(67b) Aviie VLT i b

dla ktérych zachodzi réwnoéc

(e8) u.g()(,y','y;?t?,ﬁf) = wf(x,r,v)

A . A
Stazs A, id 7\2 wyznaczany z warunku

‘ C 5
©9) res L (&) =0 d1a i=mA,20
o =-d

8 8
a stats A, i A, wyznaczamy z warunku

C
(7o) ves L.(sn) = 0
a=d
Dla dalszej wygody zostawiamy podang wyzej klasyfikacje
i bedziemy mowili o rozwiazaniu lf‘, U.B i rodzinie rozwig=

zan LLC.

8. Kunstrukcja trzech ptatéw powisrzchni Rigmanna rozwigzanie

U(x,v,7) jeko funkcji analitycznej ¥ przy ustalonych

wartosciach x i V.

.

Na piacie I poXozymy rozwigzanie Lf\ (_x,y,7) okreslone
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wzorem (52) dla X = A, na ptacis II rozwigzanie B (x,v,7)
okreslone wzorem (52) dla X = B, a na piacie III jedno z
rodziny rozwiazan (53) , jako przedluzenie rozwigzania
(X,V,@);Tiwalnll 0 < Rep<1. Kunstrukcjg@ zaczynamy od
staléﬁTEYTIﬁI:JQ , @® i G® i znalezienia wszystkich roz=-
wiazah dla dowolnej wartosci pasywnej ¥ =z obszaru Ren>0
i quZg; . Obszar ten jest pokratkowany linig ciggia na
Rys. 4a. Punkty zerowe funkcji K(«7) leza w tak samo po~
kratkowanym obszarze na piaszczyznie & , Rys. 4b i na pia-
szczyZnie & s Rys. 4d. Punkty o{; na ptaszczyznies « bg=-
dziemy oznaczali przez d i -d, przyjmujgc Imd > O dla tak
wybranej wartosci ¥ . Ich obrazy na piaszczyznie 3 bedzie~
my oznaczali odpowiednio przez Ii-d . Kazda z linii uA,
QB, QC spelniagacalﬁé:unei (27) moze w catosci lezec na
ptacis I, jak nazRysT éégB:gﬁééﬁepnio przediuzymy wzglegden
v kazde z rozwigzan.

Przediuzenie polega na takim odksztaiceniu linii Qx,
aby wgdrujgce po piatach Iiemanna wraz ze zmiang y punkty
zerowe, jak pokazuj@ Rys. 4abcd, nie przecigly linii. Dla
wygody, ustanowimy wspdlne dla wszystkich wartosci » polo-
zenia linii @®, wspélne dla wszystkich » polozenie linii
QB i wspblne dla wszystkich .» poiozenie linii QC. Przypo=-
minamy, Ze to polozenis ma byc¢ takie, zeby dla linii QA
punkt d lezak z lewej a punkt =d z prawej strony linii, dla
linii QB przeciwnis, a dla linii QC oba punkty lezaly z

lewej strony linii.
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Rys.Eb
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Okazuje sig jednak, Ze dwupiatowa pc..ierzchnia « nie
jest rozcinana Zadna z linii ( speiniajaca warunek (27)
na dwie rozlaczne czesci. Te¢ sama cochg zachowuje topolo=-

gicznie rownowazna jej powierzchnia walca /5, gdzie obraz

linii U lezy koncami na tworzacych walca; dla Red —= =«

Im&=0 mamy Rep =T , Tmfp—w—o3 Sl ey o e

» 8 OLg < ~
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ol =) mamy F?ap: 0, Imp >+, Lobec tego, nis
mozna stwierdzic, z ktorej strony skierowanej linii Q lezy
punkt d, a z ktérej =d, o ile cala linia i te punkty nise
leza na tym samym placie., Inaczej mowigc linia Q moze byc
zarowne linig QA jak i QB, jak i QC. Z drugiej strony, jeze=
li dla ne SBTM mozna przeprowadzi¢ klasyfikacj¢ rozwigzan,
to paradoksalnie wyglada fakt, ze ta klasyfikacja urywa sig

dla ne S ™"

Jak tatwo zauwazy¢, jezeli walec 3 rozetniemy np. wz=
diuz tworzacej f>= = —'g— (,’S:«%;r):jak na Rys. 4d, to dla
kazdej linii skiarvwansjé bez petli = obrazu linii Q = moZna
okresli¢ strong lewa i prawa. Tak samo mozna okreslic strong
lewg i prawg skisrowanej linii Q bez pgtli poiozonej na roz-
cietej wzdiuz osi Re <« = O na pitacie II ( odpowiednio do roz=-
cigcia walca ) powiesrzchni Riemanna o . A wigc moZna przepro=
wadzic klasyfikacjg rozwigzan dla kazdego 7 , pod warunkien
rozcigcia powierzchni Riemanna. Taka klasyfikacja jest zalezna
od linii rozciecia, ale poniewaz w efekcie kofcowym wszyst=-
kie trzy rozwigzania tworzg trojpiatow@ powierzchnig Riema-
nna ¥ , to wybér linii rozcinajgcej viprawadza jedynie po-

dzial na platy, w tym przypadku tak, jak pokazano na Rys. 3.

8.1. Przedluzesnie rozwigzania U{'\ (x.y,q)

Wispélne polpzenie linii QA dla wszystkich wartosci n
przyjeto tak jak pokazuje linia na Rys. 8a, ktéraj zakres=-
kowano lewq strong. Na Rys. 9a przadstawiono obraz tej li-

nii na piaszczyznie [» , oznaczony przez t’-)A. Rowniez
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zakreskowano lewa strong i zaznaczono obszary,w ktérych lezy

punkt zerowy J, gdy » przyjmuje wszystkie wartosci z pia-

szczyzny zmiennej zespolonej odpowiednio do Rys. 4a.

Rys.%¢

Gdy » przybiera wszystkie wartosci z plaszczyzny zmiennej
zespolonej, punkty d lezgce z lewej strony linii QA na roz=

cigtej powierzchni Riegmanna wypeiniaja obszar Rex>0 na

\ 0 Lot R : : et
ptacie I i II. To pd*ozenie lirij Q okresls wybdr 552;z1‘ﬁ'q
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poprzez warunsk Red > (0 dla d= —;—‘{/1-7 . Réwnosé¢ Red = O zacho-
dzi na odcinku -1< R=p<d1, ktéry jest liniag cigeia dle%-q‘ .

Dla O ¢Ren<i
/na

punkty d leza nz osi urosjonych na piacie II
1inii umownego wozciccia powierzchnie /,

tworzgce] Re A= %ﬁ' / Re fp= - g /. Dla -1¢ﬁ:7<0 puskly <
1

a punkty & na

: N T . SE
e23 na osi nroionvch ne ptacie I , punkty d na Ra/{’;

s JRys.4.

Korzvstajgc z metod przediuzenia funkcji l{:(«*ﬂ?)x

55 (d. %) (rozdzial 6 i 7 )napiszemy dla « ¢

e e
( exp !.— *——J m '—'-‘—-=;—7V,KL_ o o } dla 7667-”
(M) ky(e9) =

K-t -k -

T
K-t 4 dt )
LZ'+k MP[ zrn % Tt ] cd1a n€ Say

gdzied:-—%dq

¢+ Przy czym gatai pisrwiastka wybiera
sig¢ tak, 28 Red >0

, s=kad wynika arep - < ars 4_7L (arg? i
dla kazdego v 2 wyjatkiem odcirka -1¢ .'{e»?<1 .

p (=€ sk db
. %_ oo ST 5
QAP[ 2rnJ~ 7kt -k t-& £, 18 e

A
(72) Ko@) = L

= 2me

Drugi wiersz wzoru (71)

K= oy i dt
Witk t=

dla K€ Sy

==y
X

przedstawia znang postac
przediuzenia (50a) (48) » a drugi wiersz wzoru (72)

zZnang postac przediuzenia (50b) (49) ,
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Pierwszy wiersz wzoru (71) przedstawia przediuzenie funkcji

(40) gdzie X = A, otrzymane 'przez przesunigcies linii

catkowania w caice Cauchy ecoi zwinigecie jej do linii I

gdy punkty zerowe funkcji K («,n) lezg na placie II,
ngcdstawi

dla ne By . Pierwszv wiersz wzoru (72] ¥ przediuzenie

funkcji (41) przez zwinigcie linii catkowania w calce
Cauchy ‘azo do linii F' , rowniez dla ne SOy .

Dla tego zakresu parametru funkcja Ky («n)= 7'<:th)
zostata przedstawiona przez Seniora w postaci (13), a fun=-
keja K («in) = ¥ K (i) — w postaci (12) .

Obie funkcje (71) i (72) sa nisciagle D2 -4 < Ren<a,
zatem tak skonstruowane rozwiazanie Uﬁ (x,y,y) Jjest na
tej linii nieciagle.

Na linii O <Renp < 1 funkcje (71) i (72) se ciagle

0

jako funkcje parzyste d, mamy bowiem —%— = Vk2-g?

8.2. Przcduzenie rozwiazania uﬁ (x,y,q)

Dla wartosci 1 dazacych z obszaru § do krzywej

™
STH' przecinajacych jg i nastgpnie przybierajgcych wartos=
ci z obszaru <O ™ * Rys. 4a, punkt d dazy do [: i ja
przecina, a punkt =d dgzy do [ i jg przecina. Nastegpnie
kazdy z punktéw przechodzi na plat II,umieszczony na

Rys. Babc pod piatem I. Dla rozrdznienia, czesci linii QB
i punkty na piacie II sa oznaczone linig przerywana. W
przediuzonym wzgledem # rozwigzaniu linia QB zostaje
rowniez przez te punkty “pociagnigta®™ na pat II, jak po=

kazano na Ryse. 8b.
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Wspblne polozenie obrazu linii QB dla wszystkich n przed=
stawiono na piaszczyznie (3 , Rys. 9b, poniewaz na plaszczyi-
nis o rysunsk bylby nieczytelny (pokozenie linii @® mozna
tatwo pokaza¢ na modelu przestrzennym powierzchni ). Na
Rys. 9b zakreskowano lewg strong linii GB i zaznaczono ob=
szary, w ktdrych leza punktw-&- , gdy M przvjmuje wszyst-
kie wartosci z plaszczyzny zmiennej zespolonej, odpowisdnio
do Rys. 4a.

Gdy n przyjmuje wszystkie wartosci z piaszczvzny zmiens~
nej zespolonej punkty. -d lszgce z lewsj strony linii QB na
rozcigtej powierzchni o wypeiniaja obszar 22'54. <0 na pia-
cie I 1 II..

Dla wszystkich » nie nalezgcych do przedzialu -1 L Lenped

i gc¢ r funkcja KS («x,q} wyraza sig wzoresm

B . &+k 4 -t +i Sde,
(73) Ku (“r"] ) = s e’XP [-' Z_f'TTJm——'?/:’-_tr-k ) ]
r

Dla wszystkich » nie nalezgcych do przedziaiu -4<Ren<1

i <€ funkcja KE (oc,l?) wyraza si¢ wzorem

s T
8 %+d 4 ik -t +ik dt
o — — —
el R P E""’[ mj"" Wef ot te |
Tak skonstruowane rozwigzanie LLB( x,v,q) jest niecig-
gie na —1<’Re‘q<4 , gdyz w tym przedziale nieciggle sg
funkcje (73) i (74) .
Na odcinku -1<Rev<0 funkcja K& (1) , (73) jest przediu-

zeniem analitycznym funkcji Kﬁ(okm) 1 (71) , a funkcja
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KEGw,q) , (74) jest przediuzenien analitvcznym funkcji
KC(“,q), (72) . zatem [rozwigzanie UP (x,y.n) jest przediuze=-
niem amalitycznym rozwigzania uf (x,y,n) »

Jednak funkcje KS(a,o) 3 KE (x/h) sa nieciggle rownisz
na odcinku 0< Ren<4 , podczas, gdy funkcje Kﬁ(a,n) i
Ké{d,n) sa ciagie. Wobec tego na tym odc%nku poszpkamy prze=
diuzenia rozwigzania ud (x,vs0) wérdéd rozwiazan z rodziny

(53) .

8.3. \ybranie o ( X,¥,7) z rodziny (53)

N& Rys. 8¢ naszkicowano przejsécie linii ¢® na piat II
powiarzchni Rigmanna o , przy przejs$ciu punktéw d i -d
na ptat II. Na Rys. 9c przedstawiono wspdlne polozenis linii
;C dlz wszystkich wartos$ci » , takie, ze oba punkty 5 4
-3 leza z lewej strony linii.

Dla przsdiuzenia rozwiazania u? (x,v,0)postuzyny sig
przediuzeniem kazdej z funkcji L?(dqn) wchodzacej pod caikg
we wizorze (31) dla i = 1,2, Q = 5

Sposréd rodziny funkcji (36) wybieramy takie, dla ktérych

jest speiniony warunek

C b
(4) e LBt = $ics Li(=m,A)  cba d=-d , =12

-d
dla 0 < Rev¢1, czvli gdy ‘przecina linig¢ Re« = O na placie

' o]
-

11, « -3  przecins linie Re f3 = 7T (F’ar‘,:——n—)‘
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Otrzymujemy :

,\d ) Ksing Ko +k Zu (%o, 1)
o R TR T I
(75)
d Kk Lotk =
e K ;
A2 NI o+l vleto '?)-
Stad
C d Ksing Kuldsn) Ko+k 1 -k 1
A = n L\, Q =
L‘r (0"1 ‘?1 4 ) Trl. c('J-O &q‘fd f"'-_ f"'-—-& P d KL(ﬂt,f})
(76)

& d ik otk Ky(®) ok A
L;(""‘?:)\") S NITC  &ky+al X - dho x-d lZL(oﬁ.'T).

Podstawiajac (76) do (31) , albo (75) do (53) otrzymujemy
rozwigzanie UC (x,v.1) (jako przediuzenie analityczne
rozwigzania ub (x,v,vp)) okresLone wzorem (52) dla X = C,

gdzie funkcje Kﬁ(oi.q) i Kﬁ (#,1) sa dane zaleznosciami

[k ado tip, AICE S G B AF 4 e ls
G Ko =] ° EEL "
77 v (xm) = 4
[ PVt 4 db
(K+k) exp [ J T _*K ?;—J cfa nese
"‘|

dla <&

m~

—_ Q/xp

(78) Kf @) =
n : —
w e,;(r;{- —-J[m L—/ﬂ. e ——df J dia &‘]GS%-M

o~

dig x ¢TI
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Cbie funkcje (77) i1 (78) sa nieciaglena O < Ren< 1.

; CHACN € 5 X ik ki
/ na linii eciecia dla VA-»? we wzorze d = el \/4"?

e i -1 £ Rep £ Q0 ,Lktéry lezy w obszarze QTK
funkcje (71) i (72) sa ciagle, gdvz s@ parzyste wzgledem d,

wobac zaleznosci —;-: .Viz-d .

Orugi wiersz wzoru (77) przedstawia przediuzenie anali=
tyczne funkcji Kg(cx.n) daney przez (47a) , (44) , a drugi
wiersz wzoru (78) przedstawia przediuzenie analityczne funkcji
t‘;E\u.ﬂ) dangj przez [:t?b) S B

Na tym konczy sig¢ konstrukcja trzech ptatéw powisrzchni
Rizmanna u( x,y,n) , przedstawionych na Rys. 3a.

Rozwigzanie dla przypadku TE otrzymuje sig przez wstawiee
nie we wzorach (52) , (53) 4,7 w miejsce » . Wobec tege

Rys. 3b strzvmuje aic Z R¥s. 3a przy pomocy odwzorowania

przsz inwsrsjie.
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