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WARUNEK OSTRZA DLA JEDNOLITEGO ASYMPTOTYCZNEGO ROZWIAZANIA
PROBLEMU DYFRAKCJI POLA LINIOWEGO ZRODLA
NA POLPLASZCZYZNIE - W OSRODKU JEDNOOSIOWYM

Jacek Zawistowski
Streszczenie

Zbadany zosta® warunek ostrza dla Jjednolitego asymptotyczne-
g0 rozwigzania istotnie wektorowego problemu dyfrakcji w jgzy-
ku potencjaidéw Hertza, Uzyta zostala metoda potencjaléw pomoc-
niczych i rozktadu pola na.skiadowe TE i TM,

1, Wstep
» »

W pracy [1] zostalo przedstawione na konkretnym przykladzie
rozszerzenie jednolitej asymptotycznej| teorii dyfrakcjil2]
(UAT - Uniform Asymptotic Theory) na przypadek wektorowy. Po-
stuzono sie twierdzeniem [3] o rozktadzie pola elektromagnety-
cznego na sktadowe TE i TM oraz potencjatami Hertza, dla kté-
rych stosuje sig skalarne sformuowanie UAT [2]. Istotng trud-
noéé w tej konstrukcji stanowi speinienie warunkéw brzegowych,
a w szczegdlnoSci warunku ostrza. Pokonaniu jej siuzy metoda
S. Przezdzieckiego [4] syntezy wektorowego rozwigzania z po-
mocniczych rozwigzan skalarnyéh. Przypadek badany w [1],ktdre-
go analize kontynuujemy nizej,jest na.tyle prosty,ze potrafimy
znale?é Scisle rozwigzanie. Z drugiej strony jest wystarczaja-
co skomplikowany. Anizotropia osrodka pozwala lepiej unaocznic
strukture rozwigzania, gdyz unikamy degeneracji typowej dla o-
érodka izotropowego. Tréjwymiarowosé problemu (sfazowane zrdéd-
10) powoduje, ze problem jest istotnie wektorowy, tzn. nie da-.
je sig zredukowa¢ do niesprzezonych problemdéw skalarnych.

peT}
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2. Sformulowanie problemu

Rozwazamy oSrodek anizotropowy Jjednoosiowy opisany tensora=-
mi przenikalno$ci, ktére w odpowiednim ukiadzie wspdirzednych
kartezjariskich przyjmuje postad

™m>
"
™
>
"

B ) (1)
Ha

gdzie. €,FE, WMo #WL . Przez n oznaczymy wektor| jednostkowy

skierowany wzdiuz wyrdznionej osi x; . Obiektem rozpraszajgcym

jest doskonale przewodzgca pdéiptaszczyzna umieszczona prosto-

padle do wyréznionej osi, okreSlona przez zwigzki xy=0 , x,£0.
Dowolne pole elektromagnetyczne,speiniajgce jednorodne rdéw-

nania Maxwella (zalezno$é od czasu harmoniczna e'i"’t )

€a

VeR=i0EE , V<E-iwpA (2)
w Jednoosiowym oérodku,moze by¢ roziozone na skiadowe Eu HE
oraz B ’Tﬂ spekniajace .(2),przy czym sktadowe typu TE spel-
niajg warunek E™R =0 , skiadowe zasé typu TM warunek H™R=0.
Kazda z tych sk?adowych moZe by¢ wyrazona przez jedng z dwdch -
funkcji speiniajacych réwnanie drugiego rzgdu typu réwnania
Helmholtza [3,4]. Dla skladowej TE

E™-iwpVxun ﬁrs-pﬁ"vnvx un (3)
gdzie magnetyczny potencjat Hertza spelnia

Apu +k u=0, (4)
gie Ki=GlER, , Ap=h'V-iV
Dlz skadowej TM

e - - A= —
Hm=—m£v-un, EM=g€ vxVxun (5)
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gdzie elektryczny potencjat Hertza speinia

A +kiu =0 (6)

gdzie Kawlp o, A.=s'VEV

Powyzszy rozkiad na sktadowe TE i TM jest niejednoznaczny.
Mozna go zmienié odejmujac od jednego typu (np.TM ) i dodajac
do drugiego (np.TE ) pole typu TEM,ktére jest jednoczesSnie ty-
pu TE oraz TM . Wiasnie ta dowolnosé rozkiadu lezy u podstaw
metody potencjatdw pomocniczych S. Przeidzieckiego.

Pole padajace zadajemy jako pole typuTE promieniowaﬁe przez
liniowe Zrédio zbudowane z sfazowanych dipoli magnctycznych o
ggstodéci momentu dipolowego

304

= Pm‘-r.l-eik"'dx‘ 8(x; =Xy ) (x5~ X50) i

gdzie zaktadamy |a|<1 oraz Xyy<O0 Takie pole speinia nie-
jednorodne réwnania Maxwella

VxfA=-iwgE , V«E =iwph + iwp, (8)
a odpowiedni magnetyczny potencjat Hertza

B uekiu =papt e ™ & (x,-x,p) § (x5 Xy0) e

Sytuacjg fizyczng przedstawia rysunek 1.

X
X20
X, : X,
| .
|
Xob =3 1 Pm

Rys. 1. Pr‘zekr‘éj’w pruszczyZnie X, = const
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Zmienne x, oraz X, i X, w réwnaniu (9) separujg sig i moze-
my natychmiast napisac rozwigzanie tego réwnania, ktére trak-
tujemy jako zadang falg padajacg

\.I.." =~4i

Pe Km* XM (1 1.0 me) .(10)

gdzie P=pm(gun)d” 4 1:(1ﬂdzﬁm
; 5 271/2
9ms =[(X,~%30)" + B RT (X3-X5)"]
Zamiana zmiennych
Xm3 = H"z Ml"z Xy (1)

sprowadza formalnie nasz problem anizotropowy do izotropowego
przedstawionego na rys. 2.

%m3

N

\

\\ (x,,x_,)-punkt obserwacji
; qof
v..../ M LA

% X, X2

o Oms
(Xp0,X 30! - 2rodto

Rys. 2. Przekréj w plaszczyZnie x, = const

gdzie
bR TR 2,2 R 2 -2
9m=(x3 ”‘ma) ) Smeo =(xm*xm3n) ) Xm30= K R X3 (12)
oraz 3
X; =GOS Y | X3 = Om SN Prm
- (13)
X20=9mo C05Pmo in)ﬂl =~ Qmo SNPmo

Zatem
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‘ 1 :
Sms '[qzm*g}no <28 g CDS(tpmflpmo)] i (14)

A‘D‘y problem wyznaczenia catkowitego pola posiadat jednozna-
czne rozwigzanie, niezbgdne jest przyjgcie nastwpujgcych wa=
runkdéw. Rozwigzanie musi spelniaé:

1. Réwnanie Maxwella (8).

2. Warunek brzegowy Exn=0 dla x,=0 , %, <0

3. Warunek ostrza IR, IEl =0(g™) dla g=(x%+x? )'/2——0

4, Vvarunek wypromieniowania: polaE ,Fi zalezg analitycznie
od ke i k, w pewnym otoczeniu interesujqcyd’x nas wartosci k, i

o OrRz dla 3 k >0 53, k>0 jachgdzi E,A—0, gdy g o—oe

W przypadku péiptaszczyzny |El ,IHI = 0(g¢') ,czyli IEiIHI~
~const - "' |, gdzie ¢ >0 mozna doktadniej sprecyzowaé. Zgod-
nie z [5) £= 1/2, tzn. IEI ,iﬁl ~q 2 | Ze wzgledu na zwigzki
(3) 1 (5) warunek powyzszy oznacza, Ze

w,v ~gd dla g—~0 (15)

Poniewaz UAT sformulowana w [2] zapewnia tylko, ze w= 0(1)
(skalarny warunek ostrza), czyli w~gf , gdzie €20, wigc spek-
nienie warunku ostrza stanowi najwigkszg trudnosc¢ w naszej kon-

strukcji.

%, Rozwigzanie Scisie

Naszkicujemy krétko konstrukcjg Scistego rozwigzania przed-
stawiong w [1). Idea Jest ta sama zardwno dla rozwigzania sci-
siego jak i asymptotycznego.

Pole padajgce u, (10) jest typu TE , zatem i w peXnym-polu
musi wystapié sktadowa TE .Bardzo atwo jest znaleil rozwigza-
nie u, typu TE nastgpujgcego problemu pomocniczego:

1*. Pole padajgce u, (10;.

2%. U, spetnia rdwnanie (2).

3*. u, spelnia warunek Dirichleza u,=0 dla x,=0 ,6x,<0

»*

g el = 001) dls g-=00
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5*. w,(k,)jest analityczne oraz u, — O dla J,k, >0, g0
W tym celu dokonamy zamiany zmiennych (11), ktdéra redukuje
nasz problem do przypadku izotropowego (problem rozpraszania
dla réwnania Helmholtza). Korzystajac z [6] mozna napisac roz-
wigzanie w postaci szeregu:

u, ;-—P "‘m“"-i H“’ (k xgm)J (ke R Q) SN (9T siNE (g, - (16a)

dla g, <Gy

oraz

{ 1 X, ‘ :
uy=- 5P M XS 3 (KU My, (KX Q) 5iNY (4,07 SIS (g0=T)  (16D)

dla ¢, =g,

Fowyzsze rozwigzanie u, typu TE spelnia warunki ot ",3’»‘t 4
zatem pole generowane przez u, speznia werunki 1,2,4, ale nie
spetnia warunku 3, gdyz nie zachodzi (15). Zatem wu, nie aest
dobrym rozwigzaniem problemu wyjSciowego. Niemniej jednak po-:
stuzy nam do konstrukcji tegc rozwigzania. W tym celu zbadajmy
zachowanie u, v.: otoczeniu ostrza, Dla 9,—~0 wktad do u,
daje w (16a} tylke wyraz v = 1. Foniewaz

i Km® @
o 1 g'ffm%Smo
(k% ,aP: -
T M el SPRT ER

wigce
s ik O X I g
w, =~ g2 e K% mo o iKm& Xy cosf_g_“ cos%‘”-g‘,f +0(a,) (17)

Otrzymalismy zachowanie sie ~g1'f niezgodne z (15).Aby omi-
ngé¢ tg¢ trudnosé, wykorzystamy wspomniang wyzej. niejednoznacz-
noé¢ rozktadu pola na skiadowe TE i TM.

Do pola padajacego typu TE generowanego przez n, (10) doda-
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my pole TEM generowane przez u,;, tak je dobierajgc, by otrzy-
mane dla u,; rozwigzanie u, znioso zle zachowanie ~g? wu,.
"Jednoczednie trzeba to samo pole TEM odjgc od sktadowej TM po-
la padajacego, ktora byta réwna zeru. Pojawia sig w ten sposdb
sktadowa TM cpisana potencjatem v, bgdjca rozwigzaniem proble-
mu dyfrakcyjnego z falg padajacg v . <godnie z [4] wprowadza-
my pomocnicze fale padajgce TEM generowane (jako sktadowa TE )
potencjatami Hertza

J : TR 4 : 5
= Ay eikme X g [ETIeX, “ ]y o nftXs ikin @08 (0 o) (15

gdzie n = 1,2, (=1)"id = N cOS@py , 1 = W sinQ,,

Réwnanie (18) przedstawia niejednorodns falg plaska, @mn 228
zZespolone katy padania.Amplitudy A, sg dowolne, mozemy je tak
dobraé, by skasowaé zle zachowanie ~g'2 , Potrzebne sz dwle
fale*(18), aby réwniez w sktadowej TM mozna byXo skasowaé za-
chowanie ~g@ (tzn. migdzy sktadowymi v, iV, , gdyz Vy = O).

Trzeba znaleZ¢ rozwigzanie u, problemu dyfrakcyjnego (4)
dla fal padajgeych (18) z warunkiem brzegowym Dirichleta u, =
= 0 dla Xy =0, X,€ 0. Rozwigzania te otrzymujemy przez prze-
diuzenie analityczne w dziedzing zespolonych katdéw padania (po-
réwnaj [7]) rozwigzania problemu z rzeczywistymi katami pada-
nia réwnymi Re ¢,, . Zgodnie z [6]

Km@2Z - ivmA . :
Ua=A_2e'"™ 1?‘06 i 3y K M Q) SINF (@ #TT) 5in 7 (TT- 9, (19)

Zachowanie asymptotyczne (19) dla g, ,— O jest dane przez
[81

32 __-1[2 -i‘n‘/i(

Wy A, 2 e M (e y )1 THm s o Bon cos¥m. V2 4 g, ) (20)

Zatem dobierajac amplitudy A, , zeby
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Acos¥2! + A, cos Bt - My RoimA(y yg, ) e mtOme EDSE'?- (21)

otrzymujemy pole TE odpowiadajgce

0or U, i, (22)

speiniajgce warunek ostrza 3, _8dyz" u spetnia (15). Spetniony
jest réwniez warunek brzegowy 2. Natomiast u nie spelnia wa-
runku wypromieniowania, gdyz dodalismy pomocniczg falg padajg-
ca u, (niejednorodna fala piaska - Zirédia wee ).To, co do-
“dalismy, trzeba odjaé, aby nie zmieni¢ wyjSciowego problemu -
spetniony jest wéwczas warunek wypromieniowania.Pola TEM trak-
towane jako sktadowe TE generowane potencjatami Uy (18) moz-
na potraktowaé¢ jako sktadowe TM (z przecﬁ'fym znakiem) zadane
potencjatami Hertza

v <A (1)"Z e MY Za%, ik [(-1)IYZ ot Xy =xes) _

< Asi(-11"Z e KV Zat Xy o ike9¢ 05 e+ Pen) (231
gdzie n=1,2”‘2 1xg,,£uz£ﬂ.m ; 9,-(x§.+ "Ea)m e Y-1=Mm Eh'?‘ ‘
Z.2flq Ef ; katy @, i ¢, Sa okreslone przez X,=

= Q. CO0SQ, 5 X3 = QE_Sin Pe »
(=1)"iYZ.a = yeos @, |, 1=Ys'm$,, , Y=(1-¥* 22 o)

gay YZlal<ioraz ys=i(YZ,&2-1)* gdy YZia?>1

* Pola TEMopisane potencjatami (23) odejmujq sig od pél TEM
opisanych potencjatami (28 ). Zatem spetniony jest wyrunek wy=
promieniowania i zagadnienie jest réwnowazne naszemu wyjScio-
wemu problemowi, gdyz nie zmieniamy zadanego pola pada,jqcego
wytworzonego przez (7).

Tak jak poprzednio znajdujemy rozwigzanie problemu dyfrak-

cyjnego dla réwnania (6) dla fal padajgcych (23) z warunkiem
trzegowym Neumanna dla x,= 0, X,£0.

Vo= Agi (11722 e M2 (13, (ke ya,) +
o iH Jo2 (KeY8,) €053 (9gn-Tr) cos ¥ (g, ~Tr)] (24)

y=1



Zachowanie asymptotyczne dl:‘:;:—-ﬂ
Vo A1) 22 26 T [y e eV 2 Xs in B0 5in g0 (1 40 12) c0(g,) (25)
zatem 2zadajgc
-A15'm2'2—'— +Azsin%1-0 (26)
zapewniamy spelnienie warunku ostrza (15) przez
IRV AT A (27)

Réwnania (21) i (26) mozna speini¢ dobierajgc amplitudy A,.
Rozwigzujac ukiad réwnan (21) i (26) otrzymujemy

A = sin %LA , A2=sin!§l-A (28)
Ax2 W PpeiH o KnXlmo(y g 7 : cas e _

an s sing +cos ¥yt sin.
OtrzymalisSmy zatem rozwijzanie Scisie naszego problemu ro-

21ozone na sktadowe TE i TMopisane potencjatami w=u +U,+U;
oraz v=u*ty; .

4, Rozwiazanie UAT

Skoﬁstruujmy teraz jednolite asymptotyczne rozwigzanie na=
szego problemu dyfrakcyjnego 2godnie z [2]. Trzeba zaczgC od
rozwinigcia asymptotycznego fali padajgcej u

Dla k,—oco zachodzi [8] '

St

[V ~-%P'n"’2 e T gikmSme k;,méo q,(ikm]_' (29)

gdzie eikonatr fali padajgce]

Spmo = Xy + NQpg (30)



o
oraz wspéiczynniki

-1z _ C(v+12) (31

. v
%y N 2R 0 S

w szczegdlnosci

b -5z
)3/2 /

¥ e (32)

ae"(ZIgm J G.,z%(Z'\(Qm‘ J c"2=_39-2_(2”"'9"5‘)

Rozwizzanie u=y,+u,+u, budujemy z dwuwartosciowych funk-
cji U-[2]:

W= Uig et i el (i S 8he i Otic (o) S (33)
gdzie
Uz Up+ Up+ Uy (34)

dane jest przez ansatz UAT [2] dla fali padajgcej (29)

T GKG z b Ty A s Tl 6
Un~-gPr?e '""e'"msmkm’z{ffk‘,’jem% Q, (ikp) ek B, fik "] (35)
gdzie eikonatr fali dyfrakcyjnej §m=dx, *UQppt MG, ., nato-
miast 6 =(S,, ~Sma)“2 =(ng,, txg,-na, ) ” o gatagz
pierwiastka wybieramy tak, by sgn 8, = sgn cosgmiz?i’l'?— .
-c=mw-"ei™4  catka Fresnela
-‘ l x 1 2
flx)=-1ice ”('fe't dt
-0

Wspdtczynniki B, wyznaczamy [2] z

'

i 08, B a5 o - S
0

[ T -
2me 2%y sinLi2sing

28mo

Zwigzek oznaczen z pracy [2] z naszymi jest nast§pujgcy:
Wspéirzgdne cylindryczne (Qn@m ;%) wigzg sig z wspdirzecd-
nymi promieniowymi (6, ¢, .,7)
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e qayx , a=cosp-, w=sinp (37)
Dale;j‘
o- ; LT -0, ,cosﬁg—‘&_!"singﬁ,
z =--P1-r"‘ze‘""4u, ) Wa- P eTimAg ‘ (38)
oraz
y= 5 (3n)" 35

Tak zbudowane pomocnicze rozwigzanie asymptotyczne u, nie
speinia warunku ostrza tak jak w przypadku Scisiym.rPrzekonuje-
my sig o tym badajac zachowanie asymptotyczne U, dla gm-—O
W tym celu nalezy rozwing¢ w szereg Taylora B, i f(k 6 o)
wokét gy= 0. Najpierw znajdziemy rozwiniecia wielkosci pomog:-
‘niczych wyét%pujqcych w powyzszych wzorach. Posliuzymy si¢ roz-
winigciem [8]

& 1 k+1 ;
(1+x)“'=1*0.“3(—?,—"x’ MF,—Q'—) e 40)
Zgodnie z (14)

]U?

@ms = [ I * %o = 29m Qo €05 (P o] = By [1- (&2 ) 2 05 (91 ) (22 )

= 0o [1- (52 )05 (g, 00, )+ (22 T L sin? (9, + ) +

(En.)wzcushpm+umwsm (@m*Pmo) * (41)
Analogicznie
A = 2.-1/4
9ms 1/2,9'“01/2[1 ( m)?tos ((‘Pm "Pm)’(g':;) ] NG (62)
)

=9mo [1 (r’")z cos(‘?m*q’mo)*(

£

)2%(5cosz(cpm+qam)-2)+ 2]

oraz
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! ; 3/4
32 312[1 2cos (@ *+Pmo) * ) ]

Sms
(43)

R 2 ]
[“.(g‘::,) % COS[(pmﬂpmu) *(99'_:’) 13'(21 CDSz[ng+(Pm_6)+..;}
Natomiast
O =[ng,+ Q- 1‘9,,.5]"/2 = (xg,) "™ [I,gso_ g:.,_ 102 _

uzywajac (41)

o T
= (% Que [+ (32 ) -4+ (G2 ) 0 (9 +Pma)~ (32 '3 S0 (9 * frmo ] *
34 -1f2
-(g:;) 3 €05 (@ +Grng) Sin2( @+ 0, 0)+- #]
Wyciggajac przed nawias %‘:o—[h cﬂs(tpm+q7m)] , korzystajgc =z
(40) i porzadkujac potqgi 8m /9y Otrzymujemy

~12
e"=—'n—(“9 ) 1+(3m )1 gin?
mo ws_(gn%m[ (32 )4 sin® SmpPen (44)
f(ggm)eé L L ‘Prnu (5 cos? ‘Vm*fpm_’)*....]
Pococbnie
£ ol ity 12 12 1/2
gm'[ng'n’lgm-lgms] -(KQ,M) [1’-9_':0 E?;—]
. 12 9m | 4 o2 Pt P
(2wg) cos—-m-zj’-m[h(gm)zsm —-'1‘-7——°—+] (45)
Poniewaz
f(x)=~;-—icx*~~
wiec korzystajac z (45) mamy
(k0127 +m e ™2k u g, )W cos 2mfoe o ... (45)

W e 7 SRS b g . -1
wida¢ z tego, ze we wszystich rzedach rozwinigcia w (ikem)
sochodzgcych z pierwszego wyrazu (35, wystapi w U, niedopusz-
czzlne zechowanie ~g,f‘. Wyraz staiy w (46) rdéwny 1/2 nie daje
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wktadu do u, ze wzglgdu na (33). W wyzszych rzedach, tzn. po-
czynajac od (ik,,)’1 , trzeba uwzglgdnié jeszcze wklad zB,V naj-
"nizszym rzgdzie, tzn.. (ik,)? , mamy

—Grarte thm (00 X8} (9 - )“”-(ug,,)"?cos-‘?-m-zh (47)

U, . n
(iKm) dla g,—~0

gdzie uzylismy z potrzebng dokkadnosciq
e"*-n (X, + NGy * N Q) _ e':k,,,'(ax, Q)
oraz |

-1z

a, =(2ng,,) -(219.,,.)"”+

Potencjaty pomocnicze U, i U, powinny by¢ jednolitymi asympto-
tycznymi rozwinigciami potencjaréw (19) z przypadku Scistego.
Dla padajgcej fali ptaskiej (18) rozwigzanie Scisle (19) pokry-
wa sig¢ z jednolitym asymptotycznym rozwini¢ciem - problem Som-
merfelda przediuzony w dziedzine iespolox:lych kgtdw padania.Za-
tem :

Up=A,elkmSmf( g (48)

gdzie n=12 , S mdx,+ Mgy , Spu= 0%, - NGnCOS (@t Pnr) ;
Bn = (S Sug) ™ =[X 8 * 18,0005 (P + @] " = (2% g,,) 7 cos Bmoyfme

arg 8, =arg cos fa fm
;\mplitudy A, dane s3 przez (28). Podc;bnie
o= Vy(o4) V(20 (19)
gdzie
V= A,,i(-1)"e"‘e§e f(k%s,,) , (50)

oraz

S‘-Yanx1~Yg' ) szY2¢3x1—yger_os(¢pe+tpm),
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A 12 12 Pe * Pe

6 = (8¢ Sen) ™ 2[ Y20+ Y305 (e 9en)] (2, ) cos Tefen

arg@,, = argcos fe7den :

Zgodnie z (28) V,+V, speinia warunek ostrza.

Poszugujgc sig wzorem (8,511.5) ze str. 987 tablic (8] prze-
xonujemy sig, 2ze wu,=U(¢,)-U,(27-¢,) , gdzie U, jest dane
przez (48), pokrywa sie z (19).

Poniewaz
”k,’femnh%*-rr"’ze'"'"(kaXg.,.)"zcos&“—5&"3«»--- (51)

wige asymptotyczna posta¢ U, dajaca wkiad zgodnie z (33)do i,

wynosi
Uy~ A, 2 ™ e Malt (24 yg 1 cos BmzPmn_,.. (52)

dla 8y —10,
Do wykonania (33) potrzebne jest

cosiﬁ‘-‘%@—""’;- msm%’-’&"'2 :cosqﬁl;”ﬁuos 1"152’1‘2 =2cos?ms£‘f’- (53)

gdzie n =0, 1, 2.
Wykorzystujac wzory (28) na amplitudy A, znajdujemy asympto-
tykg dla :

Ugru, ~ Prr“(2ug,m]" et laX; ”‘QW’(Zuqm)“z- cos Qgﬂ- .

in Y8 o5 9m (o5 Omt 4 cin®el (05 ®m. cos P
sin & C0s %2 cos Fnt + sinfyl cos' cos—iﬂ

czyli cos‘&zﬂ 5;,—.22:1 vctzséE sin%l

, Weeu, ~Port( anm,,\'Te K (@X, ’Kg"‘)(anm)mtos %‘“— cos % (‘ 54 )

dla g,—0 tyl-
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u, ~-F’-:r‘1(21q ye Km (ax,+uq_,,)(2ug )Vzcog—:os%"-" (55)
(km)” i dla g,—0
co znosi sig z (54). Zatem w najnizszym rz@dzie {1k ) warunek
ostrza jest speiniony.’

Zbadanie warunku ostrza w wyzszych rzedach (ik,)”  wymaga
znalezienia asymptotyki B, dla ¢m—0 . Poniewaz potencjaty
pomocnicze nie dajg wktadu w wyzszych rzgdach,wigc speinienie
warunku ostrza jest mozliwe tylko wdwczas, gdy wkitady ~ g‘,‘z '
z wyrazéw rzedu (ik_ )" zawierajacych B, zniosy sig z wkiada-
mi ~ g”z z wyrazéw tego samego rzedu (ik,,“)""1 zawierajgcych
Q,,; s« Zatem warunek ostrza w wyzszych rzg¢dach musi byé spel-
niony juz na poziomie skalarnego rozwigzania UAT.

Sprawdzimy tg¢ hipotezg w kolejnych dwu rzedach (ik,,,)'1 oraz
(ikm)'2 + W tym celu potrzebna jest znajomos¢ asymptotyki B, o-
raz B, dla gq,— O.

Zgodnie z (36)

Bi=Oal8) teeadm (56)
° 28,6 2"ylE)sinl/2sinp

Korzystajac z (32), (39), (42) i (44) otrzymujemy
L gl R v TV

= 26, 2(2ug ;"zms%t-‘f'—'

(219,.,) (2ugJ"
" 2cos Tl - ["(*)z‘ws(%*wf(‘“—l §(5605 (9 fe)-2) -}

[+ (2] fsin? S (3 L. it e (5 i 1) %

_ g, 2oug,) " [+ ,}q.(q"' )(’st("?'““""')* 7 smzhfih

Zosv—"‘i—e‘*

+(38- 1 (3 (5005 (@ +@mo) - 2) + 3 5in

Zv"‘_{"'ﬁ (5 “)52&“_2:&'—])1-

: +
+ 3 €05 (@ * ) T sin” Lm0 ). ]
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Porzgdkujjc wyrazy otrzymujemy

B, =(21q,,_,)'m(219";)“213—c059m%ﬁ2 .
+(2xgm75’z(219m ::z ncos 1752 —8cos sz-ﬁ-") (57

Doktadno$é B, do ¢* jest niezbgdna do obliczenia B, z do-
ktadnoscig do g"’ :

Z (36) mamy
Aa (6") . 01(6)
s T il !
G f‘i("[ 88,167~ 2o t67) “C T ter *
a,(0) (58)

7R y(6)sinL/2sin p
Poszczegdélne wkady do (58) wynoszg (z odpowiednig dokladno—
Scig):
a(6) _ a,(0) M Fng J* T(2\Lgm&
20,060 2y(6)sinli2sin 26, 2(2xg,)" cosMﬂ

podstawiajac (43) i(44)

-1 , ; ;
. [1+(%‘;)% cos(t.pmupm)»--']-[h(g‘:-_)% singﬂi&!w»]:

-k
)

(2ng, 7*(2uq,,
Erct Mn&

wymnazajac szeregi i grupujgc wyrazy
= (2, )P (2n g, }"’ 5 (5 cos Pt 5 cog1 Ynibon ) o .. (59)

Rorzystajac z (57)

2
88, <[4 £laf— ]+ & a_&,_ ]B (2% 3p) ¥ 2ug, %

%—cos-ﬁ?ﬂt . (60)

Podoonie korzystajgc z (42)
Aq,= (Zu_gm')'slz Ay
skad na podstawie (44)

: g
58 = (200G, (200, " K cos! FmtPem o (p1)

Poniewaz y:tf"”:(gT"‘)vz » zatem funkcja podcatkowa w (58) wy-

nosi W 3 %
: (2%,,)E %2 "2[—-13—cos‘°—"‘2(9'—“‘*—12cos‘1£"-f2“-]
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miara zas d6=di"- . Zatem

[
e Aa A -512 AR *Pmo, 1 1P P ], }
3y !y[AB +§e—'-]d6 (2nag,,) " (2nqg,) [ 7] cosyﬂ-z—+ g cos —'32—"1 - (621

Z (62) oraz (53) mamy ostatecznie

s

By =(2%g,, (2 g, 3 5y cos Tt Pme ... (63)
Na podstawie (57) i (63) moZna odgadng¢
B, =(2%a )" (2% g, ) P W cos BmPee .. P
gdzie 4
. 1 riv+1/2
Wo gyt [loe¥2) oy o2l Clvar2)

(ye)IC[-v-1/2) (ve1) VO (-v+172)

Nie mozna jednak udowodnic¢ (64, przez-indukcjg ze wzglgdu na
rekurencyjny charakter wzuru (36, wymagajgcy znajomosci B, z do-
ktadnoscig dc 9312 dla obliczenia B,,, z dok:adnoscig do g"z, %

Znajomosé B,i B,z (57) i (63/ pozwala sprawdzi¢ warunek oS-
trza w rzedach (ik,)"' oraz (ik,)? . ¥ rzedzie (ikn)' wkiad tyou
q,fz (pomijamy wyraz niezalezny od Pm ¢ ktéry nie daje wktadu do

(33))

ﬁ__'%_PTr_ﬂze-iﬂ’H enkm(dx‘ *MQ,)

[ e (2% g, P cos mifme. L (2 g, YK ik, )"
- ~ _—
UK ©pmg) a,(0)

- i -1 = 0]
T G i A P L (2ugm)”2%cos iﬂ‘—;ﬂ ] =

2

: Ba
;% [ eiu,..(ctx.»uqm)(hgm )Aafz(hgm)ﬂz Cos“’_m'?%_u [(lk,,,)"'—(zkm )-TJ -0

Podobnie w rzedzie (ikm)'Z

U, =

£ g 2 il ik, fax, + Mg )
b g _ZPT' e e m!
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_[-n--lfz e-iﬂ“ (2.‘9.‘ ,1!2 oS h?m N ‘jg—f'(z“qm)‘SE'(ikm)-z
f(k¥e,,} ; a,(0)

4

+1'r‘"ze-"m'k;,.’, (Zugm)'m(Zugm)w 392 cos ——-z—(p"‘ﬂp""" (ikm)"] s

-

B,
B%p.n,-t eikm (otxnugm)(z,‘gw 5/2(2“% 'Rcosw[‘ Ky _( km) =0

czyli warunek ostrza jest spelniony w rzedzie (ik,)" i (ikm)‘2
Na podstawie tych przyktaddéw oczywiste Jjest, 2e warunek ostrza
Jest speiniony we wszystkich rzedach (ikm)"' wbrew obawom wyrazo=

nym w (11, gdyz

U, I o] (65)
(rk,,,) "2

Jednak formalny dowdd wymaga pokazania (64), co jest trudne.Nie-
mniej jednak doswiadczenie zdobyte wyzej pozwolilo wykazaé [9]
spe'inienie warunku ostrza w wyzszych rzgdach rozwinigcia UAT na
poziomie ogdélnosci pracy [2] (tzn. dla plaskich ekrandw i dowol-
nych fal padajacych) dzieki przeksztalceniu wzoru (36) na B, gru=
pujgcemu B, z a, 4.
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