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Wannda Paprocka=Garlicka
Zakic¥ad Teorii Konstrukeji

PRZYSTOSOWANIE BLIEK CI4GLYCH
ORAAZ METODA OPTYMALIZACJI PODATNOSCI SPREZYSTYCH ICH rODPOR.
TWIERDZENIZ O MAKSYMALNYM OBCIAZENIU PRZYSTOSOWANIA,

Eiihiejsze opracowanie stanowi suplement do mojej rozprawy habi-
1ittacyjnej [9] . Zawarte w nim tezy byly tredcig przedstawionej
przzeze mnie pracyx na 174-ym Kolokwium Euromechu w paidzier=-
nikku 1983 r., w Palermo,

1. WPROWADZENIE

Okresleniem granic obcizzen nieniszczgeych dla kenstrukcji
wykkonanych z materiaidw o wZasnoséciach sprgzysto-plastycznych
podddanych dzia*aniu obcigzzer zmiennych zajmuje sie teoria
przzystosowanie, Twierdzenia tej teorii oraz wynikajgce z nich
kryyteria osiggania tych graniceznych obcigzen, zwanych cbcizie-
niammi przystosowania, jak rdéwniez kryteria osiggania noégnodci
grannicznej i noénosci sprezystej konstrukcji, bazujace odpowie-
dnido na twierdzeniach teorii noénocci granicznej i zaZogeniac
teonrii liniowo-sprezystej podatam w rozprawie habilitac;jnej[Sl

(Celem niniejszego opracowania jest rozwigzanie problemu
optyymaliizacji sprezystego podparcia belek cizgXych poddanych

XnTrhe inelastic analysis of a continuous beam on a flexible
suupport under variable loads. Maximum incremental collapse
looad theorem."

http://rcin.org.pl
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dziataniu obcizzen zmiennych ze wzgledu na maksimum obcigzenia
prezystosowania, jak réwniez uzyskania odpowiedzi na pytanie,
czy podatnosgci sprgiyste podrdr mogs by¢ przy projektowaniu na
przystosowanie pomijane.

Belki ciagZe pracujg neogdz jako belki na podporach sprgzys—
tych, jednak podatnosdci sprgzyste podpér /nie majace jedynie
wpZywu na nognoé¢ graniczna konstrukeji/ sa przy projektowaniu
zazwycza] pomijane.

WpXyw podatnosci sprezystej podpér na wielkosé obcigzenia
przystosowania byr dla réznych typéw obcigZern analizowany Ww
pracach Eyre'go i Galambosa [2], Ciampiego i Gavariniego [1],
Cppenheima [7] oraz mojej [B] o Ciampi i Gavarini wskazali
ponadto na mozliwosé optymalizacji konstrukeji o wkasnosciach
sprezysto-plastycznych obcigzonej w sposéb zmienny w czasie
poprzez odpowiedni dobdér jej wZzasnosci sprezystych,

W niniejszym oparacowaniu przedstawiiam rozwigzania, prze-
prowadzone dla trzech wariantéw obciazen przyZozonych do spre-
zyscie podparte]j belki dwuprzgsiowej, dla ktdérej wpiyw podat-
noéci sprezystej podpory na wielkos¢ obcigzenia przystosowa=-
nia jest najbardziej widoczny, Analiza tych rozwigzan umozli-
wiXa mi sformuZowanie ogdélnego twierdzenia o osigganiu maksy-
ralnege obciazenia przystosowania. Twierdzerie to nastepnie
udowodni?am, Zaproponowana, oparta na powyzszym twierdzeniu,
metoda wyznaczenia optymalnych podatnosci sprezystych podpér
i odpowiadajacych im maksymalnych obcigzer przystosowania
prowadzi wprost do wynikéw umozliwiajgcych optymalne projek=-
towanie, b

Przedstawione rozwigzania wykazaly, ze niewielkie podat-
nogci spreiyste podpdr, majgcé podstawowe aplikacyjne znacze-
nie, wpZywajg w przypadku wystgpowania typowych dla praktyki
inzynierskiej obcigZen zmiennych na podwyzszenie wartosci ob-
ciazenia przystosowania, Pominiecie tych podatnocsci, jako korzy-
stne dla bezpieczenstwa konstrukcji, jest zatem przy prdjekto—
waniu na przystosowanie dopuszczalne,

Wyprowadzone wzory na obcizzenie przystosowania i nosénosé
graniczng konstrukcji, sg stuszne jedynie dla belek, ktdrych
ugigcia sz dostatecznie maie, aby mozna byXc stosowaé obowizzu-
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jace w teorii przystosowaria i teorii noénoéci granicznej zaro-
zenie o maXoéci przemieszczer, Na wielkos¢ ugie¢ ma migdzy in-
nymi wpzyw podatncsc¢ sprezyeta podpory. Gdy jest cna nadmierna
moze powodowal zbyt duze przemieszczenia belek, Dlatego tez
przedstawionych rozwigzasd nie mozna stosowad do belek na podpc—
rach o nadmiernej sprezystej podatnoéci. Zastosowanie zaoze-
nia o maXosci przemieszczen prowadzi w przypadku duzych prze-
mieszezen do paradoksu przypominajgcego parodoks Stlssi-
Eollbrunnera [}1] .

Réwniez i mcdel belki na podperach sprezystych nie zawsze
jest odpowiedni ze wzgledu na mozliwos¢ kruchego zniszczenia,
uplastycznienia, badé wyboczenia podpdr przed zniszczeniem samej
belki. Jeéli przewiduje éiq zaistnienie takiej mozliwosci, naleiy
dodatkowo przeprowadzié¢ rozwigzania dla ukiadu belka-podpory.
Takie rozwigzania, dla przypadkéw gdy podporami spregizystymi
belek sz belki poprzeczne, tj. rozwigzania dla rusztéw, w ktérych
pominieto jakc bardzo maly wpiyw momentdw skrecajgcych, zawiera
rozprawa /[ EQ] s+ De3.2.6 / oraz np, praca Grundy’ego [3] X

Optymalizacja takich konstrukcji winna dotyczy¢ nie sprezys-
tego podparcia belki ze wzglgdu na maksimum obcigzenia przysto=-
sowania, a pewnych wXasciwosci materiaztowych i parametrow geome-
trycznych belki i podpdr, wpiywajgcych na ich wytrzymalodé i
sztywnoéé, a celem itej optymalizacji powinno byé otrzymanie
mozliwie najwiekszego obcigtenia przystosowania ¢ jednoczesnie
mozliwie najmniejezym ciezarem, bsdZ kosztem konstrukcji.

Na fakt istnienia oméwionych wyzej przyczyn, ograniczajgcych
zekres stosowalnosci przedsiawionych rozwigzan, zwracaja uwagg
prace - moja [8] 1 Polizzotte [10]. :

2, ZAZOZENIA I TEORETYCZNE PODSTAWY OBLICZEN

Przyjetoc, ze materiar z jakiego wykonana jest konstrukcja ma
wzasnoéci idealnie sprgzysto-plastyczne oraz granicg plastiycz-
nedei réwng + G, przy rczeizaganiu i éciskaniu. Frzyjeto zato-
zenie o maioéei przemieszczen oraz zatozenie paskich przekrojéw.
Przyjeto w analizie plastycznej konstrukcji hipoteze idealnych
przegubéw plastycznych. Pominigto wpiyw dziarania si¥ poprzec:z-
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nych, Zaxozono,ze dziaXanie obcigzen jest quasi-statyczne.
Obcigzenia niszczace wyznaczono w oparciu o kryteria znisz-
czenia wynikajace z twierdzern teorii przystosowania i teorii
gci granicznej oraz z zaXozer teorii liniowo-spreiystej

EEIKI DWUPRZESLOWE N4 SRODKO/EJ PODPORZE SPREZYSTEJ,
ANALIZA WPEYWU PODATNOSCI SPREZYSTEJ PODPOR NA WIELKOSC

Ll

OBCI4ZENIA PRZYSTOSOJANIA.

Rozwigzania przeprowadzono dla belek o staiym przekroju =
idealnie sandwiczowym i dwuteowym walcowanym i o jednakowej
rozpietosci prz¢ser L /rys.1/. #spézczynnik k sprgzystoéci
érodkowej podpory zastzpiono przez bezwymiarowy wspéiczynnik d,

&n 21 a2

L L iz i ik

" o 7t E)
Rys. 1

proporcjcnalny do podatnosci sprezystej & podpory /bedacej
przesuniecien podpory od ustawionej nad nig siiy réwnej 1/
i réwny:

6E

d=ﬁ'~— /1/

A3 o8]

gdzie 1 Jest momentem bezwfadnosci przekroju belki, a E - mo=-
dutrem Younga.

Analize przeprowadzonec dla d zawartych w zakresie
0<Ldg 1, przy czym d =0 / k = oo / odpowiada podporze
sztywnej, Przyjsto, ze wystgpujace obciazenia zmieniajg sie w
zakresach, ktdrych granice sg wyrazone w wielkosci jednego z
obciazen, Wyznaczone warto$ci momentdw zginajgcych i obeigzend
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niszczgcych bedg zatem funkcjami jedynie tego obcigzenia.
3.1. Belka poddana dziazaniu obcigzenia uzytkowegoe p .

Obcigzenie p moze sie zmieniaé od zera do swej wartodci gra-
nicznej. Na rys.2 przedstawiono wszystkie mozliwe schematy
obcigzZenia oraz miarcdajny mechanizm zniszczenia belki.

P
Al:mz’E:m:/p

1

‘p 8=~ T—=x B [EEEEEA L EEGEE)
L
ex-x(L-X) 653

X 5 El=const 53

: Ol
T 00333 025 s 10 = BEI

pod iﬂfﬂdog'zawar?cs
0<d < 043

N—

RyB. 2



W rozpatrywanym przedziale zmiennosci d

-8 =

B cd <1/

o nieprzystosowaniu sig¢ konstrukcji do danego programu obcigzen

decydowaXo zniszczenie przyrostowe,

VWyznaczono nasteprujace wartofici wystgepujacych w przegubach

Plastyezn

Can)

ych przedstawionege nz rys.

2 mechanizmu zniszczenia

ekstremalnych spreiystvch momentdw zginajacych oraz momentu K1

nad poapera 1 odpowiadajzcemo max Ilyd
a/ dla 0«d < 0.25
d - 0.25 2
Ehsy i e e e s B /2/
o B T /5 )
max M= -0,51% a’p + 24310 + 0130 1255 /uy 13/,
d - 0.25 2
M, =
ST A e
b/ dla d = 0.25
min My = 0 /brak obcigzenia/ /5/)
max M, = «0,5I°@%p » Q37244125 /B/ /6/
1+ d
d=-0s25 2
M, = oI /B/ /7/.
% 2/1+4/
gdzie ¥=p=.

Umieszczone w nawiasach

litery wskazujg jakiemu schematowl

obciazenia sdpowiada wyznaczone wyrazenie nea mcment zginajacy.

Podstawiajac
6

2 wyrazenia na @1 & .

/2/ i /3/ 1ub [/5/ i /6/ oraz podane na rys.

a1,

do wzoru /47/ pracy

bedacege zapisem kinematycznego Xryterium zniszczenia przyros—
towego, otrzymano obcigzenie przystosowania odpowiadajgce zni=-

szczeniu przyrostowemu p.
g¥odci przegubu przes¥owego
lizaecji pPP(qQ) wzgledem

(2e) w funkcji nieznanej odle-
od podpory O, OUstatecznie, z minima-
. otirzymano obcizzenie
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przystoscwania pppc a8 poioienie przegubu plastycznego w przgé.le

w postaci wzordw:

a/ dia Q< d g 0.25

. 2 | .0.5625+0,.25d -1 n
Poii -(1+Q£,P)(-O.5@Lp - e ’Jep) -I-;Q' )
/8/
2 1,54 + 2,12541/2
gdzie o{p--ﬂl +( T d )
b/t dia d > 0,25 /lecz niezbyt duzego/
) 2 0,375 +.d ., N Mo
Pppo =(1 +ap) ( D52y + ﬂl}a-mp) Te
/9/
1 za \7
gazie ot = -1+ (lI5232d)%2 |
P i
Wystepujgey w ,"e,r' i /9] moment MD jest momentem granicznym

przekroju belki,

Nognos¢ greniczna belki p, ., otrzymana z minimalizacji
wzgledem #f obcigzenia Py, () wyznaczonege z kinematycznego
kryterium zniszczenia teorii nosnodci graniczmej [/ wzér (19)
pracy [9]/craz odpowiadajgce jej poZozenie€ o, przegubu plas-
tycznego wynoszz:

™
o= 11.65691-; ; Hp= 0.4142 . /10/.

No€énoéé sprezysta wyznaczono podstawiajac do wzoru (51) pracy
[9] s bedacego zapisem Kryterium zniszczenia teorii liniowo-
sprezystej, maksymalne begzwzgledne wartosci wystgpujgcych w
belce ekstremalnych spr@fzyst‘ych momentow zginajacyche
Otrzymano:

a/ dla 0<d<0.0%99 /schemat B obcigzenia/

c Mg = c M
Pe “famn w7 T JEE0ED = Mz,
; 2 /1+d/

http://rcin.org.pl
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b/ dla 0,0399 d € 0.25 /schemat A obcigzenia/

M

c Mo ¢ 0
Pg = =T ) o /12/
5 max ng 0,'5(035225 + Ozzﬁd) 12 P

1+ d
¢/ dla 0,25 d < o0 /schemat B obciazenia/
B (o] I-’io P‘{t c MO
d G375 + d

max Mef™ g5 (Llat a2 Z A3/,

gdzie r
P

kroju /réwnym 2/3 dla przekroju prostokatnego, okoZo 0,85 dla

dwuteowego walcowanego oraz 1 dla idealnego sandwiczowego/ ,

max Mg Jest maksymalnym spregzystym momentem zginajacym, a Wi

W 1 S& to wskazniki: wytrzymalosci i oporu plastycznego.

Wykresy obcigzen Pppo? Pro i pg w fumkeji d przedstawiono

c = 22X = =-§— jest wspéXczynnikiem ksztattu prze-
ok

na Irys.2e.
Dla d zawartych w przedziale Oxd 0.43 podatnosé spreg-

zysta podpory wpiywa korzysitnie na wielkos¢ obeigzenia przys-
tosowania pppo‘

Dla d = d‘,p'.t = 0,25 obciagzenie przystosowaria jest naj-
wieksze, réwne nosnosci granicznej belki Ppo. Haximum temu
odpowiada tak dla schematu A, jak i B obecigzenia:

min My = M, = 0 /14/
oraz zgodnie z /8/ i /9/ :
’xp = ’Btn = 0,4142 /15/

Efektem przyjecia optymalnej podatnosci spregzystej podpory jest
zatem jednakowy dla obu schematéw obcigzenia rozktad sprezy-
stych momentow zginajgcych w przeéle 0-1,decydujgcym o znisz-
czeniu belki, przy tym taki, Ze moment w przegubie przesia

0-1 osigga swg wartos¢ maksymalna, a moment w przegubie nad
podporg 1 = minimalng,



e

Dla belki o przekroju idealnie sandwiczowym przyjecix
d = 0,0399 moze okazal sie niebezpieczne, wtedy bowiem obcig-
zenie przystosowania réwne jest nosnosci sprQZystéj, CO 0Znacza
ze pojawianie sie pierwszych odksztalcern plastycznych wystgpuje

jednoczeénie z osiggnieciem granicy obcigzen nieniszczgcych.
A

Z.,2. Belka obciazona siXz ruchomg P.

Belka poddana jest dziataniu sity skupionej P, ktéra poza
przesuvaniem sig¢ wzdiuz belki moze rdéwniez zmieniac sig w gra-
nicach od zera do swej wartosci korcowej /rys.3/.

Kompletne rozwigzanie dla tego typu obcigzernia zawierajgce
cptymalizacje podatnoéci sprezystej podpory ze wzglgdu na maksi-
mum obciazenia przystosowania, wyznaczenie obcigzed granicznych
oraz dyskusje dotyczgcy ograniczonej stosowalnogci otrzymanych
wynikéw przedstawitam w pracy [8] oraz w p.3.2.5 rozprawy
habilitacyjnej [9]. Przytocze tu tylko te fragmenty rozwigza-
nia}ktére przyczynity sie do sformuowania twierdzeniz o csig=-
ganiu maksymalnego obcigzenia przystosowania i do zaproponowa-
nia uproszczonej metody wyznaczania optymalnej podatnosci spre-
zyste]j podpory i odpowiadajgcego jej maksymalnego obciazenia
przystosowania.

Tak jak w przypadku obcigzenia uzytkowego © nieprzystosowa-
niu sie konstrukcji decydowazo zniszczenie przyrostowe,
Wprowadzajac e = f otrzymanc nastgpujgce warlosSci sprgzys=—
tych momentdw zginajacych w przegubach plastycznych, wyznaczo=
ne dla sitry P znajdujacej sig nad przegubem prze¢siowym, tj. w
odlegodci x od podpory O:

“f E | -
max M, = [’ac- /‘5+2d//,u2 + 4 /1+d/9c_f W P /16/)

3 1
My = [a+ /2a-1/2¢ ] TP PL /17/,

Minimalny moment w przegubie podporowym i odpowiadajgce mu
ustawienie Xy si*y P wyniosiy:
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. -{1=2d Y , f ‘
b i o, T 773y FL /18/,

min M 1 7
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x, - (L528) 7y /19/.
Obcigzenie przystosowania w funkcji podatnodci sprezystej pod~
pory zostaXo okreélome przy pomocy wzoréw /105/, /106/ i /107/
w pracy [9] . 2 maksymalizacji tego obcigsenia wzgledem d
otrzymano cptymalng wartos¢ d i poiozenie przegubu plastycze
nego, dla ktérych obciazenie przystosowania Pppo oaiggne¥o
maksimum analityczne réwne nosnosci granicznej Pro belki,
Wielkosci te wynoszg:

dopt = 0,2426 /20/,

Ropt = ¥gp = 0.4142 /2?/)
BB aisigoey o

max P = Pho = 5.8284 I /22 /8

OkazaXo sig, ze otrzymanej optymalnej wartodci d odpowiada
takie poZoZenie x sily P’przy ktérym spreiyste momenty zgina-
jace w przegubach przesiowym i pcdporowym osiggajg swe wartosci
ekstremalne. Wynika to z réwnania /19/, z ktérego dla d=0.2426
otrzymuje sig Xy = 0,4142 L, Jednoczesnie speiniona jest
réwno$¢é momentoéw zginajacych okreslonych wzorami /17/ 1 /18/)
tzn.:

M; = min M, e
¥ rozpatrywanym  przypadku maksimum  cbeigzernia
przystosowania wystepuje dla wartogci momentu zginajacego nad
podpora roznej od zera. Minimalnemu momentowi podporowemu rowW=-
nemu zeru odpowiada d = 0.5 . s
Dla d znajdujgcego sie w zakresie O« d < 0,48 zwiazany z
. uwzglednieniem sprezysioSci podpory procentowy wzrost cbcigze-
nia przystosowania nie przekracza 2.2%, W tym zatem zakresie
efekt uwzglenienia sprezystosci podpory jest nieznaczny i obeigze~
nie przystosowania mogZo byé oszacowane zakradajac, e podpora
jest sztywna,bads siosujgc rozwiazanie otrzymane metodami teorii
nosnosci granicznej,

http://rcin.org.pl
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3,3, Belka obciazpne siami skupionymi F o zmiennej intensyw-
noéci. Rozwigzanie V.Ciampiego i C.Gavariniego [13.

O nieprzystosowaniu sig¢ konstrukcji de przedstawionych na

rye.4 i rys.5 programéw obciafern 2decydowatd zniszczenie

przyrostowe,
Dla programu ocbciazen rrzedstawionego na rys.4 otrzymano:

_ 96 /1+d/ M ‘
P 96/12d/  ¥o g4y 4 > 0.375 /25/
|3 101 3240 T, i
! Mg
Bl w0375 | narE e Ba 6 xR 126/,

a dla programu obcigZen przedstawionego na rys. 5

ol (24

£ ire _:_9. = F, gdy 0 dxg 6.375 121/,
€ /1+d

F ) => d d -

ERe s gdy 2 0.375 /28/,

W pierwszym przypadku /rys.4/ max Ppp wystapiZzo dla doPEO.ETS,
a dla d znajdujacego si¢w przedziale O<d < 0,69 sprezy-
stos¢ podoory wpiyneia korzystnie na prace konstrukeji poddanej
dzia¥aniu obcigzern zmiennych.
W drugim przypadku /rys.5/ obciszenie przystosowania osiagneZo
maksimunm réwne nosgnosci granicznej komstrukecji dla 0«d <0.375,
W obu rozpairywanych przypadkach wartodei d = 0,375
odpowiadar :

My =min My =0 /29/.
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4., PROBLEM OPTYMALIZACJI SPREZYSTEGO PODPARCIA BELEK CI4GXYCH.

Problem ten polega na wWyznaczeniu optymalnychpodatnoéci
spquystyd1% podpdr , odpowiadajgcych maksymalnemn cbciazeniu
przystosowania, Nodnos¢ graniczna konstrukcji nie zalezy od
wrasnosci sprezystych podpdr,

Zarézmy, e granice wystepujacych obcigien wyrazone sg w
wielkodel jednego z obciszer & . Problem optymalizacji mozna

wiedy zapisa¢ w postaci:
a
max p = mAx Qp (k) /30/

gdzie e P jest obcigzeniem przystosowania.
Istniejg przypadki, w ktérych:
ATEY 1y DR Z ol /31/

b n

dla conajmmniej jednej wartosci k. Q p 0zZnacza tu nosnosd

graniczng konstrukcji.

5. TWIERDZENIE O MAKSYMAINYM OBCIAZENIU PRZYSTOSOWANIA .

Analiza przedstawionyech w p,% rozwizzard umozliwia sformuZzo-
wanie twierdzemia o osiggariu maksymalnego obcigzenia przysto-
sowania,cpartege na statycznym twierdzeniu teorii przystosowa-
nia i podanych w p.2 za*czeniach, Twierdzenie to jest wazne
dla belek i ram, w ktorych momenty zginajace majg decydujgcy
wptyw na zachowanie sie konstrukeji.

Twierdzenie,

"Jesli przez odpowiedni dobdr sprezystych wiasnosci konstruk-
23ji mozna dla sfhematu obecigzern i mechanizmu zniszczenia mia-
rodajnych dla nosnosci gramiczne} & n Zapewnié jedncczesne
wystepowanie ekstremalnych sprezystych momentéw zginajgcych
extr Hi w przegubach plastycznych i tego mechanizmu, wtedy
obciazenie (3 ’wlaéciwe dla zniszczenia przyrostowego,
0sigga najwiqkszq wartcsé max Q'pp' réwng nognodci granicze

nejd Q L

http://rcin.org.pl
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Dowéd,

Statyczne twierdzenie teorii przystosowania méwi, ze jeéli
na konstrukcje dziaXajg obcigzenia cdpowiadajgce obcigzeniu
Qupp, wkagciwemu dla zniszczenia przyrostowego, to momenty
zginajace w przegubach plastycznych i mechanizmu miarodajnego
dla zniszczenia przyrostowego osiggajg = zazwyczaj nie we wszys-
tkich przegubach jednoczesnie - wartosci momentdw granicznyech
t Moi' Momenty te sg sumami ekstremalnych momentéw sprezystych
max Mi' badZ min Mi i istniejgacych w chwili przystosowania sie.
konstrukcji momentdéw resztkowych m,:

m, + mex Mi = Moi y g4y Gi>0 7.
o +m1nh’sl==- ol ? gdy 6<0
9 sg przypisanymi temu mechanizmowi kqtami obrotdw przekrogéw
przegubach plastycznych.

Jegli dasymy do tego aby zachodzita réwno&c:

max B = Ry 1531,
to warunek jednoczesnosci wystepowania ekstremalnych sprgzys-
tych momentdéw zginajaeych musi byé spexniony W przegubach plas-
tycznych mechanizmu miarodajnego dla nosnosci granicznej. Jest
oczywiste, ¢e jezeli réwnosé ta zachodzi, to mechanizm ten jest
jednoczeénie mechanizmem miarodajnym dla zniszczenia przyros-
towego., Zaidzmy teraz, Ze momenty zginajace, odpowiadajace jed=-
nemu, bgdz kilku schematom obciazer miarodajnym dla a oo
osiggnety jednoczednie W przegubach plastycznych tego mechaniz-
mu swe ekstremalne sprezyste wartosci maxMi,qué miod, o Z /32/
wynika, ze gdy dzialajgce na konstrukcje i zmieniajgce sig W
ramach tych schematéw obcigzenia osiggng swe graniczne, odpowia-
dajace G.pp wartosci, to momenty zginajgce w przegubach plas-
tycznych osiagng = réwniez jednoczednie - wartosci momentdéw
granicznych  + M, , badé - M ..

Niech ‘na mechanizm zniszczenia miarcdajny dla Q.n dziara
schemat obcigzen, dla ktdrego zostal speiniony warunek jedno=-
czesnodci wystepowania extr M " i niech intensywnosci

tych obcigzen odpowiadajg raz {1 op? drugi raz Q’n
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7 zasady prac wirtualnych wynika, ze jedli dziatajace na tg

sams konstrukcje z identycznie przypisanymi odksztatceniami i

przemieszczeniami, dwa jednakowe schematy cbcigzer sg W réwno-
wadze z jednakowymi rozkzadami git wewnetrznych /momentami
granicznymi M_; w przegubach plastycznych i/, to intensyw-
noéci tych obcizzern muszg by¢ jednakowe i

Hop e, /34/

W dodatku, poniewaz @ o > Q,, mosna stwierdzié, ze
wartosé obcigzeniz przystosowania Q Pp spezniajaca réwnanie
/34/ jest najwiekszym obcizzeniem max G.pp, wrasciwym dla

zniszczenia przyrostowego.

6. UPROSZCZONA MiTODA WYZNACZANIA OPTYMALNYCH PODATNCSCI
SPREZYSTYCH PODPCE BELEK CIAGIYCH.

Sformutowane wyzej twierdzenie prowadzi do uproszczonej
metody wyznaczania optymalnych podatnosci sprezystych POdpéT,
waznej dla przypadkéw, w ktérych o nieprzystosowaniu  sig
konstrukcji do zadanego programu obcigzen decyduje zniszczenie
przyrcstowe.

Jezeli warunek jednoczesnogci wystepowania ekstremalnych
sprezystych momentéw zginajgcych w przegubach plastycznych
mechanizmu zniszczenia miearodajnego dla nosnosci graniczne]
mozna spelni¢ przez dobor odpowiednich podatnosci sprezystych
podpér, podatnoéci te beda optymalne, tj. takie , dla ktdrych
réwnosé¢ /32/ bedzie spetniona.

W przypadku rogpatrywanej konstrukecji i typéw obcigzen réw-
nanie /33/ jest speXnione, gdy moment zginajgcy M1 nad pod-
porg 1, wyznaczony dla schematu obciazenia odpowiadajgcego
maksymalnemu momentcwi zginajgcemu w przegutie przgsiowym,
osigga swa najmniejsza mosliwg wartosc¢. Odpowiadajacy optymal—
nej podatnosci sprezystej % podpory 1 parametr & /1/ winien za-
ten speinié rdwnanie:

Ky | spmge = Tin M, /35/,
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gdzie (. okresla poXozenie przegubu przgsiowego.
Ostatecznie,wyznaczajsc metodami teorii rnodénosci graniczuej

nosnogé graniczng konstrukcji @ n 1 poXozenie przegubu plas-

n dochodzi sig, przez rozwigzanie jedynie rdwnania

/35/, do kompletnego optymalnego rozwizzania na podatnosé

tycznego £\
sprezysts podpory i obcigzenie przystosowania.

7. ZASTOSOWANIE PROPONOWANEJ METODY .,

Tied Belka tréjprzesifowa na podporach sprezystych poddana
dziazaniu obcigzenia uzytkowego p .

Rysunek 6 przedstawia miarodajny dla nosnodci granicznej
mechanizm zniszczenia skrajnego przes¥a belki, Mechanizm ten
odpowiada obcigseniu znajdujgcemu sig na lewym skrajnym przesle,
na przestach lewym i srodkowym, na przeszach skrajnych, badé
na caej belce,

Zax6zmy, ze wspéXczynniki K sprezystosci podpér 1 i 2 s3 je-
dnakowe i wprowadimy tak jak poprzednic, parametr d ckreslony
przez /1/.

Gdy moment nad podporg 1 My < 0, to przedstawionym na
rys.6 dwom, z poéréd wyze]j wymienionych czterech miaredajnych
dla nos$nodci granicznej, schematom obcigzenia odpowiadaja:
schematowi £ - maksymalny sprezysty moment zginajgcy max Hx W
przegubie przesiowym, schematowi B - minimalny aprezysty zozment
zginajacy min M1 nad podpors 1.

P P
fo 2 o O R S O e T  PAERIREE BT iR
p
B Gk ine e[ asinmic o st s 1]
ET = const
—E—t

=
3
=



g
Rozpatrzmy oba te schematy obcigzen. Dobierajac podatnoscé
sprezysta podpdr 1 i 2, tak aby odpowiadajgcy schematowi A
moment M. ruwny DyZ odpowiadajgcemu schematowi B momentowi
3 sperriajac réwnanie /35/ osiagamy to, ze rozkiad
zystych momentow :’,gﬂxa acych w przedle O0-1, decydujgcym o
zniszczeniu velki, jest dla obu tych schematéw identyczny i
taki, ze€ moment w przegubie przesiowym osigga swojg wartosc

naksymalna, & W przegubie podporowym - minimalng,

Nos$noécé graniczna belki Prais poZczenie przegubu

plastveznege R, 53 réwne:

Mﬁ ~ 2
Ppo = 11.6569 v , %= 0.4142 /36/‘,

a momenty zginajace M, i min M4, odpowiadzjace schematem
A i B obciazenia majg postac:

M_45&-075c1-0.§ /4/ -
3/3 42 + 16 d + 5/ Sl
s e 20 S 10 Ay pI1? /8/  /38/.

12/3 42 4 16 d + 5/
Z przyréwnania /37/ do /38/ otrzymujemy:

dop't = 0.25 /39/ .

dla kidrege max Popo ® Pno = 11,6569 %

Ka uwage zastuguje tu fakt, ze otrzymano to samo dopt co dla
anaiogicznie obciazonej belki dwuprzesiowej, jednax przy réz-
nej wartosci momentu podporowego. Dia belki dwuprzesZowej byt
to moment réwny zeru, Dla rozpatrywanej belki trdjprzegszowe]

moment podporowy rowny byi Zeru, gdy d ts 0,345,
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7.2. Belka dwuprzesowz na Srodkowej podporze sprezystej obcia-
zona dwiema si*ami P przesuwajgcymi sig wzdiuz belki.

Z. wyniléw otrzymanych dla bél}:i dwvuprzg stowej na srodkowej
podporze spresyste), obcigzonej si*y ruchoma i dla belld dwu=-
prze stowej na podporach sztywnych obciazonej dwiema sizami
ruchomymi /p.3.2.5 i 3.2.1 rozpravy [9]/ moina wnosié ,

zZe wpiyw podaimodci spreiystej podpory na wiellog¢ obeigienia
przystosowania, jak rdéwniez réinice migdzy obecigieniem przysto-
sowania a nosnoscig graniczng belki beds niewvielkie, gdy roz-
gtaw 2 gi* P nalezy do zakresu O= a< 0.5 I , a moga pociadac
istotne znaczenie, gdy a >=0.5 L.

Z dalszych rozwazai okaze sig, ze dobér optymalnej podatnosci
sprezystej podpory, dla ktérej réwvnanie /33/ bedzie spexnione,
jest mozlivy jedynie dla a naleizcych do pierwszego z vyzej
wymienionych zakresdv,.

A PRSP
il B»L“i‘ i a A {E=ay
¥ j 1 1
Ly
&5 I d; &% Py 2;
3 L sl L | & TR = L
i gl ) al it 1

M1 Qz El= const

Ryse 7

Rozpatrzry przedzial zmiennosci oltreslonego wzorem {1 parc-
metru 4 , odpowiadajacy momentowi podrorcvemm ;21 = 0 5
0Z0=-
d

Dla 4 zawvartych v tym przedziale istniejs dia mozliwve

T
zenia six P /rys.T/, przy ktérych moment zginajacy M, na
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podoerg 1 moZe osiagnaé wartosé najmniejszg. W zaleznosci od
é i rozstawu a sit P minimum momentu podporowego min H1 .
odpowiada jednemu z tych poZozex,

Maksymalnemu momentowi mex M, w przegubie przesiowym odpo-
wisdz ustewienie lewej sily nad przekrcjem, w ktérym utworzyx
sig przegub, przy czym przegub tworzy sie w odlegZosdci x < 0.5L
od podpory C. PoZozeniu B sit P nie moge zatem odpowiadaé¢ jedno-
czesne wystepowanie min M, i max M, bowiem éewa sita jest
W tvm poXozeniu ustawiona w odlegZosei L = od podpory U,

a wiecAw odlegZosci wiekszej lub co najwyzej rownej 0,5 L.

Zatem, gdy poZozenie B jest wiasciwe dla min M1, tj. gdy

moment:

:‘71(B3= 0,80 SR8/ [0.2502 4+ ok - 24f PL /40/

5= &

ZL ! ()

- , Jest mniejszy od min ¥, dobér podatnosci
ktdérej réwmoscé /33/ byzaby speiniona

Gdy min M, odpowiada poZozeniu A six P wyznaczamy odle-
X4

1 = 7= lewej siZy od podpory O, przy ktérej minimum

to wrstepuje, minimalizujgc wzgledem #©@ wyrazenie na odpowia-

dajgcy poZozeniu A moment zginajacy M1 0 postaci:

3 D425 > 2 2 >
M, o= -‘:c_id [2 2 o+ 3d M - [2=3RX /R -0+ + 2/29t+o(/dJPL
744/
Z minimalizacji te] ctrzymujemy:
oA Y
", ==0,50 +0,5/ -a +-3--30/ 2 742/
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Dobierajac nastepnie d tak, aby % 4 = ® n, otrzymujemy
po¥ozenie lewej siZy, przy ktérym w przegubach plastycznych
mechanizmu miarcdajnego dla Pn wystepujg Jednoczegnie max Mx
i min M4, @ dobrana wartosc¢ parametru d jest optymalna, odpo-
wiadajgca max Pppo - o

Z przyréwnania @ . do /49/ otrzymano:

2z 2
d . = = 1.5 8, = 1.5d%, = 0,75 a + 0.5 143/

opt

Obliczajac z wzoréw /72/ <ozprawy / [9] str.98/ 2,1 P,
2 nastepnie wyznaczajac z /43/ dopt otrzymano nastepujace
rozwizzania dla kilku rozstawdow a six F.

: l a | 2y Gopt Fovo = Fno

‘ 0.0 :ro.414 0.24% 2.528"0/ 1

(B AT | 0.396 0.1¢8 2182
; 0.2 I t 0,378 0,142 3.492
D3 L 0.360 0.076 3,855 ,

1 0.4 T ‘ 0,342 ~ 0 P |
Wyznaczone dlz a<C.4 L, 2, = 0.342 i d . =902 wzorow /40/
i /84/ wartosci momentow podporowych odncwiadajace
schematom B i A obciazenia wynioszy:

=) (A

M, = - 0.144 PL , min K4 = - 0,1588 FPL

e Y {B)
co, ze wzglgdu na %o Ze min My, < i potwierdziZo

zasadros¢ wyznaczenia d . 2z wzoru /43/.
>

Dla a = C,5 1 spelnienie warunitu jeénoezesncs el wrat;Towr=-

i min ¥, nie Jjest jui nmoizliwe , a zatem rcinand

B
p:4

ie m2
/%23/ nie ma rozwiazznia.
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8. WNIOSKI KONCOWE

Z przeprowadzonych dla belek ciggiych rozwigzan wynika, ge
pominiecie przy projektowaniu na przystosowanie niewielkich
podatnoéci sprezystych podpdér, majgcych w praktyce inzynier-
skiej p&datawowe aplikacyjne znaczenie, jest korzystne dla
bezpieczenstwa tych konstrukcji, a zatem dopuszczalne.

Sformuzowane i udowodnione twierdzenie o osigganiu maksymal-
nego obcigzenia przystosowania stwarza szerokie mozliwogel
optymalizacji konstrukcji poddanych dziataniu obcigzen zmien-
nych, =

Zaproponowana uproszczona metoda optymalizacji podatnosci
sprezyste]j podpdr belek cigglych ze wzgledu na maksimum obcig=-
.Zenia przystosowénia umozliwia bezposrednie otrzymanie wynikéw
potrzebnych do optymalnego zaprojektowania tych konstrukeji.

W perspektywie = zastosowanie podpdér o optymalnej podat-
nosci sprezystej moze uczynié 'z konstrukcji zaprojektowane}j
optymalnie na przeniesienie obciazen statych /por, [5]/ kons=-

.trukch optymalng réwniez i na przeniesienie‘obciqzeﬂ zmiennych

w czasie,
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