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Adam Ciarkowski
Zaklad Teorii Fal Elektiromagnetycznych

JEDNOLITE I NIEJEDNOLITE ROZWIAZANIE
ASYMPTOTYCZNE ZAGADNIENIA DYFRAKCJI
FALI PLASKIEJ TYPU E NA GRANICY DWOCH
OSRODKOW

Streszczenie

W pracy rozwazono dwuwymiardwe zagadnienie dyfrakeji fali
ptaskiej typu E na doskonale przewodzgcym ekranie umieszczo-
nym na granicy dwéch rdéznych osrodkéw dielektrycznych. W
osrodku rzadszim optycznie, w ktérym propaguje sig¢ fala pa-
dajaca, skonstruowano jednolite i niejednolite rozwinigeia
asymptotyczne dla scistego rozwiazania tego problemu, Podano
interpretacje fizyczng rozwigzania,

Wstep

W ninie jszej pracy konstruujemy wysokoczestotliwosciowe,
jednolite rozwiniecie aSymptotyczne dla scistego rozwigzania
problemu dyfrakcji na granicy dwéch réznych ogrodkdw dielek-
trycznych, Problem ten precyzujemy w nastepnym paragrafie,
Przez rozwinigcie wysokoczg¢stotliwosciowe rozumiemy takie
rozwiniecie, ktérego duzym parametrem jest k¢ o k jest licz-
bg falowg proporcjonalng do czestotliwosci, a ¢ odlegioscia
od ostrza, na ktdrym zachodzi dyfrakcja. Okreslenie * jednoli-
te" w rozwazanym obszarze oznacza, ze rozwinigcie jest stusz-
ne w caiym obszarze z wyjatkiem tej jego czesci, gdzie para-
metr rozwinigcia nie moze by¢ uwazany za duzy. W danym przy-
padku rozwinigcie konstruujemy w osdrodku rzadszym optycznie,
Rozwiniecie to obowigzuje w catym osrodku, w tym rdéwniez w
poblizu i na granicach cienia wystepujgcych w zagadnieniu
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fal, z wylaczeniem otoczenia ostrza, gdzie kgl

Innym rodzajem rozwinigcia asymptotycznego jest rozwinie-
cie nie jednolite, W danym przypadku rozwiniecie to zawodzi na
wspomnianych wyzej granicach cienia fal,rz drugiej stkony
struktura tego rdzwiniecia jest duzo prostsza, niz strukiura
rozwinigcia Jjednolitego i umozliwia cna interpretacjg fizycz-
na rozpatrywanego zagadnienia dyfrakcyjnego, W tej pracy po-
kazujemy, jak z uzyskanego rozwinigcia jednolitego moina
otrzymaé¢ rozwiniecie niejedneolite,
To ostatnie rozwiniecie wykorzystujemy do fizycznego zinter-
pretowania rozwigzania problemu,

Rozwazane zagadnienie dyfrakcyjne moZe byé traktowane jako
modelowe w problemie telekomunikacji w poblizu brzegu morskie-
go [1] , [2] 1lub w problematyce anten dielektrycznych,

Sformulowanie zagadnienia dyfrakcyjnegeo i jego rozvigzanie
c

sciste

Rozwazmy nastepujacy problem dyfrakeyjny. Niech péiprze-
strzeil y >0 bgdzie wypelniona osrodkiem dielekirycznym ¢ sta-
tej dielektryczmej € i przenikalnodci magnetycznej M, zog
pétprzestrzed y<(Q - innym osrodkiem dielektrycznym o state]
dielektrycznej £y 1 tej same]j przenikalnoéci magnetycznej.
Zatdzmy, 2e¢ £,> &€ & wiec pierwszy cérodek jest optycznie
rzadszy, zag drugi optycznie gegstszy., Niechaj na granicy obu
ogrodkdéw znajduje si¢ ekran doskonale przewodzgcy X 2 0,
yY=0 na ktérym ulega dyfrakecji elektromagnetyczna fala
piaska typu L, propagujaca sie w rzadszym osrodku /Rys.1/.
Pole elektryczne tej fali jest opisane wzorami

Eis (00 gl e
u'-(x,y) B eik(x:asgb‘-r_ysm:p‘)' T< ¢<2m

k= Q,Jg/4 — rzeczywiste
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Poszukiwane jest elektromagnetyczne pole caltkowite _E_*, _}it
speiniajgce:

— réwnania Maxwella w obszarach y<0 i y>0

— warunki ciggrosci dla skiadowych stycznych E:, f_f: w

Rys.1

aperturze: x<0, y=0

— warunek brzegowy gf= 0 na powierzchni ekranu x>0 y=0

— warunek skorczonosdci energii v dowolnym ograniczonym oto-
czeniu krawedzi ekranu x=0, y=0

— warunek wypromieniowania: poza falg podajqcg pozostale
fale "wybiegajg" od.ekranu,

Poniewaz problem jest w istocie dwuwymiarowy, zagadnienie
znalezienia pola _E_', )jf -redukuje sig¢ do rozwigzania odpo-
wiadajgcego mu problemu skalarnego dla funkceji u*(x,_y), spel-
niajgce j:

)
e 3 i . -+ kznz = =
réwnanie Helmholtza: AU u=0 n {N y<0

&
N= vz
. t
— warunki cigglosci dla ut i %‘ w aperturze

— warunek brzegowy: ut=0 na ekranie

. 2
— warunek Meixnera calkowalnodci |wvu| w otoczeniu krawg-
dzi
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— warunek wybiegania dla pola uf-egy)u.i, gdzie B(y) jest
funkcja jednostkowg Heaviside’a.

Znalaz!szy ut atwo sprawdzié, ze pole g*-(OOu*)

ﬁ*z 1u¢u(“y»““x;o) jest istotnie poszukiwanym polem elektiro-
magnetycznyn,

Podobny problem byl rozpatrywany przez Stdckela [3] 2 tym
2e tam fala padajgca rozchodzita sig w oérodku optyczanie
gestszym, Do rozwigzania tego problemu autor poskuzyl sig
metoda sprzezonych rdéwnai calkowych,

W celu rozwigzania problemu postawionego w tej pracy
zostata uZyta metoda Jones’a, bedgca jednym ze szczegdlnych
pode jéé, opartych pa ogélnej metodzie Wienera-Hopfa [4] .
Pominiemy szczegdély wyprowadzenia rozwigzania dScisitego, po-
damy -jedynie krdétki opis jego konstrukcji, Skiada sig¢ ono 2z
dwéeh krokéw, W pierwszym kroku zakiadamy nieobecnosé ekranu
i w ten sposdéb rezwigzujemy problem transmisji pola ut Z
oérodka optycznie rzadszego do osdrodka gestszego. Rozwigza-
nie tego zagadnienia pomocniczego nazwiemy polem pierwoinym

u® , Xorzystejac z warunkéw cigglosci dla u” i %if
na y=0 dostajemy
uf & ur y>0
uf =
u* y<0
gdzie
: SIWX =1V,
ut = e o /1/
u =R e-iw.x-ri\gy = Vo = Vg /2/

Vo+V“,

u* =Ze-iw.x'c'v,“_y Z= \/f‘-::v"-. /3/
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oraz
W, = —kcos ¢ = ~ kN cos = : /47
Vo = —ksing' = [kT-w@ : /5/
Vi = — kN sin ¢= = [TkN)® — wi /6/

W tych wzorach u;Jest polem padajgcym, U” - polem odbitym
od granicy aiecigaglosci osrodkéw ze wspdlczynnikiem odbicia
R i u® - polem zalamanym na tej granicy ze wspélczynnikiem
zatamania Z, Katy padania ¢, odbicia ¢~ i zatamania ¢* sg
przedstawione na rys.i.

W drugim kroku umieszczamy na granicy osrodkdéw doskonale
przewodzgcy ekran x> (0, y=(0 1 poszukujemy pola dyfrakeyj-
nego u , zdefiniowanego jako réznica migdzy polem catkowitym
ut 1 polempierwotnym uf

u=ut-—uf :

Ta czgsédé problemu jest znacznie trudniejsza do rozwiazania,

a zasadnicza trudneoéd zasadza sie¢ w faktoryzacji [4] funkcjl

A O [
FCW)- V+Vy
gdzie konsekwentnie z /4/ - /6/
ve=Jki-w? vy =V (kN)* — w?

Przyjmujemy, Ze na plaszezyznie zmienne j zespolonej w z
cigeciami jak -na rys.2 ma miejsce Imv>0 1 Imv,>D .

-kN -k wo C
0 k N Re w

Rys,.2



g

Podobnie jak to uczynil Stbckel, korzystamy z pomysiu
Amenta [5] uZzycia odwzorowar konforemnych deo fakteryzacji
funkeji F 1 w wyniku dostajemy

Eow) = POy e {B&9 : /3

gdzic

B(w) = P(w )a' QQ(W) +2£12,k

Pw) = [t Few)) = S

B = 6L /dw (kbfv-‘

/

F Q= Qk) = QkN)

™

bi‘: NZ

X

Przy czym E 1 K s§ caikami eliptycznymi

./1—::(3
E'= O e - [t ora L= {lo0

Funkc ja F+.(w) jest analityczna W gornej pdtptaszczyznie
Imw>0 zmiennej zespolonej w., Punkty w = - k i w = - kN sg
punktiami rozgalezienia tej funkecji rzedu 1,

Aetoda qonesh prowadzi do nastepujgcej postaci rozwigzania
gcistego dla pola u

Bl oy dw  Elw) ,wx-rt{ }lyl e
A WA L W )

gdzie koutur C jest przedstawiony na rys.2, a w nawiasie klam-
rowym nalezy wziaé v gdy y>0 albo V¥ gdy y<QO, W ten
sposéb rozwazany problem brzegowy zostal rozwigzany.

arto zauwazyd, ze gdy wspélczynniki zatamania obu osrod-
kow stajg sie jednakowe, tj. gdy N = 1, wéwczas

5L A, , :
Riw) = rew) Ve = Vo /98/



W konsekwencji u’=u' dla dowolnego y i /8/ przechodzi w
znane rozwigzanie
Zk_,,w‘ [ dw iwx +iviyl
u=- : = e
2 o Vktw (W=Wo)
problemu Sommerfelda dyfrakcji fali praskiej na pdéiplaszczyi-
nie umieszczone]j w oérodku jednorodnym,

Sprowadzenie funkcji F, do postacli wymaganej przez metode
Bleisteina

Ze wzgledu na swa skomplikowana postaé wzér /8/ jest w
praktycznych zastosowaniach malc przydainy. Jesli jednak
ograniczymy sie do duzych czestotliwosci, a wigc duzych k,
wéwczas wyrazenie /8/ mozemy rozwinaé asymptotycznie, korzy-
stajac w tym celu 2z ktoérejs ze standardowych technik, np.
metody najszybszego spadku lub metody fazy étacjonarnej. Tak
otrzymane rozwiniqcié ma jednak ograniczony zakres stosowal-
nogci - zawodzi ono w przypadkach, gdy punkt siodYowy pokry-
wa sie z Ktérymé z pozostatych punktdéw krytycznych, Tego ro-'
dzaju sytuacje zdarzajg sie wéwczas, gdy punkt obserwacji
przechodzi przez granice cienia wystgpujacych w za-
gadnieniu fal. Niejednolitodé otrzymanego rozwinigeia mani-
festuje si¢ wtedy nieciggtodciami /skokowymi lub narastanien
do nieskoriczonoéci/ poszczegélnych czlondw rozwinigcia na
tej granicy,

%" ninie jszej pracy stawiamy socbie za cel skonstruowanie roz-
winiecia asymptotycznego pola u, ktére bgdzie obowigzywalo
zaréwno z dala, jak 1 w otoczeniu granic cienia wystgpuja-
cych fal, Posituzymy si¢ w tym celu metodg zaproponovang przez
Bleisteina [6] .

Metoda Bleisteina rozwijania asymptotycznego calek kontu-
rowych stosuje sig do takiej klasy cakek, w ktérej funkeje
podcalkowg daje si¢ przedstawi¢ w postaci iloczynu funkeji
analitycznej w otoczeniu konturu caltkowania - oznaczymy Jj§

http://rcin.org.pl
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N
przez G(w) - oraz wyrazenia postaci ‘,U, (W"W;)“, o - stale
wymierne, zbierajgcego w sobie wgzystkie osobliwodci funkeji
podcatkowej w tym otoczeniu, Zanalizujemy teraz funkcje Fy(w)
pod kgtem sprowadzenia jej do takiej postaci, W tym celﬁ mozna
wystartowaé od wyrazenia /7/, jednak szybciej dochodzi sig do
wyniku inng droga, Zauwazmy, 2e funkcje F(w) mozna przedsta-
wié w postaci /por. /7/ z definicjg funkeji F(w) /

F=FF_ /10/
gdzie F_(w)=F,(-w) . Punkty rozgalezienia w = - kN i
w = = k funkcji F sg réwniez punktami rozgag¢zienia funkeji
F, , natomiast funkcja F_ jest w tych punktach analityczna,
odpowiednio punkty rozgatezienia w = kK i w = kN funkeji F
sa punktami rczgalezienia funkcji F_ , zas funkcja F, Jjest
w nich analityczna, Poniewaz pod calksg /8/ wystgpuje tylko
funkcja F, , przeto interesujgce dla nas sg tylke punkiy
v = - KN 1 w = = k., Rozpatrzmy dwa przypadki: N>1 i N = 1.

Gdy N»1, wéwczas funkecje F mozemy zapisgé w postaci

= Vn—\/
F= 7=

Stgd i z /10/ dostajeny

/117

F = Vi =, \

+ 7 K NA-NDE KA(NA-DE
Kazdy ze skladnikéw w tej sumie ma postaé zblizong do tej, -
jakiej szukamy, Istotnie, pierwszy sktadnik jest iloczynem
VkN+w i funkcji regularnej w punktach w = - kN i w = = k, drue
zi zas skladnik jest iloczynem fk¥w i funkcji regularnej w
tyeh punktach, Pojaw: sie jednak nastgpujgca trudnesdé., Mimo,
ze funkcja F, Jjest : -ularna w punktach w = k i w = kN, nie
jest to prawdziwe d’ j sktadnikdw,
Lhzeczywidcie, natycmniast widac, %e funkcja F_ wnosi w pier—
wszyn skladniku punkt rozgalg¢zienia w w = k, a w drugim
skYadniku punkt rozgatezienia w w = kﬂ. Poniewaz funkcja Fg
jest w tych punktach regularna, wigc kazdy ze sktadnikéw ma
osobliwodé typu punktu rozgalezienia zaréwno w w = k, jak i
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w w = kN, Aby pokonaé¢ te trudnosé¢ rozbijamy pierwotny kontur
catkowania na sume¢ dwéch konturdw, laczgcych sig ze sobg w
pewnym punkcie odcinka (-k, k),

Na tym konturze, kiéry przebiega w poblizZu punktéw w = = kN

1 w = = k bedziemy posiugiwali sie¢ reprezentacjg /11i/ funkcji
F, , & na drugim konturze be¢dziemy korzystali z postaci /7/
tej funkeji,

W ten sposéb spelniamy warunki wymagane do usycia teorii
Bleisteina,

W przypadku, gdy N = i, reprezentacja /11/ przestaje obo-
wigzywaé w tym sensie, Ze oba sktadniki tazg do nieskoiiczo-
nosci, Sama funkcja F, upraszcza sig do postaci /9/, gdzie
{k+w wystepuje w potedze - 1, Mozna by oczekiwaé, ze ta
postaé jest granicznym przypadkiem reprezentacji F,.= ﬁéff% +
+ G(w) W otoczeniu w = - KN, siusznej dla dowolmego N> 1, gdzie
G,(w) 1 6,(w) sjg w tym punkcie regularne, Reprezentacja ta
réwniez depuszcza uizycie teorii Bleisteina, Latwo stwierdzié,
Ze taka reprezentacja nie istnieje, w przeciwnym bowiem przy-
padku pierwszy jej skXadnik dazylby do nieskonczonosci w
punkcie w = -~ kKN, podczas gdy drugi skladnik i sama funkcja
F; sg w tym punkcie ograniczone,

Wskutek niemoznoéci znalezienia jednej reprezentacji funk-
¢ji F, spelniajgce]j zalozenia teorii Bleisteina tak przy
N> 1, jak i przy N = 1, nie udaje sie naﬁ skonstruowaé¢ roz-
winigcia jednolitego pola u , siusznego dla obu tych przy-
padkéw réwnoczesnie, Nozwiniecie jednolite dla N = 1 Jjest
znane /7/, W ninie jszej pracy skoncentrujemy sie¢ na przypad-
ku N> 1,

Transformacja z piaszczyzny zmiennej zespolonej w do ptaszczy-
zny zespolonych katéw t,

We wzorze /8/ dokonajmy transformacji zmiennych Wt
w = kcost
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odwzorowujacej ptaszczyzne zmiennej zespolonej w w dwa pol-
nieskoriczone pasy: Imt>0, -F < Rgf(% i Imt<0, g< Ret < 3.
T wyniku tej transformacji dostajemy v = k sin t, a kontur C
przechodzi w kontur [ /rys.3/. '

|//f _
//J T e 3T

| /

-1r+¢ !-f 0 b i et
e 7 il d
fis 4
Vo
o /
12 A, /)
RyS.S

Pole u w obszarze y> () przyjmuje postac

ulx,y) = u,(x,y) + ty(x,y)

gdzie
S i) Ve t=1s kcost ko cos (1—¢b)
u,= - gy i [eot L plhetd o at
A Vo [ t-(2-t) Blkwst) _ikgeos(t-)
ot T v,-rv,,,r =2 Frlkosty) € ot
i
=\Ixz+y‘- ?:prc;jn_L_
3 ; x*+ y2
Zauvazmy, ze t, = ¢, M-t = . Kat ¢ i odleglosé

¢ sg wspétrzednymi cylindrycznymi punktu obserwacji {x.¥)s
Punkt t, rozdziela kontury I i I, , ktérych suma daje kentur
" . Kat t, jest obrazem punktu w = - kN, zas kat 27-t,
jest obrazem tego punktu, wzietege z dolnego platu dwuptato-—
wej powierzchni Riemanna w, W obszarach zakreskowanych na
rys.3 zachodzi Im [ikg cos(t-#)1< 0, a wigc przy ewentualaych
deformacjach konturu [ jego koiice muszg pozostawac ¥ tych
obszarach,
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Zauwazmy, e w wyniku transformacji zmiennych punkty rozgaig-
zienia w = - k 1 w = k przechodzg w punkty regularne t = T
Itis 0.

Zgodnie z tym co zapowiedziano w poprzednim paragrafie,
kazde z pél U; i u, rozbijamy na sumg trzech sktadnikéw, W
przypadku pola U; mamy

U, = U+ U, T U,y
gdzie

{ ] Va f(—ot t—te Blkeost) ;kq “u(.t-¢)dt
Yo+ Vi g 2 Ff(kw-’to)

dt

U, = _‘L,. Vo fCoft—t" v (keost) e:kgco.s(t &)
i 2Tt Vot Vy, Z NI E (keost) E (kost)

Y]

o Vo S I't' fq Vx(kwst) |kgw5(t ﬁ)
27 "IV VotV LCVTZ JONe- D, (koD E Gat)

Podobnie rozbijamy pole Uy, na sume

Up = Ugg + Uy + Uy
gdzie Kolejne sktadniki u, i=0/4,2 otrzymujemy z u, zaste-
pujac cot ?—z—f& przez cot —fzzn’—'b)'

Rozwiniecie asymptotyczne calek metodg Bleisteina

Wszystkie wystepujace tu catki sg postaci

T ff(t) e—hwff;*)dt
gdzie fi

A= kg
jest duzym parametrem, a funkcja w({;¢#) ma prosty punkt siod-
towy w t=¢, H. wie;¢)=0, w'(#;9$)#0 . Zgodniec z metoda
Bleisteina, na drodze zamiany zmiennych it ——Z przeprowadzi-
my funkcje w(t;#) w najprostsza funkcje réwniez majagca
prosty punkt siodiowy w =z = z(¢). '
Takg funkcja jest wielomian drugiego stopnia, ktéry oznaczymy
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przez p (z;%) . ladamy wigc, aby

w(t; )= p(z;¥) /12/
gdzie

z

P(z;i’)=-‘§-+lfz+,@
Stga

[ s A i d S8

dz = w(t;¢)
Dla wzajemnej jednoznacznosci cdwzorowania trzeba, aby ta po-
chodna byla ograniczona i niezerowa, co prowadzi do odpowie-
dniosci punktoéw

f’=¢ - Z= -0
Ponadto zazgdajmy, by

t=0 i z=D.

Te dwa warunki pozwola wyznaczyé ¥i (B. Z /12/ dostajemy
v

z2 328z +2(P—w)=0

skad
zz—r+/?i—2$-w) /13/
Poniewaz
p= w(0,®)
wiec

z=—§+ (§2+2{w(t;$) — wiO;P)]
Podstawiajac w tej réwnoéci +=0 i z=0 stwierdzamy, ze
¥=+V5%, z drugiej strony z réwnosci

2
pE8) ==L+ B =wzi¢)
dostajemy ;

¥2=2[p-wig;#)] = 2[wi0;¢) —w(E; $)]

czyli

¥={2[w(0;¢) — w(p; )]
Korzystajge z /i3/ otrzymujemy

z+8= V2 lwit;) — wig; )] Ay

a stgd po podniesieniu obu stron do kwadratu ostatecznie dow
Jemy
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{ +5)Z
wit;p) = F5 + wig; ¢) = p(z;8)

¥ naszym przypadku
w(t;¢)=—lcos(t-¢)

zatem

¥=V2i(l—cos¢) = Zeigsm—éf /157
oraz

z+8= V21— wst-$)] =-2eF sin 152 /16/

Bierzemy tu znak "-", aby przy z = 0 1 t = O wzér ten nie byl
sprzeceny z /15/, Okreslia op szukang transformacje zmiennych,
przeprowadza jgcg calke I do postaci

I=fflte & ey
gdzie L;, i = 1,2 sg obrazami konturéw I; na plaszczynie z,
Odnotujmy nasteoujace fakty: -

i, Z /i4/ wynika, %e kontur najszybszego spadku SDP, w ptasz-
czyznie t okredlony warunkiem Imlw(t;8)] = Imlw(¢;)],
przechodzi na plaszczyznie z w prosta Im(z+8)=0 , row-
nolegtyg do osi rzeczywistej.

2 , Z /16/widaé, 2e gdy t;=Imt — T oo wéwczas

arg z(t) —= %': $t_,L£mr

gdzie £, = Ret , Wynika stad, Ze asymptotyczne poloZenie kon~

céw konturdw catkowania w ptaszczyinie z zalezy od kata ¢.

3 . Calka I jest zbiezna, jesli Re p(z;¥)>( przy |z] — =<,
Oznaczmy: ., x5 = Re!¥

Warunek zbieznosdci celki sprowadza si¢ do wymagania, aby kor-

ce konturdw- catrkowania lezaly w pieskonczonodéci w sektorach:

~F <<% albo FWLYPLET.
Prze jdziemy teraz do konstrukcji rozwinieé¢ asymptotycznych
poszczegélnych sktadnikéw pol,

Pole U,

Pole u,, mozemy skrétowo zapisaé w postaci
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+ -aw(t; 17
um=j_£__&t°e»w LM /11/

gdzie funkcja

q Yo t(k(a;ﬂ
9=~ T Ve v (t7 %) ot 5t e

jest regularna w otoczeniu konturu /.
W wyniku zamiany zmiennej calkowania t ——2z pole Ug PrZyi=
muje postacd

Gl “»plz; %)
o= | SEL P Ve, /18/
gdzie
Glz)= z._ /L8/

Funke ja 6(z) jest regularna w otoczeniu konturu L, przedsta-
wionego na rys.4. Zgodnie z teorig Bleisteina rozbijamy teg
funke j¢ na dwa

Rez

Rys.4
sktadniki

G(z)= H,(z) + (z+¥)}(=z- b,)(z——blp) Ecz) /20/
gdzie

by=z(t;), bo= =z (1),

Fo(z) jest wynikiem dzielenia 6() przez (z+¥)(z=b,)Xz~bp),
a H,(z) - reszta tego dzielenia, Wynika stad, ze f,(z)
jeet wielomianem drugiego stopnia,

Motywac jg takiego rozbicia funkcji 6(z) jest fakt, ze drugi



R e

sktadnik znika we wszystkich trzech punktach krytycznych
catki: w punkcie siocdlowym z=-7, bilegunie z = b, i punkcie
poczgtkowym catkowania z==bs :
Jak wiadomo, gléwne przyczynki do rozwinieé asymptotycznych
catek pochodzg wiasnie od ich punktiw krytycznych.' Stgd moze-
my wnosié, Ze dominujgce cziony W rozwinigciu asymptotycznym
U;; bedy pochodzily od sktadnika H,(z), zaé drugi skladnik
generuje wyisze cziony,
Przedstawmy funkcje H,(z) w postaci

[

Ho(z) = ¢o + ¢, (z— bs) + ¢ (2= b Xz +2) u /21/
Postad ta rézni sie od postaci £ +4,z+ 4 22 wynikajacej z
ogdélnego schematu teorii Bleisteina, W danym przypadku nasz
wybdér szybciej prowadzi do wyniku korcowego.

W wyniku kolejnych podstawien z=-¥%, z=z=5k i z=5.4d/20/ 1
/21/ dostajemy uktad 3 rdwnan, z ktérych wyliczamy wspbéiczyn-
niki

Co = GCH,) /22/
= B =CCT) 23
Cha b+ ¥ 120/

gl Glbp) — 6(b) _ &lh) — G(-¥) /247
=Y bp-b, b+3

Podstawia jac teraz /20/ 1 /21/ do /18/, a nastepnie caikujac
przez czedci dostajemy

—\p i = “Mplba) 1
Up=¢ | :-b dz + ¢ (e dz + czf-’—)ﬁl— —v--;{-Lf[f.'*(z—/-})Eje i
2 Ay Ly 2

WyraZenie to jest szukanym rozwinieciem jednolitym pola uy,
z doktadnoécig do czlonu rzedu A~!, ostatnia calka jest
reszta rozwiniecia, Mozna j¢j uzyé do konstrukcji wyzszych
czlonéw rozwiniecia, Calka ta jest 0(;\"’5‘), poniewaz
giéwny przyczynek do rozwiniecia asymptotycznecgo tej cakki
pochedzi od punktu siodlowego i jest on OCA 2)

http://rcin.org.pl

I
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Jednolitos$é rozwiniecia wzgledem kata obserwacji ¢ 1lub
réwnowaznie wzgledem parametru Fﬁ wynika z faktu, Ze wszyst-
kie wystepujace w tym rozwinieciu funkcje sg regularnymi
funkcjami & . ) '

% [8] pokazano, ze funkcje stojace w /25/ przy wspal-
czynnikacb ¢; s§ ze sobg wzajemnie powigzane, Przytoczmy
koncowe wyniki, Oznaczmy

J = —m’sz’:‘i"’#

: vip
gdzie o -
v= VA (h+¥) /===\'_)T(b,,~bo)
wéwczas
- 2
‘/ = v/ Tt = 2P We'up o 7
& 48 >
~Aplbx) S
fc)’pc/z- —ﬁ——-‘](v)'-" %‘.e“‘%}e/’#
oraz 4
e~ dppid) =y

widzimy, ze istotnie Aole,jne wyrazy rozwiniecia /25/ s§ gene-
rowane przez tg sama funkcje _J(v) .

Jeéli punkty z=-% z=4 J; z=6p /odpowiednio f=g,
t=t,it=1,/lezg z dala od siebie, wowczas rozwiniecie jednolite
/25/ moZemy dalej uproscié, rozwijajac je niejednolicie,

W [8] pokazano, Ze

= s (aH:)
r: ir-ia® . =ire Q-]
ﬂ’z =2Wi e O-a)O¢4) - a F th(a'fb)

t Q@) + 0lar )]

: —ita+b)*
Lfe")‘f“/z = /—2;1“:"\[‘[:7? O [-tatb)] + m + QL(atb)7] 26/
8 3

gdzie



s

a=@-,:(b.+b’)_ b,=/§(bf'ba),

a Ok) jest funkcja jednostkowg Heaviside’a.

Podstawiajac te wyrazenia do /25/, a nastepnie przechodzgc
do wspélriqdnych katowych otrzymujemy naste¢pujace kozwiniqcie
nie jednolite pola 4,

iA co -
U= T —G;Z%';ae sl 8(&—¢) e(tf’_‘{b) %

IV e R E ks ) AR
* Zia (Vo+ Vo) e E(keosts) * (fp-¢) +
Vo 14—t F(kwsts) iNcas(#-1,)
—— +Ip-le T P W
2T Vot v,v,,)("= 2 EGwst) 5‘—"(¢‘"/‘°) = G X ‘7‘)

Poszezegdluym czlonom tego rozwiniecia /jak i rozwinied
nastépnych sktadowych pél u,/ u,/ mozemy przypisaé sens fizycz-
ny, Wygodnie jednak jest odiozyé interpretacje fizyczng wyni-
kéw do czasu analizy pola calkowitego,

Pole u,

Konstruke ja jednolitego rozwiniecia asymptotycznego pola
uU,; przebiega podobnie jak w przypadku pola Up . Jest to
konsekwencjs faktu, Ze calka opisujgca to pole ma takic same
punkty lu.'ytyczne: punkt siodiowy ft=¢ Dbiegun £=¢, i /w tym
przypadku/ koricowy punkt calkowania t =%, , To co rézni oba
pola, to inny kontur catkowania i odmienna postac funkeji gét),
regularnej v otoczeniu tego konturu, Tu funkcja ta jest opi-

saiia wzorem

B Vo i 4 F-ts v {(keost)
9 = S7T Gorvm FED T T e i

W rezultacie wzory /17/-/24/ pozostajsg situszne i w tym przy-
padku z tym, %Ze w dwu pierwszych nalezy zastgpié I, i [,
przez 7 i L, /Rys.5/. '

http://rcin.org.pl

I
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Rez

Rys.5
Koiicowy wzdr na rozwinigcie jednolite pola y, ma postac.

(bp;
=c f "’z te fe"‘f‘«’z - qiﬁ}i— kLR G4y le dz

l
Jesli punht} krytycz.ne z=-¥, z=b, i z= b, lezg z dala od
siebie, wzdér ten jak poprzednio mozemy rozwinaé nie jednoli-
cie, W tym.celu korzystamy z zaleznosci [8]

_)f

P e) - 2TV T F -

"-f

= 27 " pra) 608) - C—f——ﬁ@*‘" %m+0(a”)+0[@f6)_ﬂ /274

fe Mt _FE"\ '/:’ J_E" OG- z(.ms) *0[(“’”"31]/28/

Podstawia jgc jJe do rozwinigcia jednolitego pola u, 1 przecho-
dzgc do wspolrze¢dnych kgtowych dostajemy szukane rozwinigcie
nic jednolite tego pola

Uy = Y PP oot g) 04— )+

kT(N*-1)
£t -7, v(kcosg) ir+ilF s
i (23 (v, +vy,) e PN E (heos ) Fy (keas ) e B tf) *
‘A cos (b~ 2o )
e gt i L to—tp vikeastz) e’ m%
T, B T e e e )

Pole u,,



e n g

Okres’lmy zespoleony kat t, przy pomocy zaleznosci
-N=cst, KRet=T Imt, £0
Punkt +=%, na piaszczyinie zmienncj zespolonej t jest obra-
zem punktu w = - kN na plaszczyinie w,
Funke j¢ V,(kcos#) mozemy napisaé¢ w postaci

Vy (keost) = k{-(cost +coshy) Jeast — cas
¥ otoczeniu konturu /; pierwszy pierwiastek jest funkcjg re-
gularng,
Drugi pierwiastek moZemy przedstawié w postaci iloczynu
N ot 7 . P (AT=1)
\[wsf—w.sf; = Jt-t, {+-(2m-1) /x:___:';‘ ‘ m{__(:;r_“)
gdzie dwa pierwsze pierwiastki majg punkty rozgatezienia od-

powiednio w f=4 i i=2m-% , zaé trzeci pierwiastek jest
w tych punktach regularny, Punkt ¢=%, lezy zawsze w otocze-
niv konturu [} , natomiast punkt £=27-{, moze znajdéwaé sie
blisko tego konturu, jesli N jest bliskie jednosci, Pole u,;
mozemy zatem przedstawié¢ w postaci

Up = [ VI [E=CT=1)

s -1,

gty e AR gy

gdzie
The Vy (keast) cot L2E2 -ty

s e
9D = = 3 Vot v FEN-DE (heasD s G ) Vo7, (2= CT0y)

Jest funkcjg regularng w otoczeniu konturu I

W wyniku zamiany zmiennej calkowania ¢ -=—z dostajemy

Uy= J EBIZR g o) &IPSy /29/
gdzie A

ca)= 3% ‘/f;%——-*T——_E———L L) gy

Jest funkcja regulerng w otoczeniu konturu L;, a b=z(4) 4=zar1%)
sa punktami rozgatezienia funkcji podcatkowej w /29/. Cigcia
wychodzgece z tych punkitow prowadzimy wzdiuz linii najszybsze-
go spadku funkecji podcatkowej, asymptotycznie quqcej do pro-
sted Im == Im(-¥) . Ta ostatnia prosta jest linig naj-



= 23T

szybszego spadku przechodzgcg przez punkt z = = ¥ /rys.6/.
Kontur L, biegnie zawsze ponad cjeciem wychodzacym z

Rys.6
punktu z = b
catka /29/ ma piedé punktdw krjrtycznych: punkt siodowy
z =-% , biegun z = b, , punktiy rozgaiezienia z =b;, 1
z = b, oraz korcowy punkt calkowania z = bp . Stosownie do
tego funkcje ((z) rozbijamy na sume
G(2) = o+ ¢, (z-bo) + ¢ {z-b)z+¥) + €3 (2= b)=z+¥)" +

30,
ey (z-bXz+5)° + (z+5)(z'b.)(z~6,)[z-é,)(z—l-,,) E&) 4904
Stad wyznaczamy wspétczynniki
&= GbY ‘ /31/
GClh)— GEY)
o= bt ¥ < 732/
A Albrd)bpty)  BlhtEN4+E) C (br)(4,+%) /33/
2 (b+3XE-6,)(4-b) (6‘fa')[6f—"g)(6;",) [5;&){5.,—5,)(6,,—6,)
- _ Albtbt29) B(botb,t28) _ _Clbrbyt28) 4oy,

3= T o+ ) b-b)(by-b) | btiNbb)(6-8) (b 8)b-b)(b,-B)

/

cy= A - L < /35
Gt o b) (v iXbBYBS) ¥ GriXty-BYXE-b)
gdzie
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- G -6th) . Glb) — GC=d)

A b b"bg - b.‘* F'd /36/
= Gb)—6Ch) _ Gl = GEXD

B =t . /37/
= GU)—6lb) _  Glb)— &6¢-¥) 38

c b-b, b t+¥ a

Podstawiajac /30/ do /29/ i stosujgc oznaczenie
h(z) = z=b¥Vz-b,

dostajemy wyrazenie
Up= c, f;‘.’I e + 4 fhe*Pdz + & S+ he P dz +
s : 4 & /39/
+ c_-,if{ze—a’)‘l:e"\”,]z t <y L{(zf WPhe ™dz +[(pbf)(zw)(z-bl)(;—5)},55*?“1,_ .
7 ] '}

ktdére jest jednolitym rozwinigciem asymptotyczuym pola u;.
Ostatnia catka w tym wyrazeniu, bedgca reszt;q. rozwinigcia
jest O(a %) . Nietrudno zauwazycé, Ze funkecje stojace przy
wspérezynnikach ¢;, i =2, 3, 4 sg wynikiem zadzialania ope-
ratora rézniczkowego (—}\)'-5 %f'.f 5 J: =1 na funkecj¢
stojgca przy wspdéiczynniku [

Wychodzac z powyizszego” rozwiniecia wyprowadzimy rozwinig-
cie niejednolite pola Ua, stuszne dla przypadku gdy punkty
krytyczne sg wzajemnie odlegie,

W tym celu wprowadzmy nastgpujace kontury biegnace po drogach
najszybszego spadku: kontur A przechodzgcy przez punkt z=-Y,
kontur B otaczajgey cigcie poprowadzone z punktu z = b,
kontur D biegngcy w prawej dwiartee plaszczyzny z 1 ko:lczacy
sie w punkcie z = bIp i kontur L',, ktéry wybiega z lewe}
¢wiartki 1 kodeczy si¢ w tym sanym punkcie z = be.

/rys.7/

Sposdéb szacowania asymptotycznego catek zademonstrujemy na

przyktadzie catki [ 28 e WEP4,,
4

3 = ApCh,;¥)
{ by e de = 64 2mi ha> ¥ A0,

Zauwazmy

z-

——ILZ' C_)‘P dz 2
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nys.7
Rozpatrzmy teraz dwa przypadki
a/ Im(-¥) > Imbp

Kontur U,lezy calkowicie w obszarze zakreskowanym i funk-
cja eﬁh“*ﬂj zanika wyktadniczo przy poruszaniu sie w Kierun—
‘ku przeciwnym do obiegu ﬂ, . Dlatego giéwny przyczynek do
catlki daje otoczenie punktu z = bp, Przyeczynek ten znajduje-
my na drodze calkowania przez czesci

7 =5 %) A (bt 0L~ b,)

e -Aplbp;
A 1 i Apdz A5 e~ Plbp ¥) h(bp) {{“’O(R—’)]

b/ Im(-¥) < Im b

Tego rodzaju sytuacja przedstawiona jest na rys.7. Obecnie
czesé konturu L, przebiega w gérnej, niezakreskowanej éwiart—
ce, gdzie funkcja eksponencjalna rosnie z A . Zatem szacowa-
nie jak w poprzednim przypadku nie jest stuszne, Zamiast nie-
zo skorzystajmy z twierdzenia Cauchfego i napisazmy

L , . h+¥ —)«P(b,,!)
{ i Blbirad | + | - (4R o) 2m hibde

g b;.-=Imb, i Yi=1Im¥.

Policzmy asymptotycznie wyste¢pujgce tu caiki. Stosujgc me-
todg¢ najszybszego spadku otrzymujemy
-2 e o 2
rztb' Py w o e APCTD) _g_r_r_ h( ¥) [H—O()r')]
az calka“anla przez czesci dostagemy
g0 hes)

[__b_ C-AFJZ = - A (bp"x)_r b) [f"’a(A’l)]

=




—hosE =S

W celu oszacowania catki wokdél ciecia stosujemy procedure
opisang w [9] eotrzymujge w wyniku

h,
-» : VZ=E, 228 ) op € WPC0Y) i
:{ﬁ?‘e L s Qm([).(b,ﬁ)%i%hc [1+00x)]

Zbierajge te wyniki razem dostajemy nastepujace wyrazenie
asymptotyczne dla rozwaZaneJ catki, situszne dla obu przypad-
kéw a/ 1 b/:

: h_ oMy _ Arbe bot¥ Spltan)
L{;Ee 0224 0 45Y) 2mri by e

-6(422) P B (I LD [+ 00)] +

e—lf’(bp;f) heh ) i
TRTA sy o)

hi Ap (1)
(=3, -b,,)i= e =
e Pt flegan] T 2eed

+ O(%E) 6y +a7)

Analiza asymptotyczna pozostalych calek przebiega w podobny
sposdéb.

W wyniku tej analizy dostajemy:

s

She Pz = B(2%) 5P [T heg)[1+007) +

Ly

e bpi8)
€ =1Y3
5 g 1,—+§) [1+o0r]+

A
Aplk;5) (atd
+ Bt oty HELEP et (100
-aplhe; )
Lf(zﬂ)be’”dz == E—TL“(bpfﬁ)h{b,) [1+o067)] +
-o(427%) I e Hen i 00 +
PRI /42/

Z-b.(x ¢ )p
e = B




- B8 L

-ap(by;
L{’ G+8he Ndz= - ﬁi’rb’—” (bprDhtbp) [{+OX)] +

5N -Y,‘I’)
G 5—;;—— V2T he8) [1+06)] +

S Taue /43/
o) ) ST 0

—Aplb;¥)
JatPhe e = - T 0 hb) [(+007] +
!

/ ~)p(h,;8)
+ B8 ) by MELEBR G PHllesh DY (), i,

) (5, +¥))%
AP Y) :
- O(k) 3 20 (7 K ew) [1+00c)]. Frint

Podstawiajgc te wyrazenia do /39/, przechodzgc do zmiennych
katowyeh i ograniczajac sie do wyrazéw rzedu nie wyzszego
niz X' dostajemy :

Zv. iy likcascg oy SR
a= e Oh-t,) B(t-$) +

wwt®zf  vckase) e T 0(s-15)
VZTA (Vo+ Vo) KH(N*—1) E (keas) Fy (keasts)

L Yoot brle  \ (heasty) e F=0P) + 00 %)
2TA (Yo+ Vi) KAN*-1) E(keastp) F (keosty)

Pole u,e

Pole u,, mozemy napisac¢ w postaci
Uz = J gty ¥a
2
gdzie funkcja

e e ¢—t Flkeost)

! t
207 Ye+vae ° 2 FElkemt)

Jjest regularna w otoczeniu konturu [, , a kat

I :
L=p=2r-t, . &t L 27
lezy z dala od tego konturu,
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Po zamianie zmiennych ¢ ——z dostajcmy

= J66)e?P Pz 437
. LZ
gdzie
66 = gt 4%
jest funkcjag regularng w otoczeniu konturu L,. -
W danym przypadku sg tylko dwa punkty krytyczne: punkt
sicdtowy z = -¥ 1 punkt poczgtkowy catkowania 2z = hP. Stoscw-
nie do tego przedstawiamy funkcje &(¢z) w postaci sumy

G(z) = ¢, +¢,(z+¥) + (z—blp)(zh)’) E &) : /46/

skad . _ o)

[ -¥)
bt ¥
Podstawiajgce /46/ do /45/ dostajemy rozwiniqcie jednolite

pola iy,

I

= 'lf’(b" =3
U= o fEMdlz + ¢, S + L [[RE+Gb)E @] oz
e £2
Ostatnia calka, bedaca O(N¥%) jest resztg rozwinigcia,

-

W ¢elu znalczienia rozwinigcia nie jednolitego pola u,, Kko-

rzystany 2z /26) i przechodzgc do wspbéirzednych kgtowych do-
stajeny

l‘*’lg v, ¢_? s
= o ot B0 Hlkcosd) 4
otls ¢) or Th Yot Vi 2 Filkcosts)

tA(a.‘(¢"tp) v S ts f. F(Aw:fc)+0()_34).
zms-.ﬁ ~8) ot v 2 R(keest)

Pole u,
Pole to mozemy napisaé w postaci

= r q(t e-—).w(f #)dt

I f“'t



D

gdzie
I t=to = v (keos t)
3= o #-h et 5 NNV E Chios D F (ko do)

jest funkeja regularng w otoczeniu /] 3. 8 biegun f-a lezy
po prawej sironie konturu [ . Po uwzglednieniun tych rétn;c
w por&ma.niu 2 przypadkiem pola u, pozostata czgéé analizy
asymptotycznej biegnie jak w tamtym przypadku, W rezultacie
dosta jemy '

&Pl 17
Uy = ¢, f—idz +c,fe Moz - Cp >f b +4 f[ﬁ, *(z-é,)E’J e ol
‘, ] L’ " s
gdzie
el -y
b=z(t)
oraz
= 6G(5,)
Glb) - GEB)
- C’= G e e g

L+¥

. A -
o 6lby) - G(b.,)_ sz,J‘G(—x)]
Z b +¥ A -2 b,+F
Ostatnia calha W rozwinif‘ciu jest OCx%),
W celu skonstruowania rozwinigcia niejednolitego pola U,

korzystamy z /28/ i z [ 8]

! i
P dr = — 21 A0 s BU8) — Jnreae(a-rb) )
oA —ita+b)?*

+ m + Q(a™3) +0[(a+b)?] .

Poniewaz w naszym przypadku O(a)= 8(¢-5) =0 wigec rozwi=-
nigcie niejednolite pola u; redukuje sig do

Vo ¢ty v(k cosb) iniE
Uy = a4 =
= P terv) L% FOPE (heas$) Bl - - Ot
Vi Ot“"-?‘ V(kcosf)f"\‘m(’b_ ) o 0()' )

T I (vt T Z RONEDE(kasty) F(h wosh) s (-1, )
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Pole u,,

Analiza asymptotyczna pola U,, przebiega w podobny sposéb
Jak w przypadku pola u,, , RéZnica polega na tym, Ze obecnie
g(f’:" o _ Vo (k‘o\fl‘) ‘ofT‘, é"‘ta

2T VetVie JE(N-1) Fo(keost) Flhkeosts) é-& J#-Cam-45)
A
i biegun #=£ le2y na prawo od konturu [ . W konsekwencji do-

stajemy nastepujace rozwinigcie jednolite pola u,;

U= € fz—"'ﬁe‘)“"qu +¢, (he *Pdz + ¢, [tz+0)he Polz +¢5 {(zfa')‘lv eMdz+
€, %= &4 4 1

+C.,L,((z+ °h e’)"_’a/z -+ Lf’(z-ép)(zf—n(z-‘,)(z— ,)bEe_APJz
/

gdzie wspdélczynniki rozwiniecia sa opisane wzorami /31/-/38/,
w kidrych b, zastapione jest przez b 3

Analiza niejednolita przebiega réwniez w podobny sposéb.
Dlatezo ograniczymy sie do podania korcowego wzoru na rozwi-
nigcie nie jednolite pola u,,

f v @ =t Vi Tk cosb)
=D (- 4’) %9 Bl Ethwart
A=) Vel kasite) ot L

+ 00 %)

BT sin(lp) VetV KN -/)F(kuuwr (km/;,

Rozwiniecie asymptotyczne pola calkowitego u?, Interpretacija
fizyczna tego pola

Rozwiniecia jednolite i niejednolite pél U, 1 U, sg révwne
sumom rozwinieé poszczegdlnych skiadnikéw tych pél, W przy-
padku rozwinieé niejednolitych niektére czlony rozwiniecd
czgstkowych wzajemnie sig kompensujg, co w wyniku prowadzi
do prostych wzordw dla pél u, 1 u,

2v, .eiA os(#—15)
Vo + Vg

Ot-#) +

ul‘ um""uu"'U-z:"



= 30

Mo (ot Brle Flkeasd) i + O(N %)
Vet Vin, 2 Filkecost,) 2ma

oraz

g iAvi
o i T B e«mi Rl
Jak pamie¢tamy, pole calkowite ut jest suma pola pierwotne-
go uf i pola rozproszonego U , To ostatnie pole jest sumg pél
u, 1 u, . Korzystajac z /1/-/3/ moZemy napisaé

Uy = Ut Uy + Uz = —

at = Ul + U O(P—F) + u" B(P-¢"7) + ut 741/

gdzie

L @-9")

V= — e"f‘“(¢_¢’)

wu

oo = Ve eikgm(qb—qs')
Yo+ Ve

et ot 22‘;;‘2) (cot £ oot 228 % f . OLCkey ]

W oparciu o /47/ pole u® w przestrzeniy > 0 mozemy zinter-
pretovac w nastg¢pujgcy sposdb:
Caly optycznie rzadszy odrodek jest oswietlony padajgcg falag
plaskg u' , bedaca O({) , W obszarze $<¢” /rys.1/ wystepuje
fala ptaska u’" , odbita od doskonale przewodzgcego ekranu
>0y ¥y w0 s
W obszarze komplementarnym T > # > ¢" propaguje si¢ fala
ptaska u” , odbita od granicy nieciggltodci osrodkéw x <0,
¥ = 0,
Obie te fale sg O0(1) . Prdécz tego wystepuje cylindryczna fa~
la dyfrakcyjna u? ; rozchodzace si¢ od Krawedzi ekranu, Fala
ta Jest OLCkg) '],

Zauwazmy, Ze W rozwinigciu asymptotycznym pél «, i U; nie

ma fali typu é’ﬁf%fﬁ:ﬂ , Pojawiajacej sig we
s



atag i

wszystkich sktadnikach pél U, i u, , Réwniez nie ma tu funkcji
jednostkowych z argumentami zaleznymi od tp, co miako mie jsce
we wspomnianych skiadnikach, Oba te fakty sg wynikiem tego,
%e parametr tp zostal narzucony sztucznie wskutek podzialu
konturu I na dwie czedci /[ i [ i nie ma on zadnego znaczenia
fizycznego, ‘

Odnotujmy jeszcze, %Ze w rozwinigciu /47/ ograniczyliémy
sig¢ do gidéwnych cziondéw, pomijajgc wyrazy wyzsze niz OLU-g"J,

# ko cos (- t8)
W ten speséb pominglidmy fale typu &/ festP—7s]
3 [kg sin(t,-8)]%2
Poniewaz #=W-:d, >0 , atwo pokazad, Ze w przestrze-

ni»y:>0 fala ta jest tiumiona wykiadniczo, niezaleznie od
malenia jej amplitudy jak (ky)'sﬁ,

W zwigzku z tym, W rozwazanym obszarze fala ta moze by¢ pomi-
nigta w poréwnaniu z falami wymienionymi w /47/.

Na zakoriczenie zauwaimy jeszcze, Ze zaréwno rozwinigcie
jednolite pola w? jak i jego rozwiniecie niejednolite istot-
nie upraszczajg strukture écistego rozwigzania, W obu rozwi-
nieciach dosy¢ skomplikowana funkcja F; brana jest jedypie
w kilku punktach krytycznych, podczas gdy w rozwigzaniu
gcisiym liczona jest w kazdym punkcie ca?kowania na kontu-
rze I,
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