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Prefazione.

E nota l'importanza che per le superficie dello spazio ordi-
nario ha l'esistenza di una normale determinata. Questa normale
interviene nella formazione della seconda forma differenziale qua-
dratica associata alla superficie, e quindi nell’ espressione della cur-
vatura media, nella determinazione delle linee di curvatura, ecc.

Per le altre superficie esistono infinite normali, le quali hanno
gia subito una prima classificazione colla considerazione degli spazi
r-tangenti, che io indico con o, ?).

Le normali che prima si affacciano alla considerazione sono
quelle che giacciono nel 0,, ma anche queste, se si esclude il caso
delle sviluppabili e quello delle superficie dello spazio ordinario,
sono in numero infinito, ed in particolare possono essere tutte le
direzioni di un piano, se il o, ha 4 dimensioni, o possono essere
tutte le direzioni di uno spazio a 3 dimensioni, se il o, ha b di-
mensioni.

Si presenta allora la questione di riconoscere se fra dette
normali vi sia un sistema ortogonale (di 2 o 3, a seconda che esse
riempiono un piano od uno spazio a 3 dimensioni) che meriti di
essere considerato come privilegiato.

Un tale sistema deve, secondo il mio parere, rispondere ad
una definizione simmetrica rispetto al sistema delle sue rette. In
generale non apparterrd ad un tale sistema la normale di curvatura
media del Bompiani?), né una di quelle da me segnalate recen-
temente %), e di cui la 2* coincide colla precedente normale del
Bompiani.

In questo lavoro presento una definizione di un tal sistema,
la quale gode della proprieth desiderata (Cap. IIL. n° 1 e Cap. IV.
n° 1), e che forse & l'unica del genere che si possa pensare.

Corrispondentemente dimostro che esistono sistemi reali che
vi soddisfano e che chiamo sistemi principali. (Cap. IIL. n® 2 e Cap.
IV.i n%:2).

Perd non in tutti i casi vi & un solo sistema principale. In
una superficie vi possono essere punti (che io chiamo ciclici) in cui

1) (A). pag. 395.
) (G). pag. 1133.
3) (A). pag. 424
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si ha una semplice infinita di sistemi principali (Cap. IIL ni. 5, 6, 7
e Cap. IV. ni. 2, 3, 5).

Ho chiamato cicliche le superficie i cui punti sono tutti cicliei,
ed ho trovato esempi di superficie cicliche tanto col o, a 5 dimen-
sioni (Cap. IIL n° T), quanto col o, a 4 dimensioni (Cap. IV. n° b).

Alla trattazione degli argomenti predetti (Cap. III e IV) ho
premesso due capitoli in cui si passano in rassegna § invarianti
di una qualunque varieta (Cap. I), uno dei quali, quello che ho
indicato con J; si presenta, almeno analiticamente, come la pil
naturale estensione alle varieta a pii dimensioni dellinvariante
di Gauss (curvatura totale delle superficie), e che probabilmente
apparira tale anche dal punto di vista geometrico, e nel secondo
dei quali (Cap. II) si procede, nel caso in cui il g, abbia una di-
mensione di meno del massimo numero possibile, alla scomposi-
zione di un controvariante a 4 apici, che conduce ad un cono qua-
drico dello spazio tangente, che deve avere un significato proiet-
tivo. (Cap. IL. n° 4). Questo cono & definito uguagliando a zero
una certa forma quadratica, che per la superficie dello spazio lineare
a 4 dimensioni si riduce alla forma F, del Fubini?).

I risultati dei primi due capitoli hanno anche applicazione
nei successivi.

CAPITOLO I
Gli invarianti J,, J,, J,, J,, J;, Jg, Jp, J5 di una varieta qualunque.
1. — Sia
L == F (01, Ygsis o5 805
I'equazione di una varieta ¥, ad » dimensioni dello spazio hilber-

tiano, ed indichiamo con ¢ il campo di variabilita della #2?). Indi-
chiamo poi con £, la derivata di / rispetto ad w, e poniamo

(1] s f £.1.dt.

Il sistema a,, & un covariante simmetrico a 2 indici del cal-
colo assoluto del Ricei, e quindi una sostituzione S di equazioni

U= (013 Us ., 0 (B =10 200 o)

1) (E). Tomo secondo. pp. 631—637.
?) Per questa rappresentazione delle varietiy vedere (A) pag.391 e seguenti.
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che porta dalle variabili » alle variabili », la muta colla legge

= du, u, ;
(2] a"[v]=?9°a9"[u] %9' v = 20 0[] Dyon ),
dove
du, du,
_é)' 'i’l)_’ se 6= Q
Dpa,rl= 9 au

o o_“e
+av o e ol

e 3’ & estesa a tutte le combinazioni @o con ripetizione a 2 a 2
dei numeri

[3] ) R ERG A
Il determinante di ordine n(n 4 1):2
D=| Doa," |

ottenuto facendo percorrere nello stesso ordine alle coppie go ed rs
tutte le combinazioni con ripetizione a 2 a 2 dei numeri (3), e met-
tendo in una medesima riga tutti gli elementi colla stessa coppia
00 e in una stessa colonna tutti gli elementi colla stessa coppia rs,
¢ un determinante di Scholtz- Hunyady?), e quindi vale 4",
dove

ST AR TR

A=
Q505 yims3:0.)

¢ il determinante funzionale della sostituzione S.
Indichiamo poi con a il determinante di ordine n

e Oy e oes a .
GLaE Ggy v a,,
R B G

Si sa che a == 0, e che
alv] =alu]. 42

1) Per la notazione @ [u] vedere (B).
% (C). pp. 166—160.
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2. — Indichiamo con f,, le derivate seconde covarianti di f
rispetto al sistema a,,, poniamo »
[4] Ar-,Pq =./‘f"qudt.
v

Il sistema (4) € un covariante a £ indici nel calcolo assoluto
di Ricci, simmetrico rispetto alle coppie rs e pg, e rispetto agli
indici di ciascuna di queste coppie.

Si ha evidentemente

Arhpq [1)] = E;mmz Ago:nx [u] g Dpon"' Dnu.?q)

dove la 3’ & estesa a tutte le combinazioni ¢o e mx con ripeti-
zione a 2 a 2 dei numeri (3).

Indichiamo con 4 il determinante formato cogli elementi
A‘m,,u come ¢ stato formato D con i Dow"'

Si ha subito per le regole di moltiplicazione dei determinanti

Av] = A[u] . D = A[u] . L2+,
Consegue che
Jy=A: a"T

& un Invariante.
3. — Il sistema

[5] Rﬂyw 5 Arp.'q -— A

gy

¢ un covariante a 4 indici simmetrico rispetto alle coppie rs e pg,
ed emisimmetrico rispetto agli indici di ciascuna di queste coppie,
e quindi ha nulli tutti gli elementi in cui una di queste coppie &
formata di due numeri uguali.

Consegue che

Brusi (0= Tk Boiis B ). B r<s 0. p < g}
dove

L Quy duy |
B i dn, v, |
""‘"_; du, du,

i dv, v,

e 3" & estesa a tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei
numeri (3).

Paisteowy Instytut Matematyczay
WARSZAWA
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Il determinante di ordine n(n — 1):2

P=|P

pa.rs |

ottenuto facendo percorrere nello stesso ordine alle coppie go ed
rs tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei numeri [3] scritte
con ¢ <<o, ed r<s, e mettendo in una medesima riga gli elementi
colla stessa coppia ¢o ed in una stessa colonna tutti gli elementi
colla stessa coppia rs, ¢ un determinante di Spottiswoode?),
formato coi minori di 2° ordine di 4, e quindi vale 4"

Indichiamo con R il determinante formato cogli elementi R
come & stato formato P con i P, ,.

Si ha subito per le regole di moltiplicazione dei determinanti

Rlv] = Blu| . P? = Riu] . 4.

Consegue che

004

i—RBegre
¢ un invariante.
4, — Indichiamo con
8 Ao
il complemento algebrico di 4,,,, in A4.
Si ha
[7] Elltk Ahk.n . AM,N - en.pq s A

dove 2’ ha il solito significato, ed ¢,,, vale zero od uno secondo
che le combinazioni rs e pg sono differenti od uguali. La [7] si
pud anche scrivere
[7/] zn’hk Ahk,n v (Ahk,pq) o Ero,pq ® A 2 <2qu : 2)3
1
dove
(Ahk.pq) = AM™w»1 (2e.k+e,,q : 4)’

ed ¢, vale zero od uno secondo che A e k& sono differenti od
uguali.

Se 440, e se la combinazione pg e’ tenuta fissa le [7]
individuano il sistema ;

Ahbpq . A
1) (C) pp. 132—135.
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con hk percorrente tutte le combinazioni con ripetizione a 2 a 2
dei numeri (3), e quindi & individuato dalle (7’) il sistema

Oppg = (A™*) : 4 (h, le=1,2,...,n).

Consideriamo questo sistema per le variabili », e costruiamo
il controvariante a 4 apici Q2™ che per le variabili u coincide
con @"™*(u)l).

Per il principio della saturazione 1l sistema

"
— hk
H‘f’lq int Ehk Ahk,n Q i
1

& un sistema di Ricei a due indiei di covarianza ed a due indici
di controvarianza, il quale per le variabili u coincide con &, ,,.(2%::2),
ma il sistema K?! che per qualunque sistema di variabili coincide
con &,,,.(2%::2), & pure un sistema assoluto di Ricei, come si pud
facilmente verificare, dunque per qualunque sistema di variabili

28001 2),

% .
N hkPq —
lhkAhk,ra'Q = n,pq'(

e poiche [7’] ha una soluzione determinata, si ha per qualunque
sistema di variabili

kP i,
WPt — Q lnpq,

e quindi si puo concludere che w™** & un controvariante di Ricei
a 4 apici.

Allora ¢ pure un controvariante di Ricei a 4 apici anche
il sistema

G R e (AN gr T DT ey [ bRt (4 gy
Io dico che il sistema
P — Qenitep, , AMewa - (4 a"+1)

& un controvariante a 4 apici di Ricei anche quando 4 =0.
Intanto la cosa & vera se la caratteristica K di 4 & <<n(n+41):2—1,
perche allora & — 0 qualunque siano gli apici.

Resta a vedere che cosa avviene se K—=mnn-+1):2 —1.
Intanto possiamo osservare che tutti i risultati precedenti si possono
ripetere quando @, sia un covariante a 2 indici di Ricei col de-
terminante a diverso da zero, ed 4,,,, sia un covariante di Ricei

1) (D). Cap. IL. 2. pp. 12—13.

Rocznik Pol. Tow. matem.

e
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a 4 indici, simmetrico rispetto alle due coppie rs e pg e rispetto
agli indici di ciascuna coppia. Ed allora supposto A%™ (u)= 0,
consideriamo il sistema B,,,, covariante di Ricci a £ indici, che
per le variabili » soddisfa alle uguaglianze

an,ij = Bl'j,mn = Aij,mn + lA"‘”"‘
dove 2 ¢ una costante positiva, e per tutti gli altri sistemi di indici

Bn,mn ‘4-n.mn ¢

\

Allora il determinante B costruito colle B,,,, come A4 ¢
costruito colle 4,,,,, ¢ diverso da zero per 4> 0, sufficientemente
piecolo, e diventa zero per 4 =20, perché¢ allora coincide con A.

Indichiamo con B™* il complemento algebrico di B,,,, in B.
Le B™" sono funzioni di 4, che col tendere di 4 a zero tendono
alle A™*. Inoltre per A==0, sufficientemente piceolo, essendo
B =0, il sistema

ﬂhk,vq — Qemtepg , Bora . (4 an+1)

& un controvariante a 4 apici di Ricci, ma la legge di contro-
varianza che vale per ogni 4> 0, e abbastanza piceolo, si con
servera a causa della continuita, anche al limite per 2=0, e quindi

Pt = lim 90 = Qewteps , AP0 (L)

& un controvariante di Ricei a 4 apici. e¢. d. d.

Si pud dunque enunciare il

Teor. Se le a,,a,A4,,, A hanno il significato loro assegnato
ai Ni 1 e 2, se 4" & il complemento algebrico di 4,,,, in 4,
il sistema

[81 P — Qenxtepg  AMeP4 - (4(1"'“),

dove
loagpin==io

0, se rs

& un controvariante di Ricei a 4 apici, qualunque sia la caratte-
ristica della matrice di A.

Si vede poi facilmente che il sistema @™ & simmetrico
rispetto alle coppie »s e pg e rispetto agli apici di ciascuna
coppia.

8" F—
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5. — Il sistema

Qnmq — P P

€ un controvariaute a 4 apici simmetrico rispetto alle coppie rs
e pg, ed emisimmetrico rispetto agli apici di ciascuna di questo

coppie.
6. — Si puo’ anche notare che
Rra.pq e Byot Beyw=0
e”,?q + e"?yq! + qu,ap o 0’

e che le R™" non sono altro che i noti simboli di Riemann
(rs,pg) di prima specie?).

7. — La funzione
n
J, e 2]""-5'4 R"ypc Qmpq
¢ un invariante.
8. — Indichiamo con ¢ il determinante formato coi g,,,,,

come R & stato formato cogli R, ,,, allora con ragionamenti simili

ad altri precedenti, si pud dimostrare che

0(v) = o(u): £,

da cui consegue che

g —0 . a
¢ un invariante.
9. — Sono pure invarianti
n
— re paq
‘]5 Bl 5 ﬂqurw'q -a-.a
n
Jy == M A am A
1
J7 e Zrn Pq ar:,pq ¢ Oy al’q
 :
JS s Zn pg Erapg » Arp + Qogy

dove @ indica il reciproco di a, in a.
10. — Noto che se A=0 ¢ J, =0, e che se la caratteri-
stica K di 4 & <mn-+1):2—1, si ha

h=Sy=J,=J,=J3=0.
1) (A). Pag. 394.
4*
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CAPITOLO IIL
Caso di K=n(n-+41):2 — 1. Seomposizione di e**. La forma F,.

1. — Supponiamo che sia K =n(n -4 1):2 — 1. Sussistono
intanto le relazioni

(9] S Au, . 09 =0,

1

qualunque siano le coppie rs e pg.

Le (9) considerate come equazioni nelle ™** formano un
sistema di K -+ 1 equazioni lineari in K - 1 incognite, colla ca-
ratteristica della matrice dei coefficienti = K, e che quindi ha tutte
le sue soluzioni proporzionali ad una medesima.

Poniamo

»
AR nk,
b = zl.pq g Apq,
il sistema ™ € un controvariante a 2 apici, e si ha
»
3 5 SN
th Ahk,n . b s 07
1

dunque le 4" formano una soluzione del sistema (9), e poiché tali
sono le a"™ dovra’ essere

ahlnpq - bhk lpq‘

dove le 4" sono delle funzioni convenienti, che per la simmetria
di ™" rispetto alle coppie ik e pg dovranno essere proporzionali
alle »*% Allora

o™ 1L D,

e poiché @™ e b"b" sono controvarianti, la H sara un invariante, e
e =V1H].v*

sara un controvariante a 2 apici e si avra

[10] Qe = AR

il segno che precede il secondo membro dovendosi prendere lo
stesso per tutte le coppie rs e pg.
2. — Se si pone

d =)Tam],
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si ha

”

cifi = athaqgy

Resta cosi individuato un controvariante a 2 apiei ¢
L’invariante |J; | diventa il quadrato dell’ invariante

Zra L'"a".
3. — Le relazioni [9] danno subito a causa delle [10]
Zﬂm Ahk,n M= 07
B
ossia
./‘ ({hk cm‘ f;lk) f‘n dt St 0)
qualunque sia la coppia rs, e quindi
(11] 2 & fu=0.

Cosi & trovata lunica relazione lineare fra i parametri f,,.
Dalle [11] consegue che il controvariante ¢ ha un carattere pro
iettivo, e che quindi per una proiettivitd nello spazio ambiente esso
verrd moltiplicato per un invariante.

4. — Se con ¢,, si indica il complemento algebrico di ¢ in
et gr2 | ol
Pert B i
: ,
cnl cnz crm
il sistema
y" e c'l » a

¢ un covariante a 2 indiei, e noi indicheremo con F; la forma
]Zhh Vi Aty A1ty

L’equazione F, = 0 definisce un cono quadrico nello spazio
tangente a V.

6. — Sen=2ela V, & una superficie generica in
uno spazio lineare a 4 dimensioni, la F; & la forma
indicata nello stesso modo dal Fubini?).

1) [E]. Tomo secondo pp. 631—637.
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Infatti supposto che X adY siano parametri normali di 2 di-
rezioni del g,!) fra loro ortogonali e perpendicolari alla 7, gene-
rica di uno spazio lineare a 4 dimensioni, si ha

f,4,=:l‘,,.X+;l/,,. }Y,
dove
Zy=[fuXdt, y.=[).Ydl

sono due covarianti.
Se 7 & il piano tangente alla V, e » & il piano delle normale
in 0,, una direzione di 7z ¢ data da

/1 du, +f2 dus,

la normale principale alla geodetica che ha per tangente questa
direzione & data da

Ju dud 4 21, duy duy 4 1y dug,

ossia da

(®1, Aut + 22,5 du, duy + 24y du3) X
~+ (Y11 dui+ 2y, duy dug +- yy, dul) Y.

Ora se AX 4 uY & una direzione di » si hanno 2 direzioni
corrispondenti in 7, che corrispondono ai 2 valori di du, : du, per cui

w(@yy dui + 22,5 duy duy -+ @,y dus)
— A(ya1 dui + 2y,5 duy duy + Y4 duz) = 0.

Quando queste direzioni coincidono lo spazio lineare a 3 di-
mensioni tangente a ¥V, e contenente la direzione 4 X - u} & bi-
tangente alla V,. Si vede che ci sono 2 di tali spazi (eventual-
mente coincidenti) che corrispondono ai valori di 2 e u che sod-
disfano all’ equazione

By — Ay BTy, — Ay

—(1)

[12] By — AYyy BTy — AYsy | T

Ad una di tali radici corrispondono dei du, e du, proporzio-
nali ai termini di una riga del 1° membro di [12], ossia elimi-
nando A e u dalle 2 relazioni:

(uxyy — Ayny) duy + (payy — Ay,s)duy =0
(wyy — Ayrg) duy - (uryy — Ayso) duy =0,

1) [A]. pag. 395.
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dei du, e du, soddisfacenti all' equazione

2y duy - 205 duby Yy Aty + Yy dus |
@y dtty - 24y duy  yyg duty - Yy du,

.

[13] i 0

che si pud scrivere
dui—du, du, du}

Lyg dhat Iy (=0,

{ Y2 Y2 Yn |

13

Ora dalle
./‘rl = xrn ‘Y+ yr: l7)
e dalla [11] risulta

(?,,x,,c”’; X+ (122,,31,, o) —0
e poiche X e Y sono liberi?),
Bun s Byt
Per queste la [13’] diventa, all’ infuori di un fattore
2 du? — 2c2du, dug + ' du3 =10

od anche

=0

CAPITOLO IIL

Superficie col o, a 5 dimensioni, terne principali di normali.
Superficie cicliche,

1. — Se x, ed y, sono due sistemi di funzioni a 2 indici;
noi porremo

(@, y) = r11 Yas — 2%13 Y13 + T2 Y11
e quindi anche

(o oo)— 2( Fe s = )
1) [A]. pag 360—361.
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Def. — Se V, & una superficie dello spazio hilbertiano il
cui 0, abbia 5 dimensioni, e quindi tale per cui 4 == 0, noi diremo
terna principale di normali di V, ogni insieme di tre para-
metri normali X, ¥, Z di o, ortogonali fra loro e perpendicolari
a V,, per cui sia

(@, y) = (y,2) = (2,2) = 0,
con

v, = [X[.dt, y,= [Y[.dl, 2, = [Z],dL

2. — Teor. — Se V, & una superficie dello spazio hilber-
tiano col 0, a 5 dimensioni, esiste almeno una terna principale di
normali di V,.

Dim. — Consideriamo I’ equazione
All’ 11 All!l? All’ 22——0
[14] A1 Ayg1o+0:2 Aygy o =)
Aggy 11— 0 Agyyre Azsi 99 |
che sviluppata e divisa per — a3:2, diventa
(147] 08+ 2J,0244J,0 — 2J, =0,
dove o=0:a.
La [14’] ha almeno una radice reale g,.
Il sistema
Aoy Ayysin — 221y Aygy1a + Ay (A1, 90 — 01@) =0
a
[15] Ayg Aygs 11— 24y (Am 1+ 015) A1 Ao 99 =10

Agy (Aggy 11 — 0, a) — 245 439,15+ 211 Aggy 90 =10

nelle 4,, ha soluzione, e noi potremo trovare una sua soluzione
reale 4, per la quale sia

(4,2) = o a
Sia intanto 4,, una qualunque soluzione reale di [15], e poniano
[16] L= (s f11 — 2413 f12 + 411 f2s) (@1 @).

Moltiplicando i 2 membri di [16] per f,, ed integrando e te-
nendo conto delle [15], si ha

(17] SLf.dt =4,

e moltiplicando i due membri di [16] per L ed integrando, e te-
nendo conto di [17], si ottiene
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[18] SL2dt = (4,4):(0,a)
e poicheé il 1° membro di [18] & > 0, si potrd porre
[19] (010):(4, 4) = 0%

dove J & un numero reale, ed il sistema x,, = d4,, € una soluzione
reale di [15] che soddisfa la

[20] (@, 2) = @ 0.

Ponendo inoltre

X=Lj,
per le [17] e [18] si ha
[17'] J X[ dt =z,
(18 'rxsa—1,

la quale [18] dice che X & un parametro normale di o,
perpendicolare a V,.

Siano inoltre Y’ e Z’ due altri parametri normali di o, per-
pendicolari a ¥V, e tali che X, Y’, Z’ siano fra loro ortogonali. Sara

(21] fo=2. X+ 9. Y 2,2,
dove, z,, & dato dalle [17’] ed inoltre
¥ozm S fadl 2w [ 2'F, 00
Moltiplicando per :5 le [16], si ha i
(167] X = (@ 11 — 219 f1a + T11./21) 2 (01 0),

e sostituendo in [16’] alle £,, i secondi membri di [21]. si ottiene,
tenendo conto delle [20],

(= y) Y + (2,2) 2" =0,
e poiché le Y’ e Z’ sono libere sara
[22] (@, y') = (@.2/) = 0.
Se risultasse inoltre (y,2’) =0, le X, Y’, Z' formerebbero
una terna principale, e quindi sarebbe provata l'esistenza di una

terna principale.
Se invece (y’,2') =% 0, poniano

Y—=cosaY —senaZ’
Z=sena Y -+ cosal’
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ed allora X e Y sono 2 altri parametri normali di g, ortogonali
fra loro e a V, ed a X.
Si ha poi

Y'=cosaY +senaZ

Z' = — sena Y -} cosa Z,
e quindi

fh=2,X+4y.Y+ 2,2,

dove

Yoo = Y, COSQ — 2,560 Q

2, =Yy, sena -+ z,, cose.

A causa delle [22] si hanno le
22/ (@,9) = (x.2) =0,
Si ha inoltre
(% 2)=1,y) — (¢,2)] sena cosa + (¥, #') cos 2e;,
e, scegliendo @ in modo che

(z/‘ zl)_(yl’ yl)
cotgeq —m—s5r——""—"
5 2(y',2)

(4 z) =0,
ed allora X, Y, Z sono una terna principale. Cosi & completamente
dimostrato il teor.
3. — Supposto che il g, di V, sia a 5 dimensioni, e che
X, Y, Z sia una terna principale, sara

Jo=2.X+9.Y+ 2,2,

si ha

con
w,= [Xf.,dt, y.=JY[).dt, 2,=[Zf.di,
ed
(x, y) = (Y, z) = (3, x) — 07
ed, a causa di queste relazioni, si ha subito
Zys fr1 — 213 F1s + 24, fo3 = (2, 2) X e analoghe

e moltiplicando per £, ed integrando

@g0 A1y 11 — 2215 Aygy 1y + 11 [ 411y 90 — (2, 2)] =0

’ r,xr

[157] Zyy Ays, 11 -"2-7‘712[A12w1: +(2)] + r 4igy 20 =0

Xy [Asey 11 — (2, '75')] — 2215 Ay, 95 + X1y Agsy 92 = 0
ed analoghe.
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Risulta che
@), (y), (2
devono essere radici di [14]

Se le radici di [14] sono a 2 a 2 diverse, per ognuna di esse
la matrice del 1° membro di [14] ha caratteristica 2, e quindi le
corrispondenti [15] hanno una sola soluzione. Si vede cosi che in
tal caso si ha una sola terna principale.

Per determinarla, indichiamo con g¢;, @,, ¢; le tre radiei di-
verse di [14'], che sono degli invarianti. Osserviamo poi che

w..,=(y,a,+a,a,—2a,a,,):2
& un covariante che ha le stesse simmetrie di 4,,,, per cui
SIRES e AR, P 7 k2o S
W’lh Pt ey ond 22)922 —"W 11912 _"W127l2 ha 07 u 11y 22 _—_a') W12V12_a'2?

ed allora anche

dope = Arps + 0 Wy,
i

¢ un covariante che ha le stesse simmetrie di 4,,,,, e il determi-
nante 4, formato cogli elementi 4,,,, come & stato formato 4 cogli
i i

A ¢ nullo ed ha caratteristica 2.

Indichiamo con A" i complementi algebrici di 4,,,, in 4,
i i i

ra,pqy

€ poniano
6rl,P'{ i 28"4—8‘,“ : Ar:,pq . (4(1"+1)-

Questo & un controvarianteva 4 apici, ed essendo 4=20, posto

=T
e 3
Sirs
esor
si hat)

6,.;,nq - i ,yn i }’W'

Il complemento algebrico di y* moltiplicato per a si indichera

con y,, ed i sistemi x,, #,, 2, risulteranno proporzionali ai cova-
i

1) Poiché anche i risultati del Cap. II n® 2 valgono per qualunque si-
stema covariante A, p, avente le solite simmetrie, e quindi senza tenere conto
dei legami colla varieta.
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rianti 9,,, .., 7., il fattore di proporzionalitai dovendo essere de-
a 2 3

terminato in modo che
(X, 2)=@1a, (¥,y)= 00, (2,2)= gza.

4. — Non pud darsi che le radici di [14’] siano tutte uguali,
percheé in tal caso le x,,, y,, 2, sarebbero soluzioni del medesimo
sistema [15], e quindi, o sono linearmente dipendenti, ed allora il
0, ha meno di 5 dimensioni, 0 non sono linearmenti dipendenti ed
allora devono essere nulli tutti gli elementi del 1° membro di [14],
e dalla relazione 4,,,;;, = 0 che ne conseguirebbe si avrebbe ancora
che il numero delle dimensioni del o, sarebbe <h.

5. — Resta a supporsi che le radici di [14] siano una doppia
ed una semplice. In tal caso due delle espressioni

(®,2), (4, yh (32)
saranno uguali, per esempio sard
(@, ) = (4, y)-

Allora il sistema [15] in cui ¢, &€ una conveniente radice di
[14’] & soddisfatto tanto da x,,, quanto da y,,, e poiche le x,, e v,
non possono essere proporzionali, perché allora le 7, risulterebbero
vincolate, la matrice del 1° membro di [14] dovra avere caratteri-
stica 1, e o, & radice doppia di [14'].

Dunque se [14’] ha una radice ¢, doppia ed un’ altra sem-
plice g,, sara

(@, %) = (4, y) = 0,14, (2,2) = 0;0,

le «, e y, saranno 2 soluzioni del sistema [15], per cui (z,y)=0,
le z,, soddisferanno le relazioni »

299 A1y, 11 — 2249 Ayyy 13 F 211 (411y 92 — 030) =0
a

299 Ajgy 11 — 22, (Alza 18+ 0 2) + 215 Aygy 90 =0

299 (Aagy 11 — 020) — 22,3 Agg, 15 + 211 Aggy 23 = 0.

E evidente in questo caso che facendo ruotare lo spazio a 3
dimensioni appartenente a o, e perpendicolare a V, intorno alla
retta uscente dal punto di V, ed avente per parametro Z, la terna
X, Y, Z si porta in un altra terna principale, perché detto @ l'an-
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golo di rotazione, ed X’ e Y’ i parametri normali delle nuove
posizione di X e Y, e a,,, y,, 1 soliti covarianti associati, si ha
(@, y") = [(w,2) — (4, y)] sen @ cos @ + (a, y) cos 2 e,
e si vede che
(#,y)=0
perché (z,2) = (y,y) e (v, y) = 0.

E interessante osservare che essendo la caratteristica di 4
1

uguale ad 1, risultera
érl'pq ot :t wrs wpq\

dove o,, ¢ un covariante, e per le [1D] dovra essere
(= o) =y 0) =20,

il che prova che i sistemi , e 2, devono essere proporzionali.
6. — Concludendo

Se una superficie V; ha un o, di 5 dimensioni,
o esiste una sola terna principale, o ne esistono infi-
nite che si ottengono da una di esse facendola ruo
tare intorno ad una determinata delle sue rette.

Il 1° caso si presenta quando l'equazione [14'| ha il diseri-
minante diverso da zero, ed il 2° quando questo discriminante
& zero, pur non avendo la [14’] tutte e tre le sue radici uguali.

Def. Un punto di una ¥, col 0, a 5 dimensioni, in cui si
ha una sola terna principale si dice generico, ed un punto con
infinite terne principali si dice ciclico.

7. — Def. Una superficie V, col o, a 5 dimensioni, la quale
ha tutti i punti ciclici, si dice ciclica.

Esempio.

Siano @,, @,, @3, Psy Ps; Pe 6 parametri normali fra loro or-
togonali e consideriamo la superficie V, di equazione

f = cosu, @, -} senu, @, + cosu, ps -} senu, ¢, 4
+ cos(u, + uy) 5 - sen (uy + uy) Ps.

Per essa si ha

fu = — senty @, - costy @y — 80n(ty + 1) @y - 008 (1 + 1) @,
fa = — senus @y + cosuy P, — sen (v, - uy) P5 + cos(uy + uy) @s
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ed inoltre, indicando con f;, le derivate seconde ordinarie di £,
J1n=—cosu; ¢, — senu, @, — cos(u; 4 uy) P5 — s€n (U, 1) Pg
fia=— cos(u; -+ ty) p; — sen(u, + uy) Pg
3= — COSy 3 — S€N Uy P, — COS (u; 4 13) P5 — 8N (U; - 1y) P;
e poiche risulta dalle espressioni trovate che
ff;‘f;)dt:() (7'., S,p:l, 2)
g
si ha anche
,f'r'=fln (r}S:l') 2)
e quindi
Au,u o Ana 2e =2, 41,1, =4, 59— “111: §g = A127 e =1,

e l'equazione [14] diventa

1 8 1 Qo &

i 6 i

e 14 3 1 Koo 0

Letl® g R
che & soddisfatta, come si verifica subito,da § = —1, e da #=2.
Infatti per 6 = — 1 la prima e la terza colonna risultano uguali,

e per 6 =2 la prima colonna risulta uguale alla differenza della
seconda e della terza colonua.

Si vede poi facilmente che §= - 1 annulla tutti i minori
di 2° ordine del 1° membro, e quindi la § — — 1 & radice doppia.
Dunque la superficie considerata ¢ ciclica.

Ogni terna principale di normali conterra il parametro
Z=71:)3, ed altri due parametri X, YV ad esso ortogonali ed or-
togonali fra loro, ed es,

= (¥, — ¥y) V Y=+ ¢ *‘21/’3);'/6,
dove
W, = cosu, ¢, -+ senu, @,
Py = cosuy Py + seniuy @,
Py == €08 (uy —+ ty) @5 —+ sen (u, - us) @g

Con queste notazioni é anche

Z= (¥ + v+ ) 3.
8 — Se V, hail 0, a 5 dimensioni, le normali principali
alle sue geodetiche formano un econo quadrico che diremo il cono
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geodetico, e se X, ¥, Z sono una terna principale, un punto di
questo cono sara dato da

F+E8X+9Y4(Z
dove & 7, { sono le sue coordinate rispetto agli assi X, Y, Z,
e poiche
X = (239 11 — 215 /13 + @11 faa) : (2, @),
ed analoghe, detto punto sarda dato da

4 Aasfis — 22yg fis + A Fors

dove

bn=2E§.2,: (2, 2) + 0. 4.: (9,y) + §.2.:(22),

(4, 2) =0,
poiche deve risultare
Aivai—Aaas Ay =—1dua: dwy dug - dus
e quindi con
§ @)+ n*: (g y) + £ (2,2) =0,

il che prova che una terna principale ¢ un triedro trirettangolo
autopolare rispetto al cono geodetico. Quando il punto & eiclico,
ossia la terna principale non & determinata, il cono geodetico & un
cono di rotazione.

CAPITOLO IV.

Superficie eol g, a 4 dimensioni. Coppie principali di normali.
Superficie cicliche.

1. — Def. Se 7, ¢ una superficie dello spazio hilbertiano il
cui 0, abbia 4 dimensioni, e quindi tale per cui 4 ha caratteri-
stica 2, noi diremo coppia principale di normali di V; ogni
coppia X, Y di parametri normali di o, ortogonali fra loro e per-
pendicolari a V,, per cui sia (x,y) =0, con

&= fXf.,di, y.,==[Y].dt

2. — Teor. Se V, & una superficie col 0, a £ dimensioni,
esiste almeno una coppia principale di normali a V,.
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Dim. — Indichiamo con 7 il piano tangente a V, e con »
il piano perpendicolare a = che giace in o,.

Siano X, Y due parametri normali di » fra loro ortogonali,
e x,, y, 1 soliti relativi covarianti. Sara

=2 X4y, T
Una direzione di 7 & data da
J1duy + 1y dus,

la normale principale alla geodetica tangente a questa direzione
sara data da

o du? 4 2,y duy duy + fogdud = AX + p,

dove
2 2
A=23, x,dudu,, p=2,y.dudu,
1 1

Si vede cosi che ad ogni valore di du, :dus, cioé ad ogni
direzione 7 corrisponde un solo valore di 4:u, cioe una sola dire-
zione di », e che ad ogni direzione di » ne corrispondono due
di 7 (eventualmente coincidenti).

Le direzioni di » che corrispondono a direzioni coincidenti
di 7 si diranno normali doppie. Esse corrispondono ai valori
di 2:p che annullano il diseriminante dell’ equazione

[23] 3. (uz, — Ay,)du, du,= 0
ossia che soddisfano l'equazione

ury — Ay, uxy — Ay ]__

Uy — Ayyy By — Ay |
Si vede cosi che esistono due normali doppie che possono
essere reali e distinte, reali e coincidenti ed imaginarie coniugale,
ed in particolare le due rette cicliche di .

Corrispondentemente noi diremo che il punto & iperbolico,
parabolico od ellittico ed in particolare ciclico.

Se il punto non & cielico le due normali doppie dividono »
in due angoli, le cui bisettrici sono reali e fra loro perpendicolari.
Dico che queste bisettrici formano una coppia principale. Suppo-
niamo che i parametri X e Y siano quelli di queste 2 bisettrici,
allora se 4, X + u, Y, 24, X + u, Y sono i parametri delle 2 normali
doppie, poiché X e Y devono risultare loro bisettrici, dovra essere

Ay + Ay, =0

[24] 0.
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e poiché 4,, u, e Z,, u, soddisfano la [24] dovra essere nullo il coef-
ficiente di 4.u in [24], e quindi essere (%,y) =0 c. d. d.

Se il punto é ciclico, dovendo la [24] risultare equivalente alla
A* 4 u* = 0, dovra essere (qualunque sia il sistema di partenza X,Y)

(®,2)=(y,y), (x,y)=0,

il che prova che in questo caso ogni coppia di direzioni di » fra
loro ortogonali & una coppia principale.
Cosi & dimostrato completamente il teor.

3. — Se X e Y & una coppia principale, & al solito
fo=2.X49.7,
con (x,y) =0, da cui si ricava
Tos f11 — 2%y3 frs F 211 fay = (2, 2) X

ed analoga per y, e moltiplicando per f,, ed integrando si hanno
le [15] e le analoghe per y.

Cio prova che (v, ) e (y,y) sono radici di [14].

Ora la [14], essendo mnel nostro caso A =0 diventa, posto
0 =~0:a e dividendo per g,

[147] o' +2J, 04 4J,=0.

Se le radici di [14”] sono uguali si avra un punto ciclico.

4. — Se X e u soddisfano la [24|, A\X 4 uY & parametro
di una normale doppia. La perpendicolare in » a questa normale
doppia ha per parametro normale

uX —\Y
=
OXENE
e, se 2, = [Zf,dt, si ha per la [24] (2,2) = 0. Si ha cosi il

Teor. Le perpendicolari in»alle normali doppie
hanno uu covariante con determinante nullo.

5. — Def. — Una superficie ¥V, col o, a 4 dimensioni, la
quale ha tutti i punti ciclici, si dice ciclica.

Esempio.

Siano @, ¢, @5, @, 4 parametri normali fra loro ortogonali,
ed U e V la parte reale ed il coefficiente dell’ imaginario di una

Rocznik Pol. Tow. matem. 5
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funzione analitica UiV della variabile complessa u, - iu,,
e consideriamo la superficie di equazione

Sf=u9, +us 9, + Upy + Veo,.
Dico che essa ¢ ciclica.
Intanto indicando con U,, U,, Uy, Uy, Uj le derivate par-

ziali prime e seconde ordinarie di U rispetto alle «, ed analoga-
mente per V, si ha

e quindi
=01+ Uips +Vipo= @1 + U195 — Uy 9,
Jo =@+ Uyps + Va9 = 5 + U5 + U9,
da cui si ricava
ay = Sfldt=144, ay=[ffdt=0, ay=/fldt=1+A4,
dove j: U2 + Us. ’ 9
Se poi indichiamo con f;, la derivata seconda ordinaria di f

rispetto ad u, e ad u,, abbiamo

fu= U, 9y — Uy 9,
fu=Us @+ U, 9,
fao="Un@s+ Uy, = — U, s + U, 9.

Da queste espressioni risulta che fj, = — f;, e che quindi
dovra essere

fis=—"n

Inoltre sara :
fu=/Su— afy— By

dove a e devono essere scelte in modo che f, risulti ortogonale
ad f, e ad f,, ossia in modo che

./f11f1dt= U1U11 + U.ZU"— a(l +A)=0
ffufldt: UzUu L Ul vu '—ﬂ(l +A)=O'

Sara dunque

fu=Uyos— Vo, — 1 —|—A(U W+ Us/s) — lI_J:A(U:fl U.f)-

Inoltre si avra poi

/u=f12—)’f1 —df,,
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con y e J scelte in modo che f,, risulti ortogonale ad £, e f,,
ossia in modo che

Jhefidt= U, Uy — U, Uy, — y(1 4-d) =0
S frdt=UUss + U, U3 — (1 4 =0,
Sard dunque
Sir = Ui s+ Un 9o — 1 (Ui +UA) + 1 25 (O Fi— T f)
E si verifica facilmente che
.“/‘f“ fis 8t =0,

Ed indicando con X e Y parametri normali delle direzioni
che hanno per parametri‘f;, ed f,, si ha

fo=z,X+y.Y,

con
Y11 = Y3 — X3 = 0
.}
oy =—an =+ (U +Uh). K
va=+ V(UL F 0. K
dove

_Hw+w

Si ha cosi
@y) =0, (x2)=/(yy)
e la superficie che si considera ¢ ciclica.

Le superficie qui studiate furono gia considerate col nome di
superficie riemanniane dal Kommerell?).

") (F).

b
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