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1. La force électrique e et la force magnétique m dérivant 
d'un champ électromagnétique déterminé (C) doivent être regardées 
comme des éléments qui dépendent non seulement du champ (C) 
lui-même mais aussi du système de référence auquel on rapporte 
le champ électromagnétique considéré. Le passage d'un système de 
référence (&) à un autre système de référence (5'), fixe par rap-
port au premier, n'influe évidemment en rien sur les vecteurs e 
et m mais il n'en est plus le même au cas où le système (S') se 
déplace par rapport au système (S). On est donc conduit à envi
sager le problème suivant: 

I. Problème. Connaissant la force électrique e et la force 
magnétique m d'un champ électromagnétique (C) par rapport à un 
système de coordonnées (S), déterminer les éléments analogues e' et mr 

relatifs à un système de coordonnées (S') qui se déplace d'une façon 
donnée par rapport au système (S). 

Il est très aisé de voir que le problème précédent équivaut 
au suivant: 

II. Problème. Les forces électnque et magnétique dérivant d'un 
champ électromagnétique (C) étant données par rapport à un certain 
système de coordonnées (S), déterminer les forces dérivant du champ 
(C) et qui solliciteraient un pôle électrique et un pôle magnétique 

') S. Zaremba. Sur un groupe de transformations qui se présente en 
électrodynamique. Voir p. B du T. V, année 1926 de ces Annales. 
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d'intensités égales à l'unité, ces pôles se déplaçant suivant une loi 
donnée par rapport au système de coordonnées (S). 

D'autre part, les physiciens admettent implicitement l'hypo
thèse que voici: 

III. Hypothèse. Le mouvement de chacun des deux pôles consi
dérés dans l'énoncé II n'influe sur la force dérivant du champ (C) 
et le sollicitant à un instant t que par la vitesse par rapport au 
système (S) du pôle considéré à l'époque t. 

Cette hypothèse étant admise, il résulte de l'équivalence des 
problèmes I et II que le cas général du problème I se ramène au 
cas particulier où le système (S') est animé par rapport au système 
(S) d'un mouvement de translation rectiligne et uniforme. 

Or, dans le mémoire rappelé plus haut, j'ai étudié ce cas 
particulier en supposant que le champ électromagnétique (C) soit 
situé dans le vide et j'ai ramené la question à l'intégration d'un 
certain système d'équations aux dérivées partielles. Il y a donc 
intérêt à intégrer ce système d'équations aux dérivées partielles et 
à en discuter les intégrales. Tel sera précisément le sujet du mé
moire actuel. 

C'est dans le dernier numéro du mémoire, le No. 12 que l'on 
trouvera la discussion des intégrales précédentes ainsi que la con
clusion générale qui s'en déga'ge. 

2. Pour formuler les résultats que j'ai obtenus, dans le mé
moire cité plus haut, j'admettrai que chacun des systèmes (S) et ($ ' ) 
soit un système de coordonnées cartésiennes rectangulaires, les axes 
de mêmes numéros dans les deux systèmes étant de même sens. 
Cela posé, désignons par (i = 1, 2, 3) respectivement 
les projections orthogonales sur l'axe de numéro i du système 
qui revient au même, du système des vecteurs e. m, e', m' et du 
vecteur u représentant la vitesse du système (/S') par rapport au 
système (S) et posons 

(110) 
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(2) ( « = 1 , 2 , 3) 

En se reportant aux formules (19) et (20) de la p. 9. du 
mémoire, cité à la p. 8 du travail actuel, on reconnaîtra que, 
selon la théorie que j'ai développée, on a: 

(3) 

où 
(4) 

sont des fonctions des seules variables définies par les 
formules (1). fonctions vérifiant le système d'équations aux dérivées 
partielles (23), p. 10 du mémoire cité plus haut. 

3. Le système précédent d'équations aux dérivées partielles se 
simplifie considérablement en prenant pour nouvelles fonctions in
connues les fonctions 

(5) 

définies par les formules suivantes: 

(61 

où 

(?) 

Après avoir défini les opérateurs au moyen des 
formules 

(110) 
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00 

011 constate, au moyen d'un calcul facile quoique un peu labo
rieux, que le système d'équations aux dérivées partielles qui nous 
occupe équivaut à l'ensemble des quatre suivants: 

(9) (À; = 1 , 2 , 3 ) 

(10) 

(12) 

où, comme cela résulte des formules (6), on a: 

(13) 

4. En abordant l'intégration de l'ensemble des équations (9), 
(10). (11) et (12), il convient de porter tout d'abord son attention 
sur le déterminant I) des expressions (8) des operateurs h1, h2. h8, 
ces opérateurs étant considérés comme des fonctions des expressions 

on a: 

(14) 

Cela posé, nous commencerons par l'étude du cas singulier 
où l'hypothèse suivante est vérifiée. 

IV. Hypothèse. A l'intérieur d'un certain domaine (T). situé 
dans l'espace arithmétique on a identiquement 

(15) D = 0. 
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V. Théorème. Lorsque les systèmes d'équations (9), (10), (11) 
et (12) sont vérifiés, l'hypothèse IV équivaut à la suivante: dans 
tout le domaine (T ) on a identiquement 

(16) 

(17) 

(18) 

En effet, il est très aisé de voir que les égalités (17) et (18) 
entraînent l'égalité (15) car l'expression (14) de D donne: 

(19) 

il suffira donc de prouver que l'hypothèse IV entraine l'existence 
des égalités (16), (17) et (18) dans tout le domaine (T). Supposons 
donc que cette hypothèse soit vérifiée. Il résulte alors des systèmes 
d'équations (11) et (12) que tous les déterminants du 3-ième degré 
appartenant à la matrice 

(20) 

devront être nuls. Désiguons pour un moment d'une façon géné
rale par (i, y, k) le déterminant de degré 3 qui a pour première, 
deuxième et troisième colonnes respectivement les colonnes de nu
méros i, j et k le la matrice (20); nous aurons 

(21) (•i, j, k) = 0. (hj,k= 1, 2, 3, 4, 5) 

Considérons en particulier parmi les égalités (21) les trois 
suivantes: 
(22) (i, 4, 5) = 0 (t = 1. 2 3) 

et envisageons les en un point arbitrairement choisi A du do
maine (T)\ à moins d'avoir en A à la fois 

(23) 

ou conclura de (22) à l'existence au point A de l'égalité: 

(108) 
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équivalente à l'égalité (16), car le déterminant (24) est identiquement 
égal à 

A cause de la continuité des fonctions on serait 
«ncore en droit d'affirmer l'existence en A de l'égalité (16) même 
si en ce point lui-même les égalités (z3) étaient vérifiée mais si le 
point considéré A était un point-limite des points en chacun des
quels l'une au moins des égalités (23) n'aurait pas lieu. 

Donc, l'existence de l'égalité (16) en 4 ne serait douteuse 
qu'au cas où ce point serait situé à l'intérieur de quelque domaine 
(Q) dans toute l'étendue duquel chacune des égalités (23) aurait 
lieu. Mais, dans ce cas, comme cela résulte de la 4-ième des for 
mules (6), on aurait dans tout le domaine (1)) 

M = 0. 

Donc, en vertu de la 3-ième des équations (10),, l'égalité (16) 
aurait lieu dans tout le domaine et en particulier en A. En 
définitive l'égalité (16) subsistera dans tout le domaine (T). 

Utilisons maintenant parmi les égalités (21) les deux suivantes: 

(25) (2, 3, 4) = 0 et ' (2, 3, 5) = 0 

en ayant soin, pour les développer, de tenir compte de ce que l'éga
lité (16) entraîne les deux suivantes: 

et 

On trouvera aisément: 

Multiplions la première de ces égalités par et la deuxième 
par Après avoir ajouté membre à membre les équations 
obtenues, on trouvera: 

(26) 

D'une façon analogue on conclura de* égalités 

à la suivante: 
<27) 
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Il résulte des égalités (26) et (27) que les égalités (17) et (18) 
subsisteront en tout point du domaine (T ) sauf peut être au cas 
où, au point considéré, on aurait, 

(28) 

Supposons donc qu'en quelque point A du domaine  ( T ) l'éga
lité (28) ait lieu. En se reportant à la formule (14) et en tenant 
compte de l'égalité (16) ou s'assurera aisément que l'égalité (28) 
entraîne les deux suivantes: 

Donc, puisque, par hypothèse, nous avons l'égalité (lf>), nous 
avons aussi les deux égalités (17) et (18). En définitive notre thé
orème est complètement démontré 

VI . Remarque. L'ensemble des égalités (17). et (18) équivaut 
à l'intérieur du domaine désigné par (T ) dans l'énoncé IV (p. 11) 
aux deux suivantes: 

(29) 

En effet, si l'on désigne pour un instant par et les
1-iers membres de (17) et (18) et si l'on se reporte aux formules (6), 
on reconnaît de suite que les premiers membres des égalités (29) 
représentent les expressions suivantes: 

circonstance qui prouve l'équivalence du système (29) et du système 
formé par l'ensemble des égalités (17) et (18) au moins dans la partie 
commune aux domaines (T) et au domaine 

Cela posé, il suffit de tenir compte de la continuité des fonc 
tions que l'on a à considérer pour reconnaître la complète exacti
tude de notre remarque. 

VII . Remarque. L'hypothèse IV (p. 11) étant vérifiée, il ré
sulte du théorème V que le système (10) se réduit au suivant 

(k = 1, 2, 3 ) 
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par conséquent, lorsque l'hypothèse IV est vérifiée, le système d'équa
tions aux dérivées partielles du problème se compose des équations 

(30) 

et des systèmes (11) et (12). 
VIII . Théorème. Pour effectuer l'étude complète du cas où 

l'hypothèse IV (p 11) est vérfiée, il suffit d'envisager successivement 
les cas où l'on aurait, dans tout le domaine (T), eu dehors de 
l'égalité (15), l'un des systèmes de relations suivants: 

(31) 

(3 2) 

(33) 

(34) 

Le théorème précédent n'est pas tout à fait évident car il 
pourrait arriver qu'en un point A, situé à l'intérieur du domaine 
(T) l'un des systèmes de relations (32), (33) ou (34) soit vérifié, 
sans l'être à l'intérieur d'un domaine, à l'intérieur duquel se trou
verait le point A. Mais, si cette circonstance se présentait, le point 
A serait un point-frontière d'un domaine,  ( T ' ) à l'intérieur duquel 
l'un des systèmes de relations (31 \ (32), (33) ou (34) serait vérifié, 
donc, connaissant les fonctions (o) à l'intérieur du domaine (T') , on 
les connaîtrait aussi, à cause de leur continuité, au point A, à moins 
que ce point ne fasse pas partie du domaine d'existence des fonc
tions considérées. Notre théorème est donc démontré. 

IX. Théorème. L'hypothèse IV (p. 11) étant vérifiée, lorsque 
l'une au moins des fonctions 
le domaine (D), en d'autre termes, lorsque l'un des trois premiers 
cas énuméres dans la théorème VIII est réalisé, le système d'équa
tions aux dérivées partielles du problème (VII, p. 14) se réduit 
à celui qui forment les équations 

(35) 

conjointement avec les deux systèmes suivants: 

(108) 
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et 

(37) 

En effet, dans le cas actuel on a {V, p. 12} les égalités (16), 
(17) et (18), égalités qui expriment, comme on le reconnaîtra sans 
peine, que tous les déterminants du 3-ième ordre appartenant à la 
matrice (20) sont nuls. D'autre part, puisque, par hypothèse, l'une 
au moins des fonctions est différente de zéro, la matrice 

est d'ordre 2. Par conséquent dans chacun des quatre systèmes de 
trois équations dont se compose le système (30) ainsi que dans 
chacun des systèmes (11) et (12) la 3-ième équation est une con
séquence des deux premières. 

Il résulte de là que l'ensemble des systèmes (35), (36) et (37) 
se déduit du système qui, selon la remarque VII, contient toutes 
les équations aux dérivées partielles du problème, par la suppression 
d'équations qui sont des conséquences de celles que l'on conserve. 
Notre théorème est donc établi. 

5. Commençons par l'étude du 'premier des quatre cas énu
mérés dans le théorème VIII (p. 15). 

Il résulte de l'égalité (16) {V, p. 12} que l'on a: 

(37 , , ) 

Cette remarque faite, il résulte des égalités (17) et (18) que 
les systèmes (36) et (37) entraînent les équations suivantes: 

(38) ( * = 1 , 2) 

J'observe maintenent que rien n'empêche de poser 

(39) 

puisque, par hypothèse, on a 

(108) 
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Transformons maintenant les équations du problème en pre
nant la fonction À pour inconnue auxiliaire et, à cet effet, posons 

( 4 1 ) 

Les équations (38) seront alors équivalentes aux suivantes 
(42) 

lesquelles, sous forme développée, s'écrivent ainsi: 

(43) 

D'autre part, après avoir posé, 

(44) 

on pourra, (en égard à donner aux équations (36) la forme 
suivante: 

(45) 

L'inégalité (40) étant vérifié par hypothèse, l'ensemble des 
équations (36) et (37) équivaut à Feusemble des équations (36) et 
(38), équivalent lui-même à l'ensemble des équations (42) et (45). 
Mais l'inégalité (40) entraîne encore cette conséquence que le 
système (35) équivaut au suivaut: 
( 4 6 ) (A; = 1 , 2 ) . 

Donc ( IX, p 15}, nous avons le téorème suivant: 
X. Théorème. Le système d'équations aux dérivées partielles 

du problème peut être considéré comme se composant, des systè
mes (42), (45) et (46). 

XI. Théorème. L'hypothèse IV (p. 11) et l'inégalité (40) 
étant vérifiés, l'ensemble des équations du problème peut être re
gardé comme se composant des systèmes d'équations aux dérivées 
partielles (42) et (45), du système 
( 4 7 ) 

ainsi que des équations (13), de l'équation (39) et des deux équations 
suivantes 

( 4 8 ) 

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 
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En effet les équations (47) seront certainement vérifiées, ea 
égard à (39), il en sera de même {VI , p. 14} des équations (48), 
enfin les équations (13) et (39) seront verifiées en vertu de la 
définition des fonctions 

Donc, il ne reste à montrer que l'ensemble formé par les 
systèmes (42), (45), (47), (13) et (48) est un système complet d'équa
tions du problème. A cet effet, supposons que toutes les équations 
de ce système soient vérifiées. Il résulte alors des équations (42) 
et (47) que les valeurs de w et M tirées de (48) satisferont aux équations: 

(4 = 1 ,2 ) 

Par conséquent toutes les équations aux dérivées partielles du 
problème seront vérifiées. Mais, à cause de (39) 
et (40) les équations (48) entraînent les équations (29), équivalentes 
(VI, p. 14} aux équations (17) et (18) lesquelles, en vertu 
de la formule (19), entraînent l'égalité 

D = 0. 

En définitive, notre théorème est complètement démontré. 
Après avoir porté les valeurs de M —  w et  M w tirées des 

équations (48) dans les formules (13) (p. 11). on trouvera: 

(49; 

Les formules précédentes donnent: 

En portant la valeur précédente de l'expression 
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et la valeur de l'expression obtenue d'une façon ana
logue, dans les équations (45), on trouve 

450) 

J'observe maintenant que l'ensemble des intégrales communes 
des équations (42) ou ce qui revient au même, des équations (43) 
se compose de celles que donne l'équation 

(51) 

où C représente une constante arbitraire et de celles que fournit l'équation 

(52) 

où représente une fonction de continue avec sa dérivée 
première mais à cela près quelconque. 

l-ier cas. La fonction est donné par la formule (51). Pour 
que cette valeur de soit admissible il faut, comme cela résulte 
de la condition (40) et de la formule (39) que l'on ait 

(53) 
Posons pour abréger 

(54) 

Les équations (47) donnent: 

(55) 

où et sont des fonctions de définies dans un même 
intervalle, continues avec leurs dérivées premières, mais à cela près 
arbitraires. 

Il ne nous reste plus qu'à déterminer l'expression générale 
d'une intégrale commune des équations (50). A cet effet, prenons 
pour nouvelles variables la variable définie par la formule (54) 
ainsi que les variables 
(56) 

A cause le l'inégalité (53), il sera toujours permis d'effectuer 
le changement de variables précédent. Nous aurons 

2* 
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Cela posé, on s'assurera aisément que les équations (50) don
nent une expression de / ou, ce qui revient au même {voir la for
mule, (44)}, une expression de qui, après le retour aux variables 

peut s'écrire ainsi: 

(57) 

où représente une fonction de continue avec sa dérivée 
première mais à cela prés arbitraire, le symbole étant défini par 
la formule (54). 

En définitive, dans le cas considéré, le problème est complè
tement résolu. 

2-ième cas. La fonction 
forme (52). Dans ce cas la fonction X ne se réduira pas à une 
constante, les équations (47) donneront 

(58) 

où et représente des fonctions de continues et avant 
chacune une dérivée premiere continue, mais à cela près quel
conques, enfin, il sera permis de transformer les équations (50) en 
prenant pour nouvelles variables indépendantes la fonction et les 
variables et définies par les équations (56). En tenant compte 
des équations (42), ou trouvera sans peine: 

d'autre part, puisque l'équation (52) donne 

ou aura 
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donc, en définitive, les équations (50) prendront la forme suivante: 

Ces équations fournissent une expression de f . c'est-à-dire 
de {voir la formule (44)}, qui, après le retour aux variables 
initiales peut s'écrire comme il suit: 

(59) 

où F(X) est une 'fonction arbitraire de assujettie seulement 
à être continue avec sa dérivée première. 

Il est évident que les formules (58) et (59), conjointement 
avec les formules (49), (44) et (39) et l'équation (52) font connaître 
la solution générale du problème. 

6. Passons à l'étude du 2-ième et du 3-ième des cas énu
mérés dans le théorème VIII (p. 15). 

Soit d'abord 
(60) 

En vertu de ces relations, les équations ( 17) et ( 18) {V, p. 12} donnent 

(61) 

et, par conséquent on a aussi 

(61) 

Cela posé, en se reportaut au théorème IX (p. 15). on cons
tate que les équations aux dérivées partielles du problème se 
réduisent au système suivant: 

(63) 

(64) 

car, en vertu des solutions (60), (61) et (62.) l'ensemble des 
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équations (63) et (64) entraîne toutes les équations énumérées dans 
le théorème I  X fp. 15). D'autre part, il résulte des relations 
(60) et des formules (8) (p. 10) que les symboles de dérivation 

et prennent la forme suivante 

Cela étant, les équations (63) donnent 

(65) . 

où chacune des fonctions et est une fonction arbitraire 
de à cela près qu'elle doit être une fonction continue avec sa 
dérivée première. Quant aux équations (64), elles sont équivalentes 
aux suivantes: 

(66) 

où l'on a posé (comme précédemment) 

(67) 

Les équations (65) et (13) (p. 11) donnent 

(68) 

En s'appuyant sur ces formules, on vérifient aisément que 
l'expression générale de l'intégrale commune des équations (66) 
est la suivante 

(69) 

où est une fonction arbitraire de , assujettie seulement 
à être continue avec sa dérivée première. 

Il est aisé de voir que les (68), (67) et (69), avec les éga
lités (61) et l'égalité qui constituent la 2-ième du relations (60) 
font connaître la solution générale du problème dans le cas consi
déré. En effet, toutes les équations aux dérivées partielles du pro
blème seront visiblement vérifiées; d'autre part puisque les égalités 
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•entraînent les égalités (17) et (18) (p. 12), on aura aussi {for 
mule (19), p. 12} 

J) = 0, 

de sorte que toutes les conditions du problème seront remplies. 
Si au lieu de partir de l'hypothèse (60), nous étions parti 

de la suivante 
(70) 

nous aurions trouvé pour nos inconnues les expressions suivantes: 

(71) 

(72) 

où et représentent des fonctions arbitraires 
de assujetties seulement à être continues avec leurs dérivées 
premières. 

7. Pour épuiser l'étude de tous les cas compatibles avec 
l'hypothèse IV (p. 11) il nous reste {VIII, p. 15} à étudier notre 
problème dans le cas où, dans le domaine considéré, on aurait 

(73) 

Nous aurons 

(74) 

Il résulte des relations (73) et (74) que le système formé 
par l'ensemble des systèmes (9), (10), (11) et (12) équivaut, dans le 
cas actuel, au système formé par l'ensemble des deux systèmes 
d'équations suivant: 

(75) 
et 

Mais, en vertu de (74). ce dernier système équivaut au suivant: 
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et, comme en ajoutant membre à membre la 1-ière et la 4-ième~ 
de ces égalités on trouve 

on arrive aisément à la conclusion suivante: dans le cas considéré 
le problème se réduit à la détermination des inconnues 

(76) 

par la condition qu'elles satisfassent à l'équation (74), à l'équation» 

(77) 

et aux équations (75) où et M ont les valeurs (6) (p. 10). 
Actuellement il y a avantage à remplacer dans les équations 

(75), les inconnues auxiliaires et M par leurs expressions 
(6) (p. 10); il vient: 

(78) 

En définitive, les équations du problème se composent des 
équations (74), (77) et (78). 

A cause de la continuité des fonctions (76), il suffira d'étudier 
le cas où, dans tout le domaine considéré on a 

(79) 

et celui où, dans tout ce domaine ou aurait 

(80) 

Dans le premier de ces deux cas les équations (77) et (74) donnent 

et, dans le 2-ième, il résulte des équations (77) et (74) que l'on aura 

Par conséquent, pour déterminer, dans le cas considéré, toutes 
les solutions du problème, différentes de la solution évidente 

(81) 

il n'y a qu'à envisager successivement les cas où, dans tout le 
domaine considéré, ou aurait 

(108) 
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(83) 

(84) 

Dans le premier le ces cas toutes les équations du problème 
serons satisfaites identiquement sauf l'équation 

laquelle {dernière des formules (8) p. 10} se réduit à 

d'où 
(85) fonction arbitraire de 

Dans le 2-ième ces on trouve d'une façon analogue 

fonction arbitraire de 

Il ne reste donc plus à étudier que le cas où l'inégalité (84) 
est vérifiée. 

Il résulte de la dernière des formules (8) (p. 10) que les 
équations (78) s'obtiennent en remplaçant, dans l'équation 

(86) 

la fonction successivement par et Or, il résulte 
de (77) que l'équation (86) équivaut à l'équation 

laquelle, comme cela résulte de (84). équivaut à celle-ci: 

Mais il résulte des équations (74) et (77) que l'on a 

Par conséquent l'équation (86) équivaut à la suivante: 
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Donc le système (78) équivaut au suivant: 

(87) 

Mais les équations (77) et (74) donnent 

(88) 

expressions de et qui vérifieront les deux dernières équations 
du système (87) pourvu que les deux premières soient satisfaites. 
Il résulte de là que le problème se réduit à l'intégration du sys
tème d'équations aux dérivées partielles suivant: 

Pour intégrer ce système posons 

(89) 

en désignant par une inconnue auxiliaire. Il est aisé de voir que 
la question se ramènera a l'intégration du système suivant: 

(90) 

L'intégrale générale de la première de ces équations est 
donnée par l'équation 

(91) 

où F est la caractéristique d'une fonction arbitraire des variables 
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.assujettie seulement à des c mditions de régularité évidentes et telle 
que l'équation (91) admette par rapport à X une solution ne se 
réduisant pas à zéro. La fonction X étant déterminée, l'expression 
générale de l'intégrale de la 2-ièine des équations (90) sera la suivante: 

(92) 

où le second membre représente une fonction arbitraire des fonctions 

(93) 

En définitive, nous avons déterminé toutes les solutions du 
problème dans le cas que nous avions à étudier dans le numéro 
actuel. 

8. Il ne nous reste plus qu'à intégrer le système formé par 
l'ensemble des équations (9), (10), (11) et (12) dans l'hypothèse où, 
dans le domaine que l'on considère le déterminant défini parla 
formule (14) (p. 11) satisfait à l'inégalité 

(94) 

c'est le problème que nous nous proposons de résoudre dans le 
présent numéro. 

Il serait aisé de vérifier que, dans le cas actuel, le système 
d'équations qu'il s'agit d'intégrer peut être mis sous forme d'un 
système de six équations aux différentielles totales complètement 
!ntégrable mais la méthode que nous allons employer rend superflue 
la vérification directe, un peu laborieuse, du fait que nous venons 
de signaler. 

XII. Remarque. L'inégalité (94) étant vérifiée dans le domaine 
que l'on considère, chacune des fonctions et w se réduit 
à une constante. 

J) Si, après avoir disposé de la caractéristique F dans l'équation (91) et 
après avoir choisi une certaine solution en A de cette équation, on forme toutes 
les combinaisons deux à deux des fonctions (93), l'une au moins de ces combi 
naisons se composera de deux fonctions indépendantes et la fonction pt pourra 
être mise sous forme d'une fonction de ces deux fonctions ; toutefois, si l'on con
sidère une combinaison déterminée de deux des expressions (93), ces expressions 
pourrons représenter selon la façon dont on disposera des éléments arbitraires 
dont dépend la fonction A, ou bien deux fonctions indépendantes des varia
bles a,, a,. a3 ou bien de deux fonctions dont l'une sera une fonction de l'autre; 
cela étant, pour avoir une expression tout à fait générale de il a fallu le 
représenter comme fonction des trois fonctions (93). 
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C'est en effet ce qui résulte des équations (9) (p. 11) et de 
la définition du déterminant D. 

XIII. Théorème. Lorsqu'à l'intérieur d'un certain domaine { T ) 
l'inégalité (94) est vérifiée, aucune des fonctions et ne peut 
se réduire à zéro dans tout l'intérieur du domaine considéré. 

En effet, supposons qu'à l'intérieur d'un certain domaine (T) 
l'inégalité (94) soit vérifiée et que, contrairement à notre théorème, 
on ait, dans tout l'intérieur du domaine (T ) , par exemple 

(95) 

Les deux prémières équations du système (11) (p. 11) nous 
donneront 
(96) 

D'autre part, il résulte de (14) (p. 11) et (95) que l'on aura:: 

par conséquent, en vertu de (94), on aura 

(97) 

et, par suite, la 2-ième des égalités (96) nous donnera 

égalité qui, en vertu des 1-ière et 4-ième des formules (13) (p. 11) 
nous donnera: 

pour tout l'intérieur du domaine (T) . Or {XII, p. 27} chacune des 
fonctions se réduit à une constante. On a donc néces
sairement 

et les formules (13) se réduiront aux suivantes 

(98) 

En portant les valeurs de et tirées de ces formules 
dans la première des égalités (96) on trouve 

d'où 
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ce qui, au moyen de la 2 ième des formules (98), donne 

égalité incompatible avec l'égalité (97). 
Si en lieu de supposer l'existence de (95) on avait supposé 

«elle de ou aurait rencontré une contradiction analogue 
-à celle que nous venons de mettre en évidence. Notre théorème est 
donc démontré. 

X I V . Remarque. Il résulte du théorème précédent et de la 
continuité des fonctions et que, sans nuire à la généralité, 
ou peut, comme nous le ferons dorénavant, supposer que, dans tout 
l'intérieur du domaine considéré on a 

<99) 

Introduisons maintenant l'inconnue auxiliaire définie par 
la formule 

(100) 

Il résulte de (99) que la fonction sera une fonction con
tinue, vérifiant, à l'intérieur du domaine que l'on considère, l'inégalité 

<10l) 

Pour abréger l'écriture, posons 

<102) 

Les deux premières équations du système (10) (p. 11) pour
ront alors s'écrire ainsi: 

<103) 

d'où 

En développant le 1-ièr membre de cette égralité, on recon
naît que, à cause de la 3-ième des équations (10) (p. 11), elle 
équivaut à la suivante 

<104) 

laquelle, par conséquent, sera vérifiée dans tout le domaine considéré. 
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X V . Théorème. Lorsque les inégalités (94) et (99) sont 
vérifiées à l'intérieur d'un certain domaine (T) , aucune des fonctions 

(105) 

ne peut se réduire à zéro dans tout l'intérieur du domaine considéré 
En effet, supposons que, contrairement au théorème qu'il 

s'agit d'établir, l'une des fonctions 

(106) 

soit identiquement nulle à l'intérieur du domaine (T) . En vertu 
de (101) et (103) le seconde des fonctions considérées serait aussi 
identiquement nulle; nous aurions donc 

(107) 

par conséquent 

dans tout le domaine considéré. Après avoir porté les valeurs (13) 
(p. 11) de et dans l'égalité précédente et après avoir substi
tué, dans l'équation obtenue, à et les expressions que l'on 
obtient en remplaçant, dans les valeurs de et tirées de (107), 

et par les valeurs que fournissent les formules (13) (p. l l )  r 

on trouvera finalement que l'on doit avoir identiquement 

Donc, puisque w, vr et sont des constantes {XII , p. 27} on a 

et les formules (13) (p. 11) se réduisent aux formules (98). Celles-ci 
donnent en particulier 

Par conséquent, il résulte de la 2-ième des équations (107) que 

égalité qui, à cause de (103) et (101), entraîne le suivante: 

(108) 
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Après avoir porté les valeurs de et tirées des 
équations (107) et (108) dans l'égalité (104), ou trouvera 

égalité qui, en égard aux formules (98), entraîne la suivante: 

d'où 
M — 0. 

Donc, comme cela résulte des formules (98). on aurait 

égalités qui, comme cela résulte de la formule (14), sont incom
patibles avec l'inégalité (94). 11 est donc prouvé qu'aucune des fonc
tions formant la 1-ière ligne du tableau (105) ne peut se réduire 
à zéro dans tout l'intérieur du domaine considéré. On démontrerait 
d'une façon analogue qu'aucune des fonctions formant la 2-ième 
ligne du tableau (105) ne peut se réduire à zéro dans le domaine 
considéré. Notre théorème doit donc être regardé comme démontré. 

XVI . Remarque. Il résulte du théorème précédent qu'il 
n'existe aucun domaine à l'intérieur duquel on aurait à la fois 
l'inégalité (94) une égalité exprimant que l'une des fonctions (105) 
se réduit à zéro. Donc, à cause de la continuité des fonctions que 
nous avons à considérer, nous pouvons, sans nuire à la généralité, 
supposer comme nous allons le faire dorénavant, que, dans le do
maine considéré, aucune des fonctions (105) ne s'annule. 

9. Actuellement nous nous proposons de tirer des équations (11) 
et (12) les expressions de pl et de </3 en fonction de M: on verra 
que l'on peut y arriver sans connaître la forme de la fonction M. 

Le système (11) donne: 

(10») 

où D a la valeur (14). En portant dans l'expression de D la valeur 
de tirée de (100), on trouve: 

(110) 

En tenant compte de cette expression de D et en substituant 
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à dans le second membre de (109) sa valeur tirée de (100), on 
reconnaît que, en égard à (99), l'équation (100) équivaut à la 
suivante: 

(111) 

D'autre part, les équations (103) équivalent aux suivantes: 

(112) 

En portant les valeurs de et de tirées de 
ces équations dans (111), on obtient une équation équivalente à la 
suivante 

(113) 

où l'on a posé 

(114) 

XVII. Lerame. L'une au moins des dérivées et de 
la fonction M est différente de zéro. 

En effet, il résulte de (104) qu'au cas où chacune des fonc
tions et ne serait pas différente de zéro, la fonction 
serait nulle. Si donc chacune des fonctions était égale 
à zéro, ou aurait 

et il résulterait des équations (112) et (110) que, contrairement 
à l'hypothèse, ou aurait 

£ = 0. 

Notre lemme est donc démontré. 
Cela posé, nous allons transformer l'équation (113) en envi

sageant successivement l'hypothèse où l'on aurait 

(115) 
et celle où 

(U6) 
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Multiplions l'équation (113) par et éliminons de l'équa
tion obtenue la quantité au moyen de (104); il viendra 

(117) 

équation qui, à cause de (115), équivaut à (113). Mais 

( U S ) 

puisque la fonction 

est égale, comme cela résulte de (112) et (110), à 2 D et que, par 
hypothèse on a l'inégalité (94). Cela étant, l'équation (117) équivaut à 

(119) 

laquelle équivaut à celle que l'on obtient en la multi
pliant par 

en substituant dans cette dernière à l'expression 

l'expression qui lui est égale à cause de la 1-ière des 
équations (103), il vient 

Mais il résulte de (11 S) et de ce que (120) a été déduite de (119) 
en multipliant celle ci par un facteur non nul, que 

donc, l'équation (120) donne 

(121) 

Si nous avions supposé que l'on a l'inégalité (116) il aurait 
suffit de multiplier (113) par pour s'assurer, au moyen d'un 
calcul tout à fait analogue à celui que nous venons de développer, 
Rocznik Polskiego Tow. m&tematycznego. 3 
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que, dans ce cas encore la formule (121) subsiste. Donc 
la formule (121) subsiste dans tous les cas. 

En introduisant la fonction /', définie par la formule (67) 
(p. 22), on donnera aux deux premières équations du système (11) 
(p. 11) la forme suivante: 

Ces équations donneront, après y avoir porté la valeur (121) 

de 

(122) 

D'autre part les équations (103) '(p. 29) donnent: 

En portant les valeurs précédentes de et de 
dans les formules (122) on trouve: 

(123) 

Après avoir porté dans les équations (121) et (122) les valeurs 
de et tirées des formules (13) (p. I l ) on s'assurera aisé
ment que, indépendamment de la forme que pourrait avoir la fonc
tion il/, l'ensemble des équations (121) et (123) constitue un sys
tème complètement intégrable qui fournit pour la fonction ou 
ce qui, à cause de la formule (67) (p. 22), revient au même, pour 
la fonction l'expression suivante: 

où représente une constante arbitraire. 

http://rcin.org.pl



35 

On s'assurera aisément que. pour calculer il suffit de 
substituer, dans les considérations qui nous ont conduit à la for 
mule (124), aux quantités 

respectivement les quantités 

On trouvera de cette façon 

(125) 

en désignant par e2 une nouvelle constante arbitraire. 
10. Il ne nous reste plus qu'à déterminer la fonction M par 

la condition qu'elle satisfasse aux trois équations qui forment le 
système (10) (p. 11) ou, ce qui revient au même, par la condition 
qu'elle vérifie le système formé par les deux équations (103) et la 
3-ième des équations (10), c'est-à-dire le système suivant: 

(126) 

où est définie par la formule (100) (p. 29), les symboles 
étant définis par les formules (102) (p. 29). En utilisant les for 
mules (13), (124) et (125) on transformerait aisément le système (126) 
eu un autre qui ne contiendrait plus que la seule inconnue M 
Toutefois, pour arriver à des équations maniables, il faut procéder 
avec quelque attention. 

Je rappelle d'abord que le système (126) entraîne, comme nous 
avons déjà eu l'occasion de le constater, l'équation (104) (p. ^9). 
Pour aller plus loin, observons qu'en tenant compte de cette équation on 
déduit aisément des deux premières équations du système (126) les 
deux suivantes 

Multiplions la première de ces équations par et 
la deuxième par en ajoutant membre à membre les 
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équations
suivante: 

 obtenues, on obtiendra une équation équivalente à la 

(127) 

où comme cela résulte
être regarde comme

 des égalités (100),
 défini par la formule 

 (124) et (125), doit 

(128) 

Il résulte de ce qui précède ainsi que du lemme X V I I (p. 32) 
que nous avons le théorème suivant: 

XVIII. Théorème. Les valeurs des constantes 
et m; étant choisies ainsi que celles des constantes qui figurent dans 
les formules (124) et (125), la fonction M doit nécessairement satis
faire à l'équation (104), à la dernière des équations (126) ainsi qu'à 
l'équation (127), sans se reduire à une constante. 

Voici maintenant un théorème qui complète le précédent: 
XIX. Théorème. Lorsque, sans se réduire à une constante, 

la fonction M satisfait, dans les conditions énoncées dans le théo
rème précédent, à l'ensemble des équations (104), (126) et (127), 
les formules (124) et (125) lui font correspondre précisément deux 
solutions de l'ensemble des équations (9), (10) (11) et (12); pour 
aucune de ces solutions le déterminant I) (formule (14) p. 11} 
n'est identiquement nul et ces solutions se déduisent l'une de 
l'autre en substituant aux expressions de p's et de q'3 qui convien
nent à l'une des solutions considérées, les produits de ces expressions 
par le nombre 

— 1. 

Pour établir ce théorème supposons que l'hypothèse en soit 
vérifiée. 

Si chacune des dérivées ne jouissait pas de la 
propriété de ne pas se réduire identiquement à zéro, il existerait, 
comme cela résulte de (104), un domaine ( T ) à l'intérieur duquel 
l'une des dérivées Mi ou Mt serait diflérente de zéro, la deuxième 
d'entre elles ainsi que la dérivée Ms étant identiquement nulle. Con
sidérons par exemple le cas où l'on aurait à l'intérieur du domaine ( T  ) 

(108) 
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l'équation (127) nous donnera 

ou bien 

où représente l'une des deux racines de (128). Il existera donc 
une racine de (128) telle que l'on ait 

(130) 

Or ne peuvent pas être nuls identiquement car, 
comme en vertu des formules (13) (p. 11) on a 

(131) 

on aurait si l'on avait identiquement 

et la fonction M, contrairement à l'hypothèse, se réduirait à une 
constante. 

Il résulte de là que l'équation (130) déterminera sans 
ambiguité si, comme nous le ferons, on impose à la condition 
d'être continue. La fonction étant déterminée de cette façon, 
nous allons faire voir que, pour obtenir une solution du problème 
il n'y à qu'à associer à M les systèmes de déterminations de et 
qui satisfont à la condition 

(132) 

A cet effet il nous faut prouver: 

que pour satisfaire au système (126) avec il faut 

et il suffit que l'on prenne un système de déterminations de et 
qui satisfasse à la condition (132). 

2° que le déterminant I) défini par la formule (14) (p. 11) 
n'est pas identiquement nul. Or il résulte de (129) et de (130) que l'on a 

(133) 

D'autre part, puisque, par hypothèse, la 3-ièma équation du 
système (126) est vérifiée, ou aura {voir les formules (8), p. 10} 
à cause de (129): 
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d'où, moyennant (130): 

ou., puisque 

(134) 

La fonction M satisfait donc aux équations (133) et (134) 
ainsi que (par hypothèse) à la 3-ième des équations (126). Pour 

que ce système soit équivalent au système (126) il est 

évidemment nécessaire et suffisant que la relation (132) soit satisfaite. 
Reste à prouver que le déterminant 1) n'est pas identiquement 

nul. Or il résulte de (131) (où, rappelons-le, et repré
sentent des constantes) que, puisque la fouction M ne se réduit 
pas à une constante, l'expression 

n'est pas nulle identiquement, donc (V, p. 12) le déterminant D 
n'est pas identiquement nul. 

En définitive, dans le cas particulier où l'on a les relations 
(129), le théorème est démontré. On l'établirait d'une façon ana
logue dans le .cas où l'on aurait 

Il ne reste donc plus qu'à examiner le cas général où 

(135) 

Désignons par une détermination continue de vérifiant l'équa
tiou (128), en nous réservant
des deux déterminations de 
tion (127) pourra s'écrire ainsi: 

 de préciser
que représe

 plus tard quelle
nte le symbole 

 est
L'

 celle 
équa

(136) 

D'ailleurs 

Or l'expression 
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ne peut s'évanouir à l'intérieur d'aucun domaine car, à cause de 
la relation (131) la fonction M, contrairement à l'hypothèse, se 
réduirait à une constante. Par conséquent les fonctions 

ne peuvent pas être nulles à la fois. 
Cela [posé, les équations (136) et (104) permettront de cal

culer les rapports des quantités et On constate qu'il 
existe un nombre e, vérifiant l'égalité 

et tel que les dérivées (i = 1, 2, 3) soient proportionnelles aux 
expressions 

Mais si est une racine de (123), en est évidemment aussi une. 
Par conséquent, nous pouvons préciser la détermination de 

que représentera le symbole en spécifiant que c'est celle à la
quelle correspond la valeur -4- 1 de La détermination de étant 
précisée de la façon précédente, les quantités et seront 
proportionnelles aux expressions 

avec un coefficient de proportionalité que l'on déterminera en 
tenant compte de ce que, par hypothèse, la fonction M satisfait 
à la o-ième des équations (126) (p. 35). 

Après avoir effectué les calculs précédents on s'assurera que 
l'on à: 

Pour que ces équations se confondent avec celles que l'on 
obtient en substituant à dans les deux premières des équations 
(126) le rapport 

il est évidemment nécessaire et suffisant que l'on associe à la fonc
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tion M un système de valeurs de et de tiré des équations (124)> 
et (125), tel que l'on ait 

Cette condition étant remplie, toutes les équations (9), (10), 
(11) et (12) seront satisfaites et il ne reste plus qu'à prouver que 
le déterminant (D) {formule (14), p. 11} n'est pas nul identique
ment. Or, puisque, par hypothèse, la fonction M ne se réduit pas 
à une constante, il résulte de la relation (131) (p. 37) que l'expression 

n'est pas identiquement nulle. Par conséquent {V, p. 12} le déter
minant D n'est non plus identiquement nul et la démonstra
tion du théorème est achevée. 

11. Il résulte des théorèmes X V I I  I et X I  X (p. 36) que le 
problème étudié se ramène à la détermination de l'intégrale com
mune des équations (104), (127) et de la dernière des équations 
(126). Si, après avoir porté dans l'équation (127) la valeur (128) 
de A2, on substitue dans l'équation obtenue ainsi que dans la der
nière des équations (126) les valeurs de tirées des 
égalités (13) (p. 11), si en outre, pour déterminer la fonction M 
des variables on se propose de rechercher une fonction 

des quatre variables et M\ telle que l'équation 

(137) 

fasse connaître la fonction cherchée ! / , on constate que après avoir 
posé pour abréger l'écriture: 

(138) 

(139) 

on peut écrire les équations du problème comme il suit: 

(108) 
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où, bien entendu, les variables au a2, a3 et M doivent être re
gardées comme des variables indépendantes. 

Introduisons maintenant au lieu des variables les 
variables définies par des formules de la forme 

où les sont des fonctions de la seule variable M. fonctions telles que 
l'expression qui est multipliée par / dans l'équation (141), c'est-à-dire 
l'expression 

prenne la forme suivante 

où les représentent des fonctions de la seule variable M. On 
trouve aisément que l'on peut prendre: 

(143) 

A la suite de ce changement de variables les équations (141) 
et (142) prennent la forme suivante 
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Effectuons maintenant, dans ces équations, le changement de 
variables suivant: 

(144) 

il viendra: 

(145) 

(146) 

En se reportant à la première des formules (139), on recon
naît de suite que, après avoir posé 

(148) 

ou peut représenter l'intégrale générale de l'équation (146) au 
moyen de la formule suivante 

où représente une fonction arbitraire des variables 
et assujettie seulement à remplir des conditions de régula

rité évidentes. En exprimant que l'expression précédente de la 
fonction F satisfait à l'équation (145) et après avoir posé 

(148) 

on trouve que la solution commune la plus générale des équa
tions (145) et (146) peut être represéntée par la formule suivante: 

(149) 

où le second membre représente une fonction arbitraire de 
et de 

Reste à exprimer que l'expression (149) de F satisfait à l'équa
tion (140); moyennant un calcul tout à fait élémentaire mais un 
peu long, on reconnaît que la condition nécessaire et suffisante 
pour que la valeur (149) de F satisfasse à l'équation (140) est 
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que la fonction vérifie l'équation aux dérivées partielles 
suivante: 

(150) 

Mais en réalité ce que nous cherchons c'est la relation entre 
que définit I équation (137) ou, ce qui, à cause de 

la formule (149), revient au même, la chose qu'il nous importe 
de connaître c'est la relation entre et que définit l'équation 

Or. il résulte de (150) que la relation en question se confond 
avec celle qui définit l'équation différentielle ordinaire suivante: 

laquelle peut encore s'écrire ainsi: 

d'où 
(151) 

où représente une constante arbitraire. 
Moyennant les formules (143), (144), (147) et (148) on expri

mera les fonctions et au moyen de M et delements connus 
et l'équation (151) fera connaître alors la fonction M qu'il s'agissait 
de déterminer. 

En se reportant aux théorèmes XVIII et X I  X (p. 36) 
et en remarquant que la fonction A/, déterminée au moyen de l'équa
tion (151). ne se réduit pas à une constante, on reconnaît que l'on 
a le théorème suivant. 

XX. Théorème. Il existe une solution de l'ensemble des équa
tions (9). (10). (11) et (12) (p 11) n'annulant pas identiquement le 
déterminaut D défini par la formule (14); cette solution dépend 
de six constantes arbitraires dont trois représentant les valeurs 
constantes (XII, p. 27) des fonctions v,, vt et u\ les trois autres 
étant les constantes c,, r2 et cs entrant dans les équations (124), 
(125) et (151); le choix des six constantes précédentes étant arrêté, 
on pourra procéder comme il suit pour former la solution corres
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pondante du problème: on choisira arbitrairement une détetermi
nation M vérifiant l'équation (151), ou portera celte détermination 
de M dans les équations (124) et (12o) et après avoir choisi arbi
trairement l'une des deux déterminations de l'une des fonctions p^ 
et q'3, on lui associera (ce qui sera toujours possible) celle des 
déterminations de la seconde de ces fonctions qu'il faudra choisir 
pour que la valeur 

de satisfasse aux équations obtenues en portant la détermination 
considérée de M dans les deux premières équations du système (126), 
après avoir préalablement substitué dans ces équations aux fonc
tions et leurs valeurs tirées des équations (13) (p. 11). 

12. Ayant déterminé toutes les intégrales du système formé 
par l'ensemble des équations (9), (10), (11) et (12), appliquons les 
résultats obtenus au problème de physique qui nous a conduit aux 
équations précédentes. 

Eu se reportant aux formules (1) (p. 9) on reconnaît que 
les fonctions 
(152) 

qui entrent dans les formules (3) (p. 10), doivent être déterminées 
dans le domaine que définit l'ensemble des relations suivantes 

(153) 

Il faut évidemment chercher des expressions des fonctions (152) 
telles que chacune des fonctions (152) soit continue dans tout le 
domaine (153). 

Dans les numéros précédents nous avons reconnu que, au 
point de vue de la forme analytique, il y a lieu de distinguer huit 
solutions différentes de l'ensemble des équations (9), (10), (11) 
et (12); l'une d'elles est caractérisée par la condition que la valeur 
correspondante du déterminant défini par la foriçule (14) (p. 11) 
ne se réduise pas identiquement à zéroj» c'est celle à laquelle se 
rapporte le théorème X  X (p. 43); en dehors de cette solution il 
y en a encore sept autres ayant cela de commun qu'il correspond 
à chacune d'elles une valeur identiquement nulle du déterminant / ) , 
pour deux de ces solutions (voir le No. 5) le produit p's. r/â n'est 
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pas identiquement nul; l'une de ces solutions est donnée par les 
formules suivantes 

< 1 5 4 , 

où C est une constante arbitraire non nulle, les quantités et F 
•étant des fonctions arbitraires de la fonction 

(155) 

la deuxième des solutions considérées est donnée par les formules 
suivantes 

<156) 

où et F sont des fonctions arbitraires de la fonction 
laquelle est définie par l'équation 

(157) 

dans laquelle représente une fonction arbitraire de vien
nent maintenant les deux solutions (voir le No. 6, p. 21) où l'une 

r . A et  seule  j  lune des—  fonctions „  2  „ „  une — est identiquement nulle;0

des solutions précédentes est donnée par les formules: 

(108) 
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où et représentent des fonctions arbitraires 
de la deuxième des deux solutions considérées est la suivante: 

(159) 

où et représentant des fonctions arbitraires de 
enfin, en dehors du cas dénué d'intérêt où toutes les fonctions 

j sont identiquement nulles, nous avons encore 
(voir le No. 7) trois solutions où l'on a identiquement 

(160) 

l'une de ces solutions est définie par les formules: 

(161) 
une fonction arbitraire de 

une seconde solution est la suivante: 

(162) 
une fonction arbitraire de 

voici enfin les formules qui font connaître la 3-ième solution du 
genre considéré; le symbole désignant une fonction définie par 
l'équation 
(163) 

où représente une fonction arbitraire 
des expressions 
(164) 
on a 

(165) 

où représente une fonction arbitraire 
des expressions (164) 

On pourrait se demander s'il ne serait pas possible d'obtenir 

http://rcin.org.pl



47 

des expressions admissibles pour les inconnues (152) (p. 44) sans 
supposer qu'elle dussent être définies dans toute l'étendue du do
maine (153) (p. 44) par une seule des huit solutions différentes de 
l'ensemble des équations (9), (10), (11) et (12) (p. 11); dans ce cas 
le domaine (153) (p. 44) se décomposerait en plusieurs régions de 
telle sorte que dans des régions différentes nos inconnues seront 
définies par des solutions différentes des équations (9), (10), (11) et (12). 
Toutefois, pour éviter de nous engager dans des considérations com
pliquées et probablement inutiles, nous nous bornerons à considérer 
successivement chacune des huit solutions de l'ensemble des équa
tions (9), (10), (11) et (12) en étudiant pour chacune d'elles la 
question suivante: la solution considérée peut-elle, peut-être moy 
ennant une particularisation convenable des éléments arbitraires 
qu'elle contient, fournir des expressions admissibles des fonctions 
(152) et valables dans tout le domaine (153)? 

XXI . Théorème. La 1-ière des huit solutions énumérées plus 
haut, celle à laquelle se rapporte le théorème X  X (p. 43) doit être 
rejettée comme impropre à fournir des expressions admissibles des 
inconnues (152), valables dans tout le domaine (153). 

En effet, chacune des fonctions v2 et w se réduisant { X I I 
p. 27} à une constante, il résulte de la continuité des fonctions (152) 
et des formules (6) (p. 10) que la solution considérée ne pourrait 
être admissible qu'à la condition d'avoir 

(166) 

Or. dans ce cas, ainsi que cela résulte des formules (143), (144). 
(147) et (148), l'équation (151) pourrait s'écrire ainsi: 

(167) 

et, à cause de (166), les formules (124) et (125) se réduiraient aux 
suivantes: 

(168) 

J'observe maintenant que {formules (6) (p. 10} l'on a 

(108) 
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Donc, puisque les fonctions sont continues, il résul
terait de (168) que l'on a: 

Ces égalités étant incompatibles, on voit que la solution con
sidérée ne peut par fournir des expressions admissibles de nos 
inconnues. 

XXII . Théorème. Aucun des systèmes de formules (154), 
(l£6), (158) et (159) ne fournit pour les inconnues (152) des valeurs 
admissibles ne se réduisant pas aux suivantes: 

(170) (i = 1,2, 3). 

La marche à suivre étant en principe la même dans chacun 
des quatre cas qu'il y a à considérer, nous nous bornerons à dis
cuter les formules (154). 

Envisageons les systèmes de valeurs des variables < 
tels que l'on puisse poser 

(171) 

et n'envisageons que les systèmes de valeurs de , et t pour les
quels l'expression (155) conserve une valeur constante Nous aurons 

( 1 7 2 ) 

D'autre part, puisque, dans les formules (154), les fonctions 
et sont des fonctions de la seule fonction (155), ces fonctions 

coserveront des valeurs constantes et pour tous les systèmes 
de valeurs de et t qui vérifient (172). Portons les valeurs (171) 
de et de dans la 1-ière des équations (154) en supposant 
que (171) soit satisfaite. Comme on .a 

il viendra 

pourvu que (171) soit satisfaite. Nous aurons donc 
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Mais la constate a une valeur arbitraire. On a donc iden
tiquement 

En s'adressant à la 5-ièine des formules (154) et en tenant 
compte de la 1-ière des relations (169), on prouvera aisément que 
la fonction F, fonction de la seule fonction (155), se réduit iden
tiquement à zéro. Donc, les seules valeurs admissibles pour nos 
inconnues que peuvent fournir les formules (154) sont bien celles 
que définissent les équations. 

Le raisonnement étant, comme nous l'avons déjà fait remarquer, 
tout à fait semblable dans chacun des trois cas qu'il y aurait en
core à considérer, notre théorème doit être regardé comme établi. 

Les deux théorèmes précédents nous amènent à la^conclusion 
suivante: on a dans tous les cas relations (160) ou (formules (6), 
p. 10), ce qui revient au même: 

quant aux autres inconnues et q on ne peut hésiter qu'entre 
les expressions (161), (162) ou (165) de ces inconnues. 
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