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1. Wetep
1.1. Cel pracy

Celem pracy Jest sbadanie sjawiska dyfusji metodami fisy-
ki statystycznej. Konkretnie chodzi nam o otpzymanie réwnania
wyznaczajacego przebieg jednoczastkowe] specjalnej funkcji ros-
ktadu f w caiym prsedziale salegnosci csasowe}, a prsede
wezystkim w gakresie czaséw maYych, poréwnywalnych s csasem
trwania zderzenia molekul, wynoszgcym okoZo jednej piko-sekundy
/10" 1%g/, W zwigzku £ tym uiywamy w temacie pracy okreslenia
"dyfuzja uogélniona”™ - roswaiana w dowolnej chwili csasu. Dru-
gim powodem tej naswy jest brak ogranicserd na mas¢ csastki dy-
fundujgcej. | .

Postugujemy sig uogélnionym réwnaniem Boltzmanna, ktére
zostato wyprowadszone w publikacjach [1,2] w oparciu o technikg
operatoréw projekcji [3,4]. Réwnanie to, podobnie jak inne réw-
nanias kinetycsne jest réwnaniem rétniczkowo-calkowym na funkcje
f o Jednak w csionie sderzeniowym wystepuje dodatkowo catkowa-
nie wggledem jeszcze jedne) zmiennej - csasu,

Ze wzgledu na strukture temetycsng motna wyrdéinié w pracy
dwie gasadnicse cseéci. W czeécli pierwsse)] omawiamy podstawg
pojecia z zakresu teorii dyfuzji, dokonujemy przegladu litera-
tury dotycsgcej sagadnienia wyznaczenia Jodnoeu-fkowoj funkeji
rozkiadu i przedstawiamy oryginalne wyniki dotycsace wyprowadsze
nia i wlasnosci réwnania kinetycsnego dla kilku prszypedkéw oras
Jego rogwigzywania. W przeprowadzonych db-odach. se wigledu na
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ich prsejrsyetodé niektére bardziej escsegéiowe obliczenia po-
mijemy, Cs¢éé druga /dodatki/ szawiera pominigte obliczenia,
ponadto zawiera obliczenie momentéw funkcji Se (k,w)

1.2. Dyfuzja

Dyfusjg nazywamy zmiang stgienia substancji w czasie na
skutek niejednorodnodci wiasnego stegienis. To makroskopowe zja-
wisko odgrywa istotng role » sseregu proqeadw biologicznych,
chemicznych i fisyczaych [5].

Najzatwicjeza do opisu tecretycsnego jest dyfuzja w gazie
Jednoskladnikowym. Badecge, ktérsy zajmowali sig pierwsi tym
sjayiokiol. nagwali je samodyfusgjg [6.7]. gdyz moze byé uwagane
za tosprzoltrlon1ln1o sle substancji w odrodku takim samym jak
ona, Daje mig ono obserwowaé wtedy, gdy substancja dyfundujgce
résni sig od substancji odrodka cechs, latwg do wykrycia, ale
nie wpiywajgca na ruch molekuk. Moge to byé np. izotop promie-
alotwérczy, substancje o innym sktadzie chemicznym, ale tych sa-
mych wtasnosciach meschanicgnych, atomy s jadrami o wyréinionym
kl‘runku spinu, /por.[8] gdzie cytowane sg tes inne prace doty-
cgqce tego zagadnienia/.

W przyjetej obecnie terminologii przez samodyfuzje¢ rozumie-
my ruch wyrdéénionej /"osnaczonej”/ csgstki ukladu prsy zad.nym'
warunku poczgtkowym [9].

1.3, Niektdre pojecia stusace do opisu dyfusji.

Roswazemy ukiaed N sferycznie symetrycsaych czgstek o zna-
nych masach my , i = 1,...,§ , tak swany pryn prosty [10],
ktéry zajmuje objetodé V . Bedziemy dalej sakladali, ie masy
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wszystkich czastek sg sobie réwne, sa wyjatkiem co najwyte) masy
czastki zwanej wyréstniong, ktére] przypinuj,-y ar 1, Bedziemy
zajmowali sig dyfuzjq csastki nr 1 wérdd poio-tllyeh czastek
piynu. Czgstki oddzialywujq = potencjsiem krétko sssiggowym u
_bedqcym funkcja tylko wssjemnych odlegiofci r = I¥, - ;JL/ =
2 1,60 1=1, 141,... N/ plr'GIQlt.k u(r).'Stnﬁ takiego dktldu
okrefla mechanika klasycsna przez podanie pologef 51 i pred-
koséci 71 kasdej czastki w danej chwili csasu ¢ .

¥ ujeciu statystycsnym badamy prawdopodobiedistwe 7, (x,,
ceey Xgj t)dxy... dxg, Xy {fiﬁi}. s XN, wystapienia grup s
okreflonych czastek w okreflonych elementach przestrseni faso-
wej predkodci i poloied, w sadane] chwili csasu t , niesaleinie
od pozostatych N-s csgstek. Sposréd wielkodci x,,t sapisa-
nych w formie lrgupontdv funkeji f_ tylko x, peini role
zmiennej niesalesnej, natomiast ¢ jest parametrem.

Dla jednej czastki (nl),' funkcja f1(x,;t) prsedstawia
gestodé prawdopodobiedistwa wystapienia tej csastki w danym ele-
mencie (x1.x1+dx1) prsestrseni polosed i predkofci; nosi ona
nagwe jodnocsqutoé:kovcj funkcji roskladu.

Mosna podawaé nie tylko statystycsny opis stanu ukiadu v da=-
nej chwili ale réwniet w sposéb statystycsny okreflié jego ewo-
lucje¢ w csasie, przy pomocy tsw. specjalnych funkcji roszkiadu.

W szcsegblnodci do opisu sachowania si¢ jednej cigetki moina
stosowaé jednocsastkows specjalng funkcje roskiadu f_(x:t xocto).
x-{f.?b x = {50.70}. Punkcja ta stanowi gestofé warunkowego
prawdopodobieristwa tego, e csgstka, ktéra w chwili t, saejdo-
wala si¢ w elemencie (xo.x°+dx°) gsnajduje si¢ w chwili t w ele-
mencie (x,x+dx). Zatem funkcja ta opisuje dynamike pojedyncsej
czgstki poruszajacej sig w oérodku, jej dyfusje w prsestrseni

fazowej.



Begdziemy dalej zakladali, te w osrodku panuje stan réwno-
wagli termodynamicsnej. Wtedy zaden punkt czasowy t° nie jest
wyrétniony, co pozwala polozyé t° = 0 1 uprodcié sapis argu-
mentéw funkeji t' w nastgpujgey sposéb: f'(x;tlxogto) -

,f(x | X,it)e Jeteli chodsi o saleinodé przestrzenng funkcji

to se wsgledu na izotropowosdé 1 Jodnorodnoééx/ plynu w sta-

réwnowagi moze byé ona tylko funkcjg résnicy odlegiodci
7""70 ) lecs nie Ty CO ﬁosnl- w ragie potrseby poZotyé r, =

o.
w stanie réwnowagi mamy:

£, (x l xogt)-
/1217 i
'(¥)<Z 8[xy(¥)- x] & [x4(0) - x] > £(x;0),

i=1

‘ gisle < > osnscsa -trodnu kanonicsng, a mianowicie

Nt . Caa D> fu—'f-y

N3/ 2z fdx‘o

#wﬂv +U;:;U-~-
=1 2

g = F;"! ¢ kB - stala Boltzmanna, T - temperatura ,

u(lii‘ij')-

-

<J

x/ Celem zaniedbania efektéw powierschniowych nalety prsyjaé
Ve oo , N—ec< , N/V = const.
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zaf f(x ; 0) oznacss warunek pocszatkowy:

L (F |50 %, 4 ¢) — 2(F ¥, 0)
t=0

Jednoczgstkows funkcje roskiadu 11 wynika s funkcji specje? .e}
t':

f,(x i t)= y t'(x|x°.¢ t) dx,

W dalszym ciggu bedziemy sig zajmowali funkcjq rosk?adu r'
przy warunku pocsgtkowym

1.4/ 1(F, ¥;0) = P S(1¥ - 7,)

Wskaznik w przy zapisie funkcji f' okreslonej s takim warun-
kiem pocsatkowym bedziémy opusscsaé.

1.3.1 Funkcje Van Hovego.

Badanie gjawiska dytﬁzj; i innych procesdéw sachodsacyck
w réinych skalach csasowych wigte si¢ £ badsniems struktury dy-
namiczne] ofrodkéw. Badania te polegajgq giéwnie na interoreta-
cji zjawisk rospraszania, przede wesystkim rozpraszania neutro-
néw powolnych i promieniowania elektromagnetycznego /dwiatXa,
promieni rentgenowskich/.

Podstawowg rolg w opisie tych zjawisk pelnia transformaty
Fouriera dwu funkcji, ktére wprowadzil Van Hove [11):



ag (l i‘-f’ol. t) =

N
- §< S bF@-F) SE(-F D>

i=1

¢ (I#-7), 9=

N h]
¥ < X S F(e- ) s F-F >

i=1 j§=1

Funkcia G, opisuje korelacje poozenia T czastkl w chwi-

-

11 czasu t 2z jeJ poloieniem w punkcie T,

= 0, zas funkcja G opisuje korelacje potozenia * dowolne]

w chwili czasu t =

czgstki » shwili t s potoseniem dowolnej czastki T t=0.

o »
Punkcje Ga otrzymjemy se specjalnej funkcji roskiadu f przes

wycalkowanie

/1.5/ as(ur - %, t)= rf (F, ¥ |F,, ¥, t)av a¥,

/7

Punkcje G. 1 G 2atwo przeksctaXcié korzystajgc z tego,
26 nie zaleia one od ;o' do nastgpujacej postaci

Gy (IF=F |, t) =

N
R <SSR -FeF, - 5] >
i=1
/1.6/

6 (Ir-xy, t) =

N N
- ¥ <D DE[FHE) -FeF -F(0)] >

i=1 j=1



runkcje G po wprowadzeniu gegstodci lokalne) czaetek

N
e (F. 1) = 3 8[F - #,(+)]

i=1

{ gestosci liczboiej

e~ BN

mozna zepisaé przy F; = [0,0,0] nastepujsco:

r= |¥|

G(r,t) = <@ (0,0) eiF, t)>/e
W chwili t = 0O
Gg (r.0) = &(r) .

co oznacza, ze znalezienie czgstki w sgsiedztwise punktu F =

= [0,0,0] jest zdarzeniem pewnym, za$
G(r, 0) = &(r) +og(r).

przy czym g(r) jest statyczng funkcjgq rogkiadu par:

e g(r) = §<Z § (F+d -F)>

Korelac je cpisywane przez funkcje G. i G przejawisjg
sie w pewnym obszarze, ktdrego wielkosi okrefla tew. diugosd
korelacji oraz trwajg przez pewien czas, zwany czasem relazkes-
cji korelacji. Dle t — OO 1lub r — OO korelscje zaniks-

ja, ksztatt funkcji G, 1 G eig rozmywa :
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s (Tt) %v_.“ (r,t) — g

Definiuje sig transformaty fourierowskie, tzw. podrednie

funkcje rospraszania, ktére dla m,z_mili-z....,ll/ maja postad:

I (k,t) = fo'“.‘; Gy(r,t)af = LolkTr(¥) -1kFy(0) -

v
/1.7/
I(k,t) = j‘.‘ﬁ"' G(r,t) aF =D elET3 (1) =1kF1 (0) 5
v J
oraz tzw. "prawa rozpraszania"
oo
Sg(kw) = 5% f.‘i Wz (E 08,
/1.8/ gt
S(E,w) = == J.‘“‘" I(k,t)dt .
-co

'Bdtniczkowy przekré] czynny na rozpraszanie niespdjne i
epSine neutronéw w przedziaX kgtowy (Q , Q +dQ ) 1 ener-
getycany (8. B+ dn) dany jest wzorem,[9,12] :

L e A N(.mc)z %o 1 s(E.w) .

4Q dE J
i
2 coh 2
-d——-—‘-—— = K(l OOh) % % S(E,W),
dQ 4dE o
prsy czym ‘uc i a°°h oznaczajq drugodé niespdjnego i spéjne-

g0 rozpreszania, ko = ped neutronéw przed rczproszeniem, k -

- przekaz pedu neutronéw, h - s+alg Plancka.



Natgienie rosproszonego Swiatla o czgstodéci «w dane jest

w punkcie R wzorem, (13]

fwe) - 282 el

c4 g2
SO oo
I, sin’y Sr‘dr "-::’ Sdt [e(rrt) -] o*“% ),
0 -co

przy czym o = arc cos(ﬁoﬁl Rv Eoio ), a= w R/cR, w'=

= w-w, Eo’ I w, - oznaczajg odpowiednio amplitude, nate-

o°
zenie 1 czesto$é padajacej fall $wietlnej, @ - oznacza polaryzo-
walno$¢ molekuly osrodka rozpraszajgcego, ¢ - predkosé Swiatla.
Potrzeba wykorzystania funkcji Van Hovegoe pojawia sig¢ rdéwniet
w opisie rozpraszania elektronéw przewodnictwa przez drgania
sieci'kryatalicznej,w opisie poszerzenia linii Moesbsuera /por.
literature cytowans w(14]/ 1 w opisie innych zjawisk rozpro-
szeniowych, np. [15].

Przedstawmy posrednig funkcje rozpraszania prsez prawo

rogpraszania

1, (E,t) = fii“‘s.(i,u)aw

-0
Rozwijajac obie strony tej rdéwnosci w szereg wegledem

czasu otrzymujemy zaleznos$é miedzy n-tym momentem funkeji
Sa(k,w) , 8 pochodng czasowg n-tego rzgdu funkeji Ie liczo-

ng w punkcie ¢t = 0
o

/1.9/ 1;")(1:,0). i2 ‘Yuns'(k.w) dw
-co



lecz

/1.10/ Ién)(i.o)'- [% <exp ( -1k£,(0)) exp(il’tﬁ(t))>]t :

Do znalegienia pochodnych If“ki.o) mozna nie znaé trajektorii
T (t), gdyz potrzebne wartoéci pochodnych a%F/t® wchwili t =
= 0 dajq sig wyznaczyé z réwnah ruchu zrézniczkowanych odpowied-

nig ilosé razy izglgdem czasu

N -
= 9 r
mu/ 3w =) E Rl L - T P S
m 9F 1
1=1 o i s
141
Zauwazamy, 2e ze wzgledu na symetrie IB wzgledem odbicia czasu,
Jej pochodne rzedu nieparzystego liczone w chwili ¢ = 0 2znika-
Jq. Dwa pierwsze nieznikajgce momenty nie zalezs od potencjatu

migdzyczgsteczkowego. Sg one nastgpujgce

(o)

(2) - 2
/1.13/ = S i, .
fm

Osnacza to, ze i wariancja /fluktuacja/ funkeji S, (k,w), kté-
ra Jolf miarg szerokosci tej funkcji i ktdéra wyraza sie przez
czegstodé Srednig arytmetyczng w 1 $rednig kwadratowg (-‘:2)1/"!

a wigc przes pierwszy i drugi moment jest dla wszystkich plynéw
prostych jednakowa

i 2 1

[T ) il S 1 e sk e

przy czym tuta}j



& 11 .=

= gdw Sg (kw)...
Momenty wyiszego rzgdu podane s3 w Dodatku II .

1.4, Teoretyczne badania dyfuzji

W rozwoju teoretycznyck badar nad zjawiskiem dyfuzji mozemy
wyréznié 3 etapy, odpowiadajgce coraz dokladniejszej skali czaso-

wej) ujmowania tego procesu.

1.4.1. Prawa Ficka

Pierwszy etap wigze sig¢ ze sformulowaniem przez Picka dwu
makroskopowych praw dyfuzji [5,I16. 17] . Pierwsze prawo stwierdza,
te strumied dyfuzyjny Jj , tzn. iloé¢ substancji przenoszonej dzig-
ki dyfuzji w clggu jednostki czasu przez jednostkowg powierzchnie,

jest proporcjonalny do gradientu stezenia s tej substancji

/1.14/ j==-D0Ve,

przy czym D nosi nazwe wspéiczynnika dyfuzji. Wepomniana jedno-

stkowa powierzchnia ustawiona jest prostopadle do wektora Vs .
Z réwnania /1.14/ po uwzglednieniu réwnania ciggtosci, przy

warunku niezaleznosci wepétczynnika dyfugji D od stezenia s

i niewystepowaniu prgdéw konwekcyjnych wynika drugie prewo Picka,

tzw. réwnanie dyfusji

/1.15/ -g-:= D Ae

Jego rozwigzanie dla dyfuzji substancji skoncentrowane}

w 1losci M w chwili poczgtkowej t=0 w poczgtku ukiadu r=0,
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tzn. xtérej stgzenie poczgtkowe opisuje funkcja Diraca

s(r, t =0)= —g— é () ; @ - gestodé piynu ,

ma postaé nastepujgcsg

M e-r2/4Dt
/1.16/ i(r, t) .T m

Niezadawalajace cechg tego rozwigzania jest natychmiasto-
we rozchodzenie sig steienia substancji na cala przestrzer dla
kazdego t > 0 , co wskazuje na to, 2e i réwnanie /1.14/ jest
stuszne dla dostatecznie duzych czaséw, lecz nie dla czaséw
mikroskopowych,

Réwnanie /1.14/ jest stuszne dla malych stezer, gdy oczastki
- dyfundujgce nie oddziatywuja ze sobg. Mc~s wigc byé ono usyte
do badanie ruchu pojedynczej czastki. Steienie s interpretu-
Jemy wtedy /zgodnie ze Smoluchowskim/ jako gesto$é prawdopodo-
biefstwa p(r,t) znalezienia czastki, kladac M/ = 1 . Sredni
kwadrat odlegtodci przebytej przez czastke w czasie t wynosi

117/ ‘1? a Srz p(r,t) aF = 6 Dt

przy czym catkowanie wykonalidmy po bardzo wielkie] objetodci
V— co .

¥ te) skali czasowe] rola fizyki statystycznej zostale
eprowadzona do wyznaczenie wspéiczynnika dyfuzji D 1 uzasa-
daienia réwnania dyfuzji, co jak sig okazato wymagalo przej-
écia do innej ekali czasowej, takiej w ktérej mozna zaniedbaé

czas samego zderzenia lecz nie czas migdsy zderzeniami.



- 13 =
1.4.2. Réwnanie Boltzmanna.

Drugi etap badani nad zjawiskloh dyfuzji jest zwigzany g
réwnaniem Boltzmanna /R.B8./, [7,18] opisujacym zalezno$é czaso-
wy funkcji rozkladu polozed i pr¢.kodei f (F,V,t) w ptynie roz-
rzedzonym, tzn. w takim, w ktérym zachodzq tylko zderzenia par

czgsteczek
) f(!,v Y4 t) ] at(£1, ALT) t)
YV, —
3t a d 1,
/1.18/

= ¢ j‘dc Sdh b Sdgz v [f(;.l,_v_;.t) f(g'.!a',t) .
,- f(!v!«pt) f(£1’!20t)]

Tutaj @ oznacza ggstosé gazu N/V , gdzie N jest 1lodcig
czasteczek w objetodci V , v=V , v = 71 - 72 predkosé wzgles
dng dwu czasteczek 1 1 2 , ¥,, V,, 7; . 75 predkoéci czgsteczel
112 przed i po zderzeniu, b,¢ - wepéirzedne biegunowe w
ptaszczyinie prostopadtej do predko$ci V¥ ,.Réwnanie to zosta-
o wyprowadzone jako réwrinie bilansu prawdopodobnej ilosci
czgsteczek przychodzgcych 1 opuszczajgcych element przestrzeni
fazowe] df1 d?1 przy zalozeniu pomijalnodci samego czasu zde-
rzenia.

Enskog i Chapman [7] otrzymali z rdéwnania Boltzmanna réwnanie
Picka wykazujgc przy tym, %e w makroskopowym réwnaniu dyfuzii
powinny wystepowaé dodatkowe czlony uwzgledniajgce wpiyw : 2=
nicy temperatury i cisnienia. Pierwotny sposéb wyprowadzenia
réwnania Boltzmanna nie byl zadawalajacy. W celu bardziej $ci-

stego wyprowadzenia R.B. jak réwnies uogdlrieznia go na wigksze
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gestodci, okazalo sig konieczne przejécie do jeszcze drobniej-
ezej skall czasu - takiej, w ktérej nawet czas zderzenia nie
jest zaniedbywalny. Z dokonaniem tego przejécia wigte sig trze-

ci etap rozwoju teorii dyfuzji.

1.4.3. Réwnanie Liouville a

Na tym etapie do opisu ukladu stosujemy réwnanie Liouville s
(cf.Dodatek I) . Réwnanie to wyznacza funkcje rozkladu fy(¥,,..
rN, v,...?n.t) wszystkich N czasteczek uktadu w przestrzeni
fazowej. Jest ono réwnaniem deterministycznym a charakter sta=
tystyczny zostaje wprowadzony jedynie przez warunek poczgtkowy.
Bogoliubov [19] wyprowadzil réwnanie Boltzmanna z réwnania
Liouville ‘a. Analogicznie do Enskoga i Chapmeana, ktérzy przecho-
dzgc od réwnanis Boltzmanna do réwnania makroskopowegp przyjeli
funkcjonalng zalegnodé od czasu funkcji rozk:aﬁu /poprzesz fun-
kcje makroskopowe/, Bogoliubov celem otrzymania z réwnania Liou-
ville a réwnania Boltzmanns przyjqt zalesnosé czastkowych fun-
keji rozkladu

/1.19/ 2 (Xysuosy By 8) = ¥F 55 By X, queslny

od czasu przez funkcjg jednoczgstkowsg f1(x1, t).
Wﬁd&ug Bogoliubov: wystgpowanie trzech skal czasowych ma gie-
bezy sens fizyczny. Mianowicie zapostulowal on, 2e kazdy proces
nieréwnowagowy, w szczegdélnosdci dyfuzja, gachodzi w trzech ko-
lejnych etapach, ktérym odpowiadajg trzy czasy relaksacji: czas
chaotyzacji to » czas kinetyczny t1 i1 hydrodynamiczny t2 ’
przy czym t°<ﬁ< t1 < t2 .
Przeglad innych metod wyprowadzenia réwnai kinetycznych

z réwnania Liouville ‘a podany zostal np. w pracy [20].
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W szczegblnosci 3 réwnania Liouville ‘s motns wyprowadzidé réwna-
nie na specjalng funkcje¢ roskiadu f , s ktére; sgoinie se wzo-
rem /1.5/ mozna otrzymaé funkcje G. « 2 koleli s g¥-n1c:nq po-
stacig funkcji G. mozemy zwiga:: wepéicsynnik dyfusji D .
Mianowicie funkcja G'(r.t) przedstawia gg¢stoéé prawdopodobied-
stwa wystgpienia czastki w chwili ¢ w punkcie F , jesfli by-
ta ona w chwili t = 0 w punkcie # = O , innymi slowy prsedsta-
wia prawo rozkladu przemieszcsed r> dane] czastki po czasie ¢t ,
czyli opisuje jej samodyfuzje. Dla duzych czaséw, w odrodku igzo-
tropowym znaczenie funkcji G. pokrywa si¢ ze znaczeniem fun-
keji p(r,t) wprowadzonej w punkcie 1.4.1 , a wige

2
e T /4 Dt

/1.20/ G'(r,t)t»m. —;—m

Biorac transformate obu stron réwnania /1.20/ dostajemy

2
5 T -k“Dt
/1.21/ I, (k,t)t__:s e i
/1.22/ S_(k,w) el ————-ZD K2
L » - »
- n w? +(Dk?)

skqd widaé, [24], ze

pl w?s, (k w)
2

D= 1lim 1lim
w—=0 k—0 S <

Inng zaleznofé na wspétczynnik dyfuzji otrzymamy wykorsystujse
wzér /1.17/. Po dwukrotnym zrégniczkowaniu funkecji I.(;.t) da-

nej wzorem /1.71/ wzgledem k w punkcie k = O dostajemy
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/1.23/ De-1im X 9 Tkt

6t 2. fe
B 0 k% ka0

Jesgcze inny wynik, ktdéry zachodszi dzigeki znikaniu wartodci
éredniej pochodnej czasowej iloczynu dwu dowolnych funkcji
/obacs np. [21] /

N.24/ <3 (B) > = 0

i dzieki zanikeniu korelacji dla duzych czaséw jest nastepujg-
ey

t
1 02 6210
7/1.25/ D=-1lim ¢ g g dt
t- o0 ok 0t" k=0
0
1.5. Przeglad literatury
1.5.1. Préby znalezienia I.(k.t) w cetym przedziale czaséw

1.5.1.1, Ksztalt gaussowski

W oparciu o znajomo$é ksztartu funkeji I.(k.t) w grani-
cy krétkich i dXugich czaséw /Dodatek II / Vineyard [25] wysu-
ngt przypussczenie, 2e ogdélna zalesnoéé tej funkcji od czasu

Jest gaussowska, to znaczy

2
/1.26/ I (k) o F T

czyli, ge



3/2 2
/1.27/ Gs(r,t) - [ ] =T /[a £(2)]

4nx  £(t)

2
f(t)-'%; yt — 0, k—00,

f)— D t, t—0cC ,k — 0.

Niestety nie ma teorii, ktéra pozwolilaby wyznacsyé f(t)
Dla matych t /ale niskoniecznie dugych k / moiZnma postuzyé

sig rozwinieciem w szereg momentdw

2 4
I.(k,t)-1+ x Ieji'f!—l‘:)Q.-..

gr o
na podetawie ktérego oras zaletnosdci

I (k,8) = k2 oKL (t) £7(t)

2
I (k) = - k2 &% £ [gn K(£7)2]  1ta.

mozna wyzmaczy¢ pochodne funkeji f(t) w punkcie t = 0.
Rahman [26] pokazal metoda numerycznego rozwigzywania ukladu
réwnafi ruchu, 2e wzdér /1.27/ dobrze opisuje sachowanie sig
funkeji G. dla czasu t < 0.2 - 10'12 sek 1 dla ezasu

t > 10""" gex.

1.5.1.2. Dodwiadczerie numeryczne Rahmana

Sciste rozwigzanie numeryczne uktadu réwnaf opisujgcye:z

ruch molekul gazu dowolnej objgtodci, w dowolnym przedziale
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czasowym, np. rzgedu minut jest jest niewykonalne nie tylko ze
wzglgdu na obecny stan techniki obliczeniowe] /o zbyt male]
pojemnoséci pamigci i szybkosci liczenia/ ale przede wszystkim
ze wzgledu na bledy szaokrggler, ktdre przy duzej liczecie zde-
rzefd molekularnych akumulujg sig do wartosci dyskwalifikwu;gcve:
wyniki obliczsd [27].

Tym niemniej Jedli ograniczyé sig do rozwazania czasdw
rzgdu kilku pikuuckdnd. a wigc takich, w ktdrych okreflona mo-
lekuia ulega co najwyteJ kilku zderzeniom, to mogna przeprowa-
dzi$ poprawne obliczenia ruchu molekui, a zatem badaé metodami
aumerycznymi réine kinetyczne wiasnosci molekularnych modeli
osrodke cigglego.

Rahman (26] przeprowadzil obliczenia ruchu molekul w cis-
kiym argonie. Rozwazal on ruch 864 atomdw, oddzialywanie ktd-

rych opisuje potencjaX Lennarda-Joneses z obcieciem,

ur) = 4e [(o/r)'2 - (a/r)®]n(2.256 - 1) ,
€ kg 120°K, o =3.41

/ n Jest funkcja skokows Heaviside a/ 1 ktére zamknigte es

w szescianie o boku L =~ 106 . Na bokach szescianu naiozono
periocdyczne warunx-'srzegowo. V¥ chwilil poczatkowe) czastki by-
ty dowolnie rozmieszczone w szescianie. Icr oredkodci poczatio-
we ograniczal tylko warunek sredniej predkodci, ktéra winna dy-
ta odpowiadaé przyjetej temperaturze 90°K « Ewolucje ukladu
badano do czasu t = 8.10'12 sek rozwigzujsc uktad réwnan New-
tona zapisanych w formie réinicowej z krokiem At = 10"4sek.

Znaleziono Srednie wartosci parzystych poteg przemieszczenia
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2n
B 2 1S [r,(4) -1, (0)] . Ne86, me 1,23,

= |-

i=1

Jug po czasie 10-12l.k osiaga rZ ssymptotycine gacnova-

nie aie

;E = 6Dt+C ,
gdzie wepdélczynnik samodyfuzji D = 2.43.10'50n290k , & stala
5-0.212. Wartogéé wapbiczynnika D Jest ni2sza o kilkenascie
procent od wartosci usyskanej eksperymentalnie.

Jednoczeénie dérednie przesuniecie kwadratowe po 2.5.'!0'14
sek wynosi 3,9 A co stanowi zaledwie okolo polowy odlegiodci
migdzy sqsiednimi czgstkami. Oznacza, to, 2e jeszcze po tym
czasie czasteczka nie zatraca swoje] iden:tycznosci.

Okazuje sig, 2e przebieg otrzymane)} numerycznie zaleino-
sci ;E(t) jest sprzeczny {28] z wynikami Chandresekhara [1é].
Mianowicie wg [16]

/1.28/ r2 = E—.‘:&z ( 1‘- 1 02-7t) »
-12

Y - pewien wspdiczynnik fenomenologiczny, skgd wynika, te ;3
powinno leteé poniiej asymptoty praeprowadzone) przez poczatek
uktadu. Tymczasem wyniki numeryczne dla dutych czaséw lezg po-
wyzej asymptoty, co przemawia raczej na niekorzysé klasycznegc
wzoru /1.28/. Wzdér ten nie opisuje réwniez przegiccia krzywe}
;:(t) dla matych czaséw.

Znalezienie Srednich przemiesszczerd w wyiezych pctggeck

pozwala wyznaczyé odchylenie od kraywej Gaussa funkcji G.(r.t;
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/bedqce] oryginatem dla funkcji transformowane] I.(E.t’) /s
gdyt zachodzi

;5 = yran G.(r.t) dar

Jesld G, ma ksztalt gaussowski to

r° . 6 £(t)

Eniseind n

B . cn(z-z) » Cp o= 1035 ... (2041) / 302

Miarg odchylenia od ksztaXtu gaussowskiego moze byé réinica

/1.29/ @ = E:E_-n
cn(r )

Dls funkcji gausesowskie] wezystkie wepdiczynniki « n POwin-
ny snikaé.
Przebieg tych wepdilezynnikéw éwiadczy o niegaussowskim zacho-
weniu ei¢ G, w przedziale csasowym [O. 25-10'12,10'"] sek.

Wynika stad, ze rozkiad gsussowski ustala sie
pééniej nit liniowe prawo pr:ﬁinsc:oﬂ kwadratowych. Z doda-
tnosci wepdtcgynnikdw @ waloskujemy, ii ostabienie korela-
cji przestrzennych ze wzrostem odlegiodci przebytej przesz ciq-
stke zachodzi wolniej niz to wynika z modelu gaussowskiego oras

te funkcja G‘ zanika wolniej w czasie nit furkcja Gaussa.
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1.5.1.3. RSwnanie konwolucyjne na Ie(k,t)

Nakajima 4 Zwanzig [29.30] wykazali, te czasowg zaletnofd
dowolne] funkcji korelacji, w szczegélnodci funkeji I'(k.t)
opisuje réwnanie uwzgledriajgce w formie splotu efekty pamieci
uktadu

t
I (k,t
/1.30/ —’(—)-- j‘x(k,'r) I(t -x) ar
ot
0

Jgdro K(k,t) nosi nazwe funkcji pamigeci ukladu. Jego interpre-
tacja fizyczna nie jest jednak jasna.

Réwnanie to mozemy gzapisaé w postaci réwmowagnej po dokona-
niu przeksztaicenia Laplace a
1

/12317 Ig(kis) = —— R(k,2)

Widaé, e znalezienie funkcji i. zalezy od znajomodci ™ jgdra"
X .

Prébowano [31] wyznaceyé K empirycznie, poréwnujsc celem
wyznaczenia parametréw ksztait postulowany 2z wynikami Rahmana.
Analitycznie [32] znaleziono K dla bardso uproszczonego mode-
lu gazu, w ktérym gatozono, e czas oddzialywania molekul zale-
2y tylko od ich $redniej predkosci. Okazuje si¢ jednak, fe pos-
taé matematyczna funkcji K Jjest czesto bardziej skomplikowana
nig I! . W Dodatku Il widzimy, 2e K nie w&rlt. sie przez fun-

kcje elementarne nawet dla gazu doskonalego. Zatem rdéwnanie Ne-

kajimy - Zwanziga nie ulatwia gnaiegienia I'(k,t).
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1¢5.2. Poszukiwanie funkcji f£(r,¥,t)

Bardziej owocne okazuje sig podejfcie wykorzystujgce opis
dynamiki moleku gazu /usrednionej po duzej liczbie ukiadéw/
przy pomocy funkeji f(r,v,t). Celem znalezienia tej funkcji
Nelkin i.Ghatak [33] roszwigzali zlinearyzowane réwnanie Boltzma-
nna s warunkiem poczatkowym /1.4/ .

U2yli oni réwnania w nastgpujacej formie:

(o—or + X o%)f(.r.x.t) . s‘\'(z ) [2(zhxht) -

- f(zx ,t) ]y’
Jest to slinearyzowane réwnanie Boltsmanna dla samodyfuszji.
w(v.v') jest tutaj prawdopodobiefistwem zamiany w jednostce czasu

pod iplywcn zderzenia predkodci y na predkodé 1'.
Jeteli wprowadzié wielkosé

a(v) = Sw(z.ﬂ ax”
réwnanie to prsyjmuje postaé

/1.32/ [-;%*x-f-g + a(v)] £(z,¥,t) =

= I'(z-!') £(r,x’,t) ax’

Opis ukladu prgy pomocy réwnania s tska prawg strong nie
uwzglgdnia szasady sachowania pedu i energii przy zderzeniach
migdzy dang czgstecszky /$ledzong/ numer 1 a czgsteczkami po-
zostazymi /$rodowiska/, gdyt pototyliémy w réwnaniu Bol tzmanna

f('z) = f('z') -‘P.('Z) » Uwzglednia jedynie zasade zachowania



R
liczby czgsteczek przy zderzeniu. Skutkiem tego réwnanie to nie
nadaje sig¢ do opisu takich cech oérodka dla ktérych iztotne eg
przekazy pedu /np. lepkosci, wlasnoféci akustycznych/, ale na-
daje si¢ do opisu wedrdwki czgsteczki wybrane].

Dla gazu dcskonalego, & wigc tekiego w ktérym nie zachodzg
oddzialywania czgsteczek otrzymujemy

(—21 ¢ 135) fnrt)=o

2z warunkiem poczgtkowym /1.4/
Po dokonaniu przeksztaicenia Pourie-a, wynika stgd poprawna

postaé I, dla gezu doskonalego

I!(!.t) = Sf (k,¥,t) ay

w sposédb znacznie prostszy niz z réwnania /1.31/.

Po dokonaniu przeksztaicenia Laplace a obu stron réwnania /1.32/
mozna je :oswiqzné analitycznie.

Znalezione w ten sposéb prawo rozpraszanias s. (k,w) wykazuje

poprawne zachowanie granitzne dla duzych i matych przekazdw pe-

du k .
» i _w? 1/2
lim 5 (k,w) o k&2 v:(_)

k— oo Vv, x

to znaczy otrzymujemy wynik dla gazu doskonalego.
Dla matych przekaséw

2
lim Sy (k,w) = by DKk
k— O n w* + (Dk€)

gdzie
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nv--} lim r .
t— GO

Jest to wigc postaé, ktére wynika bezpodrednio z réwnania Ficka
/pore /1.22//.

Co si¢ tycsy mesksymalnego odstgpstwa od ksztaltu gausso-
wskiego, to najwieksza wartosé wspSiczynnika o, /por. wzdr
/1.29//, wynosi okoto 20% bedgc co do rzedu wielkosci zgodna
2 wyniiani Rahmana., Podobna sgodnofé gachodzi w zaleznosdci tego
odstepstwa od czasu.

Natomiest zasadnicza résnice istnieje w zachowaniu sig te-
go rozwiggenias dle krétkich czaséw. Nie daje ono wiasciwych mo-
mentdéw (-1)n ﬂ? co wynika stqd, Ze réwnanie Boltzmanna zackodzi
jedynie przy zatoieniu, iz moina zaniedhaé czasy mniejsze lub
poréwnywalne z czasem zderzenis molekuk,

Ponadto, poniewe: wynik Nelkina 1 Ghateka gostakl otrzymany
2 przybliitonego roswigzania réwnania Bolzmanna, to aczkolwiek
posiade on poprawne granice dla duzych i maXych k , nie jest
znana jego dokladno$é dla wartodci k podrednich.

Ranganthan i Yip [34] korzystajac z wynikéw Sirovicha [35]
wskazali, 3e moina otrzymeé S(k,w) przez numeryczne roswigza-
nie réwnania Boltzmanna dla szczegdélnego przypadku czgsteczek
Maxwella, to znaczy czgsteczek dla ktérych sily oddzialywania
sg proporcjonalne do 1/r5 .

Réwnies Nossal [36] wyprowadsil smodyfikowane rdwnanie
Boltsmanne celem badania G.(r.t).

Szczegdétowe rogwiniecie tego dziatu teorii kinetycznej ga-
zéw mozna znaleié w monografiach [37,38].



1.5.3. Gas Lorentza

Niektdére cechy dyfuzji, rozwazanej jeko weardéwka wybrane]
molekuty na tle pozostalych molekuk, dajg sige écifle zbadal w
pewnym granicznym modelu gazu - w gazie Lorentsa [7]. Zajmuje-
my si¢ w nim ruchem lekkich, nie oddziatywujgcych se sobg csa-
eteczek wéréd innych czasteczek, nieruchcmych i przypadkowo
rozmieszczonych. Brak ruchu centrdw rozpraszajgcych moina usy-
skaé formalnie prsyjmujac, e masa ich jest nieskoficzona.

Dla modelu gazu Lorentsa Hauge [40] przyjat, te potencjai
oddzialy-lniu czasteczek ruchomych z nieruchomymi jest potencji-
Tem sztywnych kul i podal $cisle analit;csne roswigzanie. Ros-
ktad predkosci v nie zmienin si¢g w takim modelu, poniewaz war-
tosé begwzgledna predkodci jest stalg ruchu. Motna wige przyjgé
dla uproszczenia, e wszystkie molekuly majq t§ samg predkosé v,
Problem gazu Lorentza prowadzi do liniowyck révnad kinetycanych
i réwnanie Boltzmanna staje sie tet réwnaniem liniowym, o poe-

taci:

(—09-‘- + ¥ 30—5) 2(r,v,t) = Q 5t val (P-1) £(z,v,t)

Tu @ Jeet gestodcig liczbowa molekul rosprassajacych, & - ich
promieniem, za§ P - operatorem ufredniajacym po wszystkich kie-

runkach predkodci, P = 7%!- aQ .

W podanym przez Haugego wyraseniu na prseksztalcenie wg
Leplace ‘a rozwigzania tego réwnanis sg nastepujsce punkty ose-

bliwe, poréwnaj wzdér /3.13/ na str.73.

-1 -1
1/ biegun prosty w punkcie -is = - 6, <+ ikv . c.-avquz

2/ ciecie od -iz = - e:'- ikv do -iz = - s." + ikv
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3/ dla kve, << /2 biegun "hydrodynamiczny" -iz = - 5:1 +

+ kv ctg kveg, ; biegun ten znika dle kveg > m/2.

Poniewa: wystepowanie bieguna w -iz = - a + ib oznacza za-

nik wykiadniczy 0('"1b)t odpowiedniego modu k , widzimy,

a/ dla kvg, > 7 /2 wezystkie mody zanikajg tak jak drgania

gasnace 3¢ stalg zaniku ¢, ,

b/ dle kvg, < it /2 wystgpuj~ dwie state zaniku, z ktérych
Jedna g opisuje proces szybszsy /taki jak w punkcie 2/, a
druga odpowiada procesowi wolniejssemu /hydrodynamicznemu/.
Blegun hydrodynamiczny jest urojony wigc zanik ma cha-
rakter monotoniczny. Stgd moina opisywaé powrdt réwnowagi ko-
rzystejgc z dwu setatych czasu: dla opisu mikro- i makroskopo-

wego.

1.5.4. Uogélnienie réwnania Boltzmanna

Uzyskenie funkeji f(r,v,t) dla czaséw jeszcse krétszych,
poréwnywalnych z czasem trweania oddsiatywania molekur wymags
zastosowania réwnania kinetycznego ogélniejszego nii réwnanie
Boltmnm.'nogoliiuhov pokazal Jak mozna uogélnié R.B. na wyisse
gestosdci gazu [19]. Natomisst Prigogine ze swoimi wspéipracowni-
kami [22] podali réwnanies kinetycszne, ktére mogg byé stuszne dla
dowolnych cgaséw w tym dla czaséw bardso krétkich. W szczegdélno-
$ci Prigogine i Reésibois (23] wyprowadzili réwnanie na funkcje
£(r,v,t) o postaci nastgpujace]
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t
(-ﬁ\»u_r!)f = D(t) + [dr Cpp (T ,3) 2(t - =)

(1]
Do réwnania o tej samej strukturse dossli Lebowitz i Resibois

[39] badajac ruch czastek Browna.

Tutaj D(t) jest /szybko malejgca/ funkcjg czasu, przedstawis-
jaca wg autoréw zanikanie w czasie poczatkowych korelacji. Dla
gazu rogrzedzonego ma ona postaé /sgodnie £ osnacseniami w pun-

kcie 2.1,str.32/

D(t) = 51 S-” dy, 4z, ar, Ty |
ikrqy -8u
-q2ot'2 o i [ NADK XAF

Drugi skladnik po P.S. rdéwnania kinetyczmnego opisuje zderzenis
migdzy molekutami i nie zawiera efektu pocsgtkowych korelacji.
Czynnik podcatkowy ma postaé

T, (t.34)= [dz’f' j‘dz’ £y (39,3 'or") 6y (2.7

przy csym

Gy (v, e 3h7 §d. e (8

o X A
¥ ()= <k,0,...,0| 5 1 8, (r, b2 Oy ) IX.0,....0 >
n=0 j=2 k<1

gdzie
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-1 -ik r -ik, T,
< Riskgyonniiyl » jdle; Meis & e 5 JikyTy

5%
Vv T

sk

1 Zk,r
‘k‘.ka.....k}‘}- ;-:‘75 e 33

R (2) = Sdte e ° =!-1Tz' ;2= we 1E, 80,

K= i b2 -'3__51

i=1

Dla gazu rozrsedsonego

(2) 2 n
Y(s) 3 ¥ (z)= <K,0,...0] (8-1) 9,25:.)(1109,2) |k,0,...
cees0D = (¥=1)<k,0,...,0]| 'i'n(s) |%00seees0 >
Typ(s) = @, + @,, B ()0, + O R (3)8,, R (5)@,; + ...

a po odwréceniu

t

-"..
r,z(t) = @, &t)v O, 2 0,,+ 9,, Jdt‘ .

-(g-t1)x; .

)
-t K°
L 3 ‘ 2

912 ° 0, * ...

Motna roswingé operatory eksponencjalne w szeregi, wykonaé cak-
kowanie i pogrupowaé wedZug poteg czasu t . Mamy wtedy



-29 -
T12(t) = @4, &) + ©;; Oy, + -, K; O, +

+90,,0,,8;,)- 52(912 KK 04, -
-0y, 8,5, 6, - @,

+9,,0,, 8,, ,,)+...

2‘3 9, 912 ¥

Jednakze réwnanis Prigogine ‘a-Résibois nie moie stutyé do wysna-
czenia funkcji f£(r,v,t) dla matych czaséw. Wideé to prsy prédbie
wyprowadzenia z tego réwnania wzoréw na momenty prawa rosprasse-
nis, Mianowicie np,

L2
1@ (o) - faﬁ, £ (2,%5,0)

Ré2nicgkujac trzykrotnie réwnanie H.nbtyeme i ktadge t = 0O
otrzymhjemy

¥ - D (0)+ {(-uzv1 )3 £°(0) +(-m,)2 T(0)2(0)+

+ (-1kv,) [B(0)£7(0) + T°(0)£(0) ] + T(0)£=(0)+
+ T(o)rto) + c-(on(o)}

Ale dla gazu rozrzedsonego
'dn(zp = (N=1) Idv2<k,o| 'ru,(t)lk.o> Pplvy) =
-9 jd'2< k,0| (0, ,0)5)+ $1(-81215912%012812%2)*
2
+5(0,, B3 K3 ©,, - ©,, ©,,K0-6,,K; 0,, O, +

Stad tratwo znalefé potrzebne pochodne :



- 30 =
Tex (A©) = (l-i)gdv2< k,0| ©,, 8,,|k,0=> g (v)
Tex (2f0) = (w=1) S"'2< k,0| ®,, 6,, 8,, -
- 9,, x: €,, |k, 0>@v,) , 1ta.

Deja one dla potencjazéw typu A/r%, n>1 sktedniki roz-

bietns w wyregeniu na I.“), 8¢ wzgledu na brak w nich czynni-

ka gassgcego o"u . Rzecsywifcie, na praykiad

Sd!, (-ixv? T(0) £ (0) =
- I‘-‘h (-15x,)%(5-) j"!z<“'°'912 812 | 0> v igfry) =
-ikr
5 '!\'r"ﬂ“bd.'.zﬂdﬁdfz(."!ﬂa W (g%a({'ﬁa‘

ikr
) () e -
o X
iR [l B

Jest catksg rosbieins.
Zachodgl wigc potrzeba sznalesienia nowego rdéwnania kinetycz-

Dego. Jedna s préb podania takiego réwnania zawieraia praca. Van
Loeuwena i Yipa [14]. Ich réwnenie jest nastgpujace

h(vv ks)= &(v-v') (s-1kv)™! &
+ 5““‘11 dy, &(vvy) @ufr) [ <kolgiryory) yp|k0>-

- b(vy,v ', ks) + <kO|g(ry,r,) Ty, [0E>h(v,, v ks ),

gdzie

v, v predko$é w chwili t-0 1 w chwili ¢,



g(r1 rz) - dwuczgstkowa réwnowagowa funkcja dystryhuey:lpa.
Réwnanie to moze byé stosowane dla niskich gestosdci.
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2. 0gélne réwnanie kinetyczne

2.1, Wyprowadsenie 0gélnego réwnania kinetycsnego

Zekladamy, e w chwili t = 0 rogklad N csgsteczek w

prsestrzeni fasowe] dany jest przes funkcje réwnowagowg

e @, lv) wo Py (v &'-;-3

Wprowadzamy operator I.iouvi_llo ‘s /por.Dodatek I/
§ o ')
0 ) ;
= KO - 9 - !- PR SN .
‘l . § 133 1J * K, 171 1 0z,

('} o 1.9
Oy = 353, 3% - m Y, ¢ et edn - )

Definiujemy funkcje

Fy(t) = Nk rg(0) , Py(0) = hetl £

Prgy jej pomocy iransformatg fourierowskq Jednoczgstkowe§ fun-

kcji rozkledu moins napiseé w postaci
] -4k -1 . N-
£(k,vy,t) = fa;, o Sd!’ V™! rg(v)
Funkcja ta spelnia warunek pocsgtkowy

f(!o!p 0) = @ylvy

Definiujemy jeszcze operator rsutowy

1;!; f;(g -l(“) S'dvu-1 d!'l .'13.;1

Peoo = @ ¢.(")

ktSry mogtns snaleié dla rozwagsnego problemu.

W wyniku dsiaslsnia na PN(t) otrzymuje sig
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o
| S
Pul"7

Vi szczegblnodci dla t = O

T,

1
/2.1/ P Fy(tl= e f(l;,g.‘.t)

o
15:1 fN

/2.2/ P FN(O)a e m

f(.‘s,!1.0) = e
A wigc

Ponadto

-ikr
18,37 jdxm ar" e TV R Ey(1) -

-ikr, ikr, fy
% Sd!'.m e e T S

© Ty -

- f(_k_o!«pt)

poniewaz

N N
-1 N N
dv d_l: ———
S‘ . Pulvy

Celem otrzymania rownania kinetycznego /R.K./ bedziemy postepowa=

11 wedZug znanej metody [4], wychodzgc z rdéwnania Liouville a :

2 Fy(t) = - Ky Fy(t)

gtére mozna zapisaé w sposdb nastepujgcy:

':‘E [P Fy(t)]= - P Ky P Py(t) - P Ky (1-P) Fy(t)
/2.4/

—:—t [(1-2) Py (t)] == (1-B) KPPy (£) = (1-B) Ry (1-P) Py ()
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Dokonujemy przeksztalcenia Laplace a t — -iz obu rdwnaf
uk¥adu., Transformata Laplace a funkcji FN(t) dana jest wzorem

(V)
FN(z) b jdz o2t Pe(t), Tms>o0

g
4lbo symbolicznie

PN(Z) = TrL FN(t)

Bgdziemy korzystaé rdwniez z nastepujgcych zaleznosci:

t
TrL Sr,(-n t,(t-vidr = £,(2) £,(2)

O" 1
Bk @70 o~ ohea

Liniami falistymi ~  oznaczone sg transformaty Laplace 'a.

Z réwnania /2.4y oraz z réwnania /2.2/ wynika, ze
-1z(1-P) B(2) - (1-P) Fy(0) =
= -(1-P)Ky P Fy(2) - (1-P)Ky (1-P) Fr( 2)
czyli, ze

1

(1-PE(z) = - [-1z + (-PKg] (1-P)Kg P ?;I (z)

Z réwnania /2.4,/ oraz z réwnosci ostatniej mamy
~/
Trl [—;—“t Pry(t)] = - 2R PFy(z) +

-l A
+ PKy [-12 + (1-9)1(“] (1-P)Ky P Fy (z)
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a po powrocie do funkeji oryginalnych

)
% PPN(t) = - PKN P F“(t) +
/2.5/ » -
ey -« (1-P)Ky
+ PKN dv e (1-P)KH P Pg(t-ty .
Zastepujemy PFN(t\ wedlug /2.1/ , mnozymy obie strony prze:z
=-ikr
e =1 1 catkujemy po catej przestrzeni fazowe] za wyjatkiem

Y1 0
Zwréémy jeszcze uwage, ze

) -ikr
N-1 1_9
j'd._g dy e rE3 PPN(t) =

-ikr
4 -glf Sdgndgn'1 e ! PRg(t)= %‘- £(k,vy0t)

poniewaz P nie zalezy od czasu ani od predkodeci ¥, .

Réwniez mogzemy upro$cié wyrasenie:

-ikr
jdrn a1l e T PR ERy(Y)

-ikr, ikr, £°
M. Maq THEDY £y Ly
:Xd_ dv e PKNG m f(k ' Y10 t) =
-ikr. 1 od —1kr
= d_'N ay -1 " e 3:1 i dr dvn' il
= ¢'M('1)
[ - d & tkry fy £06,v, 0 t)
v P e e v
— =1 0L Z 1,1] (vy) "=
v O P ulvy

gdyz drugi sktadnik w nawiasie kwadratowym daje po scalkowaniu

wktad zerowy.
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W nestepstwie tych operacji réwnanie /2.5/ przechodzi w

(2 + thy)) £(k,vy, ) =

i 1k . T(1-P) 1k
-ikr -t(1- r
= gd!xw"dg“'e = PRy ]'d‘ve s (1-P)Kye =N
0

ro

X

o!‘vt"“)
Jest to ogélna postaé R.K. Opisuje ono poprawnie funkcje
f(k,v.l,t) nawet dla czaséw t— 0 , co wykaizemy dalej.

Po dokonaniu przeksztalcenia Laplace ‘a obydwu stron rdéw-

naaia /2.6/ otrzymujemy

(- 13 + 1kv,) T(k,v4,2) - @y vy =

el 1k 1 1k £°
N-1, N _~13I = i \
dv'" 'dr'e PK,, =———————————(1-P)K,e —_—t(k,V,,2
e A —15+(1-P)KN( & Pu(vy (k:7y2]

~

Prawg strong ostatniego riwnania oznaczamy przez 9(1_:,2)-
£(ko¥q02).
Wtedy réwnanie /2.6/ mozemy zapisaé w portaci

t

(T"; + 1kv,) 2 (k,v,,t) = g g(yf) £(k,v,,t-9dv

0
przy czym

TrL 9(5.1’) = ;(E,z)

Operator 9(1:,1:) nazywamy operatorem zderzeri.
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2.2. Wyznaczenie operatora zderzen

Prawg strone R.K. /2.7/ mozna riwniez zapisaé naestepuizco:

C ks 3 -ikr 1
G 2tk,2y - den'1dzne e el
1 - ;;(1-?)}:5

I ey

.(1-P,K«NC W) ('v1’z'

W powyzszych wyrazeniach operator KH bywat zapisywany w argu-
mencie funkcji wykladniczej lub utamkowej co nalezy rozumieé

jako zapis skrétowy odpowiedniego szeregu Taylocra. To znéczy

przez ex rozumiemy Z %, In s Przez 1-1 rozumiemy
0
2. @)° (x-nE,
n >0
Zatem
"' ~ -kr
-1, § "XX 1
9(!'2) t (k,2,v) = Id!N 1d-:‘ve : x‘j Siz
/2.8/ > [ a-g]” a-pgge T _f
2.8 [— 1-P)K ] - e. b "
o0 L 12 H " Pyvy T (EIp2)
-ikr n
N-1, N ==1 1
= - |ay 'dr'e K 2[ (1-P)K
I Né&= 1z n]
ikr, £°
== N
e q)M‘v1) f(!'!] z)

Aypiszemy kilka pierwszych sktadnikéw sumy stanowigce] 9 (k,2)



- 38 -
G (xur) = - sdz""ds"-"“' | 5 (aly - oPy) o
2 .
+ (7)) (EgEyRy - EgRyPEy - KyPEcKyeKy PR PKy)s
3
+ (£5) (RyRyRyBy - KylyEyPhy- KylyPEGEy +

- KyPEykyKy + Ky PK PKy + KgPKLK PRy o
(o]
In

: ikr
+ EyPEyPEGKy - KyPKyPK PKy ) ¢] o t¥T1
qpy{w)

Z drugiej strony zauwazamy, 2e
-1
1 -1, N -1 1 1k fy
o d!N are kx4 ——— e T1 =
-iz 1- 13 Ky Py

-1z >0
-1 - 1 1 ik
f“!’ ae (13 (x| o f@ oy

e -1z =
1
Ve fart et 32 (ng) oS /gy
o 1=1
(o m o 1 £ m
. -1z{1 + Z (=1) [Sd..“'1dxne°iu‘ Z 1_’!{“ kI _n___] }
m=1 1=1 (p(V')
co o
= -iz{ 1 + E (.1) S\d!‘w-,d Ne'ikl1
m=1
1’ : 1 1 ;
() ) () o ) en
2 ¥ 4 z 4
1 =1 ) 1" =1 1"k (pm(v')

iloczyn m sum
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zgodnie z definicjg operatora P . Skladniki w ostatnim wyraze-
n

niu mozna pogrupowad wg poteg 11—2- .« Przy (%) wystepuje czyn-

nik

n+1 m +1 5 A v
ayVtarle-tkm E () E Rl ey #xl .
1741 +.. .+1‘m’=n+1

o
fN

(PM(Vv

-
ves PRy .elEL1

przy czym druga w kolejnosci suma jest rozcizgnieta na wszy-
athkie 1% 1™ yessd ™ = 1 spelniajace podany warunek

1% 1% beued 1T e 5w

Dowiedziemy przez indukcje, 2e zechodzi

: 1 1 [¢] -1
,  §
/2.9/ N-1. N -ikp, ikr, N
—_— ldy dr-e ——— @ +iz-ikv, =
-1z 1 -1 Ry Q.0 5
- - (j(k.z)
czyli, ze
TR NEID wEy
n=1
fo
N- 1 N -iky P ikpq _ N __
bh 2 dy" ~'dr'e 1 Ry PKy ...PKN e P (V1,}+
1741 +...+1Man

n fD
S :_1 N-1, N _-ikrq Yo lkry __N

+ iz - ikvy = (12) dy’ " dre Ky (Ky=PK)) e ¢ F
M

n=1



Poniew:*

. £
Sd!N—'ld:H.-iKI]KN.ikI‘l —!(\r-,) = iky,

wystarcza drwiedé rdwnosci nastepujgce

J/2.10/ Z(ﬁ)nq g (-)m

o = 29
Z , ¥-14, N -1kr1gl “prl ™ fkr- ON
o 0 m) “‘d! dr'e KNPKN...PKNQ P&y =
1 +41 +...+41 =n N

L4 ~ (M)
151" sucqal 20

o n fO
= E (%;) Idg““ dxme-ikt"KN (K“-Px“) o1k -ﬁaﬁ)
M

n=1

lub
n n+1
() m
v ) 3 ()
n=1 m=1
1717 1™ gy Ty
a2 Z s de""dg“o'“""xx PKy...PEy olED tp—(\% .
1l +1 4eco+l =n M 1
1 i .
n n fO
T e ey e S
nat M

n
Poréwnujemy wyrazy :rzy. tych samyca potegach (-}3) po obu stronach
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réwnania /2.11/. Zgodnie z Dodatkiem IV

n

kg [Kn + (-PKN)] -

‘ o (n)
S - n % n ) n
Ky & K% (=PKy) xg PKy) ... xl‘; (~PKy )

K +n +k”4n”" 4.0 o6 +d® 2n

k'n’ye.., 0 >0
- k+1 ’ k~+1
= Z Ky (-PK!) (=PRg oo (-P)Ky
k“+n +k”+n 4. .. +% 40 =n n’ razy operator P

k%0, ..., oY >0

) .

ssiv g (-PKN)

Sume te, wykluczywszy przyjmowanie przez wskazZniki wartosci zerc-
wych tatwo przeksztatcidé do postaci /z ktérej wynika rdéwnoéé
/2.11/ a wiec i /2.9//:

B n+1 . d 2 m
Ry [Ky + (PKy)] = b I S B R .o PR o

=] S RN, 'S

o RN e
gdzie

m = n'¢ N teeot n‘m

oznacza krotnosé wystepowanria osrere-
tora P w danym skYadniku potegi dwumianu.

Mozna wigc napisad

/2.12/ g&g,z) = -iz+ikyv, +



- g2 -

Po wprowadzeniu oznaczenia

ANLLLLLL VWAL

-1
N-1, Y,0_=ikri - ikri 4
eesce = j\dv dr fne cce € U wu (V1)

i spostrzezeniu, 2ze

1 1

-iz+Ky -iz+ikv,

oraz po skorzystaniu z przemiennodci

/&3] Ky €g »oe = fg Ky oo
operator zderzed /2.12/ przyjmuje postaé
~ . -1 »VWVL“ ]
9(1"2) = "%O - fR/ ’
albec réwnowaznie :
L Y v
/2.14/ vﬁf}(k.znﬁo = R -%R,
gdzie
Ry = —1= . R- —1— .

o -15+K§ -i.z+K,q

2.3. Biektére wiasnosci ogdélnego réwnania kinetycznego.

Kozna sie przekonaé, ze ogdélne R.K. /2.6/ jest nieodwracalne
wu czasie tzn. zmienia ewg posteé po zamianie t na -t {1 v
na -y, , 1 =1,... N, Jest to zgodne 2z ogélng prawidlowoécig
znaleziong przez Zwanziga [4;. %2e réwnanie na PFN jest nieodwra-
calne, mimo 2e rdéwnanie na PN /réwnanie Liouville a/jest réw-
naniem odwracalnym.

R.K. /2.6/ opisuje poprawnie zachowanie funkcji f dla ma-

iych t ., Sprawdzimy to odnajdujgc na jego r:dstawie momenty pra-
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wa rozproszenia. Ograniczymy sie do odtworzenis pilerwszych czte=-

rech momentdéw. R.K. 7/2.6/ mozemy zapisaé w postaci

+ iky, )f = }(t)

gdzie %

}(t) = S‘g('r)f (t -v)ar-
0

Rézniczkujemy trzykrotnie obie strony R.K. wzgledem czasu t
w chwili t = 0,

Dostajemy

£°(0) = -iky, £(0) = -iky, ¥, )
£7(0) = =1kvl £°(0) + }'(o)

4

£7(0) = -ikv, £7(0) + }'(o) = -ify, [-iky, £700) + }'(0)} + Jo
£7(0) = -ikv, £7(0) + ”}”Zo) - -ikv, {-1kv1 [-1rv,270) + }’(o)].
+ J'ZO)} + JYO)
przy czym
3o =0 . Fo) = Gorr©
flo) = Gort'e + Gort(0)
}(o) - 9(0)1’"(0) +9'(o)r'(o) + 9”(o)r(o)

wartosci kolejnych pochodnych czasowych operatora 9 w chw 11

t = G wynoszg

: i N-1, N_-ikr B ikr, fx
/e15/ G (k,0) = |ay"~tarMe EEIRY (ky-PKy) e ETIE, Iz
¥

n=0,1,2,.0.
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Zauwazamy, e poniewaz moina przekomutowaé na lewo funkcje f§ 5

to

) )
9(1:.0):(0) - (;n(k.O) Puv) =0 o« 8= 0,720,

wyanika stqd w szczegdlnosci, Ze (0)= 0, a ponadto, ze do
“ ~
znalezienia }(0) i }(0) wystarcza wyznaczyé tylko 9(0) i

9'(0) g

Znajdujemy, korzystajgc z postacli operatordw KN 1P, ze

o | g .. A o
9(0) = < x1 > (1 wR b_‘—'—1 ) pm 0V407, ). !1'[‘1’5'1'21]
’ i a(u 15 L.} E!‘I 9
Gor- 3 <FE>[am s wng o P

Przeto

G(o) £°(0) = ,,,< 2> kyy Py(vy)

G(o) £7(0) = - §<%-i;"—$> [;—, - (kxy) ] Py (vy)

Gt 1-3% x? %
G(o) £7(0) = - -<a_x$> [-,—; - (kvy ] Pylv)
Eoment n-tego rzedu wynosi

e

(n)
(k,0) = I t (k,0) dy, .
Widaé¢ wigc, te momenty rzedu nieparzystego znikajg, poniewaz w
wyrazeniu podcatkowym wystepuje nieparzysta funkcja vy -
Zas
2

2 . s(.m,)2 @, (v, av, --f—a
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“ . {(kv1)4 +-<9— > [ (kv) -—]} @y (vy) av,

8
o K a2
B e . y
(Bm)2 g Bmz <bx1¢)§>

co jest zgodne 2z wynikami begzposdrednich obliczer podanych w Do-
datku II.

2.4. Wyprowadzenie operatora zderzer dls niskich gestodci.

W gazie rozrzedzonym na ruch danej czgstki /nr 1/ moze wply-
ngé szereg kolejnych nieskorelowanych zderzenh 2 pojedynczymi -
czgstkami /nr 2,...,N/, 2 ktérych 2adna nie jest wyrSiniona,

a operator zderzenia epro'wadz.a sie do operatora opisujgcego po-
Jedyncze zderzenia binarne. Oznacza to, ze éredqiowanie Z waga
fg q)m(“) <y wzgledem zmiennych FyaTpeecesTy VoeouVy daje
sie zastgpié przez wzigtgy N-1 rasy drednig wzgledem T4sToe ¥,

3 waga 2(pu(v2) exp (- P u,,), co odpowiada liniowemu wsgledem
e przyblitoniu operatora 9 Przedstawimy dwa sposoby dokc-e-
nie tego przyblizenia.

2.4.1, Pierwazy sposédb uzyskania R.K. dla niskich poteg gestodct.

Zapiszmy, na razie formalnie rozwiniecie operatordw R 9

wystgpujgacych w réwnaniu /2.14/ w szereg poteg gestos . ¢ = N/V

ﬂ— ﬂ + ] 3'1 + Qzaz* sse

{1}

o
/2.16/

~

g

Wstawiamy to rozwiniegcie do /2.14/; po pordwnaniu wapdiczvnnikow

2
9-0 + Q S‘ + e 924‘...

przy tych samych potggach g otrzymujemy



91 =Wo‘ m’: m;-‘
T mdfz - R ﬂo-’ R 1] Ro-1

Celem znalesienia 'R1 dokonujemy analizy poteg gestofci rozwi-
Jajac R wedug zderszef podwéjnych jak nastgpuje.
Prszes iteracjg wyraienia, [41]

R=-R, + 2, To, 2,

gdzie wskaZnik sumacyjny e przebiga wszystkie pary liczb utwo-
rzone ze zbioru 1...N, otrzymuje sie
R=0A, + R, L0, R+ R ILOR, LR, v e s
- ﬂ¢:) +ZR ﬂ N Z:Roem’?r)emﬁ *gyoea ﬁo 0 ﬂo B
3#.

Spostrzegamy, Ze wkiad rzedu @ Wnoszg do ﬂ tylko czlony 2z po-
Jedynczg sumg wzgledem ot . Wkiad ten Jut ocdpowiednikiem q-‘R
8 réwnania /2.16/ i po skorzystaniu z symetrii indekséw czaste-
czek moie byé zapisany w postaci
e "ﬁ; s (N—l)j‘dgndgnq £ge ik:’ﬂ, (81201200, 2*01 2%,91 28,81 5%+ - )R

- exp (ikr, )‘P:(‘H)
Zatwo widaé, 2e¢ typowy sktadnik ostatniego wzoru

-1
afa 1% L g L1 . .8, —1— k1@ (v)
I ey » -1:4-&; 12 -1:+K§ » -iz+K§ g Ty

Jjest réuwny

-1
N, N=1,0_-ikpry 1 1 1 ikrq
rdy" £ e © ..o © e =21 Q. (vq)
j R —iz+Kg 12 -iz-o-Kg 12 —1z+x‘2" " ?

3y 06 ’ :j> 2, wystgpujgce w x; mogg dawaé
Jedynie zers w dzialaniu na funkcje zmiennych r,, I,.

g3yt operatory v



Zatem po zdefiniowaniu

1
T = @ + © —Q Pasend
12 12 12 “124K0 12 d

czyli T., = @ + @ T
12 12 12 -184K, 12
mamy
= (§=1) [ dv dr1dr2dr’ =24-8U sq
1 e L i

@ (v,) e~ 1511 L e XTI Q_ (v,).

5‘ - 3 —1:+x3 12 -iz+Kg u(™)
Lecz

(x-1) Idg"%’”’ /Q = 52 g (ry,)

Dla gazu rozrgzedzonego

“Buy2
& (T2) = o
i stgd po zdefiniowaniu
R,(12) » ——
—1:+K2

" llhn Tw W-2
C en jdv |

A dr.,dr, =-Ppu =ikr
ey ¥ Id!z I_I_Z Py Py Ro (12)Ty

:lk:!'1 =1
. R°(12)e ¢u('1)

Zauwazanmy, ze

R,(12) = R (12) + R (12)8,, R{12)+ .0y



czyli
/2.11/ R, (12) = R (12) + R (12)74, R ,(12) ,
gdzie
R, (12) = —
-iz+K2
i stgd

R,(12)T,, Rf12) = R;(12) - R (12)
W rezultacie operator zderzer dla matych gestosci

Gyp(kez) = @ q1 = (-1z+iky,) Q"ﬁ: (-iz+1ky,) =

drydr, -Pu -ik
- ook fay, =2 2T Ry 000
Kr. -1
/2.18/ & 30(12)]° '(pu('ﬁ (-1z+11_:g1)

BukeBe Drugi sposéb uzyskania R.K. dla niskich gestosci

Rozlé2my operator

-ikr -v(1-P)K ikr
O J‘dz!'"d;“e TRy e K T (-pEg e

w szereg Taylora wzgledem ‘¢

; ) :
) L
G (k) - Z A 9 (k,0).
(o}
: (n) ' "Z
gdzie 9 (k,0) dane jest wzorem /2.15/. Zanalizujmy ze wzgledu
na potegi @ <funkcje powstalg z dziaiania QOH(LJO) na dowolng

funkcje f(!1):
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ik

Ty
Ky (Eg=PK

o T N et N
(iu_:,o) Ty, = Jdg‘“ dr'e l) e Ry Wf'”!')

Obliczamy wykorzystujac /2.13/

a 3kpy o B ikry o
(Rg-PKy) e tq--- = (Rg-PKy) (Ry-PKy)e Tgeee =

n-1 _ ikr, [ B S T .
- (Ky-PKy) fge Ly, 42y m av ®lar ¥ (Lky, +Ky )]----
o

, n-2  ikr, N-1

. a4 0N
£ ‘ L4 »” > ]
= (Ry-PRy) fye Lil_t!1+xu— -~ ﬂud! ar (1|_n_r1+x“)]

o
-

e - N-1,_ X .
o

gdzie Ké % K; oznaczajg operatory K“ zapisane we wspéirzed-
nych Zz primami, bisami itd.

Po wprowadzeniu operatora

P¥ve. = Jav®lar® £° 1
= o N ¢M2V1)

i po wykonaniu dzialania KN wystepujgcego najbardziej na prawo

mozna napisac

(}w(;,o) £(v,) = |av" Tareg (1kv, +Ky) [1)5!14»5,-1;' (115!,+x,)]n

2 P} f(!1)‘
= av1 illzv1’

Oznaczamy przeg

S -t 1 23U _3 _ft(m)
X= XE 2 =-5 55 Tl
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Wtedy dla n>0 mozemy napisaé

(n)
9 (k,0)f (¥, =

" a-1
= | ax®"areg kv, (tkvy eRy) 1y, +Kg-P" (kv Ry X

N-1

r - i n-1
o | av™areg Ky (teeyoky) [, oEy-P (iev, 4Ry

P
N-1, N_o et N-1, N L0 by
= |avy Tldr ey (1kv,+Ky) Ty 0 j‘dz ar ™ fyg (Lkv,+Ky )

[ikv +Ky-P (m1+xn)] Sl

Sktadnik 1!!, /wraz z odpowiednim czynnikiem/ w pierwszym na-
wiasie ostatniego wiersza gnosi si¢ z pierwszym wierszem prawe]j
strony /P.5/ wypisanej réwnosci, drugi skladnik Ky w tymze na-
wiasie znika po scalkowaniu ze wzgledu na nieparzystod$é w zmien-
nych przestrzennych.

wige

(n)
G 0)z(x,) -
[2.19/

- J‘d!mdgf; Ry (1kv, +Ky) [y, +Eg-P* (kv +Ky)] 271 X

czyli dla a > 1

Q{n)(x.-o) £(x,)

/2.20/ fdv“ arfeS Ky (ik 1*‘11) [ty +Ry-F 1y, +Ry )| "2y
-J‘dy_""dguf; Ky (Lv, +Kg) P (lkv,+Kyg) *

* [ v, +Ry-F" (1, 4Ry f-a X



= By e

4 celu dalszego przeksztaicenia tej rdéwnosci zeuwaiazy, ie fun

kcja a(v1) zdefiniowana jako
& @7, n-2
a(vy) = P (il_r!,+K,,)[iLx!,+K,-P (13!14»&“)] X

jeet przynajmniej rzedu p = % » ze wzgledu na obecnoéé czyn
nika X /zawierajgcego sum¢ K§-1 wyrazdw, z ktérych kazdy da
ten sam wklad przy ufrednjaniu/,
Odjemnik po P.S. réwnosdci /z.20/

ng““d;‘fg Ky (1kv +Ey) o (vy)

mozemy przedstawié jako sumg dwu skladnikdw.
Pierwszy skXadnik

N-1, Nzo0 1 -1, N.0 20U - *
Sd\_r ar'fy Ky 1kv, a(v,) = - E,Jldln ar' ey b 1kv, a(v)=0

°

na skutek symetrii przestrzennej. Drugi skiadnik .

N=1. N.0
/2.21/ \[d’g dr fy KKy a(v,) =
2 oaly)
N-1, N_o 0" u 10U aU 0 1 bl
= jd! drfy (‘—'1 8r,0r,  m, or, or, az,)(’ ™, ) 3V,
2
d°u du du d
N TR | 3 . 12 2%
= ¥ |dvelnar, v &l 22”(!’ dryomn m dry drm 6!1)

dalv,)
: (’ %1) 3 y:

jest o jeden rzad potegi e= N/V wyzezy oc a(v1) « Lecg wyka-
zalismy, ze 05(71) jest przynajmniej rzedu ¢ , wiec skiadnik
/2.21/ stazowi wyraz przynajmniej rzedu g? i jako taki powinie:r

byé w przyjetym zaXozeniu'gezu zderzen binarnych" pominigty.



Dlatego /2.20/ przyblizamy do postaci

(o)
/2.22/ 9 (k.0)f(vy) =

= Vd ar'ey Ky (1kv, +KN) [ tkv, +KN—P'("cv *x,)] e %

Dokonujac z /2.22/ (n-2)-krotnie pruknz;a!ccﬁ analogicznych do
tych, ktére byly wykonane 2z /2.19/ znajaujemy kaidorazowo, ze
czton z P podnosi rzad gestosci ; najnizezy rzad gestosci

(n)
w operatorze jest zatem dany przez

G m0)e(ry - [ (16, 55)” X

Dowiedziemy teraz przez indukcje, 12 z dokladnosScig do wyra-
z2éw rzedu N 1 wytszych, ktére po udrednieniu stajg sie rzedu
2
=@ zachodzi

- \B 1 8y
(tkvysig) (- 7~) ar; M

2 n [
= Z (1!!1"”) (- ﬂ?) T:—:i w(vy)

J=2
) . f(V1)
przy czym w(v1). —0; m
Definiujemy
du
1 (3] 1 i :
!1."mi -_—01‘1 ’ Eija-mi 6!1 s A3 = ¥,2000 Ny 2.9 ]



(ikvf"xu) .21 '(v1) =

N
> 2 2 3
; ;(“—‘!"’1 TR B R R TR T

N N

3 3 9 3
: Py + E vy 2= e B =) By u(vy)
;é(“d!a Moyt R gt h e bt

i

Lecz wktad od sumy podwéjnej jest rzedu K2 3 zostaje wigc od-

rzucony 1
).
(thr 4Ry ) By w(v,) = D (ikzyekyy) Bqg w(vy)
3=2
nasp
Zakiadamy
P L P
(v, #Kg) By w(vy) = D (1kv,eKy) Byg w(v,)
3=z
nep+1

1
‘i!!1+xn)p* E-‘ "V.‘} - (13!1"’1")(1!‘:1’“’)‘, g, '('1) i

= (1kv,+Ky) Z(“ﬂﬁ‘w)p By wivy)
Jj=2

Zajmijmy sie czionem

. P
Ky > (LY 4Ky 9 Eqgw(vy) =
=2



= 5§ =

N N
o Z[!, :I + F, :!1 *é(vl :!. + F :!1)] g

Jj=2
N N
B e
"5 122 (I 5y Bn 5y ) (W) By w(vy)
143

Pa adrzuceniu sumy podwdjnej jako dajgcej wkiad rzedu e? mamy

N N
P P
/2.23/ Ky 2 (i!v_1+K1J) 21.1 w(v,) = E ,K1j(ilg!1+K1J) By wivy)
J=2 =2

Qstatecznie w przyblizeniu liniowym

N
a+1 p+1
(115!14,&“; F, w(v,) = 5 (1gv_1+x1j) Fyg mvy)
Jj=2

co korficzy dowéd.

/s A

@ tyr samym przyblizeniu,pordéwnaj /2.23/

n
(kv +K.) (- =) 2L
Ep(tkyy+Ey) (- oo ix,

N
n ] ;
= E K, . (1kv,+K, ) (- 423 ki w(v,)
g LA 1 k

J=2

w(vqy)=

or



Dlategol

)
q‘“(;.omv,) -

N-1, N0 : B 3,00 o 2"
= \d dr ' f; K, (ikv,+K - -
S! =y By () Ca) S o Pulv1)

n v
R | B 4, 9Uyy @ £(")

dr.dr ]
- % Jdlz _1V-2 8(’12) (pu("1)(pl("2) Ky2 (1!'_1‘{12)!‘ f= Ti‘)_h

3 Ty
3 2(Y1)
3%, “Qyvh
roniswaz
<kr, 1ikr, -ikr, ikr,
(ig!1+K12)... = e e (13!1*K12)... = e Kyp @ e
- - ikr
(1kv,+K,,)2 ikr, ikr, n lkry_ 5 1kr,
1727 .= e e (11_:g1+x12) ceem @ Ky @
wiec
(n
G ', 002 (v,) =

dr,dr -ikr ikr ("N
145, 1 1 t
- ¥ Xd‘—'z y  Eifyg) Py (V1) Py (ve) Eqpe LPLI o Gwen)

’;rsyponnijny, te
Zj‘dlr..dgj...dgl Pz(_l_“,zd).- pu/q -

J=2
r....dr
= (N‘1)J;I1d£2’(51 % 5 Qj LI :7 d.r.'tdl'zp(!1o£2)8(r12)

gdzie F, -dowolns funkcja od podanych argumentdw, g{r12)dwuczq-

e~ PUgr

stkowa statyczna funkcja rozktadu potozed /poréwnaj punkt 1.3
i dodatek II/,



o0
M (n) dr,dr, -Bu
: ZS;;_‘" G (k0= § dez :, 2e 2 Py ¢

n=9

-ikr, -<K ikr -1
1. 120 1

" Kyt B2 Pulnr)

Wykazemy, ze postal ta jest réwnowazna postaci danej wzorem /2.18/,
Dokonajmy transformaty Laplace’'a T — iz
(2.25/  Gy,(kz2) =

N drydr, -Puy, iry
i Pyu(vq) Py (vo)Eq e Tk, °

. 1
L2 P yvy

t ikr
Przekomutuimy w ostatnim wyrazeniu K12 z e 4 i dodajmy do

atego wyraz tozsamosSciowo réwny zeru /ze wzgledu na catkowanie

po zmiennych r,,r, /

- dr,dr ‘ -ik3
Gy, (k,2)= %X@xz iv_f_a o P ™2 Py (v1) Pyy(vp) e HEED

L (K,,~ik g
'] _i e - —m———
(Kqp-tkyy) =T, (Fromikny)e Py 1)

drydr, -pu -tkr
+ ¥ d!2—:,4 o PQylvy) Qy(ve T (Eyprikyy)

ikry,

e Pu(vy



Poniewaz
A . 1
(+1z-K1 2+K1 2-12!1) [ m; (K, 2—15!1) -1 +1 ]

ol 1 ; : , 1 3 sow &
=(-iz+iky,) [-iz+K12 (-K12+1§11-12+K12) - :E;:TEE; \’iz*¥511,J

e & 1 ; : 1 ; ;
=(-1z+1kv1) [:TEIR;: (-iz+iky, )- :TE:TEE: (-iz+i§g1;],
to

dr,dr, -p
17=2 e

) N L 1
Gy, (k.2) = (-iz+ikv,) T | av Py (v )Py (v,)e

2

-ikr, e S T ikr, ( -
e -iz+ikv
-iz+K12 -iz+K$2 =1 G5M\vp

. @

Jest to wyrazenie identyczne z /2.18/.

Wykorzystalismy rdwniez to, ze

ikr ikr

—1 1 -1 <
L CIP e O LS

1
-iz+iky,
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2.5. Uproszczenie operatora 012

wystepujacqg w definicji G12 dziewieciokrotng catke mozna
zredukowaé do szes$ciokrotnej, jezeli dokonaé przejécia do wspdi-

rzednych uk}adu $rodka masy /C.M./ czasteczek 1 i 2, Podstawiamy

m,r,+m, m,v,+m, v
rspyr, =r sz, v av -v-v,ﬂ’,#_.é—g
= =1 =2 = M - -1 -1 =2 - ¥ ’

Zatem
2 Vs e
1 = R+ge m I I =R “E I r= mym, ° Jacobian prze-

ksztaicenia

0 I, 9 21‘

or °’* JdR

= 1

dr, 9r,

dr ' R
Ponadto Mw‘j&“‘) :

o 3 d 1 du _o 3
K1z =KW == DKy =¥ 55 -5 37 ov - (MYl 3E -

d u (l 6— e 40 ) 'Jo J
“@rlm 9y, “my, ay,'?

Na razie zostawiamy bez zmian caltkowanie w przestrzeni pred-
kodci, dv2 o Dlatego bedziemy trak;owaé’ ;7 » ¥ Jedynie jaka
oznaczenie skrétowe odpowiednio na —11“1—22 y ¥y - Y, .
Przy tym zastrzeieniu, po zamianie zmiennth opisujgcych prze-

strzed mamy na podstawie /2.25/

/2026/ °12 (k.2) = § Idv dr!ge
1;“ r?,O

o0

k—r 1gr -ikUr -T'K\;

dt e e e .
0

‘Pm v,
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lub w postaci réwnowainej, odpowiadajgcej wyrazeniu /2.18/

/2.27/ 512(2.1) = 1('-=+!!1)% Sd!zdz °-ﬂu Pytvy) Py

o0
-k 1 1k 1% -+k0 sl
» m1 2 2 mq 1
e dr e (e -e ) e i(-ug‘)w—v )
A |
0 o~
—'rkz
Operator e przesuwa wspdirzedne r,v czgstki do

punktu, ktdéry zajmowala ona nqxgazowej trajektorii swojego ruchu
-7

2

wczedniej o v, operator e przesuwa wspélrzedne wzdiug

trajektorii prostoliniowej wyznaczonej przez kierunek v , o od-

cinek lvlv . Jesli cz3stki wchodza w sfere wzajemnego oddzialy'%b
- 7K.

nia dopiero w chwili T wklady od operatordéw e 2 i e

w przedziale czasqwym (0,1:1) znoszg sie i mozemy napisaé

et -p
/2.28/ G,z(g;s) = 1(-z+n1)%‘§d12 dr e “(Pl(v1)Q)u(vz)

oo
M ? o A
ol i(z=kUr - vk, - K, kg- © 1
. 1 d~ - 1 1 (=3+k .
e J e (e e ) e (=s+ky,) e

%

Dla gazu doskonalego, w ktérym nie wystepujg oddziatywania

molekularne i czgstki poruszajg sie¢ ruchem swobodnym
~
Gyp(k,3) = O

Operator G,z(k.z) w /2.15/ wygodnie jest przedatnié w %gataci

2

réznicy gyru operatoréw, z ktérych pierwssy zaviera o a dru-

-7
gl e 2:

przy czym brane z osobna oba te wyrazenia s3 rozoiezne.

Zapiszmy Jje dla porzgdku:



]

.Datv wxgdvi Powle ”’V S TEor 15
/2-29/ 61; = 1(°I+kv1) %J-dzz d!_‘ (Pl('ﬂ q)u(vz) .-pu .

1(z-kWr -TK, 1;%1-2
T e e e

1
i ('5"‘!!1) $ H- '(""1')

zas

/2.30/ G,S = 1(-z+kv,) gjdzz J.dz_' q’l(v1) (pm(vz)e'p“ N

A A
o i(z-k0r -TK% ik—r
- e my" jd’t e L% . 24 ™ 1(-z+_g!1)—1—-
Py vy

Réwnanie kinetyczne z operatorem zderzerd danym przez wyra-
genie /2.27/ lub przez wyrazenie réwnow:zne takie jak /2.18/,
/2.28/ stanowi poezukiwang postaé R.K. dla gazu zderzett binarnych.
Postaé ta jest uogélnieniem dla dowolnego czastuoperatora zderzn
z réwnania Boltzmanna, w ktérym wystepuje réwnietz réznica funkcji
f , zaleiznych od asymptotycznych predkosci przed i po zderzeniu
lecz nie s3 uwzglednione zmiany predkosci w trakcie trwania zde-

rzenia.

2.6. Niektore wiasnosci R.K. dla gazu zderzern binarnych.
2.6.1. Postaé operatora zderzed dla krdétkich czasidw.

Rozwi jamy G,z(t) w szereg Taylora wzgledem czasu. Dla krét-
kich czaséw wystarcza do przedstawienia G1.2(1:) pare pierwszych
wyrazéw tego szeregu. Jesli zamiast zmienng czasowg t postu-
gujemy sie zmienng 2z = obrazie Laplace ‘a operatora 612 , to
matym wartosciom t odpowiadajg duze wartosci 2z a wiec male

wartodci 1/z . Rozwijam G,z(z) w szereg poteg -+'u =&
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#prowadzam oznaczenia skrdtowe: 1ikv, = a, E, = b, KZ e .

2
Zalezng od z czgéé operatora 612 z zapieuje w pcstaci

fug 1 P 1 .
BT
’gl("at)[T%Tc'T—:;'ﬁ]%(‘*‘f;)'

- g(na;) [1-v& + (8)% - (b€ ... -14cE - (cS)2+(c_§)3...]

‘(1 +aé)=c=b +§[b2 = 0% % a(c - b) + (c - b)a] + gz[...]»...

Lecz
-ikr ikry =Pu(r,,)
ngz dr,dr.e 1(c - b)e 1, 12 (Fl(vz) =
t
-ikr ikr, - pu(r,,)
==1 =31 1
= S‘dzz dr,dr, e @12 e e 2¢’M(v2) = 0
6u(r12)
poniewaz wystepujgca w @12 funkcja e jest nieparzysta.
=1
Ponadto
oo
3 izt i (@ izt n n
Gyo(2) = dt e Gy (1) = Gyo (0)-n—’ dve (=) T =
n=0 o)
co
()" (m) { 3" iz
= T G (O) dr e =
Bl o (1207
n=0
(= =]
7 1 /1 \B (n)
c- 5D () e
n=0
widaé, ze
° -~
Gy, (0)= P'-Tooz Gyp(2) = elir:o : Gy,(0) =
-ikr ikr, =-pu
N e | 2 .2 =<1
= -v—ajldzz dr,dr,e [b -c“+a(c=b) +(c-b)a] e e ﬂom(vz)-



=-ikr ikr, -pu
N 1 o o 1
s jd!z dzyer e (81509578, 015- Oy Kz )e e Pylvy)
e)zu(r.‘z) -p a2

u
N 9 1
- Sdgz dr,dr, 3,0, e (1+v, 3V, *Pmoy, 0y, )

Otrzymujemy wigc postaé G,,(0) taka jak 9(0) w punkcie 2.3,
co stanowl dodatxowe potwierdzenie poprawnosci przeksztalced
stuzgcych do wyprowadzenia 612 .

Podobnie mozemy sprawdzié postaé /2.24/, ktéra wyraza operator

ikr
zderzed w funkcji czasu. Po przekomutowaniu e LI K12 mamy
dr,dr, -pu -7 (ikv,+K,)
| et B s RS 1
Gio(= § J‘d‘-’z . Pu(v2) Pylvy) Kpe s P,
M1

dr,dr -fu F 3
R 1 -2 1
622(0)... = vJ‘dgz - e CPM(VZ)QDM(W.)KZ = Iy W—M 5

dr,dr
rqar o)
1231/ -%[d!z—"-,—a 3TPe 3y (4 v g53T )

gdzie

P du(r) H
or

dr,dr, Bu

613 (0)...m %szz q’n(zz)(P,('x1)x2(1l_cg1+x2)-£- .

9 1
L] T_V.Tm)”.

v

dr,dr
.nggz—l"‘ lpp -
v 1

. 3 Ky kv, 9
i [2)_!11 +ﬁ1 37, "'(!‘.'1)!1 3V, Bm.é\_ﬁdg, i

Po skorzystaniu z relacji Yvona, obacz Dodatek II,otrzymujemy

znowu wzory takie jak w punkcie 2.3.
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2.6.2. Inne postacie asymptotyczrne R.K. dla gazéw rozrzedzonych.
2.6.2.1. Réwnanie c&pu Fokkera-Plancka.

Jezeli czas migdzy zderzeniami a wiec i czas przebiegu tra-
-TK
jektorii opisywanej operatorem e 12

jest zaniedbywalny wobec

czasu rozwoju zjawiska, tak jak to sig dzieje w ruchu brownowskim

m

\Eg-j§>1) otrzymujemy z /2.6/ badZz z R.K. w ktérym operator zde-
2

rzer dany jest przez /2.24/ réwnanie typu Pokkera-Plancka, kladac

/2.32/ (;,°—t-+ ikvy ) £ (k,vq0t) = G4,(0) £ (k,vq,t)

612(0) jest operatorem okreslonym przez wzdér /2.31/ niezaleznym
od wektora falowego k . /W ogdlnym wypadku gazu o dowolnej gesto-
$ci zamiast G,,(0) kiadziemy. (}(0)/.

Réwnanie /2.32/ mozemy jeszcze zapisaé w postaci

9 1 9 1.0

gizie 8 = <P (t=0) P (t =0 )> stanowi przyblizenie wspél-
czynnika tarcia. Réwnanie podobne do réwnania /2.33/ zastosowa-
no w pracy [}2] celem znalezienia w pos$redni sposéb prawa roz-
proszenia Sa(g.u)); dopuszczono przy tym zaleznosé wspdiczynni-

ka tarcia od czasu i od predkosci.

2.6.2.2. Réwnanie Boltzmanna dla k — 0 1 2z — O,

Szczegdlnie Yatwo otrzymaé réwnanie Boltizmanna przr warunku
k—0 i1 5 —0, ktéry oznacza, ze wklady do calek przeetrzen-
nych w operatorze zderzen pochodzg z duzych odleglosci, a czaey
obserwacji sa duze wobec czasu zderzenia. Wyjdziemy z -2 z2ci

/2.28/ operatora zderzed. Wprowadz:imy ila przestrzeal r walcowy



s G =

uk*ad wspSirzednych ¢, b, 1 2z osig 1|/[do ¥ = Yy -

Zatdzmy, ze zasieg potencjatu jest ograniczony, tj. uir) =0

dla r> ¢ . Funkcja pcdcatkowa w ’5"\15,2) jest rézna od zera w
a2

obeszarach:

(ool - x (< @) X ooy 0 )x(T>T ),
(=7 <1< 7 x(d o) x (—°°<v<o-o)x('r>0 )€ be Ty=0 w iy

prypadi
( 3<1< ) x (8 0) x(10<v < oolxlt>),
-TKZ -1'Kg 2
w ktérych e -e 0. M 9= 2. Ty = (R-3¥i.

A wiec

lim 612(k z)f(v )= 1lim 612(0 z)f(v )= 1im iz -J‘dvﬁ fbdbgﬂ d1 -

k—0 z—0
z2—0
(- -]

u r iz~ -‘th2 -1K2
(DM(V1) (PMlv21° dtr e (e -e )1z‘l’(\_r1) ;

(1l -7)

"}’(!1 )= £(¥q )/ P yivy) -

Poczgwazy od pewnegc czasu T, (vyb,1) >1.'1 dla ktdrego
|Ir(-t)l = 6 ruch staje sig swobodny 2z predkoscig 1‘ . Rozdziela-
my kazdg catk¢ na dwie caki: dla T (|1|-P<t< 1 1
‘vm< 1.'< ©O, Udzial pierwszego typu catek jest rdéwny zeru; moz-

na sie o tym przekonaé np. rozwaz2ajgc potencjal skokowy
n=1

ug(r) = E Ve 7 e-ry) 7(rk+1-r). r=z|, r, =0, r =6
k=0

Przy pomocy u,(r) mozna przyblizyé dowolnie doktadnie ciagly
potencjat u(r). Wykonaliimy obliczenia dla szeregu kul koncen-
trycznych, wykorzystujac wyniki Dodatku VI. Pozwolily one stwier-
dzié, ze w wyrazeniu na 1lim G12(0,z)f\ v1) pozostaje jedynie‘

z2—0

/w granicy z— 0/
oo

iz %Id;z Py(vy) Py(v,)2n J bdbjdl e
) - Wapls

izt 1z(-rlll -1'1)

Y(be s



- §5 =
= LC wykonau.iu calkowania /czas zderzenia T - T, nie zaleiy od 1/

N iz(v_- ) .
7|9, Py(vy) QPyuly,)2n|bddjyie [y, ) -¥(y)]

co daje w granicy z— O wyratenie typu czlonu zderzeniowego

Boltzmanna

:-é‘[dzz 2ﬂJ‘bdeVI [£(x]) (v, - Sy Py v
W ostatnim przejsSciu wykorzystaliémy ponadto zaszde zscrowania
energii
Py(vy) Py(vy) = Pyuivy i Ppivy).
Rdéwnanie kinetyczne z takim'wyrazem zderzeniowym opisuie zmia-

ne funkcji rozktadu czgstki wybrenej nr 1 przy zalozeniu, ze roz-

k¥ad pozostalych czastek pozostaje bez zmiany, pordwnaj punkt 1.32.

Zs0e2e3s Réwnanie typu Boltzmanna dla dowolnych k,z .

Zajmujemy sig modelem, ktdry stanowi pewne uogdlaiernie gazu
sztywnych kul, Kianowicie zakladamy, ze czgstki pcruszajg sig po
odcinkach prostych z predkosciami asymptotyczanymi wynikajgcymi
z praw zderzenia oraz, ze zderzenie ma miejsce w jednym punkcie
przestrzeni, lecz w odrdznieniu od mcdelu sztywnych kul trwa skor-
czony przedzial czasu t* . Po polozepiu ™ =0 otrzymary dla do-
wolnego k,z rdéwnanie Boltzmanna. Natomiast przyjecie ™°#4 0
stanowi jak sig nam wydaje najprostszy sposéb wykorzysiania naeze
20 R.K. do uwzglednienia skoficzonego czasu trwania zderzenia mole-

kut. W obliczeniach bedziemy wychodzili z rdwnania /2.2%/.




' wRE" =

Catkowanie, dgz obejmuje caly przedziat predkosci Vo, 8 wiec
przy ustalonym v, , caty przedzial predkosci v . Zderzajace sig
molekuty w uktadzie Srodka masy przebiegajg krzywe ptaskie. W zwig-
zku z tym przedstawiamy je na rysunku, przy ktdrego pomocy definiu-
jemy tez inne wielko$ci charakteryzujace zderzenie, w szczegélno-
§ci parametr zderzenia b . /W uktadzie C.M. zderzenie dwu kul o
Srednicy ¢ jest rdownowazne zderzeniu punktu materialnego z nie-
ruchomg kulg o srednicy 26 /.Kierunek ukladu wspéirzednych orientu-
jemy zgodnie z kierunkiem dowolnie wybranej predkosci v . Wtedy
obszar catkowania mozemy zgodnie z Rys.?1 podzielié¢ na V obszardéw.

Obezary IV i V dajgq wktady réwne zeru, gdyz dziaXanie operatora
-TK
2

& jako majgce miejsce poza zasiggiem & potencjalu nigdy nie

doprowadza go zderzenia kul i zawsze znosi sig z dziataniem opera-
- 1K

tora e 2 . W obszarze I jesli zwrot predkodci jest przeciwny

do zwrotu osi cylindrycznegooukladu wspélrzednych 1 , dziatania
-TK - 1K

operatorow e 2 i e e tez sie znoszg poniewaz operator
- 1K
e 2 dla zadnego T nie moze doprowadzié wtedy do zderzenig.
-TK -1k
Podobnie w obszarze III znoszg sig wklady od e 2 i1 e 2

przy zwrocie v roéwnolegtym do osi wepdirzednych.

Wprowadzamy nastepujgce oznaczenia

- tK -1K
L_, =e %3 Y, = e 2y

Yo = Yy 7(7-T) + \_}7(1-1‘) 7(t-7) + 11' n(r-1,)
I = Z-XTYY-T) - ¥T opr-1) p(5-T) - [Llr-1)+ 1Y) 7(7-T)
gdzie T, , jest chwilg poczgtkows, a T,=T,+7T* jest chwilg korco-

wg oddziatywania molekut. W chwili zderzenia predkosé wzgledna mo-

leku wynosi zero.



Funkc ja

7(1’) =

jest funkcja skokowg Heaviside ‘a. Ponadto P 7 (1 - y)
Zajmijmy eie wyznaczeniem dzietanias operatora zderzed na
funkcje f(v,) w obszarze I ., Tera:z T, = i-y

v
v, 2% T

o o0
c13,1 f = i(z-ky,) ‘i“ ZJ de deb Jdl ‘px"z) (Pu(v,)fdr
’ 0 % i 0

1(z-kW)T ik— -r
ce (. )i(z-;!,_t) W(z,_f)

gdzie  ¥W(v,) = f(k,2,%,) /Qy(v,

Oznaczywszy catke wzgledem T wraz 2z wyrazeniem podcatkowym przez
TI mamy
& i (2-k) 1;—-
i(e=-kV)r - ¥T
- jdr i(z-k}) e B TEV R

T,

1 I"’ . i(z-kU)7 -tk [v T-mpy T :
+ dtr  i(z-ky,) e e ™ [ . 1] Y(vy)=
T,
M

. (ei(zs-];‘m'r2 ) gi(z-kll)q) e-11_:m—1 YT,

. u .
i(z-ky,) T, =ik— (=¥ T,+¥T,) .
- e 1 T LT, V() =

T

¥ () -

1(z-xx1) T

i(z-k V) t*
= e {-‘{’(g)+ezuf

)/ 29T

o
/)
~ 3 l =
u.‘Q"I f = 1(2-&!1) v [d!z (Pm(vz) @M(V.') de J\bdb Jdl TI
o

.t [ g



o
1 i( . )l-:l
= i(z-ky,) %rdzz Py (v,) (pM(v,) J-dz deb Jdl e o L
q

-0

(z- g
{-\l’m) st YW - ‘f'(x;)]}

Yy
= -% J‘dzz Cpu(vz) q:m(v,) Jdejbdb v { -Y() +
o i(z-k¥) T

‘e (W) - ‘l’(!i)]J

W obszarze III (-co< 1<-y)

W podobny Jjak uprzednio sposéb dostajemy

c,g.nl f = -% jdgg Pulv) @y vy fde Ibdb v {- W) +

Y

+

HEEDT -ll’(z{)]}

W obszarze II, e~ PY _ 0o , 2 wigc réwniez
A
Sug,0r ¥R

Zatem

5N .. i(z=kWr*
G,é £ -% dez Pylv,) (Pm(v.')J‘bde'dz v {IF(!1)e +

h Ha-s0 ey

i W(I_!)J



Z kolei

Bu

B ra 1(z-kv,) % Idg2 Ibdb de fdl q)u(v.') (P"(vz) e- :
A o p
“ik—r [*= i(z-kD)r -1K, ik—r
ce M dt e 2 e 2y ™ 1(z-kv,) \P(_v_1)
Az
Obszar 1

T; = e- —m_1 r 1(2'k!1) q’ (!1)

n
B : 2 i(z=kV)r ik—(r-v7v) .
ik .[dr RN e il

K]

1-2
i(z-ky. T 1(z-ky ) ==
= J‘:T e 1(z-kv,) P(zy) = - e YUYy
T
G12,I £ = i(z-kv, ¥ jdy_z Ibdb de Jdl Puvp Py(v,) -
 § i(z-kvjl=t
*(-) e v V()=

-3 jdgz deh de Py v @ylvy) @ ¥y,

Podobnie w obsgarze III

B §
Bia tre T =9 j“z f"‘“’ de Pylvy Qylvy) 1w ¥ixy)

Zatem

65 £ « § I‘“a deb de Pulv) Pu(v,) 1 Wiy,

Ostatecznie

/2.35/ Gyo(k,8)f = F jd‘iz Pu(v1) Pu(v2) J'bdb “"-"{‘1’("{)'
G 3 40 Wiy s (1o DT }

-7 fdvz Iyl fbdb de {‘pu(vz‘) flc,2z,v))

-kV)r® i(z-kW**
'ei(z e - Py (v,)f(k,2,¥) +[1-e s ]%ﬁ%’(p“(v,)%{vz)}



.
gdyt  @y(v,) Pyvy) = (PM(V;)(Pu(vz')

Tuta}j £ 5
- vese
@, (0) = pm Nl BB . V- B ¥y +MoY5
2R M

Gdy 1T"= 0, odnajdujemy zwykle rdéwnanie Boltzmanna
/2.36/ Gyo(k,2) f(!,z,x,)-% Jdg?_ v jbdb de °
[‘Pm(vz) £(k,2,¥y) = Py(v,) £ (k,2,v )]

Warto wspomnieé, ze dla gazu kul elastiycznych, to znaczy wykona-

nych z materiatu podlegajacemu prawu Hooke ‘a

12437/ - 4w T(2/5) ( 2 1/5 2.94 ( p2 )1/5
e T~ m, — —T = 2 33 ’
5 I'(9/10) k2 v°
przy czym po=my mz/(m.' + m2) jest masg zredukowang kul 1 1 2,
v - wzgledng predkoscia zderzajgcych sie kul, zas
o m 2
. il R1R2 o & 3 1-11 1=v
e 5D §1+R2 s 4 2 2

gdzie R1 v Yy E1 ,(1=1,2) promieri, liczba Poissona i moduz
Younga kuli nr i , por. [17]



3. Rownanis kinetyczne i ich rozwigzania dla gaszu Lorentza.

Innym krancowym modelem gazu jest gaz Lorentze tzn. g8z w kté-
rym my— oo, v,— 0, (DM(VZ)—-é(vz)., vy = ¥, a modut predko-
sci v jest statg ruchu /pordwnaj puncxt 1.5.3/. W zwigzku 2z
tym staje si¢ mozliwe wykonanie calki, jdiz a wiec znaczne u-
proszczenie R.K.

Delszg dyskusje R.K. bedziemy prowadzili wlasnie dla tego
zaZUs

Czlon zderzeniowy 012 f posiada teraz pcezad

-du -ikr iz
/317 Gy, f = i(-z+k v)% Jdg e Q.. (v)e Jd'r e .
T‘
( =gl - rKg . 1KT ; f(k,z,v)
e - e Je il(=-z+ky) Py
3.2/ Gy, 1= (6h-cP)s
[ =]
/3.3/ 62t = i(-z+ky) % J.dg e~ bu @,,(v) e'lgzjd-r 27 .
. 1,
-TKZ ikr f(k,z,v)
‘e e i(-z+kv)

W delszym ciggu bedziemy korzyvetali z oznaczenie

f(k,2z,v)

/3.4/ Vi(k,z,v) = —W

Jel. Gaz kul ¢ niezerowym czasie zderzenie.

Zgodnlie ze wzorem /2.35/ dla takiego modelu mamy w przyrei-
ku gazu Lorentza nastgpujacy operator zderzen
al
/3657 Gyo(k,z) £ (K,2,¥y) = v @u(v) V 4 ae

L[] *
. [W(k.z.!')ei” - W(k,2,¥) + 1-e1"]



SN

gdyz /rozproezenie na kuli o promieniu a/

2
/3.6/ bdb de = 2= 4Q

5

W gazie Lorentza energia czgstki dyfundujgcej jeet zachowana.
W zwigzku z tym warunek poczgtkowy przyjmujemy nie w postaci roz-

ktadu Mexwella, lecz w postaci funkcji delta Diraca
h = 8(x-v’)

gdzie \_r' jest zadang wartofcig predkosci w chwili t = 0 .

Po oznaczeniu

/3.1/ wal v % w gt . -ﬁt-Jde = @
i 7)
R.K. z operatorem /W/)’eet nastgpujgce

1381 (2 s dky v g she 7 5V 1 - o257

przy czym zalozylismy, ze <* jest co najwyzej funkcja szybkosci
v , a dla skrécenia zapisu opuscilidmy argumenty funkecji ¥ .

Rozwigzania poszukujemy metodg wskazang przez Haugego. Mamy z /3.8/

1 _iz<* izr*

- g
/3.9/ Y = £ 2 =3 Py + b+ : -1
-iz+ikv + ¢ -iz + 1kv + ¢,

Dziatamy na obie strony /3.9/ operatorem % .

-1 _iz<® izt*
€ h 1 -
/3.10/ Py = (PV?P g+ P32 e
-iz + ikv + ¢, -1z + ikv + ¢,

poniewaz

P(PY)L= (PW) P



Lecz
n 2r
-1 iz<* . d
£ e " -1 izt* 1 1
?m = g e is J.dﬂ'sin\? Jdt 5 -
= 0 0 -iz+ikvicos V) ¢,
]
- d 1
i £.1 elzT .12 J‘dx - &
/3.1’/ _1~ E‘ + 1(’2 + kvx)
_ 1 iz 1* 1n e.:: + iz + kv _
2i¢ kv €& ¢+ i(-2 = kv)
L izt* kv
= e * arctg ——y—
g kv €& - iz

A wiec Zatwo zngjdu;jem PVY , ktére po watawieniu do /3.9/ da-
je rozwigzanie
-1 _izv* izx® =
e

£ e kv
[3.12/ W= ——= . [ arc tg ) .
. -iz+ikv+ e.-1 kve, 1-iq2

L ] &
hg‘l-ei" 5 h+1-ei"-

-1z+1kv+ el -~iz+ikv+ g,

1

Pordwnajmy nasz wynik z rozwizzaniem, ktére podat Hauge [40] dla

réwnania kinetycznego /3.8/ 2z %= 0

-1 -1
’ €. A kv
/3.13/ ¥ = s g S A 1 arc tg ——) .
-iz+iky+ ¢ kve, 1-1¢2
-9 h T+ h_

-iz+ikv+ g, -iz+ikve ;:1

Rozwigzanie /3.12/ przechodzi w /3.13/ dla T¥= 0 oraz dla
zt =n7w , n=1,2,3... Widaé, Ze wprowadzenie skoxiczonego
czasu trwania zderzenia «*® spowodowalo przesuniecie bieguna
hydrodynamicznego. Jego polczenie dane jest przez naetgpujace

réwnanie przestepne
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/3.14/ -iz = - 5:1 +(kvete [ [coe@r')- isinhf'n kvc,} :

Nie znajduje sie wigc on na ogdél na urojonej tak jak to ma miej-
sce dla x®*=s 0 /poréwnaj punkt 1.5.3/, gdyz ma zardwno czesé

urojong jak i rzeczywists:

/3.15/ Imz ==8"" + kv coszx sin_g
8in“x + sh%y
/3.16/ Re z = -y shyshy ¢

sh®y + sinzx

Tutaj:

x = kve, cos zT° sy Y = kve sin zt*

Mimo, ze réwnanie /3.8/ byto zlinearyzowane wzgledem gestosci

N/V , to jego rozwigzanie, podobnie jax rozwigzanie Haugego i roz-
wigzanie Chapmana - Enskoga [40,7] nie jest liniowg lecz znacznie
bardziej skomplikowang funkcja N/V . Na rys. 2 nanieslidmy poZo-
2enia biegundéw rozwigzania /3.13/ oraz zaznaczyliémy przybliZone

potozenie biegundéw rozwigzania /3.12/ /obszar zacieniowany/.

Im 2z

V
é%& Re z
H(k)
-1 o
=kveito kv=i¢,
kv-ic]'

Rys. 2. Potozenie biegunéw rozwigzania /3.12/ i /3.13/.
H(k) oznacza biegun hydrodynamiczny rozwigzania

/3.13/.



3.2. Potencjax skokowy.

Wykorzystanie naszego R.K. /3.1/ wymega znajomosci ruchu wy-
-1k
2 r w polu potencjalu je-

branej cgzgsteczki /ar 1/ . a e
dnej z pozostatych cz3steczek danego gazu. Ruch taki znany jest
w postaci analitycznej jedynie dla potencjaléw: ~ 1/r oraz
~v1/r2 a wigc odbiegajgcych znacznie od potencjalu moleku? rze-
czywistych. i

Dwie najbardzie} typowb postacie potencja?u molekul mozna
w najgrubszym przyblizeniu opisaé przez krzywe schodowe: rdzen
ze stopniem 1 rdsef z jamg; pierwszy jest przyblizeniem potencja-
Tu odpychajgcego, drugi - przyciggajgqco-odpychajgcego. Ruch mole-
kuz w takich potencjatach opisany jest w Dodatku VI.

3.2.1. Rdseri ze stopniem

Jest to potencjal u(r) opisany nastgpujgco

u-o » r>R2’
/3.17/ u=V, > 0, R.‘,>r>ll1 )
u = co N R1;> r

przy czym Ry, R, 8§ to pewne stale; R1,<::R2 /obacz Rys.3/.

u(r)

R, R

Rys.3 Potencjal odpychajacy "rdzer ze stopniem”"
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, Wprowadzamy ur rad wepéirzednych . .cowych 1, b.e¢ . W zwia-
zku z tym dr = bde db dl. Poczatek ukiadu umieszczamy w Srodku
nieruchomej czastki srodowiska (r = 0), 0§ 1 skierowujemy rdéwno-
legle do predkosci v czastki ruchomej, o§ b - stanowi parametr
zderzenia. Ze wzglgdu na charakter ruchu cgzastki lekkiej, celowym
sig¢ okazuje wydzielenie w przestrzeni konfiguracyjnej 1, b, ¢

podobszaréw /dla kazdego &/ :

1. (b>R,) X (00> 1> -o0o)
2.(R, > b > n,v:j;"") x (V1Zw? >=r,)
/3.18/ 3-(“1—‘;‘;:!35 b >0 ) x (V1%0? >&,)
4.(R, > b>R) x (R, >W1%w2 >r,)
5.(R, > - b>0) x (R, >V1%2 >r,)

Kazdy z‘tych podobszaréw /np. nr n, n = 1,2,...5/ nalesy rozbié
jeszcze na dwa podobszary /n+ i n_/ odpowiadajgce dodatniej i u-

jemnej czesSci osi 1 /obacz Rys.4/

b
1+
2+
+ 3¢
R, ;
I vz-vo
“R{ =R
1 1 vl

Rys.4. Podzial przestrzen: konfiguracyjnej na podobszary.
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L

o
Jezeli czgeteczka do rozwazanej chwili czasu @nie

podlegalta zderzeniom to zachodzi réwnosé operatordw

-TK -<K2
d PO 2

i czlon zderzeniowy Gf = O . Obszary przestrzeni fazowej, w kté-

rych spetniona jest ta ostatnia rdéwnosé sg nastepujace ;

(1.) X (°° > v>oo) 2nale v ey
/3¢19/ (2,+ 3+) X (0 v ), 97y en- eddaa “{
(2_+3)) x for S0 Ju, "B Tt 5y

Wktad do czionu zderzeniowego pozostalych obszardéw, w ktorych cza-
steczka ulega przyspieszeniom jest rdzny od zera. W tych obszarach
mozemy wyrdznié 3 rodzaje ruchu w zaleznos$ci od tego czy czuste-
czka zostaje przySpieszona 1-, 2- czy 3-krotnie.

Ruch z jednym przyépieszeniem (1p) ma miejsce w obszerach

(2,+3) x (VFR>rv>0)
Eaad % (o Sen NZej,

(4.+5) x (0 >v),

/3.20/

(4.+ 5_) x (v>0).

W takim ruchu czastka o predkodci y w chwili v = 0 byla
przyépieszona w chwili T, /gdzie T, okreslone jest rdzanie
dla réznych obszaréw/, dla T > T, /przed przyspieszeniem/
predkosé czagsteczki wynosila v’ /por.Dodatek VV/. Ruch czastki

opisany jest wzorem:

I ,=r-3It 7y (tq= 1) = [!f T=Ty) +!r1] 7(1-«1)
/3.21/
Y=Y (Ty=7)2 3 §lr=x4)
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W zwigzku z tym catka po czasie w wyrazeniu na GAf przyjmuje

postaé

oo -‘T)

izv ik(r_. -T) f(k,2,¥
/3.22/ T“n = |dt e e i (z.k!"")W =

T, ,
" 1(z-kx )T, -ik(-¥'+
e e

Y) T4 Wiy -ei(:-k!)'r.'

¥@E)

Ruch z dwoma przyépieszeniami(2p) odbyta czgstka, ktéra

w chwili 7 =0 znajduje sig¢ w obszarach

2v_ -
(2+) X ( > _mQ )
-‘, 2v
(2_) X (- _?Q> v)
/3.23/
(5,] X (v> 0)
By X (0> v)
Przyspieszenia zachodzg w chwili 1‘1 i To s zgodnie ze wzora-
mi:
Top =T =X7] (T=7) - [¥7 (= rsx v (7= o 7 (7p71)-
/3.24/ - [!”('r - 1’2)+1'(1'2- Ty)+X 1'1]7((1'-1'2]

Yop X7 (=) + ¥ (T-7)p (1p=7) + T p (7= 1,)

izv ik(r__ -r)
/3.25/ TZF- F: e e ; i(z-ky_)¥a_.) =
<,

1,‘.‘

izv  -ik[y(r -t +vT
. Jdre SRR sl i
T

oo = .

T2

i(z-ky) T4 {
e

i(z-ky’ -
- Wighe U T'TW&') -W(z”)]}
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Trzech przyépieszed (3p) w chwilach: Ty Toe T3 doznala

czastka, ktéra w chwili T = O znajduje sig¢ w obszarach:

(3,) —2 )

/3.26/
3.) X (v >v)

Ruch i predkosé opisane sg rdéwnaniami:
L= - 37 (7y=7)= 3l -1+ ¥ )0 (7= Ty (1,-7)-
/3.21/ - [x’(r T+ ¥ (T T+ X 11] it =Ty (v5-.7)-
N [!"’( T=T3)+ ¥7(Ty= Tp)+ ¥(T,- Tq)+ ¥ 1’1] plr=-15)
T o= YP(Tq=T)+x (T = T)p (Tp=T)+¥' p (T-Ty)7 (T5-7)+
" p(r-1,)
izt =ik [g'(-r- Ty 41 1'1]

3
/3.28/ T3p= Jd-r e e 1(z-kv’) W
ar

4
T | x
ig7e Ak [Y(FT =T,)+L ( T,= Tq)+X ¥
" J'd., Jow k| 2) 2= T1)* T
7,

18T =ik [ Y7 (T = T4)+¥” (To= T, )+¥ (To- T4)*7T
+ F‘r e [ 3 3 e 2 1] .

1(z-ky") Y(x")

e
T

3 % ‘y(!lll)
i(z=kv) T, {[ i(s-ky’) (T
e

-7
. R TR
1(2-5x") (5= 7)) 1(z-ky (7= Ty)

+ [e -1]e Yya)-

o ei (Z-k!') (13' ’fz)ei(i'n' )("2- 11) \y(!.,)

widzi e we stkich azeniach ¥, /i = 1,2,3/ da-
idzimy, Ze we wszy! wyr ip “;_3!) T,
nych wzorami /3.,22/, /3.25/, /3.28/ wystepuje czynnik e .
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Jest to jedyny czynnik bedgcy poprzez T, /cf.Dodatek VUV fun-
kcjg 1 . Poniewaz T, Jest liniowg funkcjaz 1 , mozemy catko-

wanie po 1 wykonac. Mamy odpowiednio w obszarze:

2+ i 3#
> 1-YR§-b2
i(z-kv)
/3.29/ iiz-ky) |dli e v & e opd
Viz'bz
2 iy 3
“VR,-¥ ale Vaz-taé
1(zky) ——<—
/3030/ 1(2-“) dl e = -V 3
-0

4, v >0

i(z-ky) - =

22
- Rz-b
V 2 3.2
2 R5-b
1(z-ky) -
= v [e —1] :
4. v<o
2 12
R5-b
& r10 VRS2
1(g=ky) e
/3.32/ i(z-kv) dl e =

- VRg-be



oy 4 4 >0

VR2-02
2 1- YRé-p?

TR Mol L
/3.33/ i(z-l_:!] dl e =

+ 2-b2
1

i(z=kp) (Vo2 o2 2.2
e v (vnz'b - Yri-o )_

= v [ 1] :

55 WO
2
- VRz-b IRP L
: -1-} R$-b?
1(s=ky) ———
/3.34/ i(z=ky) dl e =

RS-b
d Vr2-62
1(z-ky) ——2—
73.35/ i(z-ky) dl e =

V rZ-p?

1@kD\/p2-v2 - VrZ-0?) !

= Vv [e
oy E >0

AF



- Vo2
s 1 +VR§-b2

i(z-ky) ———o
/3.36/ i(z-kv) j dl e K v >

4 VRg-bz

1250(YR2? - VRZ -p2

= v e i - 1]

Podobnie obliczamy czion

-Pu -ik
3.3 1. i(z-kv) ‘pu(v) {'y Id_:_- e e e Id‘l“ e .
T
-TtK9 ikr

L] 2 = f
e e i(z=kv) Mcph(v)

-pu i(z=kv)T (K2,
= i(z=kyv)Py(v) % Id_x; e ; 'd'r e i(z-kv) ipu‘:’ ‘
T

-Pu i(z=kv) 1,

= i(z-ky)fpm(v) %I bdbdedl e (=) e W (v)

Catki wzgledem 1 =zostaty juz policzone, obacz wzory /3.23/ -
o /3036/0

Stosujgce funkcje Hesviside ‘a n mozemy po uporzgadkowaniu zapisaé

otrzymane wyniki w jednym wzorze:

2 Rz
/3.38/ Gf = %J de (PM(V) OJ bdb |v| °

% - w) ¥are
+7 (vl -@ )7 (b = __—_iv-?vo/m

ivi B o

2),

27,2, )
. {[1_ei(z k ¥ )]T\}’er., e1(z ]gv(z )T‘”(v@")



T

2V Vvé- 2v_/n bt 2 —_
+ 7 ('vl .v—:g ) 7 (—v—'—vji_o—m R1-b) {l1_e1!2'k ij, )T]\*I(P)" ¥

% [1 - e1(z-l: v‘3’)1"] ei(’z-k \P)')f' \P(‘_,O") .

s b3k PN 1k P \y(‘_p)-)}
2\/RZ - »¢
. e e P
A A I R

i z-gz)(g)‘

+ 7 (Ry-b) e PVo [1 -e ] .

' {Y(!GD' B ) P . ot ek ) B ‘Y(vfs"’]
2\/322-52

i(2-ky) ———o
e(z.\.r) I ]*

-{ 1+ 7(b-R1)e-pv° [1 -

5)
™ i (z=kv! 2'
+ 7 (Ry=b)2e [1 -8

]J‘f’(!) D

hielkosci T*® i y 2z réznymi wskaznikami sz zdefiniowane w Do-
datku VI, S§ to w ogdlnodéci niewymierne funkcje b {1 v .
Wyrazenie /3.38/ stanowi czlon zderzeniowy poszukiwanego R.K.,
przedstawiaj_qcego dyfuzje w gazie Lorentza, dla dowolnego czasu,
je$li potencjat miedzy czgetkami jest dany przez /3.17/.
Rownanie /3.38/ dla v_°—> > 1 V, =0 przechodzi w rowna-
nie Boltzmanna /dla samodyfuzji/. Jeéli v°—><>°, widaé to natvek-
% nawiasie
miast, gdyz VG ..D nie znika wt:.v tylro pierwszy sk¥adnik i je-

dynka w ostatnim nawiasie klamrowym, Tak wiec dla vo—— oo

N R ;
/3.39/ O =g 2n Qu(v) oj 2 sav mCY €= Yiv) D

Jesli V —= 0, to pierwszy skladnik w nawiaeie €. . zni-:z
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i po‘przeksztalceniach znajduj=my
By
; N .
/3.40. of = 5 21t Pu(v) I vab v YD) - W(v) D
o

Réwniez otrzymujemy rdéwnanie 3oltzmanna, gdy k,z — O; wtedy
R,
of =& on @ bdb |v| °
0

o
{7( f;ng - i) [‘?(!')- ‘V(!)] +

r 7(IV| \/—_-)7 (b ) V 2V, /m

Ry) [WE2)- ww]-

v 2V /m
+ 7 (v V— )7 ( —— By - B) [V W] }

Lecz esens fizyczny wielkosci gf ’ iQh’ f3y” jest taki sam -
wezystkie one przedstawiajg predko$é przed zderzeniem, z tym ze
rozrézniajq obszar zderzenia ze wzgledu na b . Oznaczajac te
predkosci wspilnym symbolem x' dostajemy czion zderzeniowy Gf
o postaci /3.39/.

Wwarto zauwazyé, 2e podobne przej$cie w rdéwnanie Boltzmanna
zachodzi i dla niezerowych k,z , takich 2e odpowiednie czicny
eksponencjalne w wykladnikach ktérych wystepuja k,z , rdéwnajag
. sig jednosci.

Réwnanie Boltzmanna otrzymujemy z naszego R.K. takze wtedy,
gy ¥y— oo , k — 0 oraz gdy R2 = R, . Podobnie jak k,z—
wywotuje to zamiane eksponenséw w jedynki.

wszystkie te przejscia majg tatwo dostrzegalne znesczenie fi-
zyczne,

Przejscie z Vo—* oo i Vo-* 0 oznacza rozwazenie gazu

kulek o s$rednicy odpowiednio HZ i Ry .



P |

Przejscie z z — O

/w pordwnaniu z xazdym

Przejécie 2

oznacza rozpatrywanie zjawiske w duzej
skall czasu.

k — C oznacza rozpatrywanie zjawiska w duze}j

skali przestrzennej /w pordwnaniu 2z Rz/.

Przejscie z v— oc

oznacza, 2e wyeokos$¢ stcpnia V

o .est

zaniedbywalne oraz ze zaniedbywalny jeet czas zderzenia molexul.

Przejscie RZ-—v R1

tencjat twardych kul.

zamienia rozpatrywany potencjat w po=-

3.2.1.1. R.K. dla gazu Lorentza przy duzej poczatkowe]

predkosci czastki dyfundujigcej

Réwnanie o budowie podobnej do réwnania Boltzmanna .otrzymu-

jemy przy przejsciu z predkoscig v-—>oo . Rozpatrzmy postac R.K.

2 czlonem zderzeniowym danym przez /3.38/.

Dla v—= oo pierwszy skradnik w nawiasie (... znika oraz

iz)-_é-z),!‘

£ t"—=0 dla t* z dowolnym wskainikiem.

Zatem o5t

/3.41/

=BV
+ e

[ -

of = § JacT,m

0 Pt/
-ik £ VRe-v2 - VRZ-0% 3
{.e lkIw.V-; 1 [qj(JB) ) e

Rq
bdb (vl

vl

VeZoZ - VRE?
e-i! %l( Rz-b - \Rj-® )”\‘IJ(VS))' \*!(_')]]
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Lecz srzy duzych priikoéciach |v—eo< , przy zadanym b

5
/3.42/ Y = v ay

3) (9,
gayz zardwao y jak 1 ¥ oznaczajg przy zadanym b takj samg

~

preakosd 1' cznastkl przed zderzeniem - przy duzych predkoiciach

v wplyw stopnia o wysokosci V° na ruch ctaje sig zaniedoywalny.

Tak wigc

2n Ry
/3443 of = ¥ Py y) J de J bdb *

2

%  -pv

re ) [¥ix" -Wy)]

[(l-e °)e

Rys.9 Zalezno$é miedzy wsp3trzgdng walcowg b a wspdirzednag
biegunowg A przy zderzeniu szybkiej -zgstki (v -—o<)
2z poteacjatem "rdzer ze stopniem".

“ wyrazeniu tym 1' liczone Jjest tak jak przy rozpraszaniu na
sztywnej kuli,

Dokoaujemy zamihny zmiennych /por.Rys.5/:
RS RS
b=k sin/2; bdb ds = g% sin® dPds = 71 4Q ,

gdzie dQQ - element kgta brylowego.
ReKe przyjmuje postad

/3.44/ (-12+ikv) ¥(¥) - h(y) = &' T‘;Ide W) - Y]



przy czym

e - wrd |y owv,

- BV [ R2-R%
N 1

mlg

Podamy rozwigzanie réwnania /3.44/ w postaci zamknietej.
Po wprowadzeniu operatora uérednianie po kierunkach ® /por.§ 3.1/

oznaczmy
/3.45/ Pgh) = vy
Zatem nasze R.K., jest

/3.46/ (-iz+ikv+ c:’ y)‘!f(!) - n(v) = €' @[g(’o') ll/(g')]

lub
&' ’ h
/3.47/ W¥(y) = -— Ple Y]+ -7
-iz+ikv+ €, Y -izg+ikv+ €, Y

Pomnéimy obie strony tego réwnania przez g(U') a nastepnie po-

dziatajmy na nie operatorem ® . Po zgrupowaniu wyrazdéw podobnych

otrzymujemy
-1 -1
g ¢, h
/3.48/ 9[3 ‘{’(v)] - [1 -9 — ] 9[ g -
-ig+ikye €, 7 |_—13+i!!4 £y |
Zatem
=1 -1 11 f ]
ge |7, g
/3049/ W(V) = —-————T‘— [1- ? — 1 ?l -
-1z+iky+ ¢, ¥ -iz+1ikv+ €, yj L=1z+ikv+e, ¥

h
* ﬂ
-1z+ikvet,

Rogzwigzanie to ma budowg podobag do rozwigzania Haugego.

Wystepuje tu takze



- biegun prosty w pkcie -iz = -_5:1 -1ikv

- ciecie od -iz = -eg:‘ -ikv do -iz = - 5:1 +ikv zwigzane

gh 1 : g(x)hik,x)
% Saixyg P = =3 = dx
-iz+ikve g,y B =iz+ ¢ ¥ +ikvx
- 1 .2gun nydrodynamriczny, Jjesli mozliwe jest znikanie wyraze-
1 -1
£, &(X)

H]

nia w potedze (-1), tj. zdy 1 = % dx -
=iz + ¢, Yy +ikvx

W odréznieniu od rozwiszania z pktu 3.1 wszystkie osobliwosgci
ulegty tym razem zmianie, roniewaz wielkos$é e:‘y /ktdéra teraz
zactgpuje aawte samo £:1/ Jest zespolona wi=zc obécnie rowniez bie-
run hydrodynamiczny jest w ogdlnosSci zespolony. Stad przejscie do
stanu réwnowagl w 3xali makroskopowe]j ma charakter gasnscych oscy-

lacji, tak jak to jest w skali mikroskopowej.

3.2.2. Rdzen z jama.

Jeat to potencjal u(r) zdefiniowany podobnie jak rdzern ze

stopniem, a wigc przy pomocy wzoru /3.17/, z t3 tylko rdéznicg, ze

V. s =V, <0

G o
u(r)
0
R, R2 r
-Vb

kys. 6. Potencjal przyciggajgacy "rdzen z jamg".

Potencjat taki powoduje mozl:wosé =~ +i:-powa:ia standéw zwizza-

ayca czystki lekkie!. Stan zwisgzany zachodzi, jesli czz.: -ka znajdue
Yy
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je sig w odlegtosci mniejszej niz RZ od ceatrum pocencjatu przy-
ciggajgcego 1 jesli:
albo energia kinetyczna czgstki lekkie]

% m v < Vo

albo wprawdzie % m v > Vo lecz morent pedu czgstki lekkiej

wzgledem centrum przyciggajgcego

bv > R, sz-zvolu /poréwnaj Dodatek W A4S

Zagadnienie ruchu czgstki zwigzanej jest zagadrnieniem dwu ciaai.
Stan zwigzany nie daje wkladu do dyfuzji czastki lekkiej i dlatego
obszar przestrzeni fazowej odpowiadajgcy jemu powinniémy pominzd.
Interpretacja R.K. z operatorem zderzer danym przez wzdr /3.1/ sta-
je sig wtedy niejednoznaczna poniewaz nie wiadomo czy przy calko-
waniu przestrzennym obszar odpowiadajqcy stanowi 2zwi3zanezu nalezy
wykluczyé w samym tjlko GAr czy tet i w 6Bt . Konieczne wige eie
staje wyprowadzenie nowego R.K. Uczynimy to,podobnie jak w rozizia-

le 2 metodg operatoréw rzutowych.

3.2.2.1. Réwnanie kinetyczne dla predkodci v < 2V°/m.

Czastka z predkoscig v <:\/37:7; jest w stanie zwigzanym
jedll znajduje w obszarze /4, + 5./, pordwnaj /3.18/, tzn. gdy Jje]
wepéirzedne speiniajq nierdwnosdci R, << 1242 <R, .

Przestrzer dostepng dla czastki lekkiej /nr 1/ o predkosci

v << 2V°/m rozdzielamy na 2 podprzestrzenie przy pomocy funkcji

R
0 2
/3.50/ q,-Jr_g n(Ty4°Ry)= {1- R e TR PR P

gdzie q(r1J-R2), j =2,...,8 88 to funkcje Heaviside ‘a. Punkcja
/3.50/ przyjmuje wartoéé zero gdy czastka nr 1 jeat w stanie zwij-

zanym i warto$é jeden w obszarze ruchu swobodaego.
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Foniewa% chcemy sig ograniczyé do niskich ggetosci gazu i do
zderzeri binurnych czastki dyfundujgcej z centrami rozpraszajgcymi
pominiemy konfiguracje, w ktdérych potencjaly poszczegdlnych cen-
tréw sig nakiadajq. Pierwsza czgdé wywodu zresztg od tego przybli-
zenia nie nalegy,

Ogdlna postaé rdéwnowagowej funkcji rozkiadu jest jek wiadomo
U -8U
t; - (Pn(v‘)--o wM‘Vn)Q “ /Q, Q - j‘dsn e p

Dla gazu Lorentza

wigc
/3.5 22 = Guv) e BY /s

Definiujemy funkcje N-czgstkow(,

1kr,  ery -pU

-.T— (PM(V) ’

ktérq mozemy uwazaé za warunek poczgtkowy funkcji zmieniajace]-

/3052/ ?(O)l L] fg =
sig wraz z ewolucjyg uktadu

d
0 Iy

3l 9
0!1“

g |
m

-tKN
/3.53/ P(t)= e F(0), Kg= ¥
oras funkcje Jednoczgstkowg
N-1 ~1kxy
/3.54/ f(k,v,t) = |dr dr, e P(t).
Punkcje /3.54/ moiemy przedstawic w postaci sumy
/3.55/ f(k,v,t) = f‘(!-!ot)* fa(_k_.!,t)

przy czym
£alk,v,t)s Jd\;"" dry 7y F(t),

£k, v, t)e J‘dg“" dr, (1- n,) P(t)
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Wprowadzamy operator rzutowy, niezalezny od predko$ci i czasu

ikr, -PY -1kr
/3.51/ S °Q‘ a8 Wy ke

gdzie

' =ikr ikr, _gu -pC
/3.58/ QA-jdzue 1 Nqe e AR J‘dr' Ny © » s

Operator /3.57/ bedziemy réwniez zapisywaé w postaci
13459/ - RO U A Sy
gdzie

ikr, ,-bU

-ikr
N -
/3060/ > = @ TA_—" < = d{ e 1 7"<>- 1 .
Zachodzi

PAPA... = P‘con

ikr, .-PU
B S, (k)
/3.61/
ﬁ ikry o-P § i, tkr, Y
P,F(0)= e o ar” e Nqe < Py=

= P(0)

{ (1 - P,)P(0)= 0

Postugujgc sig operatorem PA otrzymujemy w sposéb podobny jak
w punkcie 2.1. nastgpujgce R.K.

/3.62/ 1?? P,P(t)= - P,KyP, P(t) +
g -t (1-P
+ PAK'J dT e AYEL %y (1-P)KeP, P(t -1

a po podziataniu na obie strony tej rdwnosci operatorem <

i uwzglednieniu /3.59/, /3-60/3 i /3.61/2



(|}
0
LV

]

/3.63/  =Sp f(k,v,t) s <JKgD> £,(k,v,t) -
t

- T (1-P,) Ky .
-.“ dv <KN e AR (1=P ) Ky > £, 0k, v, t=7)

o
wamy

N '1521 i!£1e_pu .
/3.64/ < Ky > f,(kv,t) = |arfe Ty Fye S falkvt)-

= 1ky fA‘ k,v,t )

Skorzystalidémy przy tym z definicji QA{ /3.58/ oraz ze znikania
catki

Y
/3.65/ ar" Ny By e £,(k,¥,t) =

W przedostatnim przejéciu zamienilismy calke objetosciowg na po-

wierzchniowg - po powierzchni S bedacej sumg (N-1) powierzchni
S1 kul o promieniu R2 otaczajgcych nieruchome centra potencja-
Iu i po powierzchni naczynia Sv . Catka powierzchniowa jako cal-

BU

ka ze skalara e~ po obszarze symetrycznym znika.

Zgodnie z wynikiem /3.64/

ikr, _-PU
P, Kx::> fA(!'!'t'T) -e 12 q, igy £, (k.!,t-T]
oraz
kT, e'pU
(1-P Ky > £,(k,¥,8=7)= e Ky £,(k0¥, t-7)

Q,
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Zatem riwnanie /3.63/ przyjmuje pcetaé

/3.66/ —— A(kvt:)a-unrt'A(kvt\s [ drgA(f) LAl Y, t-T)
o
przy czym
-ikr -r(‘l-P JKq ikr, -BU
1361/ Go(t) = lare 'y Rye e 'Ry E— =
A QA
k o
-ikr kr -8l
N 1 (=T) n 1
» J‘df i Kn; (Ky=P,Ky) i
A
o0
a E (~1') 9“”
n=o

Po wprowadzeniu oznaczeri

) N e~PU
Pese = ‘j‘dg )71 QA eoe

o] f(v)

X -X(r,v)-KN(P(v) -%3

U 9 £f(v)
Iy a! ‘pn(v) 2

i skorzystaniu z komutacji

o~ BU =P
Ky £ Cy(v)eee = & i vp(V)Eg oo
otrzymujemy

/3.68/ (n)(o)f v)= |ar® (v)-e-ﬂ(ikv+ ) [1kv+Ry-P° (1kys )]nx"
68/ G )2(r)m | a5 1, 1S (ko) [tkromy - (5o

-BU
. [d;“ ,hqpu(v) ;A Ky (1kv+Ky) [ilg+K“-P°(i§!oKN)] n-1 X°-

PV
-1 5
f ar¥ " (pu(v) (- - ) -UL -3—!- P° (tkv+Ky) [1!_:!+KN-P°(13!+K“)]HX
t
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Lecz catke objetodciowg j‘dg‘ w odjemnej mozemy zamienié w calke
powierzchniowg; ta zas jako calka ze skalara znika.

Mozemy wigc napisad

) -pU 2 2
/3.65/ 9‘:(0)- fds’ 74 CP,,(v)&;— Ky(ikveKy) [LkveRg-pYikveky) ]n' L

- [ gy P2 iy ey 2° (skrory) [skvomgP° (xomy) | X

Korzystamy terasz z ograniczenia wywodu do zakresu niskich gestosci
/zderzen binarnych/., Analizujemy rzgd poteg gestosci Q=

= N/ [V -(b-—‘l)‘%‘— Rg] ekiadnikéw wystgpujgcych w wyrazeniu na
(}(:)(O). podobnie jak to czynilismy w punkcie 2 i odrzucamy wyrazy
zawierajace QA w potgdze wyie) nii pierwsza. Zamiast caikl po
v mamy z uwagi na funkcje 7 catke po [V - (N-1)%’T— Rg ] - 5
co w najnisszym rzgdzie ggstosci dalej prowadzi do :? e"p" (r12)

Natomiast nie mozemy napisaé 3-5 € (r,a). tak jak to napisalismy
\'4
w 5 204.2. na str. 550

W rezultacie otrzymujemy

/3.70/ Gyy(8) £,(k,¥,8) = L;;- J‘.[d%dg"’@"(') f(r4g = Ry)

-pu(ry,) =ik isv = 1K,(12) ikr
e E K, e = dr e e 2 K2(12)e G
[o] fA(!'!'z)
Puv)

Postgpujgc Jak uprzednio w § 2.4.2, str. 56 i nastepne, dostajemy

-1k
/3. T/ Gyy(8) £,(k,¥,8) = -!61 (-iz+1ky) Py (v) fdg 7(r-R2)e i
co .
izv -7k - K i t£, (k,v,
e (e T 2 o T 2 ) " 3:1(.12'01!!) _éfi(z_:)
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3e2.2.20 Ruwnanie kinetyczne dla predkoéci v > Vzvo/m

& 5 =
Czgstka lekka /nr 1/ z predkoscig v > VZVO/m Jest w stanie
zwigzanym je:1li jej wspdélrzedne spetniajg warunek :

By Vifeh? <Ry e B sz 127 mn .

Przestrzen dostepng dla ceggstki lekkiej rozdzielamy teraz na dwie

podprzestrzenie przy pomocy funkcji

N
13720 g, = gy s -a) [0, -
J=2

gdzie 7, dana jest wzorem /3.50/, funkcja i jest funkecja
Héaviaide ‘a od podanego argumentu, bgr = R2 \-/1-270,{\“)2 , zas
b.,‘1 = r13 8in (51.1 v) jest parametrem zderzenia czgstki nr 1

2 czgetkg nr j . Funkcja 72 ‘przyjmuje wartosé¢ O , gdy czagstkas
nr 1 jest w stanie zwiggzanym i wartosé¢ 1 , gdy ject w etanie nie
zwigzanym. iLatwo sie¢ przekonaé, e mozna powtorzyé wywdd rownania
/3.63/ jesli we wezystkich potrzebnych formulach zastgpié funke je
N4y Pprzez funkcje No e Zamiast operatora P‘ mamy po takim za-

stgpieniu operator rzutowy

/3.713/ B v = gL BT

Q,

-1kr1

d;:e Do e

zalezny nie tylko od potocienia P STRERTE ) cz3stek ukiadu lecz
i od predkodci y czistki nr 1 , gdyz teraz zardwno funkeja 7>
Jjak 1

/3.74/ o ® qwm= |art n, 7P



S

salezg od od v . Tak wige mamy R.K.:

-1 ikr, -PU
1375/ <% 1k, ) + J.ds" n 5 n’!,,e 2 e (k)
A
t 5
=ik =T (1-P,) i
-J.dt fd;‘ ne - Kye A (1-P)Kge =
0
- BU
d ’_';—" t‘-(kvxot -7)
Q
Teraz
/3.76/ 2, = J‘dgn N, F(t)

gdzie P(t) jest dane przez /3.53/.

Drugi skiadnik po L.S. rdéwnania /3.75/ réwna sie¢
ikv f‘(!,!,t), podobnie jak poprzednio /3.64/. Rzeczywisbcie,
pa mocy definicji /3.74/ i symetrii obszaru calkowania

-ikx ik, ~BU
J‘u'r]z. Ty e & ;“(') f, (kx,t) =

-BU f,(k ¥,t)
o) « [a ey - 14 ot e
A

-0 b 4 It
- %f‘(!o!.t)d-j‘dg' Ny j‘da e 4 (v + ;—9-—9—-)-5-(-!—}-—) -

v .
= Q(v)
s A
= 1ky £,(k,¥,t)
Zgodnie z tym wynikiem
. 1kzy o~ #U 1kr, 8T
= B T LY, t-1) s e E—— qky £, (k¥ t-7)

A Qa



oreaz

i.lu-.i é—ﬁU ikr a U

= = e KN - tA('I_(,g.t-fy
Q Q

A A

(1-%)1{N e

Dla funkcji fA danej przez /3.76/ zachodzi wiec réwniez réwna=-

nie /3.66/, w ktérym zamiast operatora %A wystepuje operator

. -ikr -1 (1-P VK, ikr -BU
/3.77/ gA = fdquz e ! y © LN % 1KN eq'
A
N -1kz, {i o) kry  -PU
= |45, 0 By 2 —ar (Ey~By Fde 'Ky =
n=0 A
o0 &
S (=1T) p’(n N -pU
=.—Tg”(°) ;i Q= |ar¥ e P
n=0
Wprowaazamy oznaczenia:
-8U
: PP ar 7, £,
Q

g ’ N 1 a0 o fvy 9
= Py N | e - ——
X x(- -) m ‘)51 v (pm(v) Q;(v)

Po skorzystaniu z przemiennosci operatora K‘ % '-ﬂU CPMW)

mozemy napisac, ze

-1kr ..o ikr
(;m(o) £(v) = lar¥n, e ! Rg(Rg-P[ Rg) e By &—— f(y)

= a U 7 n‘1 ’
= dgy 72 £ 2 @y (v) (1k¥+Ky) [1k_v+KN—P { Lky+Ky) ] x

s

-pfU ; n=1
gN N e—;—- ¢M(V)KH(1H+KK) [ilgga'KN-P (il_r!-rK")J X -
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-bU
= j\dru N2 3-;-— (pu(v)(- %)—g—%% P’(i!!ﬂ(!‘) .
-1 ’
[tk + Ky- P"(1ky + x“)]n X

Znéw znika odjemnik, po zamianie -calki objetosciowej na powierz-
-chniowsg i mamy wyrazenie analogiczne do /3.69/, w ktérym zamiast
Ny s B2 2 A° Jest 4 . B X .

Objetosé¢ przestrzeni dostgpna dla niezwigzanego ruchu czastki
lekkiej, jesli potencjaly poczczegdlnych contréw nie naktadajg
si¢ na siebie, wynosi V' =V - (N - 1) §m ﬁ(zv )3/2 ¥

W zakresie niskich gestosei p = N/V', po odrzuceniu wyraséw
sawiersjgcych q' w potgdze wyisze] nig pierwsza otrzymujemy w
podobn-y sposéb jak poprzednio operator zderszen:

/3.78/  Gqyy(k.8),(k,¥,8) = lv‘il dr, dr, @Py(v -

* [’7(’;2 - Ry) + [1 = n(rypRy)] p (g~ b12)}

=g u(ry,) -ikr ist -tK(12) ikr
127 " Mga2) lar ¢ e K(12)e !

=/ W katdym 8 centréw odpychajgcych stracona jest dla ruchu swo-
bodnego objetoéé zawarta miedzy powierzchnig walca o promie-
piu b a powier ohni kuli o promieniu Rz' a wiec obje-
3 ey - 2 _ 2 \3
toéé- § 7R3 i J: VR2 r? rar = $n (82 b2e)
4 R ]
-n—a
"3 |



lub

1379/ Gyo(kez) £(kv,2) = 81 QL (v) (-iz 4 dkv ).

. |dar [q(r12-R2)+ [1 - q(r,zoﬂz)] q(bgr - blz)}'

(=]
-ikr, izx =-TK, - 1xg ikr, t,(x,v,2)
. &= . - A ='-
e dre (e e )e ( iz+1!!)—¢7;7;7.

3.2.2.3. Postaé R.K, dla wszystkich predkosci.

Jesli czastka lekka znajduje sige w stanie niezwigzanym, to
zaleznosé od czasu jej drogi i predkoéci w ruchu pod dzialaniem
potencjatu "rdzed z jamg" opisana jest po zamianie Vo na - ?6
tymi samymi wzorami co przy predkosci czastki v> VEV;7E w ru-
chu pod dzialaniem potencjatu "rdzed ze stopniem". Dlatego celem
przedstawicnia explicite operatordéw zderzer /3.71/ i /3.79/ mo-
zemy skorzystaé z zaleznosci znaleziunych w punkcie 3.2.1., pe-
mietajgc o odrzucaniu obszardw ruchu zwiizanego., W rdwnaniu /3.71/
odrzucamy zatem caty obszar polozeri poczatkowych r, zawarty
wewnatrz kuli o promieniu R, , a wige obszar /4. + 5/ , zasé %

réwnaniu /3.75/ odrzucamy te cze$é wnetrza kuli c promieniu RZ A

w ktérej parametr zderzenia b > bgr . Prawa strona R.K. dla

rdzenia z jamg jest wiec postaci
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it g Rz
/3.80/ G(k,z) f (k,v,2)= % de CPM(')J- bdb |v]|

ve+2V _/m 1(z-k(3’) (1?:) (2),
Cro- L2 ) L )

~ W(v)+

R
. ei(z -ky) T ‘l’(!")}

T} +

Vv24e2? /m 1(z-k(3)'; 21 (3)
T (] g

(vl

( 3
i(z-k i)') 1"] i(z-k (!,')'r' (3)
e

+ ['-e iy}

+ e e (¥™)

(3) (3),
i(z-k y*)v® i(z- k v)T* _ (3) }
L A +

o

+ n(vl- ‘lzvo/m) 7(bgr -b) e P .

Vei-v?

i(z-kv)2 (@
o {7( gr'a1) 7 (b-R,) [1-e €x) vl ]\'F(v)
(5)
i(z-kv) T*
+ n(Ry-b) [1-e ]
(5D i( st (5) 1 és)') 2 (5)
z-kv ) T°* z-kv ’
. [\[»’(y')+ [G-e = i Yiv)+ e L £ Ty )]]

v
& {1 + nlv] - Vzvo/m) y(bgr-b)e PYo

V k-0
i(z-kyv)2 —F—V-;-_— +
[v(bgr-n,) n(b-R))  1-e

5
i(z-kv) (1')'

+ n(Ry =b) & (1-e i ’]} ‘V(!))
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»y ¥V, ¥, 1=1,2,...5 predko$é czastki znajdujgcej sie
w chwili t=0 w cbszarze i , odpo-

wiednio po 1,2,3 rrzyspieszeniach
Dla bardzo gigbokiej studni (V —o<)

2m ]
/3.8 of = & cpm(v)j de bdb |v|

3), 3),
{[1 - oi(zky H.] Yir)+
’ g (3), s 3)
+r - i(z'h g ] 2EEYNT oy
@ . . S
+ etz YT A(2-k ¥)TT P o ‘l’(!)}

przy czym teraz

3),

/3.82/ | v ,’ — oo
3), (3),
Yo=-%

% = - R.')/rvl —
‘é"/l‘i’l- 'y [ ' ,‘;—2 . o] ;
co pozwala napisad

2n R,
/3.33/ ot = § @u(v) MJ at J bdb {[1-;-'1513 (Ry=R)] .
o

(3) (3), (3),,
L ¥R - Y] 2YE - wu»}
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Wzdér ten dla k = O jak riwniez dla k Q(RZ-R1) riwnego calkowi-

tej krotnosci 2s; przechodzi w rdéwnanie Boltzmanna.

@, (@
Jedli V_=0, v sy =y,

i nasz operator zderzen

™
of = § 2an Py(v MJ bdb [‘{’((:3:)") - ‘l’(y)]

staje sig operatorem Boltzmanna.
Podobnie uzyskujemy operator Boltzmanna dla z,k —0 ;

v—-—oco,k —0;. R,—R

2 2 [

Dla bardzo duzych predkosci v—oo znikajg stany zwigzane
i1 nastepuje wyrdéwnanie sig predkosci czgstki w niektdérych podob-
szarach. Dzieki temu R.K. sie upraszcza. Przyjmuje ono postaé po-

dang w § 3.2.1.1., z tg tylko réznicg, ze zamiaet Vo nalezy wsta-

z

wié - 70 « Przy tym zastrzezeniu rozwijzaniem tego réwnania jest
/3.4%/.

wystepowanie czynnikdéw g 1 y w rozwigzaniu /3.49/ powoduje,
zarévno w wypadku stopnia jak i jJamy przesuniecie polozenia oso-
aliwosci wzgledem ich polozenié w rozwigzaniu rdwnania Boltzmanna
[3.13/. Biegun nrosty wystepuje teraz w punkcie 2z = gg-is:‘y o
diegun hydrodynamiczny 4 , *tory w rozwigzaniu R.B. byl czysto

urojony, obecnie jest zecpolony. Przebieg cigcia z symetrycznego
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wzgledwm cei urojonej zostat zamieniony na niesymetryczny, od pun-

1

ktu z = -kv+ £:1 Imy - i € 'Re Y do z =kv+ g, Imy-i ¢ 'Pey

Potozenie tych osobliwosci w jakosSciowy sposdéb przedstawicne jest

na rys. 7. 4 ¢
In 2
o) Re 5
i(- E;I-P kv ctgg kv)
« H
‘15;' -
Fy - ig, 'Y
kv - i€ -1 sky - i€
i o 7 v = LEY

Rys. 7. PoXozenie osobliwos$ci w rozwvigzaniu /3,.43/.
Dla pordwnania podano polozenie osobliwogei
ReBe /3.13/.

3.2.3. Zagadrienie jednowymiarowe.

Sciste rozwigzanie R.K. 2z operatoremi zderzer /3.38/ i /3.80/
jest zagadnieniem irudnym, trudniejszym niz rozwigzanie zwyklego
réwnania Boltzmanna, w ktdérym modul predkosci, w ukladzie CM ,
wystepujgcy jako argument szukanej funkcji jest zachowany.

Ta zmiana wielkosci predkosci jest specyficzng cecha naszego R.K.
i w celu zbadania jej wplywu na postaé rozwigzania wydaje sie ce-
lowe rozpatrzenie prostszego réwnania jednowymiarowego. Taki zde-

generowany model réwnania kinetyczrego bywa czesto pomocny w ba-

daniu wtasnosci rdéwnani kinetyczaych.
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wyprowadzimy wigc riSwnanie kinetyczne dla jednowymiarowego
problemu. Zastgpujac w rdéwnaniu /3.1/ wektory o trzech skiadowych
przez wektory o jednej sktadowej, e.ement objetosci dr przez
Jednowymiarowy odpowiednik dr a objetosc¢ naczynia V przez je-

go diugosé L , mamy

/3.84/ G(k,z2) f(k,2z,¥) =
oo
N -gu ‘il_{! izt
= i(z-ky) & |ldr e ¢, (v)e dr e
L M
o
<K - <K? £(k,z,v)

Cdpowiednikiem potencjatu rdzenia ze stopniem lub rdzenia z jamg

jest teraz jednowymiarowy potencjat bariery ze stopniem lub barie-

//,l\l
S
g -

ry z jamg.

I A/
1T : I Iv IIIV. 4

| |

| |

Iv :III :
| | |

| 1

|

|

|

2'Rn

V/// 5

///é///%/ //// 40

Rys. 8. Podzial przestrzeni fazowej w modelu jednowymiarowynm

Dzielimy oé r /1-wymiarowg przeetrzen konfiguracyjna/ na prze-
dziaty I,II,III,IV, przy przejsSciu miedzy ktérymi czasteczka ule-
ga przy$pieszeniom., S3 to odpowiedniki jeanowymiarowe obszardéw
3,5 5, 5.0 3_ w punkcie 3.2.1. Jesli opudcié notacje wektorows
podane w Dodatku VI wzory na zaleznos$¢ polozenia i predkosci cza-
steczki od czasu w tych obszarach pozostajg siuszne w zagadnieniu
Jednowymiarowye,

Poniewaz przestrzen fazowa jest obecnie tylko 2-wymiarowa
mozra ruch czgsteczki w zaleznosci od jej poXozenia poczstkowego

zobrazowaé w oroagty sposdb graficzanie /rys.9/.
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1, T,
v
; T, T

Y WSV X
_— T LT —

S-S o -
“oRZ R‘: _v,:R 1 qlrv
e e ‘\'2 v TZ H

f T

Rys. JA Ruch czgstki w potencjale: dariera + stopier, przy
poczgtkowym potozeniu w obszarze I /IV, i przy po-

-

czatkowe] energii kinetyczne] <i > V ; v’-VvZ-zvo/m

v
v IZY I1 I
—112 ’
H 1. V' T,
T N A
i !
-k R o IR R r
2 T iin 2
T e T
!

B Ruch czastki w potencjale: bariera + stopier, prz;
poczatkowym potczeniu w obszarze II /IIZ/ 1 poczs-

tkowej predkodci v >0 /v <Q/; v’-\’v‘ozvolm

v
Iv ITI I1 i
—_—T v’
i v
-Rz -FH 0 ELI R: o
ap . AN
- " T'

~

C Ruch czastki w potencjale: bariera + stopier, przy
poczgtkowym potozeniu w obszarze II /I1II/ i poczg-

tkowej predkosci v<<O0 /v >C/; v'-Vv‘+ZV°/m

v
Iv 13T II 4
7] hr)

; R L4 {
i e i)
; |

—_— . w i f—ee
: T |- : L5}

D Ruch czgstki w potencjale: bariera + jama. przy
pcczgtkowym porcieniu/ /woobsznrze I,IV.
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v III II I

q<
|:‘

- -R R R r
L O T .
Y% o[=v T

Ruch czgstki w potencjale: bariera + jama, przy
poczatkowym poozeniu w obszarze II /III/ i pocza-

tkowej predkosci v>0 /v<<0/; v’ =\v -2V /m

v III II I
24

e
—_——

4«

-Rz -H' 0 R

Ruch czgstki w potencjale: bariera + jama, przy
poczgtkowym potozeniu w obszarze II /III/ i pocza-
tkowej predkosci v <0 /v>0/; v'=\v -2 /m
v
Iv IIZ II I

Rys. 9.

Ruch czgstki w potencjale: bariera + jama, przy
poczatkowym potozeniu w obszarze II /III/ i poczg-
tkowej energii kinetycznej << Vo .

Rodzaje ruchu czgstki pod wpiywem jednowymiarowego
potencjatu skokowego, dajgce niezerowy wktad do
operatora zderzeri. Wktad od ruchu przedstawionego
na rys, G /ruch w stanie zwigszanym/ odrzucamy.
Wielzod$ci T, /i = 1,2,3/ oznaczajg czasy zmia-
ny pozozenia * pr

zestrzeni fazowej: << T, << 73 .
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W wyn.ku obliczeri analogicznych do przedstawionych dla za-

gadnieria tréjwymiarowego w pimkcie 3.2. otrzymujemy nastepujace

operatory zderzern: - dla potencjaru "beriera + stopieri", w anzlo-

gli 1o wyrazenia /3.38/
Gf = E‘{%CPH(V) 4] CV(U.'-VZ) W(-v) +

2_n v
/3.85/ s p(v°-y) W (g WEuy )+

R
[ — — ikRY— .
Gl Vv -U1 e vl :.‘y = |v| Vv -U )- \V(— v -U1)]

iz 3 »
+ e =¥ [‘i’(— v)- ‘I’(-—I-:T v‘-U1 )]
R
LET Gt Js o Uk i Y

1z ==  {kR——

. {\y(-v)n Vi o i Vv +U, )- ‘l’(—v)] +"1f(m V#w,}}

-pV i(z-kv) *
-{1+20 [1-e ¥(v))
- dla potencjaiu "bariera + jama" w analogii do wyrazenia /3.80/

of = —(Pu(v) vl CW(—=— i Vvlsu )

1(z-k —Yvieu,) £

+ e 2 Vv2+0, [1['(. -l""— v2¢U1) -Y(—\:—i VV2¢U1 )]
R :
iz ﬁ‘ ; ;
/3.86/ + e ¥Ealn [‘!’(—v) - ¥ —'%'- /v2¢U1)]
R
v iz === R ——
+ q(VZ-U.') °+5 o (‘I - e i e R i ).

z— ikR

e £
d {‘F(-v)n Vo v [\p(— —= veal, )- Wiy ] + (- V;Tq)]

( 4 v i(z-k
-11 + p(ve-t.) 2e° » [1-e i

—"7]}\1« e)



- 108 -

przy czym U, = Zvo/m s Rm= Rz - R1 .

hyprowaizenie wyrazenia /3.86/ jeet prostsze niz wyprowadze-
nie /5>.80/, gdyz przy rozpatrywaniu standw zwigzanych w zagadnie-
niu jednowyrmiarowym odpada koniecznos$é uwzglednienia zasady za-
chowania momentu pegdu.

tatwo widaé, 2e wyrazenia ,3.85/, /3.8o/ przechodzg w czion
zderzeniowy réwnania Boltzmanna, jesli sz-kv = 217t |vi/R 1 albo

z = 2 mn\v® U/R, kvs2nmn|v| /R

albo

z R -k—“;"—Rszmﬂ. ZR_ = nN;
v;U.' . v*I.:1

l,m,n 83 to dowolne liczby caikowite, znak /-/ odpowiada rdwna-
niu /3.85/ a znak /+/ rdéwnaniu /3.86/.
Dla k,z—0 jak réwniez dla U— O otrzymany operator zderzen

przechodzi w 1-wymiarowy operator zderzei réwnania Boltzmanna
Gf = NT'I |v| (Pu(v) [‘lf(- v) - ‘}'(v)]

Dla v — oo , a8 $ciflej dla ve >>U1 otrzymane wyrazenia dla
bariery ze stopniem i jamg brzyjmu:jq postaé identyczng

FPV IpV jz—2- ikR—
73.817/ ot = B v @um [e PV +(1-,*° (10 VT ¢ VI )]

L
. [‘{'(-v) -V(V)]

przy czym znak /-/ nelezy wzigé dla stopnia a /+/ dla jamy.
Po oznaczeniu warunku poczqtkowego na W(v) przez h(v),
l'il |v| przesz ¢! oraz

PV PV 1z B SR =~
/3.88/ e’ %4 (1-e P R ) =Lw)
mozemy zapisaé asymptotyczne R.K. /dla duzych predkosci v/ naste-
pujaco:



- 109 =
[i(-z+kv)~e’1 f(v)] ‘V(v)-g'1 e(v) Y(-v) = h(v)
kozwizzaniem tego rdwnania jest

/3.89/ W(v)= [i(-z-kvue" f(-v)] h(vht:"’E(v)h(-w

[1 C2-kv)+r € ' EW) ] [1<-z-kv)+e“&-v)] -£2Em) L

W naszym zadaniu interesujgce jest przede wszystkim poiozenie bie-

gundéw a wiec znikanie mianownika w rozwiazaniu /3.89/:

- 22 4 k%8 +s'1 {-12[& (v) +£(—v)] + kv [E(-v)-f(v)] } =0
co zachodzi w punktach

/3+30/

e Ewmsten ] EV-c2emvgen ] 4 {72 nerfgen 4o
2

21'4 =

R
iz ==
Poniewaz predko$é v jest bardzo duza wiec kladziemy e ¥l & 9

Wtedy

FBRV FAV
En+€ev= 2 [e e+ (1-e

°) (1 - co8 kR)]

oraz
Eevy-Ew= 21(1 - e;Bv°) ein(k R oh
Zatem
Br.g ™ " 1g”! [ewVo +(1 - e;”°) (1 - cos xr)| 2

BV
o}sinkR

: V—e“ [e*PY0 4(1-e #V0) (1-coaknf + K2v2s21kvl(1-e
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lub

+ pV
z‘.‘,a = N—;n’-lvl@l[(f-e*pv") (I—cos k R) + e 2 o] t

/3.91/ 2 {-[e; pv° +(1-e; p‘,")(1-c¢:valdi)]2 + RZ(N—ET)Z +

+ 21k —1-(-&-)2 (1-e; ”°)s1n k R}’/Zj

Dla Vv, =0 lub kR = n2n(n = 0,1,2...) sg to bieguny rozwigza-
2
nia jednowymiarowego réwnania Boltzmanna, ktdre dla k2 <(LI—.1)

leza na osi urojonej /pordéwnaj Dodatek V/.
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4. Zestawienie wynikdw.

Wykazalismy powyzej, 2e dla opisu ruchu czastki znaczonej,
ktéry nazwalismy uogdélniong dyfuzjg mozna wyprowadzié réwnanie
kinetyczne /2.6/ stuszne zaréwno dla dowolnej gestolci osrodka
jak i dla dowolnej skali czasu. Réwnanie to w zerowym przyblize-
niu, w ktérym zastgpujemy operator zderzen €;(t) przez operator
g(O) przéchodzi w réwnanie Fokkera-Plancka. Réwnanie to w od-
réinieniu od otrzymanych wczesniej rdéwnasd kinetycznych poprawnie
opisuje poczgtkowe stadium procesu, co sprawdzilismy obliczajgc
na jego podstawie pierwsze 4 momenty prawa rozpraszania S'(kau).
Wyznaczenie momentéw tego prawa poauwam& naprzdéd w Dodatku II,

w ktérym podajemy nieznane dotgd momenty: VI i VIII.

Dla gazu o niskiej gestosci zamiast rdéwnania /2.6/ otrzy-
malisémy, w przyblizeniu zderzef binarnych réwnanie kinetyczne
z czionem zderzeniowym danym przez wyrazenie /2.24/ lub réwno-
wazne mu wyrazenie /2.18/, /2.27/. Czion zderzeniowy dany przez
te wyrazenia stanowi uogdlnienie czlonu zderzeniowego w réwnaniu
Boltzmanna, zardéwno ze wzgledu na skale przestrzenng jak i cza-
sowg, Dla k— 0, z — O /po przeksztaiceniu Fouriera-Lapla-
ce ‘a/ Jak i dla potencjaru twardych kul czion zderzeniowy nasze-
g0 R.K. przechodzi w czion zderzeniowy R.B.

Wyprowadzone w przyblizeniu zderzen binarnych R.K.'zaatoeowéli-
$my do opisu dyfuzji w gazie Lorentza, dla kilku prostych typdw
oddziatywania miedzy czgstkg lekkg a czgstkami osrodka.

W najprostszym modelu "kul spresystych", w ktérym zaklada-
my skoficzony czas zderzenia <t* , réwnanie kinetyczne dalo eig
rozwigzaé, poréwnaj /3.12/. Rozwigzanie wskazuje na zmiane cha=-
rakteru bieguna hydrodynamicznego pod wplywem skorczonego czaeu
trwania zderzenia. Zamiast bieguna lezzcego-na oailurojonej‘

tak jak to jest w rozwigzaniu R.B. otrzymujemy biegun letgcy
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w plaszczyinie zespolonej, o niezerowej wspSirzgednej rzeczywi-
stej. Przy tym wielko$é odsunigcia od osi urojonej zalety od cza
su t°.

Wyprowadzilismy R.K. taktg dla potencjaiu sziywnych kul oto
czonego dodatkowo potencjatem odpychajgcym - o ksztaicie prosto-
kgtnego stopnia i przyciggajgcym - o ksgtaicie rrostokgtnej ja-
my., Dla takich potencjaléw udato si¢ nam rozwigzaé R.K. przy du-
2ych predkosciach :-zgastki dyfundujgcej. Rozwigzanie to /3.49/
co do swej postaci matematycznej przypomina rozwigzanie R.B.
/3.13/, Jednakie wszystkie osobliwosci wyratenia /3.49/ sg prze-
sunigte w stosunku do osobliwosci wyraionia /3.13/. Warto nad-
mienié, ze wyprowadzenie R.K. dla potencjaiu przyciggajacego wy-
magato dodatkowo, w pordéwnaniu z wyprowadzeniem R.K. dla poten-
cjatu odpychajgcego, podziatu przestrzeni fazowej na obszary ru-
chu swobodnego i zwigzanego.

Jako szczegélny model matematyczny R.K. podalismy réwnanie
kinetyczne 1-wymiarowe. Réwnanie takie ma prostszg postaé mate-
matyczng niz rdéwnanie 3-wymiarowe: jest ono réwnaniem funkcyj-
nym 8 nie catkowym. Jednoczesnie posiada jednak niektére typowe
cechy R.K. 3-wymiarowego i dzigeki temu powinno utatwié zbadanie
réinic miedzy rozwigzaniem R.B. a rozwigzaniem problemu uogdl-
nionej dyfuzji.

Schemat zaleznosdci migdzy wyprowadzonymi w pracy riwnania-

mi pokasguje rys. 10.




R.L.

s, (x,w)[—<—0.R.K. [ —{ R.t.P.P.1 0.R.K.,g.L. L—
~5,® (k)= B.K.p.5.b. |~ B.t.F.P.2 R.K.p.s.b.,g.L. I
R.B. n.x.p.:.b..g.L.Ll R.B.,g.L.
J.n.x..g.x..H J.R.K.,g.L. |

Objaénienia skrétéw

R.L. - réwnanie Liouville’a
U.R.K.- ogélne réwnanie kinetyczne, /2.6/,8tr.36

R.Kep.2z.b. = réwnanie kinetycszne w przybliieniu zdersed
binarnych, /2.18/ str.48, /2.28/ str.59

R.toF.P. - réwnanie typu Fokkera-Plancka /2.32/ str.63
1 - z prawg strong zawierajgcg % (0)
2 - z prawg strong zawierajgcy 612(0)

R.Bo <= réwnanie Boltzmanna dla samodyfuzji
J.R.K.- jednowymiarowe rdéwnanie kinetycszne
S;m(k,w) - momenty prawa rozpraszania
g. L. - dla gazu Lorentza
~ - przyblizone ;
H L~ - potencjaly : "rdzed ze stopniem™ i “rdzed z jamg"
Rys. 10. Schemat zaleznodéci miedzy rdéwnaniami mechaniki

statystycznej uogdlnionej dyfuzji wyprowadzonymi
w niniejszej pracy.



Dodatkidi

1. Réwnanie Liouville’'a

Wiadomo, ze ruch ukladu nalezy do jednoparametrowe;
pcdgrupy przeksztaicerd kanonicznych [45).& wyniku transformacji
kanonicznej) element przestrzeni fazowej nie zmienia swej odbjcto-
sci. Poniewaz przesuwa gie on wraz z rucnem punktu fazowego przed-
stawiajgcego uklad, wigc gestosSc punktéw wzgl¢dnie gestos$é prawio-
podobieristwa nie zmienia sie w trakcie ruchu. Znajduje to wyraz
w twierdzeniu Liouville ‘a.

Funkcja rozkitadu fN = fh&\'°"’ru'!1""!§'t) Jest catkg
rucau, tzn. jest stalig na trajektoriach fazowych

A zatem

di
— 5
dt
wyrazajgc pocaodng zupeing przez pochodng czgstxowgy af/ ot

1 przez nawiasy Poissona

N

(AEY: 3y _3f 38 .
[fN.H] = ; ml ( *a rid avid f)'iu ;riu ) )

otrzymujemy réwnanie Liouville a

[s%)
o]

/I,1/ = = (B %],

(¢

ktdére mozemy traktowaé jako rdéwnanie ciggiosci w przestrzeni fa-
zowej.

Wprowadzajqc operator Liouville a
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mozemy réwaanie /I,1/ zapisaé w pustaci

3ty
T " Ky Iy

Formalne rozwigzznie tego réwnania przedstawiamy przy pomocy cpe-
-tK
ratora przesunigcia e N wprowadzonego przez Koopmana

-tKN o
fn(;1,...;N,g1....yN.t )= e fN(;,....,;N. Vyreeo¥yg)

gdzie fg oznaczz warunek poczgtkowy problemu, w chwili t =0

Jezeli energia potencjalna

N
U:v ulm (1.'1'25,)1
e

to
G Uim
= O za wyjgtkiem i1 =1 oraz i =m.
¢ Ii
Poniewaz
aulm J Yim
d Im d n
wiec

przy czym




S K

II. Momenty prawa rozpraszania.

Prawo rozpraszania Ss(K.u>) przy duzych czestosciach w,
oznaczajgcych duze straty energii czgstki rozpraszanej g mozliwe
oczywiscie tylko przy jej duzych energiach poczgatkowych, daje sie
przyblizyé przez momenty energetyczne funkcji Se(k.un 43 . Sg
one Xatwiejsze do wyznaczenia niz samo rrawo rozpraczania, gdyz
wymagajg znajomos$ci tylko stanu podstawowego ukladu. Znajdziemy
te momenty w przyblizeniu klasycznym.

Zgodnie z wiasnosSciami transformaty Fouriera, zachowanie gie
prawa rozpraszania Ss(k,u))przy duzych czestosciach W jest
okreslone przez zachowanie sie funkcji Ia(k. t) przy matych cza-
sach t . Celem wyznaczenia przebiegu funkcji IB dla matych cza-
séw uzywamy kilku jej najblizszych pochodnych czasowych wzietych
w chwili t = 0 , stosunkowo atwych do wyliczenia. Widzielismy
we Wstepie § 1.3.1., wzér /1.9/, 2e pochodne te réwne sg z dokiad-
noécia do statego wspdéiczynnika kolejnym momentom funkecji Ss .

Mamy zatem

/I1.1/ Is(k.t) = J‘O Ga(r,t)dg =
o ¥

= j 0-1!2 %<Z$ [ZJ(H- EJ(O)’ g]> dr = °
v j=1

N
Z ik [r, (t)- r,10)]

= %( e J J >
3=

lub jesli wezystkie czgstki ukladu sg Jednakowe

-ikr, (0) eigg.‘(t)

=

/11.2/ xa,(g.t) =< e

Moment n-tego rzedu prawa rozpraszania
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oo

: n)
/11.3/ Wt S (kw) dw = (-1)n xi (k,0) =

- -tkr (0 [ B tkr, (t)
= (-i)%<zglk'{ [—d'e 4 ]t=0>

FE at?

luo jesli wezystkie czaetki sg jednakowe

) n n n (n)
/11.4/  (<1) I (k.0) = (=1) <g_,(0) e, (0)> >

-ikr, ikr
(- R ’ @y = ¢ .

Momenty rzeddéw nieparzystych réwne sg zeru. Wynika to z nie-

zmienniczoscl rdéwnan mechaniki wzgledem inwersji czasu. Zatem
Ga(r,t) = G‘(r.-t)
oraz zgodaie z definicjg /II.1/

IB(E't) s Is(Ev’t)

co z kolei implikuje znikanie nieparzystych pochodnych czasowych
funkeji Is wzigtych w punkcie t = 0 , a wigc i znikanie momen-

tow nieparzystego rzgdu,

II.1'. Gaz doskonaly

W gazie doskonaiym zaniedbujemy oddzialywanie molekut ze so-
ba. Molekuiy poruszajg sig ruchem swobodoym r, (t)= gi(O) + !it.

Wéwczas



/11.5/ G'(r,t) = i&aki-!J(O) -rj(t)]>-

3=
Im /2

3 g Idv ¢ -’.}2/26(;« %)

0 i@\/_@) r®]

Dla gagu ziozonego z molekul jednakowych n =0, J= 1500 8

2 2
-hnr/zt)
/11.6/  Gg(rst) -«} V m (

Z kolei

LI, 0 %
ILY 1(k,%) -i<.z s e

J=1
1 2 1!!3t
'R<ZC > .
=1
E 10k v ok v ok v )t —pm,(vE, ov’, sv)/2
k N, Javpdvogdv,, e x'x3 "y Ty e ey’ TR T Yy My
j=1 F" ."‘3!3/2
1 = 2t2
’1; = (- 7y )

Jesli m‘1 = p

/11.8/ I = e



Zaten funkcja I, ma kestalt krsywej Caussa; ogélny wedér na jej
pochodng w chwili ¢t = 0 , proporcjonalng do momentu prawa rozpra.
szanis jest /dla my = mn/

(2r) -
/11.9/ I, (k00 = (<)F 1+ 3+ 5., (2r-) ()

Na podstawie /II.7/
N

S¢(k,w) = zhr j'."‘” I (k. t)dt = }:ﬁ. V;.t;. .
J=t 7

* exp [- mgpw?/(ad)]

a dla m.1 =m

/11.10/ Sg(k,w) = Ti.r‘{a_a_ o1 Pw?/(2x?)

II.2. Momenty rsedéw parzystych funkcji s.(kﬁn)dll'nkladu
Jednakowych czastek,

II.2.1. Niektére potrsebne zwigzki.

ikr
Policzymy pochodne czasowe funkecji ey = © i
ikyr i
@y = ik e e iky, e i o By =Y
. ikr,
8 = [1gy - (kvy)?] e ’

[1X.1%/ ikr
Ty - [1KF, - 3 ki, (kyy)- tleyP ] o
e = [16F, - 4 6¥, (kv 3(kP - 1 6 k¥, (ky,)? +
ikr
+ (eypfle !

Wyrasimy wyisszse pochodne prgdkodci wielokrotnie korzystajgc
s réwnaf ruchu
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/11.12/ By === %

Iy
N 8
5 2
/ILA3/ §y = %;H— %32;32_’%5.!3
(1S 22y 2y
/11-14/ !1 = (E) 45-—.;%- agj -
e
EJZ” TerETs un

Tutaj U = U(;1,...,;N) Jeet energig potencjalng N atomdw.

Celem obliczenia mcmentdéw nalesy wstawié powyzsze funkcje do
wyratenia /II.4/ i wykonaé udrednianie. Wtedy niektgre ze sktadni-
kéw sq réwne zeru ze wzglgdu na nieparzystosé funkcyj podcalkowyckh,
catkowanych w symetrycznych granicach. % szczegdélnosSci znikajg cai-
ki z funkeji rozkladu energetycznego e'”H . mnozonej zardwno
przegz nieparzystg krotno$é wektordéw predkodci jak i nieparzysta
krotnodé operatordw gradientu dziatajgcego na potencial.

A wigc np.

/11.15/ << gJ: ,1: > =0

chyba, 2¢ n im 83 parzystealbo j =1, « = § 1 n+ns=
liczbie parzystej. Podobnie jest dla bardziej ekoéiiko-anych ilo-
czyndéw: obecno$é choéby jednej skiadowej predkosci /ktérejkolwiek
czastki/, wystepujgcej w potedze nieparzystej sprowadze przy
usrednieniu wynik = 0 .

Wskaznikl zreckie oznaczaja skiadowe wektordw w ukladzie
wspdtrzednych prostokitnych x,y,z, np. Vix Oznacza sxtadowy X
predkosci czgstki nr i . Podobnie ryy oOznacza skladowy x we-

ktora Ty ktérg bedziemy oznaczali rdwniez crzesz X .
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Jesli jekakolwiek sktadowa gradientu dszialajgcego na potencjatr wy-
stgpuje w dmﬁ wyrazeniu nieparsystg ilosé i-azy. to wartosé $red-

nis tego wyrasenia réwnies znike. W ssczegélnosci

2n+1
< 11*JL > = 0,

1,J,ky oo. 88 to liczoy catkowite, ktérych suma i+j+k... = 2n + 1
jest numerem czastki, m <l( .

Dla uproszczenia obliczerl bgdziemy korzystali z podanego na
str.16 /wzdér 1.24/ twierdzenia "o przesuwaniu kropek" <Aﬁ>7
= -<iB > .

Begdziemy tez stosowali tgw. relacj¢ Yvona
2 1 J
/L6 < y?% > s < w S

gdzie y, Jest 'dowolnq regularng funkcjg zasd Xy Jeet skXadowy
wektora Ty Relacje te uzyskujemy catkujgc przeg czesci

<1} -g-"— > = —J.d!.‘_dgn j.dgr..dxidyidzi...druy-%% e'-m=

L
B U
Qujdr,...dyi ds,...dry & &L

£ J -pU 1
--Q; sd£1"'d!i"'dsl 3—% e -_T =

J
L_.ozs— 'g-gi > (zN. Id!n_[dsn e, o= far" .~PU )

ze wzgledu na zalodenie regularnodci y o
Potrzeona tez bedzie calka
(-1

2 (2r=1)W 7
/11.17/ Jla'“x x°Tix = = Sr=7 + T naturalne,
2 a

=)
(2911 =1 3¢ 5°,,°(2r-1)



na podstawie ktdérej

11118/ < (kzpi>= g= k2, L (kv1)‘>-(—b}? %y
- m

/11137 < (kyy) &> = B < vt .22 21,8

(pm ) (pm)*

II.2.2. Pierwsze cztery momenty.

Widzimy natychmiast, 2e moment zerowego rzgdu wynosi 1 :
-ikr,(0) 1ikr,(0)
e ! e ' > = <1 > = 1,

/11.20/ 1,(k,0) =<

Moment drugiego rzedu

/I1.21/ - 19%,0) = -< o_,(0) §(0) >~

- - <ty - (k)% > = < (0v) 2> = v
Moment czwartego rzedu
/11.22/ 1{4)(k,0)=<p_,(0) e (0) >= B, &> =
- [reiy-exp? | [trwy -(evp)?] >
=< (kv )2 + (v 4>= 5"’(;? + k2 <12-L>
gdys

<(kv )e>"—<ka rm kg a. >
k 9°U
’7:5‘52<%T’5§x£1>'ﬁ‘< 322

przy czym skorzystalismy z tego, ze usSredniana wielko$é jest ska-
larem i nie zalezy od kierunku osi uktadu wspéirzednych: dobrali-
dmy uktad tak, by

1183/ k # [k, Cur@]l
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Stosujemy konwencje sumowanie po wskazinikach o« €E,... powta-
rzajgcych sig. W przejsciu ostetnim skorzystalismy z relacji Yvona
/I11.16/. Nastgpnie

2 azu
/1L.24/ <g—ﬁ>-(n-1)<—a—:‘-§ > =
1 1
9%u(ry,)
=N Sdg1dgz ;7 52(r12)%2- =

1

gdzie g(r) jest pierwszgq z szeregu funkcji dystrybucyjnych zde-
finiowanych w zcspole kanonicznym nastgpujaco [44]

-8U
J‘e ng... dry

J"fﬂUdIN
-fU
e dr,...dr
v.[ =4 " <N

J' o= PUg N

-pU
e drc...dr,
VI =5 =N

’

/11.25/ %2 g(ry,) = (8-1) X

2
/11.26/ !‘:'3' g (3) (245 To 23)'(3'1)(N—2)

3
/11.27/ %; ez, 2,051, )= (- (8-2)(8-3)

f°-BU a"
1td.
Zatem
2
.28/ 1{¥k,0) = kt o S a 2% ur)
o) =t Ty e kf Sl § e e

Pierwsze cztery momenty policzyl de Gennes [4 ]. Podamy obecnie



- AN -

momenty wyzszych rzedéw.

II.2.3. Moment 6-go rzedu

29/ - 18,00 = - (0) HOD IR

= ()? - 2y + 9 (ci)® (ky) ¢ +(e2)¢>
=68 + 15(58) 2 (53,02 +55)® > =

- -5 > o>

poniewaz

(e K> = 30y 2ty ki, >

Policzmy kolejne sktadniki tego momentu, przyjmujgec & =

[k, 0, 0] 4 korzystajqc z /11.13/. Pierwszy sktadaik:

<(kv1)kv1> '3<Z ar"ar“ chk

4=1 1a1 a’sz T1a

"n>

"'<2“:Z rdtéxizbr‘ Ve 'u>

$ul 1= 12

2 € T
R et IS <Z g 9 T
mz E)x,Br ¢ Ox’ Brjs >

k2 32 02 321
’bm3[ CExE ax,ar e <Z5x,_bir%zf5r—'>

Pierwszy wyraz w nawiasie kwadratocwym jest rdwny

2 2
k) 2y 9 u12 (K=1(H= o Wyp - d° Ung,
(8-1) < EENEEN a:,ar,‘ HEN 2)<8x1 Iry, 8x1§r,¢ >

]
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drugl wyraz Jest réwny

92
g o I
i < Ixydryy O3y Iy :

a wiec
e 2 k2 J 2"1? 9 _2_;_3_1
/11.31/ <(|£i1) >' ? 2(N-1)< X409 Tyy e e P >+

) “13
+ ("‘")(“‘2)< ax,ar,, Ux 5Ty >jl

2 2 2
k > N d° u 9 u
S [27 jdi 8(r) 3xorg— Ixom - *

2 2
2 9 u 9 u

(3) 12 il
& ‘% dry dr, dry g 90X, 0Ty ©0X; 0Ty :l

Drugi skiadnik w wyrazeniu /IL.29/ na I(®:
/11.32/ = 5 < k¥, (ky, )3> 3

"5(‘l)<2"« H— vie (kxf kg v >

3=

1 92y
s T ol TR e

2l
" -5(—%)&4(u-1)<%::—;3 v, 4 > :

1 4 3 N 9211
= 5= k% (N=1) d .
MY | e

Zatem, korzystajgc jeszcze z /II.19/ dostajemy
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/11337 18 (k,0) « < Ty B>

6 4.2 4 3 b
R T R e

- m
sk 213 {2 J'dr g(r) [(QELZ) + (3_2_‘1_)2 . (-&‘-)2 ] .
ol i i 9 x° dxdy 9xdz

« 5 Mz arar, g _a_zﬁi izill . _32“12 9%uqy ’ 32“1292121
=17=2"=3 3112 ax12 9x1§)y1 9:19y1 9118113 J

II.2.4, Moment 8-go rzedu

VIII v o
/11.34/ I'(a)(k.o) =< o (0) @ (0) >= g, g >

<{ 4(k¥y) kyy =3(kiy? +(kyy b ¢ 1 [6 ki, (kv )f - sf,]} .
{ 4 k¥, (kvy) -3(ki P +(ee) - 1 [6 k3, (kxyP - xi',]} > -
= [ 408 kg -3(8)F +<u,>‘]2 + [6 k¥, Cexy? - ﬁ,]z > -
= 16(i? (evy? + 9(kiy +(ky P + 28 ¥, (k3P Ky, - 8 KF, (P
+ 30 (g P (gxf - 12 i, (i) kP + (TP D=
= < (kyyP + 70 (i P (kv + 2806F,¢ (v - T(kdf + (TP >

Dlatego

/1135 18,00 =<lex P - 14 k¥, (xxp + 28 G6EF (x,? -

- 163 +0TP >
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W dwu ostatnich przeksztalceniach wykorzystali$my wynikajace

z réwnosci /1. e4/ tozsamodci:

<si*> = iy k> = - 3<__1 (i kv, > »
wige < k¥, 1P kyy >= - 3<sgf >
(P (kg > = <oy [y g = - <bwy[kE, Gyt +
+ ki 4Gy ki) > o

wige iy ey > = - 5 (ki P x>
<%, (2 (o P > = <[ ¥, lexyfP + by 2(wy) b3, ] >=

= - <GE P (e >- 2 <, sty kyy >=

- -l > §<ery >

Celem skrdcenia zapisu dalazych przeksztnlceﬂ definiujemy symbol
rézniczkowania:

n af
il S = U(lx, Je, kY,...)

/11.36/
CE . acharky

Wtedy na mocy /II.13/, /II.23/, /I1.15/ i /II.19/ mamy
N
111317 < iy (x> == 1Y kg U1, $)vyy (kg v, )° > =
J=1 ‘ '
1.6 6 1,63°5
= - 2 kv Uiz, 1x D>e - 1k F )3 22 u(rx, x>
= -1 ﬁ(m) u12(1x.1x)>
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Drugi skitadnik
N

/11.38/ (@B F kP D) Kk U(ta,33) v, Sk -

J=1 1=1

. U(1g.1A)vn k” Vi ky v1'>

1=1

o FoE g i 5%

j=2 1=

” i: k‘[<z U(1x,1x)v1, U(1x,12) vy, '2x .

= -:? k4[< u(ix,13) v.|x UMx,18) vy, v1i +

+ t 0(1%,87) vy U(1x, 33) vy, v1$>]

5 3.2

Pierwszy wyraz w nawiasie kwadratowym rdéwnosci, z uwagi na /II.15/:
2 4 &2 £ 2 4
1139 < [U(‘lx,‘lx)] vag +[00x W] w3 w3 4 [oOx02] v i 2 >

;[3 u1j(1x 1x) uu(1x,1x) +

+ u1j(1x,1y) uu(1x.1y) +

+ u13(1x,1z) ugq (1x,12) ]>.
(p;)z{ (N-1)<3 [u12(1x.1x)]2 +[u12(1x.1y)]2 +[u12(1x.1z)]2>

+ @-D(8-2)<3 vy, (1%, 130)ug5(1x.12)+ 0y, (1%, 17)uy 5 (12,17) +

(pm) 3-2

+ u12(ix.1z\u13(1x,1z)>}v

przy czym w pierwezym przejsciu skorzystalismy z /II1.18/.
Podoonie, drugi wyraz w nawiasie kwadratowym wyrazenia /II.37/

rowna sie:
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[U(ix.da)] > ( )<Z[“13("'3°‘)] >-

A 8 u a u
o 5 0 T 12 12 .
‘”m) (N ”< Iz, dr,, Jx ar2u>

2 2 2 2
» (’—15) (N-1)< [u12(1x,1x)] +[u12(1x.1y)]+[u,2(1x,1z)])
Po wstawieniu /II1.39/ i /I1.40/ do /II.38/ dostajemy
b sl 4 2
/11.41/ <(l.xx,)‘ (ky,F > = ;‘5-';3-{2(N-1)<2[u12(1x.1x)] +[u12ﬁx.1yﬁ
+ [u12(1x,1z)]2> 4

+(N-1)(N-2)<3u12(1x,1x) u13(1x,1x)+

2
/11.40/ (=) <

N

+ ug,(1x,1y) u13(1x,1y)+ u12(1x,1z)u13(1x,1z>]

Korzystajgc z zaleznosdci /II.12/ oraz 3-krotnie z relacji /II.16/
przeksztalcamy nastepny sktadnik w wyrazeniu /II.35/:

/11.42/ <(lsi,)“> -(§}4< (aUA:1)3 u/ 0x1> =

n [ <o* v axt> - (92 u/ax12) >]
gm
e z-—-i“' ><Zé_a,“* a“'1>]

” j=2 i=2 J=1
4 2% .
.53;1[1 (I“i\< ax1‘;2>+
2 ‘ p) zu‘,2 2 a‘?u.‘2 u,
-,(N-1;<(TXT)>4 (N—1)(N-2)< 9:1 ——l >]
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Stosowalismy przy tym zwyklg symbolike rézniczkowania, ktdra
w tym wypadku okazata sig prostsza nii wprowadzona przez nas wzo-
rem /II1.36/.

Obliczenie ostatniego sktednika w /IT.35/ jest najbardziej
ucigzliwe. Na mocy zwigzku /II;14/, definicji /II.36/ i doboru ta-
kiego ukXadu wspdéirzednych, by zachodzito /II.23/:

. X
/11,437 < (68)2> '<&EZ kg U(13,%) U(3e)-

3=
R

J=1 1=1

2 k
d i?<i§;; U(1x, jo) U(ja) U(1x,n¢) U(ng) -
= %ZZZ'U(Tx,nu) U(nw) l}(‘lx.,ﬁ,lt) Vig Ve *
n j 1 :
+ZZZZ U(1x,Ja,11)U(1x,pg,q7)v3¢ il’i Vi vq'9>
I 1 p a

Po wszystkich wskaZnikach tacifiekich sumujemy przy tym od 1 do N.
Widzimy, ze wyrazenie /II.43/ mozemy napisa¢ w postaci:

111,44/  (BD)°>=(k/m)? () + Ay + Aq),

gdzie A1 oznacza czion zaiierathy a\iﬂe podwéjng, 12 - sumg po-
tréjna, A3 - poczwérnsg. Policziﬁj A." i Az. Po dwukrotnym zastosowa-
niu relacji Yvona /II.16/:

Ay = —1——2'22{1 [2 U(1x, je, Jor,ne) U(i1x,n¢) +
Bm® j n P
+ U(1x, J«, ) U(1x,n€,0¢) + U(1x, I, ne) U(1x, Joc,ne) ] +

+ U(1x, 30) U (1%, ne) U(jo,n¢) } ’
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zaé4 po wycaitkcwaniu wzglgdem predkodci /pordéwnaj /II.15/ i
/11.18/ / oraz po zustosowaniu relacji /II.16/

s én2

A, = < - — Z Z[U(‘lx.ncr. nx)U(1x,Je,J€)+
. J n

+ U(1x,n )U(1x, JE, JE,nax ) ] >

Stad

(Ildd4o/ Ay + A, = <P_12 E : 2 :{pl[u(‘lx.ja,nz)U(1x,Jc,n:)-
: m
J n

- U(lx.na.na)U(1x,3£,J£)]+ U(1x, je)U(1x,n6)U(Joe,ne) >

ie wzgledu na usrednienie-po predkos$ciach, warunkiem konie-
cznym nieznikania skladnikéw sumy poczwérnej stanowizcej wyrazenie
A3 y Jest by indek'ay sumacyjne byly sobie parami réwne, a wigc by:
albo j=1, p=q, albo j=p,1=sq albo j=gq, 1 =7p

catem
N . )
Ay = < Z _;_ [H‘lx,JG,J’])U(1x.p¢.p?)vdav‘va‘vp7 +
'

+ 2 Z U(1x,(ja,ly)U(1x,Jc.ly)vjcvlyvjcvl7>

AN
J i
Scatkcwanie wzgledem predkosci wprowadza czyzaik \1/pm)3. chyba,

ze j=1 1 a@= =¢ =p ; wtedy czysaik ten wynoei 3/\pm)2 x
(pordsnaj /I1.18//. llatego
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/11.46/ Ay -<(—;?ZJZI U(1x, Jo, J0) U (1%, 2,26 ) +

+ 20(1x, 32,26 )U(1x, Jox, 16 ) + —3-7 Z p O [U(tz.am.nm)]2>

A=X,¥,2
Nawias ( ) ujmujgcy wskainik of oznacza, %Ze wobec tego wskaZnika
nie stosujemy umowy sumacyjnej. Laczac /II1.45/ £ /II1.46/ dostaje=~
my

TLAT/ Ay + Ay + A -<TL2 E E [} viOxgs1e00x, 0,1¢ 00
m
3 3

+ U(1x, Jo) U(1x,1¢) u(,w.u)]
e ZZEJ(u.J(«).J(«))] >

Wyznaczmy sumy w /II,47/ dla potencjatu typu U Z Z Unm

/11.48/ <i Z u(1x, jx,1¢e) U(1x, Ju,1t>

J=1 1=1

N
= <4 Z u”(1x.1a,1t)u1j(1x,1a,1t)¢

=2

N N

+ Z Z Uy g (1x.1¢,1c)u11(1x.1¢.1c) >

j=2 1s=2
j#1

/Czynnik 4 pochodzi stad, ze takie same pojedyncze sumy powstajs
po lewej stronie /II.48/ pray: 1/ J=1,1 >1 ; 2/ 3§ >1, 1=1;

3/ 351 >1 ; 4/ §=1=1 .
W tym ostatnim wypadku powstaje réwnie: suma podwéjna/ ;
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N N
rrnag <3 D u(ix, g8 U(1%,18) (e, 2e) >

=1 1la=i
N
= U(1x,1«)U(1x,1€)U(1ex,1¢) + 22 U 1x, 1) U(1x, Je) U( 1, Je) +
J=2
N

+ ; u(1x, ja) Uix, je)U( ja, Je) +
=2

N N

N ul1x, jo) Ul1x,1e) U(Ju,ls)>
J=2 1l=2
3L
N
.<4 Zu”(‘lx.m) u”nx.‘ls) u1j(1a.1c)
J=2
N N
+ Z 2[4 u”(u.m) u13(1x.1c) uu(1a.1t) +
J=2 1l=2

A
+ u”(u.m) uu( 1x,1¢) u1d( ‘ia,n) +
+ u”(‘lx.m)u”( 1x,1¢) un( jx, j€) -

- ugg(Tx, @) ugy(1x,%6) uy (Ja,de) | +

N N
+Z t Z“w“""")“u“""‘)“m““"‘)>‘

J=2 132 ‘na¢
j#l 1gn
J=n

N

/11.50/ <Z Z [U(1x,3(a).3(<x))]2>-

J=1 d=x,y,2

.<Z[u(1x.m1m) 2‘: 3 w0z, jie0, 30> )]2 > -

332 - 4
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-<2i Z [“13“1"@).1@)]2 +
J=2 «
Zt “13(1x.16!).1u))u11(1x.1;:;1(¢))> ,
[+ 4 332 1

=2

Zatem /II.44/ na podstawie /I11.47,48,49,50/ przyjmuje postaé

/11.51/ <(k_"7) 2>' (% )2<(;fj 3{4(5-1) [u12(1x.1¢,1£)]2 +

+(N=1)(N=2) u12(1x.1a,1£ )u13(1x,1a,1:,)} +

+ ..1—2.{4(11-1) u12(1x,1a)u12(1x,1c)u12(1¢:.1c) +

f m

+(N=-1)(N=2) [4 u12.(1x,1a) u13(1x.1e) u12(1a,1;) +

+ u12(1x.1a) uy,(1x, 7€) u13( la,y 1¢)

* Y2(1x, 1 )u12(11.1e )u23(2a.2£ )=
= uy, (1%, 1 Juy3 (1%, 1 € Juyy(20,28) ] ¢

+(N=1) (N-2) (N=3) u12(1x,1a) uy3(1x,1¢) u14(1a.1c)}+

+ .__5_2{2(13-1) [“1 2(11,1(«). 1«))]2 +

(pm)? o

+(N=1) (N=2) u12(1x.1(a),1(¢)) u13(1x,1(a).1(¢))}

% oparciu o /II.35/ i /I11.19,37,41,42,44,51/ oraz korzystajac
z definicji /Ii.25.26,27/ otrzymujemy ostatecznie wyrazenie na
moment VIII rzedu:
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@® 8 _10 6 10 X 2y
/1L52/ 19(k,0) = Kk T i e e arg(r)ﬁT

+ i -ZLBI-{Z %fdg s(r)[l‘g-(f'%)z ( ) (3——5—) & ax

pm

2 o) 82 u,g 62“12
+ ;5 dr,dr, dr, ("'1"2’53) dx12 3

]+

2y 2y 6 u d u
12 12 12 13
Xy 0¥, "1 ¥i P X0z, 3%, 0 2, ]}*

4 7 |dr g(r) ) + ) +
S Cifenp i) 2
2 2 2
& et 3°u d
*ax Ory Ox dr¢ 971y %&:} -

3 3
2 3) 07uy, 37144
¥ %‘Ij"&dizdis & {3[ 3%, 0T 97, 0%, 9Ty 0F,c *

3 3
+ 2 3 uu g os 5 8 ] +
2 F) Py 2
0xy dryy %y Oy
y 3%y, "2“12 a%uy, " 52“12 32“13 3%y,
+
dx1 dr1a dx.‘ dr18 br1cdr1e 6x1 drh‘ ¢)x1t)r12 <31r1¢ar.'E
62u12 azu.,z 32u23 ' d Uy, 62u13 62u23

+
dx, dr,, dx, drn drzadrz‘: dx1 61'1“ 611 ar1€ or, T,

}

2 2 2
3 . dcu 3cu d “u
N ) 12 13 14
= Id.r.,dzzd£3dz4 g — 1 )

dxy dr,, Oxy dry, Odr, dr,.
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W powyzszym zapisie obowigzuje umowa sumowania po powtarzajgcych
si¢ wskaznikach - literach alfabetu greckiego, o ile tylko te

wskazniki nie sg wzigte w nawias ( ).

II.3. Momenty dla gazu Lorentza

N
g J
I(k,t) = % < E eu‘rj(t e ing(O)>

3=1

ikr ( 1;: (0) ikr (t) -1kr,(0)
3T L <§1 J ">
Js

ﬂ< ikr, (t) -1kr1(o)> n-1< 1kr, (t) -ik:2(0)>-

Lecz w gazie Lorentza wszystkie czastki za wyjgtkiem czgstki ¥r 1

8§ nieruchome, tak, ze
Jnp(t)  ikr,(0)

Zatem

ikr.(t) -ikr, (0
/11.53/ I;(x.t).!ﬁl,%<e_1( ) -ty )>

3 f%<°iu«‘(t) 9-1!11(0) >

Kolejne pochodne czasowe takiej funkcji IB réwne sq z doktadino-
scig do wspdtczynnika 1/N pochodaym funkcji Is policzonym % po-
przednim punkcie II.2.

II.4. Uwagi

Znalezicne zaleznosci migdzy n-tym momentem funkeli S_,x,w/,
a pewnymi wielkofciami usrednionymi, zwigzanymi ze.e<=2nem ~zxkrosx--

powym calego uktadu noszg z uwagi na calkowg definicje momentdw



nazwg regul sum,
Wszystkie momenty parzyste sg dodatnie, gdyz dajgq sig przed-
stawié jako iloczyn dwu wielkoéci zespolonych sprzetonych, ktéry

jest zawsze dodatni
2n (2n) (2n) (n) (n)
(1) I, (mo)e P Loy o< o0 g >
n

Ponadto wyraz zawierajgqcy najwyiszg potege k jest (51)2 5
a wigc pokrywa si; z momentem rzedu 2n dla gazu doskonatego.
Dla duzych wartosci k wyraz ten dobrze przyblita moment danego
rzedu,

Pozostale cziony wystepujace w wyrazeniu momentu przy <:2n
potegach k pelnig role poprawki uwzgledniajacej oddziatywania
czgstek. Nie ma ich tylko w zerowym momencie, wystarczajgcym do
opisu ukladu czgstek nieruchomych i w drugim momencie opisujgcym
ruch swobodny w pierwszym etapie ewolucji uktadu, przed wystgpie-
niem zderzer czgstek. W wyzszych momentach pojawiaja sie kolejne
cztony odpowiadajgce oddzia&ywaniu coraz wigkszej krotnosci.

Z postaci pierwszych szesciu momentéw widaé, ze poprawki te sg

dla nich dodatnie. Jest tak réwnieg dla 8-go momentu. Rzeczywiscie

v o g
nroses ey o< (k) >

e [t v av 18] [y + a- 18] - (>
-2<a(g‘)4> +<(a+1p)(oz-1p)>

gdzie

o = -4 ki) (ky)-3(ki)2, B a6k

=1 “.‘!1? = ki1

Lecz
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<o: (!!1"> - ¢ ey - 20ef ) > -
.17 <k;i,>2(k11f> >0

Réwnieg

<(or +18) (a -ip)>>o

Wigc wyrazenie /II.54/ jest zawsgze dodatnie.

II.5. Momenty w przyblizeniu niskich gestosci.

Stosunkowo latwo jest znaleZé wartosci momentéw, jezeli od-
rzucimy wyrazy zawierajgce czynnik gesto$ci w potedze wyiszej niz
pierwsgza. W przyblizeniu tym moina potozyé g(r) = e” Du(r).

W ostatecznych obliczeniach bedziemy przyjmowali potenc jal A/rP.

IT.5.1. Moment 4-go rzedu.
2 2
u 1 1 147 (r ur)
CEH)-3<a) 'sfdz sz S
2
-i% s(r)r-g—%%‘r—))dr
b

Jesli u(r) = A/r® , to dla gaszu rozrzedzonego

e n

aZu e-Lb/r
A -1 le- dy =
(Y 1re Ak r

(-14) [ 8% n-2
= 4% A n(n-1) (Ap) e E dF =
0¥ |
L o)
<48 e BT T Y



= -A2B =
Zetem, zgodnie z /II.28/

4 4 2 1/ (-141) -
Iy 6,0 =k ot vk S fH@aT e T ED

- a2m2

(L3

II1,5.2., Moment 6-go rzedu

d%ix) 1 duir) x° 4 ;14
S G

2\ 2 2 2\ 2 2 Pf.2\E 2
9%u 9%u (au\)’1<d) x (du_l_du
(ax) ’(axay) *\exoe) T2 & 4 L ,2(35)
Oprécz catki policzonej w § II.5.1. potrzebna jest jeszcze zna-

jomodé catki
e j {— @ 5[ -5 ('%%)2]}'

o[ {3 e - @]
Jedli u = A/r%, to

1 1
-= (2= =)
B-4n[1+%(n+2)]nnn3 nr(z_:_lﬂ)

2
Zatem, zgodnie z /II.33/, po odrzuceniu wyrazéw rzedu (%)

= Ie(k 0)'16 ] +k4——1§—ui&(n-1) AJn p(.“‘%') r(ﬁ)
g ‘B _ﬁ(ﬁ 2 52" v 3 > *

1 1
g 24
+ k° 45—13- 2 g 53’1 n (n%+2043) A B 5( B ["(22-1»1)
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Wystepujace w wyraieniach na momenty wielomieny od n powo-
dujg, e przy n—> oo /model sztywnych kul/ momenty réwniei da-
28 do nieskordcgzonos$ci. Funkcje Iq iystgpujace w tych wyrazeniach
nie przyczyniajg sig do ich roqbietnoici. gdyt przy n—= ©9O,
dgzg do 1.

ITII. Réwnanie kinetyczne speiniane przesz I.
N =ikr
1, Idx e r B(¢t)»

gdzie

-gH ;
dxdzy...dzy, £ofe—, E(b)e elth oIT g (0)a !MFirzk,
Wprowadzamy operator rzutowy
ikr, . -ikr’

Poss ® B ax" e xhos § Plins P

g - iLE

& (8= 1P LE

L-nE] a1 (1-PLE

=g, PL=L1, o-r)esgz.n-r)x.sx.z

€,(0) = T, &,(0) =0

p ot 48,4118,
Biorsc transformate Laplace ‘a drugiego z réwnad

-128, -0=11,€, + 1L2€2
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mamy
2" i1l 11,8,
Zaten
v ~ oo
8. »iby8, % i "_J—-u-u.z i, 8,
czyli

hy 1
3 @8) - 11 [ C TR 10-p)L] 2 &

Al 111 e 10-p) L] e8

Po dokonaniu przeksztaicenia odwrotnego
t

4 8(t) = 1LPE + 1L j‘ av o1 T(V-B)L (4 pyp pE(t - 1)
-]

Mnozymy obie strony przes o'ik: £ i catkujemy wzgledem <x

Dostajemy
t
dI_(t
-—-!-(--)--- K(tr) I_(t-7) dw
Jt " .
gdzie

K(%) = jdx -1k ¢ | (1T (1-P)L L oikr
Sprébujmy znaleZé K(T) dla gazu doskonatego. Oznaczajac
II (¢) ¢2 2

G(t) W T 2 at ¢~ 3 H(t) =I(t) = o"tz s a = E—E—p-

mamy réwnanie



t
G(t) = -J E(T) H(¢ -7)ad~ ,

ktére przeksstaicamy wedZug Laplece s

g(p) = = k(p) h(p)

g(p) = 28 It out?- P 4y o . .Pa/“"{1 -p %\@ [1 -g(.g;)]}

o

Pt ia 2
B(p) = J' o™ Ptar o J YR LU 1 L 03]
o
gdzie

Q(x)-ﬁ- f ot at

Poniewaz
wige
x¢+ioce +ico
E(t)m =t d *P y(p) -f—-{ L P (S B—— d
a 2a
x-ico x-ic®

Jest to funkcja pod wzgledem matematycsmym bardgie] skompli-
kowana nig funkcja I. o Widaé to réwnies s roswinigeia K(¥) woké2

zera, Punkcja ta nie ma tet jasnego sensu fizycznego

IV, Wiasnosci n-tej potggi dwumianu operatorowego @ + b .

1/ Potega stopnia n sumy dwu operatordéw a+ b o régnej posta-
ci 5. b  sklads sie 2 2A niepowtarzajgcych sig sktadnikdw.
2/ Sume potgg czynnikéw dowolnego skiadnike danej potggi dwumianu

n jest réwna mn .



Dowod pries indukeje :

as 1, @ +0 spelnis wkasnosc 1/ 1 2/ ;
n=sk

k
Jeseli sk2adniki (& + b) sq wesystkie rétne to i skradni-
Kt (@ + 8*' sa wesystkie réine.

o=k +1:

(14»3&“ - (".+$)'(|+Dk-i(i+3k+$('u+ﬂk

Poniewas a i b g rétne, wigc ketdy skiadnik a(a + tjk
jest réiny od 5(‘. + bk + W dalssym ciggu wesystkie skladniki
84 wigc rétne L jest ich dwa rasy wigcej, co dowodszi wiasno-
01 1/. Jednocsednie widaé, se prsy prsejsciu od k do k + 1
nastgpuje podniesienie potggl wesystkich skladnikéw o jednosdé
eo dowodsi wissnodci 2/

3/ Ha wyrstenis (& + ¥ skledajs sig wagystkie mosliwe rétne kom
binacje aih, takie by suma potgg w danym sk2adniku' byla
réwas n .

Dowdd prses indukcje

R=2: @ + ab + dh + bb

Biech prezy n = k ma miejsce wkasnoéé 3/. Osnacsamy (3 + Sk =
=1
Wtedy prsy a =k + 1 :

@+ <G +b)

Ilocsyn w odwrotnej kolejnodci nie wnosi nic nowego,gdys

& + P @+ 8) (& + Qk -(a +§k(3 +6) ; A(a + b) =(asb)d
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V. Jednowyriarowe riwnanie Boltzm:nna dlz gezu Lorentzsa,
My
% ~rnzie Lorentza v = O Oy, =00 4 7= = C { ozneczs t¢. ze
"2

predkoic €rcdke masy wynoei zerc, & predkodc czgstki 1 jest zare-

zem priukoécis wzgledng
vy = Vv, po zaerzealu v, = - v,
ronadto uncrmowans furkcja Gauess jeet m-delem funkcj: Lirace

m, -pm, vi/2 .
¢M(v2:- 2—11‘ e 22 —0C gdy m,~oo, v, =0

—oo gdy B, " oo, Vy = <

czyli
cFn(vz) — 8(v2\
Zatem
1 E : | y
3 dv2 = v Cp.(vz) = dv2 [Ve - vz!(PM{vzj = lv.'l = |v|
X *

Kéwnanie Boltzmanna jest wiec postaci

/V.1/ i(-z+kv) f (k,z,v ) - (Pm(v) = 2 g!v! {%[1 (v)+ fl-v)] -f(v)}

loznapy dopisa¢ jeszcze jecdro roéwnanie, podstepie::c -v zemiest
v . Ctrzymalibyémy uk?ad 2 rdéwnar z awieme niewiadorymi furkcjemi
f(v) 1 £(-v) ,ktéry moglibyémy tetwo rozwigzed, Jeirekze chcge
rieé peinlejszg anelogie z zagadnieniem tréjwyriercwym bgdziemy
poszukiwali rozwijzzania metodg opisang ostatnio przez Haugego.

Teraz

& 1 -1 -
PF== 2:: . £ = zZlvie

zaé¢ Jednowymiarowe réwnernie Boltzmenna

1

/N.2/ [1(-2 + kv ) + € Jf(vi = €' P g(misyv)
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skgd
g™ P,y
/Ve3/ f = = Pf + i N p=
-iz+iky + € -iz+iky + £
Lecz
- | -1
N4/ P ( & Pf)=(pf) P - -
-iz+iky + € -iz+ikv + €
-1 =iz 3+ €7
=(Pf) €

(=iz+ 271)2 +(kv)2

Dziaiajac P na obie strony réwnosci /V.3/ otrzymujer: na pod-
stewie /V.4/

-1 @, (v
/V.5/ Pf = (Pf) ¢! '1%7*25 5 + P X -
(-iz+ € ')+ (kv) ~iz+ikv + €

skad wyznaczamy fun<cje Pf , ktdéra wstawiamy do /V.3/:

-1
-1 .
IV.6/ £ = -——-———E———:T 1 -= ) -ZL?C .
-iz+ikv + £ (1-1z¢) s e kW
. wu(v) ¢M )
s = + -=
-iz+iky +5'T -iz+ikv + 5'1
Lecz
@y (v) Put) -iz + €7
P = v
-iz+ikv +€ VA cize £ )2 +(kv)?
Zatem

-1
£(v)=f(k,v,z) = —S2=2KX*t L Q@ (v)

-2%-1z ¢ V4 (kv)*
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widzimy za2tem, ie w wyrazeniu /V.5/ analogicznym it rozwiazania
hougego wvitgun -1z = -ikKv + E-l vyvstcpuje tyi«o tormalnie; o
wykcnanivu crzeksztsicer ulese on ekréceriu, Pcodcrnie znikais dws
bieguny cdpowiadejgce cieciu w z-gedaieniu trijwymiarowym, Fczo-
staja tvlko dwa bieguny wyraiexiia w nawiasie ¥wadretowym:

2

+ 2z +iz 5'1. - (kv)?

=0

I o + B + g/ %]
2y = 15 (a1 2 \/1-4kv €2 e igvi -1-\'1-(k/e/ ]

Blegun ze znakiem + przed pierwiastkiem- jak to wynike gz zazhows.
nia sie asymptotycznego dla mailych k odpowiada biegunowi hydro-

dynamicznemuv,

V.1. Dyskucja rozwigzania

wprowadzamy wielko$ci bezwymiarowe

o = Bmv,x-lk, (}-E—z

Q Q
Vt;_ - $recnia predko$é :;xo.l.ekua:y, % - srednie cdleglosé .
= .
Fo podstawieniu mamy
-iz-ikv + ov]| Ye = lc] - i(3 +3éc)
-z‘-ie|V|z+ucv)2 . € -oaxé +uc)é- ije13

2
Pun -
Pyev) = VB2 /2

m lc|-i{3+ xc) e-c.""-lz
eVem - 3vwe)-ilely

"

Zaefiniujmy



je) - ily+ xc)

q’ (c) L 5
g - 3ee) - el

iraz

.
T, = Welc) ¢ /2

Po wydzieleniu czessi -~zeczywisteJ 1 urojon<]

(3+32c)[32-(a¢c)2]+c2}r
(:('xc )‘.‘:_ (,,2];2 e éf

\kc) s + RC ¥
[(aee) - 32]‘+c2 32

Re‘[’B = |c| , Im¥y =
zbadamy ich postaci asymptotyczne.

Jesli - R o, 38 # 0, c ograniczone

(uc)2+ 2cd el 1 ‘y -(‘;?aec)wzx\c 3 1
Rewh——.|c‘ __4—_._6——)— * Im B_, —
(aec) 2% taze P

=0 3—0

Jesli % —0, ¥# 0, c ograniczone

Y m 2,2
; aec (2 +2ec) 35+¢ 9
ke ¥y — |e| — ,"’}4—»0. Iwy/ e 3'4 53'2 . A
},c‘ 3,‘ 3 +C_3 é
2—0 a2—0
Jesli c—= 0, ae,é, skoriczone
( sec) 32
e, — 0, ImY —-L12° i e
B B - ¥
c—0 c— 0

Jesli ae, ¥ —>0 1 zaniedbamy wszystkie wyrazy z aei&J takie,
ze 1+3>2

Ed’a""’hl'(i{;%i’% -‘5 E c+1), Im ¥, — 1
2—0 4 x—0
;) y—o



Jedll ¢ — oo

Qeva—u .1_ = Im‘la_. _;
C—r oo L4 " C— oo

V.2. Prawo rozpraszania

=
Va miejsce tozsamos$é ( dla ae-# 172 )

le|-1(3+ ac)

Wﬂ(c.x’&) - -aé'b(“c )2-1 'clé’

c 32 _i( 1 +1) € o€ & %/\ ' 1 %)
b1, el W_;?s ZV1-4;¢2 p 1 V14 202 \,‘;; ’
FeilelG -\i - ) 3rielG-Yi-2 0

Zatem

g Y ;
=5 - =%
\y (c,n,t) - ( + 1)-1 - e 2 4
B [5 _“ez fel ]

1-4 g2
R YA 2
) 1 2e -{el(3 *V; - 2°)t
-3 e RS e
[2 0‘1-4 2™ lel 01-4 2t ]

gdyz 71%-—q- jest transformata Laplace ‘s funkcji 3%

Dlatego

% Dla 2= % odpowiednia toisamosé jeet nastepujjce

g <
4

lel -1(3, +c/2) i 2
-3 ﬂ— a4 |c|a 34‘1 ! 9&1 %)2

1
WB(G' 5.3):
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d B - o?/2
L(k,t) = |dv f(k,v,t) = g “‘W(c,ae,t), =
P m gVZﬂ
11 1 2\ 22
e (e e L i i e
e -4 )

gdzie ¢ Jest funkcjg biedu

2
é(x) = 2 e~t at
el

Zaé prawo rozpraszenia

Vﬁ - -c2/
S,(%e,3) = o\ Idc ‘Yn(c. ) e °
e |
eﬁ 1-4 5c° yrie(l -\I-#2)
-(—1——,—1 I—Sﬁz_dL_ ]
V1 -4 22 3+ 1c(% 4"%_“2)

wyraza sig jek widaé przez plazmowe funkcje dyspersyjne.
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VI, Ruch w polu kulistego potencjaiu skokowego.

Niech oddzialywanie czgstki o mesie m - z nierucaomg cz=etkg

/masa —- o< / bgdzie opisane potencjalem kuliscie symetrycznym

0 dla r > R2
/VI. 1/ u(r) = Vo dla R2> r > R1
So dla b e R1

tzn. w obszarze zawartym wewngtrz kuli o promieaniun R1 panuje
nieskoficzony potencjal dodatn} /rdzef odpychajacy/ a wewngtrz cza-
szy kulistej o promieniu wewngtrznym lf, i zewngtrznym R2 albo
potencja dodatni / Vo 220_ » tzw.stopied / albo ujemny / Vo =

= -V, <0 tzw. jama /.

Rozpatrzmy kinematyke ruchu w takim potercjale. Poniewat kaz-
dy ruch w potencjale kulistym‘/w ukladzie $rodka masy, ktory u nas
jest nieruchomy/ odbywa sie po torze ptaskim z_;.gadnienie bedziemy
rozwazali na piaszczyinie. Wprowadzimy wspélrzgdné proctokgtre 1,
b . Ich poczztek znajduje sig w Srodku potencjaiu r=0 zad o§ 1
skierowana jest rdéwnolegle do predkosci czgstki ruchomej po zde-
rzeniu. Wartosé bezwzgledna wepélrzednej b nosi nazwg paranmetru
zderzenia.

W obszarze. b >R2 » ktéry oznaczamy nr 1 czastka nie podle-
ga oddzialywaniu z potencjalem i jej prgdkoéé nie ulege zzianie.

% obszarze b <ll2 predkogé czastki ulegu gzmianie. Czzstka
o predkosel ¥ = [v.0,0] w chwili 7 = O posiadala w pewaym prge-
dziale czasu v << O predko$é v = ['1"1;'0]' przy czym skladowe
z' zalesg od wsﬁélrzednych 1,b czgsteczkl w chwili ¥ = 0 .
Zgodnie z zasada zachowenia energii pojawiajg sig¢ w historii cza-

stki co najwytzej 2 rdéine co do modutu predkosci |y| 1 |¥1s przy



o X318 =

czym:

L2/ |zi= Vv /m  gefis Vizw? SRy 1 v2>2V /m
dla ¥ =0

WL3/ |5 -VTvo/m jesli W< Ry 1 v > -2V /m
dla v =0

U czgstek znajdujgcych sig w chwili ¥ = 0 w rozwazanym obsza-
rze / b <R2/, ulegat réwniet zmianie parametr zderzenia, zgod-

nie z zasadgq zachowania momeatu pgdu

/NI1.4/ ' « Xl

IV1
Celem wyznaczenia ruchu rogbijamy obszar / b <R2/ na dodat-
kowe podobszary, obacz rys.4, str. 76.

Podobszar 2 . &

L5/ T = V12+b2 >R, >0, B> b>|,| '

Charakter ten csqstecski gzaledy teraz od jej predkodci:
Jedli v <0 ruch csiatoczki byt prostoliniowy 1 jednostajny
Jedli v > 0 1lecz V"<—9 /rosrétnienie takie jest konieczne

(2+)
gdy potencjat posiada stopief/ cz3stka w chwili -T, =

_1- Vnzz-bz
v

tyr zderseniem wynosiia
v = v [cos 20, sin 2«, 0] = v [1-2 81n%x,2 eimal1-sin’x,

gostata odbita od stopnia. Je] predkos¢ przed

pray czym sina okreslony jest wg rys. VI.1



sin@ = b/Ry, By >Ry [v]>v|. By < Ry, < lvl

Rys.VI.1, Trajektoria cz3stki o wspéirzednych poczatkowych da-
nych przez /VI.5/ w polu potencjatu "rdzef + stopierk”

i predkosgci O < V<VZV°/III

Jeéli v> 0 i jednoczednie v> V2v°/m cz?at)e_czka przed chwi-
: 2+

lg 7 =0 doznala 2 przyépiesser, (;")chwili --T4, &dy opuszczels

obsgar stopnia /jamy/ i w &(:h:il:(l?.-) < 2,gdy wchodzils do obdszaru
2

stopnia /jamy, przy tym 'l"t <'r2 o

(2) 1 - Vr2-»?

I.S L = 'Y
/V1.6/ 1 vl
(2+) (2¢) R2-b?
/VI- 1/ Tz - T‘ + I' pI .
@), RS - b2
/NI.8/ T = —3T—'—
v
(2); .
/N1.9/ v [cosav , 818AQ@ , 0]

/N1.10/ ¥ = |v| [cos 249,01 259, 0] feforye.vL.2/
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/NI.11/ ein A@ = ein (P-F)= 8in @ cos @’ - cos @ sin(p’'=

. b (V{-v_zbz_- - 1V1-b2 )
ﬁ? v'an 14 R12

coe AQ = cos ((p-(p')- cos ( cos@ + ein sin@ =

b_; ) vb2
2
R2 v R2

v/ \ . a0

/
Rys. VI.2. Trajektoria czystki o wspéirzednych poczgtkowych
danych przez /VI.5/ w potencjale a/ "rdzer + stopien”

przy predkos:: v>V':>V°/m » b/ w potencjale "rdzes +
jama®.



Podobssar 3 .

N2/ ¢ =0,Y12402 >Ry, 150, b By = E]
< 2v ‘
Jes11 v < 0 oras V—iﬁ >v >0 to ruch jest taki jaki costal

oméwiony dla danego przedzialu predkoéci w podobszarse 2 . ®

Jeéll v> 0 1 jednoczeénie v>‘€v°/n to czastka przed chwils
¥= 0 dognaka 3 'przy.‘.pieucﬂz 2 przy prrejéciu stopnia /jamy/ 1
1 przy odbiciu od pdzenia /cf.rys.VI.3/. Kolejne csasy przyépie-

szed -T,, =Ty -1‘3 sg dane przes

\/2 2
(3+) 1 - Rz-b

/NI 13/ Ty = ] »
(3+) ®

/NI 14/ T, - Ty ¢ T
(3+)

L5/ Ty= Ty+27

/NI.16/ " - (Vng - an = b'2Mv'I

NI/ vi s Iv'l E:oaA(p. sinAQ, O]

/vN1.18/ (3’)- lv'l [cosr’ » sinp O]

/VI. 19/ (3*)- -|v| E:osﬁ , 8in€& Ci



B
1
b/
b 4
1
/ ot
t=2(A@+?); AP=-@ -@" /ef.rys.VI.1/
2= » AP + ¥ =3
v .
AC =R, cos@ = B, 1-:—R§—.lint,'-bln1
AB = R, cosV = R, \/1 !3523
. 1 1 '. R$ ?
: 2 32
o v- b
R IR TR L EY (X =B

- R, \/1 -'—',;—;:; )/]v']

Rys.VI.3. Trajektoria csastki o wspséirsednych poczagtkowych dinych
przes /VI.11/ a/ w potencjale "rdszer + stopied® prsy
predkodci v>V2V°7n s b/ w potencjale "rdged + jame®.



Podobssar 4:

/V1.20/ TE0 R > VOB o B> Vaz o o2 >=,

Czgstka o predkodci :‘odn(? )s kierunkiem 1 : v > O doznala
<+
przyépiessenia w chwili =T,

(4¢) 1+ VRzz -2

A

@9
Predkodé dla T <-'t1 wynosiZa

/NT.22/ (:t) ® |v;| [colA@ » 8inlAQ , 0]

Czastka o predkosdci prso(c:ugao: do kierunku 1 :. v < 0 sostala
4=
przyspiesszona w chwili -% ,

(4-) Vr2 - 2
nL23/ T, . 4!-'-'—'1 =
v
(4=)

Predkosé dla v < -T, wynosila

/VN1.24/ (‘V.) = lv;' [colAQ s s1aAQ , 0]



b/

Rys.VI.4. Trajektoria czgstki o wspdéiraedaych pocsgtkowych
danych prses /VI.19/ w potencjale "rdsei + stopiefi®
a/ dla prgdkodci v :> 0, b/ dla predkodci v <:0.

Analogiczne zalegnodci sachodsg dla ruchu w potencjale "rdsefd +

+ jama®, z tym jednak, 2e dla pewnych predkosci i porozed wyste-
pujq stany 2wiyszane /Rys.VI.5/. Stany te wystepujg sawsse wtedy
g4y sgodnie s zasadg sachowania energii, predkodé cspstki w obssa-
rse jamy

INI.e5/ 9 <V /m

oras gdy wprawdzie |!|>V2?°/n » Jjednak moment pedu csgstki w ja-
mie jest tak du2y, e po opuszczeniu jamy pray zmniejssonej pred-

kodci v's VVz - &V /m musiaiby wystypié parametr zderzenia



ZVo/m
2
1 -(b/RZ)

/NI.26/ lv) <

Stany takie wykluczamy z naszych rozwgzaé.

AR

Rys.VI.5. Dwa przyktady ruchu zwigzanego a/ odpowiada obsza-
rowi potozef poczatkowych 4, b/ obszarcwi polozen
poczatkowych 5.

Podobszar 5* 3

NL21/ T =0, B> >0, 130, \N1%2 i

Jesli mamy potencjal "rdzeri + jama"™, zakiadamy, e nie wystepuja
stany zwigzane, tzn. ze nie zachodzi /VI.26/.
Czgstka o predkosci v:>»0 zostata przySpiesgona w chwili -7,

\/ 2. 52 .
(5) R5-0° -1

/VI.28 Ty = | .
v
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Przed cawily -~ T, predkod$é csgstkl wynosika

(51) , .
/NI. 29/ v = |v’| [coaAcp » 8in & @, 0] /cf.Podobezars

Czystka o prgdkosci v > O ulegla 2krotnemu przyépiesseniu:
w chwlli - .r' i -7 .

2
2 _ o2
1 -VRré - v
/VI.30/ T, = WAl dos; T
v
(5)
(5) - -
/NI.32/ v = (VR2 - % - Ve - v2)/lvl
(5),
/NI 33/ ¥y = |v| [cou 2a , sin 2a , O] /cf.rys.V1.6/
(5)’ L4
/VI.34/ v = |v;] [com 2a+ A@ . sin 2a + AQ, ©]

sin @’= b/R,, sin @ = b/Ry AQ=Q - @’

Rys.VI.6. Trajektoria csastki o wspSirzednych poczgtkowych
danych przes /VI.27/ w potencjale "rdzer + jama"

Analogicsne wsory do wyprowadzonych dla 1> 0 zachodzg dla
1 < 0, nalety tylko zamiast 1 wziaé |1|.
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