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1. WettP 

1.1. Cel prac7 

Celo pracy j .. t sbadanie sj.awieka d~usji Mtodalli . fisy­

ki etat7etycsnej. Konkretnie chodzi naa o otrs~ie r6wnania 

wyznaczającego prsebieg jednoc&JletkO.ej epecjalnej fullkcj1 ros­

kładu f • całya prsed&iale saleiności csaeowe,, a prsede 

wesyetkia • sakreale cs .. 6w aałych, porównywalnych s es .... 

trwania sdersenia aolekuł, wynoe._cya około jednej ptto-eekuDdy 

/1o-12a/. w awiąstu s tya ut~ • t ... cie pracy otreśleaia 

"d7fusja uogólniona" - roswataaa • dowolnej c~111 csaeu. Dru­

gi• powodea tej nazwy jeai brak ogranicse6 ·na ... , csąałki dy­

fundującej. 

Poaługujeay eit uogólnionya równani .. Boltsaanna, które 

aoetało wyprowadsone • publikacjach [1,2) • oparciu o techDikt 

operatorów projekcji [3,4). R6wnanie to, podobnie jat i.Jule rów­

nania kinetycsne jeat równanie• rótnic&towo-całtowym na funkcjt 

f • Jednak • osłonie sderseniowya wyattpuje dodatkowo całto .. -

nie wsgltdea jeascze jednej saiennej - csaau. 

Ze wzgltdu na ełrukturt t ... tycSDil aoina .,r6iD16 • pracy 

dwie saeadnicse cstści. W cstści pierwesej oaawiaay podatawt 

pojtcia s aakreeu teorii dyfusji, dokonujeay prseglądu litera­

tury dotycsącej sagadnienia ·wyuacsenia jednocsąatkowej funkcji 

rozkładu 1 praedetawiaay orygiDalne wyniki dotycsące w,prowadse 

nia 1 właeności równania kinetycsneso dla kilku prsypadk6w oraz 

jego roswią&ywania. W przepro .. d&ooych dowodach, se wwcltdu na 
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ich prsejraratość niektóre bardziej ascsecółowe obliczenia po­

mijamy. Cstść drusa /dodatki/ sawiera pominitie obliczenia, 

ponadto zawiera oblicsenia .amantów funkcji S
8 

(k,w) 

1.2. DyfuzJa 

Drfuają nasrwam7· amiant attłenia aubatancji w czaaie · na 

atutek niejednorodności właanego attłenia. To makroakopowe zja­

wtako odgrrwa ietot04 rolt • aseregu proceaów biologicznych, 

cheaicznych i fizycznych [5). 

Rajłatwiejasa do opiau tec~etrcznego jeat dyf~zja w gazie 

Jednoakładniko~ Badacse, którzr zajmowali ait pierwai tya 

zjawiakiea, nazwali je a .. od7fuzją (6,7], gdJt może być uwatane 

sa rospneatrsenianie ait aubaiaocji w ośrodku tatill aaaya jak 

ona. Daje ait ono obaerwować wtedr; gdy aubataneja dyfundująca 

~6łni ait od aubstancji ośrodka cec~, łatwą do wykrycia, ale 

nie - wpł,.ającą na ruch molekuł. Mołe to być np. isotop promie­

nlotwórczr, aubstancja o inDJa atładsie cheaiczn,m, ale tych ••­

mych właanościach aeohanicsn,cb, atoar s jądrami o wyrótnionym 

kierunku epinu, /por.[8] gdzie cf1owane aą teł iDDe prace dotr­

csące tego zagadnienia/. 

W przyjttej obecnie terminologii przez aaaodJfuzjt rozumie­

_, ruch wrrótnionej /•oznaczonej•/ cząstki układu przr zadanym 

warunku początkowra (9]. 

1.3. Siektóre pojtcia ałułące do opieu d7fuzj1. 

Roswatam7 układ B eterycznie e,.etrrcSDYeh cząstek o zna­

nrch ~~aaach 8t , 1 • 1, ••• ,B , tak zwany płJU proatr [10], 

który zaj.uje objotość V • Btdzi~ dalej zakładali, łe maar 
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waz7a~kicb cs,a~ek ., aob1e rówae, sa W7J,tk1 .. co najwj&ej aaay 

cs,atki swanej ~6&n1on,, kt6zej prsyp1.uj__, nr 1. Btds1e.r 

sejmowali alt 47fusj' ca,atk1 ar 1 ~r64 pozoatałych cs4a~ek 

płJUu. ca,a~k1 oddaiaływuj' a potencjał•• kr6tto aaa1tco.,. u 

. btd,c,a tuntcj' t7lto waaje.nJcb odlecłojc1 r • li1 - rJL/ J • 

• 1, •• 1•1, 1+1, ••• 1/ par ca,atek u(r). · Stan taklep układu 

okrejla .. cbaD1ka tlaaJC&aa praea podanie połołe6 i 1 1 Prt4-

kojc1 i 1 tałde3 ca_.tkl w dane3 cb~l1 caaau t • 

W ujtciu atatyatJCSDJa bada.J praw4opo4ob1e4atwo t
8
(s1, 

•••• z., t) u, ... u •• %1• {ft•'t}• a(. li, .,.,,pienia crup • 

okrejlonycb ca,etet w okrejlonycb el ... ntacb praeatr .. n1 faso­

wej prtdkojci 1 połoie6, w aadanej cbw111 caaau t , n1eaalełn1e 

od pozoetałych 1-a ca,atet. Spojr64 wieltojc1 s 1,t sapiea­

DJeb w torale arcum-nt6w tGDtcji t
8 

t7lto s 1 pełni rolt 

zmiennej Dieaaietnej, natoaiaet t jeat paraaetrea. 

Dla jednej ca,atki (••1), funkcja t1 (~1 ;t) prsedatawia 

ct•toj6 praw4opo4o~1e6atwa WJ•tvienia tej ca,atki w elan,. ele­

mencie (z1,z1+dz1 ) praeat~ .. nl połoie4 1 Prtdkolcia noai ona 

naawt jednoca,atecatowej funkcji rostładu. 

llołna "Podawac! Die t71ko atatyat;,ce7 opia etanu utłaclu w da­

nej obwili ale r6wniei w apoacSb atatJ8łJCSDJ otre•Uc! jep ew~ 

lucjt w oaaaie, pr&J poaocJ taw. apecjalnycb funkcji roskładu. 

W ascaeg6lno,c1 do opiau aacbowania alt jednej ca,att1 aotna 

atoaowac! jednoca_.tto._ apecjalD4 tuatcjt roskładu tw(Słt s
0
,t

0
), 

s•{r,i}. z 0 • {r0 ,i0}• Puakoja ta ataaowl Ctatojc! warunkowe10 

prawdopoclob1e6atwa tep, łe ca_.tta, tt6ra w obWili t
0 

eajdo­

wała alt w elemencle (z
0
,z

0
+clz

0
) anajduje alt w c~l1 t w ele­

mencie (z,z+clz). Zatem funkcja ta opiauje clJUaaikt pojadJQca•j . 

ca,etki poruasaj,cej ait w o'rodku, jej dJfuaJt w praeatraeni 

tasowej. 
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Btdaia.y dalej aatładali 1 łe • o~rodku panuje atau równo­

wagi taraodynaaicanej. Wtedy ładan punkt osaeowy t
0 

nie jaat 

wyr6łniony1 co poawala połołyó t
0 

• O 1 uprojcló sapla argu­

mentów fUDkcjl f• • naatopuj4oy apoa6b: fw(XJtfx0 ,t0 ) • 

fJx l x
0
1t). Jebli cho4s1 o saldnoj6 prsaatrsemu, funkcji 

to •• wsgltdu na lsotropowojó i jadnorodnojóx/ płynu • ata­

Yównowaai aoła byó ona tylko funkcj4 r6in1cy odległojol 

'i- ~ 'r 0 ) laca Dla r 
0 1 co p os wala • rasie po traaby połołyó r 

0 
• 

o. 
w atanie róWnowagi ..-,: 

/1.1/ 

/1.2/ 

/1.)/ 

t• (z l x0 ,t)• 

-1 l( 

• (ł)< E 6 [z1 (t_)- x] cł [z1(o) - x0] > f(x;O)I 
1-1 

> oanaosa jradn~ kanonie~. a Jalanowloia 

< ... >· • r ul~ •..• 

H • ~ ~ ~ Y~ + U ł U • f;;2 

" . 1 kB - stała Boltzmanna1 T - temperatura , 

J:/ Cale• zenladbania afektów powlarschniowycb naleły prayj46 
Y ~ oooo , ·l -oo , I/Y • oonet • 
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w f(z ; O) onaosa ·~•t pocsąttoWJ: 

- t(~. • , o). 

JedDocs~attowa tuatcja roskładu r, .,nita s fUDkcj1 apecje~ ••J 
r. : 

W dalszym ci.su btdsiesy ait aaj.owali t·~cją roskładu f• 

przy warunku pocsątt~ 

Wataanit • prsy aapiaie fuatcji f• określonej s tatia .. r~­

tiem pocsąttowYa btdsie., opuascsaó. 

aadanie sjawiaka dJfusj~ i iDDJOh procea6• sachodsacJch 

• rótnych atalach csaaow.Jch wiąie ait & badani .. •truttury dy­

nalrlcsnej ośrodków. Badania te polegają sł61mie Da illternreta­

cji zjewiat rospraasania, przede was,.ttia rospraasania neutro­

nów powolnych 1 proaieniowania elettroaagnetycsneso /ś~atła, 

promieni rentsenowatich/. 

Fodatawo._ rolt • opiaie tych sjawiat pełni~ tranaformat1 

Pouriera dwu funkcji, które wprowadził Van BOYe [11): 
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~~.(l r-Io l• t). 

li 

. ł < 2: ó(i\Co>- r0 l d[r1(t>- rJ > 
1·1 

!l 5 

· ł < L L: eS [i\(o)- r 0 ] ó [rJ(t)- r] > 
1•1 j•1 

PUDtc~a G• opi•uje torelaojt połotania r cz,stki w chwi­

li ozaau t • jej połołeniea. punkcie ro w chwili cza•u t • 

• O , saa funkcja G op1•uje korelacJt połotania r dowolnej 

CS~8tki W obwili t S połołenie• dowolnej czą8tki r0 , t • 0 o 

Punkcjt Ga otrzymDjeay •• •pecjalnej funkcji rozkładu ! prze• 

WJ'Całkowanie 

r t (r, i l ro, •o ' t) di dvo 
l 

lunkeje G• 1 G łatwo przete~tałc16 torzystając z tego. 

łe nie sal•*' one od ro, do na•topuj,cej postaci 

/1.6/ 

G8 ( lr- ' 0 1, t) • 
lf 

• f< L: d (i'i(t)- ił+ f 0 - li(O)] > 
1•1 

G (lr- r 0 1, t) • 
li li 

. ł <L L6(r3(t)- r + r0 - i\(o}] > 
1•1 j•1 
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J:o' cmiccje G po wprowadzeniu gtetości lokalneJ ez-ehk 

N 

~ (r. t, . L eS [r - i\ (t)] 

~ • ft/V 

można zapisać przy 

i·1 

4 

r • o 

G(r,t} • <~ (O,O) Q(r, t)>/~ 

W chwili t • O 

a
8 

( r, O ) • eS ( r) • 

co oznacza, że znalezienie csąatki w ••aiedztwie punktu 

• [o.o,oj jest zdarzeniem pewn~. zaś 

G (r, O) • cS(r) + ~ g(r). 

przy czym g(r) jest atatyczną funkcj• roskładu par: 

f? g ( r) • i<'L ~ ( r + i\ - r} >· 
ljłj 

.. 
T • 

Korelacje opisywane przez funkcje a
8 

1 C przejawiaj' 

się w pewnym ooszarze, lctórego wielkość określa uw. długość 

~orelacji oraz trwają przez pewien czae. zwany ezaeem relekea-

e ji korelacji. Dle t- 00 lub r- 00 lr:o::-elecje zanik& ­

ją. kształt funkcji C
5 

1 G eit rozmywa ; 
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G11 ( r,t) - ł - O, Q (r,t) -q . 
v-oo 

Definiuje eio traneformaty fourierowekie, tzw. po~rednie 

funkcje ro:sprae:&ania, które dla m1-m1/1•2, ••• ,11/ majłł postać: 

/1.7/ 

/1.8/ 

( • > • f .-ikr z. t,t 
V 

I(t, t) • S .-ikr G(r, t) ~~r ·<L .. arJ (t) .-ikr, <o> > 
V j 

tsw. •prawa rozpraszania" 
00 

s.(k,w) • 2~ .f .-1 wt :.(k, t)dt 

-co 
00 

S(k,w) • ~ J•-iwt I(k,t)dt • .:n: 
-oo 

R6tniczkoW7 przekrój czynny na rospraezanie niespójne i 

ep6Jna neutronów w prudział kątÓWy ( Q t Q ... d n ) i ener­

pt;JI:&IQ' (l, B + dl) dany jeet wzorem, [9,12] 

1 

d 2 
12

coh 

d .Q d B 

2 
• N(ainc) .k 1 

k
0 

h sJt.w) , 

2 . ·'a coh) .k 1 s(~ ··•) '"\' "i li ... - • 
o 

prsy caym •ino , a0 oh oznaezajłł długo~6 niespójnego i epójne­

k0 - ped neutronów przed rc&proazeniea, k -

- przekas podu neutronów, ~ - a~ałłł Plancka. 

go rozpraasania, 
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Ratotenie rosproezonego światła o czoeto~ci w dana jeet 

w punkcie i wzorem, [1)) 

I(R,w) 

I o 

przy czym 

• 2 .2 ..,4 '· 

c4 R2 

00 00 

sin2 y I r 2
dr 

sin x r 
) dł 

Kr 
o -oo 

1• arc coe ( I
0
R/ R V loło 

( G(r,t) -1) 8
twt 1. 

) • ar • w 
0
'-/cR, 

, 
<&l• 

• ~ - ~ , E , I , tu - oznaczają odpowiednio amplitudo, nato-o o o o . 
żenie .1 czostość padającej fali świetlnej, a- oznacza polaryzo-

walność molekuły ośrodka rozpraszającego , c - prodkość światła. 

Potrzeba wykorzystania funkcji Van Hovaso pojawia sit równiat 

w opisie rozpraszania elektronów przewodnictwa przez drgania 

sieci kryatalicanej,w opisie poszerzenia linii Koeebauera /por. 

literaturo cytowaną w(14]/ i w opiele innych zjawlak rozpro­

ezaniowych, np. [15] • 

Przedstawmy pośrednią funkcjo rospraasania prses prawo 

rozpraszania 

I
8 

( ~.t) • ).1 w t S
8 

( t,w) cl w 

-00 
Rozwijając obie strony tej równości w ezareg wzgltd .. 

czasu otrzymujemy zależność mitdzy n-tym momentea funkcji 

S
8

(k,w) , a pochodną czasową n-tego rstclu funkcji I
8 

liczo­

ną w punkcie t • O 

/1.9/ 1• f~• S0 (k,w) d w 

-oo 
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lecz 

/1.10/ 

(n),..: ) Do znalezienia pochodnych 1
8 

~.o motna nie znać trajektorii 

r(t), gdyż potrzebne wartOŚCi pochodnych dnr/tn W chwili t • 

• O daję eit wyznaczyć z równań ruchu zróżniczkowanych odpowied­

nią ilość razy wzgltdem czaau 

Zauwaaamy, że ze wzgltdu na aymatrit 1
8 

wzgltdem odbicia czasu, 

jej ·pochodne rztdu nieparzyatego liczone w chwili t • O znika­

ją. Dwa pierwsze nieznikające momenty nie zalet' od potencjału 

miodsycz,ateczkowego. Są one naattpujące 

/1.12/ I(O) • 1 a 

(2) - 2 ...L -l. • k 

'Dl 
/t.tJ/ 

Osnacaa to, te i wariancja /tluktuacja/ funkcji S
8 

(k,w), któ­

ra jeat miarą azerokości tej funkcji i która wyraża ait przez 

cztatość średnią arytaetyczną w i średnią kwadratową (~)~ 
a wite prses pierwasy i drugi moment jeat dla wazyattiCh płynów 

proatych jednakowa 

• ~- ~)2._..,2_1_ 
(w - w )i w \ ~ w"' & m 

prsy czym tutaj 
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• J dw S8 (~w) ••• 

Momenty wyższego rzodu podane są w Dodatku II • 

1.4. Teoretyczne badania dyfuzji 

w rozwoju teoretycznych badań nad zjawiskiem dyfuzji mote~y 

wyróżnić .) etapy, odpowiadające coraz dokładniejszej skali czaao-

wej ujmowania tego procesu. 

1.4.1. Prawa Picka 

Pierwszy etap wiąże sit &e sformułowaniem przez Picka dwu 

makroskopowych praw dyfuzji [5, 16, 17]. Pierwsze prawo stwierdza, 

że strumień dyfuzyjny 1 , tzn. ilość substancji przenoszonej dzit· 

ki dyfuzji w cl~u jednostki czasu przez jednostkową powierzchnit, 

jest proporcjonalny do gradient~ stężenia s tej substancji 

/1.14/ ,ł=-DV'a, 

przy c~ym D noai nazwę współczynnika dyfuzji. Wspomniana jedno­

atkowa powierzchnia ustawiona jest proatopadle do wektora V a • 

Z równania /1.14/ po uwzględnieniu równania ciągłości, przy 

warunku niezależności współczynnika dyfuzji D od etęienia a 

1 niewystępowaniu p~dów konwekcyjnych wynika drugie prewo P1cka, 

tzw. równanie dyfuzji 

/ 1.15/ 

Jego rozwiązanie dla dyfuzji substancji skoncentrowanej 

w ilości M w chwili początkowej t=O • początku układu r=O, 
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tzn. ~tórej atętenie początkowe opiauje funkcja Diraca 

M • ( r, t • O) 

ma posta6 naet~pującą 
·- eS (r) ; q 

/1.16/ a ( r, t) M ·-~ 
e-r2/4Dt 

e <"' rit >J/2 

~ - g~atoś6 płynu , 

Niezadawalając~ cechą tego rozwiązania jest natychmiasto­

we rozchodzenie ait atętania aubstancji na całą przestrzeń dla 

każdego t> O, co wakazuje na to, że i równanie /1.14/ jest 

słuszne dla dostatecznie dutych czasów, lecz nie dla czae6w 

lllikroslcopo.,.ch. 

R6wnanie /1.14/ jest słuasne dla małych sto:teń, gdy cząstki 

dyfundujące nie oddziaływują ze sobą. Me~• wioc być ono utyte 

4o badania ruchu pojedynczej cząatki. Stożenie a interpretu­

J~ wtedy /zgodnie ze Smoluchowekim/ jako gostoś6 prawdopodo­

bieństwa p(r, t) znalezienia cząstki, kładąc Jl/~ • 1 • ~redni 

lewadrat odległości przebytej przez cząstko w czaaie t wynoei 

/1.17/ r 2 • J r 2 
p ( r , t ) dr • 6 Dt 

przy czym całkowanie wykonaliśmy po bardzo wielkiej objttości 

v- oo • 

l tej akali czasowej rola fizyki etatyetycznej zoatała 

aprowadzona do wyznaczenia wep6łczynnika dyfuzji D i uzaea­

d~ienia r6wnania dyfuzji, co jak sit okazało w~agało przej­

ścia do innej akali czaeowej, takiej w lct6rej można zaniedbać 

czaa samego zderzenia lecz nie czaa mitdzy zderzeniami. 
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1.4.2. Równanie Boltzmanna. 

Drugi etap badań nad zjaw19kiem dy!uzjl jeet zwi,zany c 

równaniem Boltzmanna /R.~./, [7,18] opiauj,cym zaletnoś6 czaao­

w'ą funkcji rozkładu połoteń i pr'i'-'li:OŚCi f ( r,v,t) W płynie roz­

rzedzonym, tzn. w takim, w którym zacbodz' tylko zderzenia par 

cząsteczek 

/1, 18/ 
• 

Tutaj 

c) f(.r, • .!1' t) 
+ v1 

c) t 

c) t(~,. .!, • t) 

c) ~, 
• 

oznacza gostoś6 gazu N/V , gdzie N jeet ilości, 

cząsteczek w objotości V , v • v , v • ~1 - ~2 prodkoś6 wzglo~ 

dną dwu cząsteczek 1 i 2 • v,, v2' v; • v; prędkości cz,etecze~ 

1 i 2 przed i po zderzeniu, b,c - wapółrzodne biegunowe w 

płaszczyźnie proatopadłej do prędkości ; ,,Równanie to zoeta­

ło wyprowadzone jako r6wr3nie bilansu prawdopodobnej ilości 

cząsteczek przychodzących i opusżczających element przeetrzeni 

fazowej dr1 dv1 przy załoteniu pom1jalnośc1 samego czasu zde-

rzenia. 

Enskog 1 Chapmen [ 7] otrzymali z równania Bol tz!Dilnna równanie 

Picka wykazując przy tym, te w makroskopowym równaniu dytuz~i 

powinny występować dodatkowe człony uwzględniające wpływ :.:;i­

nicy temperatury 1 ciśnienia. Pierwotny sposób wyprowadzenia 

równania ~oltzmanna nie był zadawalający. W celu bardziej ści­

słego wyprowadzenia R.B. jak również uogólnie~ia go na większe 
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St8tOŚCi, okazało Bit konieczna przejŚCie do jeszcze drobniej­

esej skali czasu - takiej, w której nawet czae zderzenia nie 

jest zaniedbywalny. Z dokonaniem tego przejścia wiąte eit trze­

ci etap rozwoju teorii dy!uzji. 

1.4.). Równanie Liouvilla'a 

Na tym etapie do opisu układu etosujemy równanie Liouvillei 

(c!.Dodatek I) • Równanie to wyzoacza funkcjo rozkładu f 5 (r1, •• 

lN, t 1 ••• łN,t) wszystkich N cząateczek układu w prsestrzani 

!azowej. Jeat ono równaniem deterministycznym a charakter ata­

tyatyczn, zoataje wprowadzony jedynie przez warunek początkowy. 

Bogoliubov (19) wyprowadził równanie Boltzmanna z równania 

Liouvilla'a. Analogicznie do Bnakoga i Chapmana~ którzy przecho­

ds'o o4 równania Boitamanna do równania makroakopowe@P przyjtli 

funkcjonaln' zaleinój6 od czaau funkcji rozkładu /poprzez fun­

kcje makroakopowe/, Bogoliubov celem otrzymania z równania Liou­

ville'a równania Belizmanna przyj'ł zaletnoś6 cząstkowych fun­

kcji rozkładu 

/1.19/ 

od c._•u przez funtcJt jednocz,atkową r 1(x1, t). 

Według Bogoliubova wysiepowanie trzech akal czasowych aa gło­

b•zy ••n• fizyczny. Mianowicie zapoatulował on, ta katdy proces 

nier6wnowagowy, w szczególności dyfuzja, zachodzi w trzech ko­

lej~ch etapach, którym odpowiadają trzy czasy relakeacji: czas 

cbaotysacji t
0 

, czas kinetyczny t 1 1 hydrodynamiczny t 2 , 

przy czym t
0 
<< t 1 << t 2 • 

Przagl'd innych metod wyprowadzania równań kinetycznych 

z równania Liouvilla'a podany został np. w pracy [20]. 
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ł s•czególnośc~ s równania Liouville·a aotaa wyprowadzi~ równa­

nie na epecjaln, funkcjt roskładu t , s której S@odnie se wzo­

rem /1.5/ można otrzJma~ funkcjo a
8 

• Z kolei s granic~ po­

etaciJI funkcji a
8 

ao&am7 swiąa.-. · · wapółc&JDDi.t d7fusji D • 

Mianowicie funkcja G
8
(r,t) prsedatawia goatoś~ prawdopodobisó­

stwa wyet,pienia cz,etki • cbwili ł • punkcie r • jeśli bJ­

ła ona w chwili i • o • punkcie r • o • inD~ ałQW7 prsedata­

wia prawo rozkładu przemi .. scse6 r danej cs4atki po czaaie t , 

cz7li opiauje jej aamodJfusjt• Dla du&7cb czaaów, • ośrodku iso­

tropowym znaczenie funkcji G
8 

pokrrwa ait ze znaczeni .. fun­

kcji p(r,t) wprowadsonej • punkcie 1.4.1 a wite 

/1.20/ 
e-r2

/4 Dt 

8 (n Dt) 372 

Biorąc tranaformato obu atron równania /1.20/ doataje_, 

/1. 21 l 

/1.22./ 

D • lia lila 

k-0 

Inną zależność na współczynni.t d7fuzji otrzya&m7 wrtor&Jatując 

wzór /1.17/. Po dwukrotnym zrótnicskowaniu funkcji I 8 (k,tl da-

nej wzorem /1.71/ wzglodem i w punkcie k • O doatajem7 
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D•-11• 
t-oo 

L 
6t 

Jeascze inQJ wynik, ktÓrJ zachodzi dzitki znikaniu wartości 

jredDiej pochodnej czaaowaj iloczynu dwu dowolnych funkcji 

/obacz np. [21] l 

/1.24/ <cd- (AB)> • O 

i dzitk1 zanikaniu korelacji dla dutych csaaów jeat naatopuj-­

cy 

/1.25/ D••11a t 
t-oo 

t 

n!: 
o 

d t 

1.5.1. Próby znalesiania I
8
(k,t) w całym przedziale czaaów 

1.5.1.1. Kaatałt gausaowaki 

W oparciu o saajomośó kaztałtu funkcji I
8
(k,t) w grani­

eJ krótkich 1 długich csaa6w /Dodatek ll l ViDeyard (25) wyau­

n,ł praypueacsenie, ie ogólna zaleinoś6 tej funkcji od ezaau 

jeat gaueaoweta, to znaczy 

/1.26/ 

CZJli, i e 
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/1.27/ [ 
, IJ/2 

4ft f(t) 

t2 
f(t)- 2iil • t - o • k -00 • 

f(t)- D t , t- oo , k - O. 

!ieatet7 nie ma teorii, która pozwoliłabJ w,znacay~ f(t) 

Dla małych t /ale niekoniecznie duł7ch k l aotna poełuty~ 

ai~ roswiDiociem • aaereg aoment6w 

.L _Dl 
1+ r; 

2! 
t: •... ' 

na podatawie którego oras aalełno,ci 

można wyznaczyć pochodne funkcji f(t) • punkcie t • O • 

Rahman [26] pokazał metod~ numerycznego rozwi••1•an1a układu 

równa6 ruchu, łe wzór /1.27/ dobrze opiauje aacho .. Die eit 

funkcji G
8 

dla csaau t <: 0.2 • 1o-12 eek i dla caaau 

t > 10-11 aek. 

1.5.1.2. Doświadczenie numerycane RabaaDa 

ruch molekuł gazu dowolnej objotośc ~ w dowolny. przedziale 
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czaeowym, np. rzędu minut jest jeet niewykonalne nie tylko ze 

wzglodu na obecny stan .techniki obliczeniowej /o zbyt małej 

pojelinoŚci pamitci i azybkosci liczenia/ ale przede wezyetkt.:r: 

ze wzgltdu na błtd7 aaokr~gleń. które przy dużej liczcie zd~­

rzeri molekularnych akumulują eię do wartości dyell:wa1itift: ,~ ;;~:yc : . 

.yniki oblicz•ó [27]. 

TJm niemniej jeśli ograniczyć eie do ~ozważania ezaaów 

rzodu kilku pikueekund, a wite takich, w których określona mo­

lekuła ulega co najwytej kilku zderzeniom. to można przeprowa­

~z1~ poprawne obliczania ruchu molekuł, a zatem badać metodami 

numerycznymi różne kinetyczne właeności molekularnych modell 

oerodke ciągłego. 

RabmaD [26] przeprowadził obliczenia ruchu molekuł w c~•­

kłym argonie. Rozważał on ruch 864 atomów, oddziały.an1e któ­

rych opiauje potencjał Lennarda-Joneea z obcitciem. 

l ' jeet funkcj' ekokow, HeaTiside'a/ 1 kt6re zamkn1tt• aę 

• azetcianie o bolcu L= lO e. !a bokach sześcianu nałożono 

periodyczne warun1- ;rzegowe. W chwili początkowej cz~etk! by­

ły dowolnie rozmieazczone • eześc~anie. Icn prodkości początlco­

.. ograniczał tylko warunek średniej prędkości, która wL~e by­

ła odpowiadać przyj~tej temperaturze 90°K • Ewolucjo układu 

badano do czasu t a S.lo-12 aek rozwiązując układ równań New­

tona zapieanych w formie różnicowej z krokiem ~ t a 10-14 sek. 

Znaleziono średnie wartości parzystych potog przemieezczenis 
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1 . - N 

L: 11 1-1 

Jut po caaeie 10-12aek oei-ga r 2 

nie aic 

;z • 6 D t + C 

Jdzie współczynnik samodyfuzji D • 2.4).10-5oa2eek , a et~a 

C•O, z.\2. Wartość współczynnika D J .. t niłna o kilkanaście 

~rQcent od wartości usyeitanej ekeper,rmentalnie. 

Jednocześnie średnie prsesuniocie kwadratowe po 2,5.10-14 

eek wynoai ) 1 9 l co etanowi zaledwie około połowy odległości 

miodzy BilBiednimi cząstkami. Oznacza, to, że jeszcze po t ·ya 

czasta cząsteczka nie zatraca ewojej ideznyczności. 

Okazuje aio, że przebieg otrzymanej numerycznie zależno­

ści r 2 (t) jest aprzecz~ [28] z wynikami Cbandreeekr.ara [16}. 

Hianowici.a wg [16] 

/1.2.8/ • ~ ( y t - 1 + e- 'rt ) , • .,2 

't - powien współczynnik tenomenologic&QJ, akąd w:yn1ka, te 

powinno leieć ponitej a•,aptoty przeprowadzonej przez poez-tek 

układu. Tymczaaem wyniki numeryczne dla dutych csae6w let4 po­

wyżej asymptoty, co przeaawia raczej na niekorzyść klaeycanego 

wzoru /1.28/. Wzór ten nie opisuje równiei prsegi~cia krzywej 

:~(t) dla małych czasów. 

Znalezienie średnich przemieszczeń w wyżeaych pct~geeh 

pozwala wyznaczyć odchylenie od krzywej Gaueea funkcji G
8
(r.tJ 



http://rcin.org.pl

20 

/btd,oej or,ginałem dla funkcji tranaformowanej I8 (~,t) /, 

gcl7ł zacboilai 

r2n • j r2n 

Jeśli a. •• kaztałt gauaaowaki to 

r 2 • 6 t(t) 

Miarą odch;ylenia od kaztałtu gauaaowatiego mołe by6 r6tn1ca 

/1-29/ 1 

Illa fUDkcj 1 gauaaowatiej wazyatkie wap6łcz;rnnik1 ex n powiD­

ą szaika~. 

Erzebieg tycb wapółczynników ~wiadczy o niegauaaowakim zacbo­

WU1i.ll ait a
8 

w przedziale caaaowym [0.25•10-12,1o-11 ] aek. 

Wynika atąd, te rozkład gausaowaki uatala ai~ 

pó'niej nił liniowe ~rawo pra .. i .. acaeń kwadratowych. Z doda­

mości wapółczynnitów a.n wnioakujem;r, U oałabienie korela­

cji przeatrzenqrch ze wzroatem odległości przebytej przez czą­

atkt zachodzi wolniej nit to wynika z modelu gauaaowakiego oraa 

łe funkcja G
8 

zanika wolniej w csaaie nił funkcja Gauaaa. 
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1.5.1.3. R6wnanie konwolucyjne na I
8
(t,t) 

Nakajima i Zwanzig [29,3~ wykazali, te czaaow~ zaletność 

dowolnej funkcji korelacji, w azczególnollci funkcji I
8
(t,t) 

opisuje równanie uwzglodciaj,ce w formie eplotu efekty pamitci 

uleładu 

/1.JO/ 

t 

S x(k•d 
o 

Jądro K(k,t) nosi nazwo funkcji pamitci układu. Jego interpr•-

tacja fizyczna nie jest jednak jasna. 

Równanie to motemJ sapiaa~ w postaci równowatnej po dokona­

niu przekeztałcenia Laplace·a 

1 
/1.)1/ 

-iz - i(k, s) 

... 
Widać, te znalezienie funkcji I

8 
zalety od znajomości •j~dra~ 

"' K • 

Próbowano [31] wyznaczy~ l eapirycanie, porównuj~c celem 

wyznaczenia parametrów keztałt poetulowany a wynikami Rahmana. 

Analitycznie [32] cnaleziono l dla bardzo uproezczoneso mode­

lu gazu, w którym załotono, te czas oddziaływania molekUl zale­

ty tylko od ich średniej prodtości. Okazuje sit jednak, te pos­

tać matematyczna funkcji X jeat ososto bardziej skomplikowana 

nit I
8 

• W Dodatku IU widzimy, te K nie wyrata sit przez fun­

kcje elementarne nawet dla gazu doskonałego. Zatem równanie Ne­

kajimy- Zwanziga nie ułatwia znalezienia I 8 (k.tl. 
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Bardsiej owocne okazuJe sit podej,cie wykorayatujące opia 

drnamiki molekul gaau /uśrednionej po dutej liczbie uklad6w/ 

pray pomocy funkcji f(E•!•t). Celem znalezienia tej funkcji 

BeltiD i -Ghatat [3~ rozwi,zal1 alinearJ&owane równanie Doltama­

AGa a warunkiem pocaęttow,m /1.4/ • 

Utyli oni równania w naettpuj,cej formie: 

( ń- + :! ~ ) t (1-•l• t ) • s W (! , ! ' ) ( t (E,:! ', t) -

- t (E,! , t ) ) d!' 

Jeet to alinearyaowaae równanie Doltamanna dla eamody!uaji. 

~(•,•)Je•t tutaj prawdopodobień•tw-. aamiaay w jednostce czaeu 

pod wpł,..a aderzenia prtdkości y na prtdtoś6 y'. 

Jeteli wprowadz16 wielkoś6 

/1.)2/ [ :t + :! :E. + Gl (Y) ] f (!o !t t) • 

. J •<!•!') !(!'•!',t) d:!' 

Opia układu prsy pomocy równania a tatą praw' etro~ ni• 

uwagltdnia saeadf sachowaaia pfdU i energii przy zderzeniach 

aitday d&n4 · 0&ąatecak, /śledao~/ numer 1 a caąateczkami po­

aoetał,mi /środowieka/, gdy! połotyliśmy w równaniu Doltamanna 

!(•2) • t(•;) ·~•<•2). Uwzgltdnia jedynie saaadt zachowania 
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liczby cz~steczek przy &darzeniu. Skutki .. tego równanie to nie 

nadaje sit do opisu takich cecb ośrodka dla których istotne ·­

przekazy pfdu /np. lepkości, własności akustycznych/, ale na­

daje sit do opisu wtdr6wki cz~steczki wybranej. 

Dla gasu doskonałego, a wite takiego w kt6rya nie sacbo~z~ 

oddziaływania cząsteczek otrzymuje!IIJ 

z warunkiem początkowym /1,4/ 

fo dokonaniu prsekształcenia Pouria~. wrnika at14d popra~a 

postać I
8 

dla gazu doskonałego 

I (k,t) • r! (!.!.t) d! 
s- J 

w sposób znacznie prostszy nit z równania /1.)1/. 

Po dokonaniu przekształcenia Laplace'a obu stron r6wnania /1.)2/ 

można ja roswiązać analitycznie. 

Znalezione w ten sposób prawo rozpraszania 8
8 

( k,w) wykazuje 

poprawne zachowanie graniccne dla dużych 1 małych prsekazów Pt-

du k • 

11m Ss(k,C~J) • 
k- oc Yno !t 

1 
2 1/2 

• a(-) o $ • 

to znaesy otrzymujemy wynik dla gazu doskonałego. 

Dla małych przekazów 

l im 
t- o 

gdzie 

1 

" 
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Jeet to wite poetad, która . .,uika bezpojredDio s równania Picka 

/por. /1.22//. 

Co aio tJCSJ maka,malnego odatopetwa ~d teztałtu gauaao~ 

wekiego, to najwitkasa wartoałd wapółcZJDDika « 4 /por. wzór 

/1.29//, WJDO&i około 2~ btd•c co do rzodu wielkoałci zgodna 

z wynikaai Rahmaaa. Podobna sgodnoałd zachodzi w zaletnoałci tego 

odatopatwa od csa8U. 

Hatomiaat zaaadnicsa rólnica iatnieje w zachowaniu ait te­

go rozwiązania dla krótkich caaaów. Jie daje ono właałciwych mo­

mentów (-i)n t: co wynika at4d, te równanie Boltsmanna zachodzi 

jedJDie przJ z&łoteDiu, ił żołna zaniedbae csaa7 mniejsze lub 

por~ z csaaem zderzenia molekuł. 

Ponadto, poni .. ai WJDik Helkina i Ghataka aoatał otrzJm&ny 

a pr&Jbliionego rozwiązania równania Bolsaanaa, to aczkolwiek 

poaiada on poprawne granice dla dułJeb i małych k , nie jest 

znana jeco dokładnoałó dla wartości k pośrednich. 

Rangantban i Yip [34) torzJetając z wyników Sirovicha (35] 

wetazali, łe JBOtDa otrzyma6 S (k,w) prze a nwner,czne roswiąza­

nie równania Boltzmanna dla ezczególnego przypadku cząsteczek 

Maxwella, to znaczy cząstecaet dla których siły oddziaływania 

aą proporcjonalne do 1/r5 • 

Równiei lo .. al [36] WJProwadaił amod~itowane równanie 

Boltaaanaa celea badania G
8
(r,t). 

Szczegółowe rozwinitcie tego działu teorii kinetJcznej ga­

zów motDa znaleź6 w monografiach [J7,J8l· 
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1,5.). Gas Lorentsa 

Niektóre cechy dyfuzji, rozważanej jako wtarówta Wfbranej 

molekuły na tle pozoatałych aoletuł, dają a1t ściśle zbadać w 

pewnym granicznym modelu gazu- • gazie torentsa [7]. Zajauje­

my sit w n~ ruchem lettich, nie oddzialywujących se eob' csą­

eteczat wśród innych cząateczet, nieruchc~ych i przypadkowo 

rozmieszczonych. Brat ruchu centrów rozpraezających .ołaa usy­

aka~ formalnie przyjmując, *• maaa 1cb jest nieetońesona. 

Dla modelu gasu Lorantsa Hauge (40] przyjął, łe potencjał 

oddziaływania cząetacset ruchomych z nierucbomya1 jest potencja­

ł•• estywnych kul i podał ściała aaalitjcSDa roswiąsania. Ros­

kład prtdtości v nie zmienia sit w tatim .odelu, poniawat war­

toś~ bezwzgltdna prodkości jae~ stałą ruchu. Kotna wite prsyj'~ 

dla uproazcaenia, łe wszystkie molakuły mają ~ aamą prtdtoś~ v. 

Problem gasu Lorentza prowadzi do liniowych r6~a6 tinetycsaycb 

1 równanie Beltamanna staje sit teł rÓWD&Diea liniowym, o pos­

taci: 

Tu ~ jeet etatością licsbową aoletul rospraaaających, a - ich 

promieniem, zaś P - operatorem u6redniając,. po wazyattich tte-

r\Ulkach prtdtości, P • 4~ J d Q • . 

W podanym prze• Haugego wyrałeniu na prsetaztałcenie wg 

Laplace'a rozwiązania tego równania aą naatopujące punkty o .. -

bliwe, porównaj wa6r /).1)/ na str.7). 

1/ biegun proaty • punkcie -is • - s:
1 

+ 1tv • ,~ft VQa
2 

2/ ciocie od -iz • - & _,_ 1tv do 
o -is • -

_, + • .._ 
s. ~· 
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)/ 4la kY r. -1 
'lf /2 biegUD "hydrodynamicsn,.. -h • - E. + 

+ tv c~s kY t. ; biegun ten snilca dla In' e. > ft/2 • 

Ponieważ wyatopowania bieguna w -~ • - a + ib oznacsa za­

nik wykładniczy e<-a+ib)t odpowiedniego modu t , widzimy, .. 
a/ dla In''· > ft /2 wezyatkie mody sanitają tak jak drgania 

gaa114c• •• atałą zaniku ł:D , 

b/ dla kY '· ~ n /2 .,..~,puj~ dwi.e atałe aanitu, r; k~órych 

jedna E. opieuje procea asybasy /taki jak w punkcie a/, a 

druga odpowiada procesowi wolniejaaesu /hydrodynaaioanemu/ • 

.aiegUD hydrodynamiczny ;Iee~ urojony wioc aanik ma cha-

rakter monotonican;r. st,d motna op1aywa6 powrót równowagi ko­

rzyatając a dwu atałych czasu: dla opisu mikro- i metroekopo-

we go. 

1.5.4. Uogólnienie równania Boltzmanna 

Uayakanie funkcji t(r,Y,~) dla caaa6w jeazcae kró~azych, 

porównywaln;rch z czaaem trwania oddaiaływania molekuł wymaga 

aaa~oaowania równania kinetycznego ogólniejazego nit równanie 

Boltiiii&DDa. · BogoliuboY pokaaał jak motna uog6lni6 R.B. na wytaae 

gtato,ci gaau ~9]. Ratomiaat PrigogiDe se 8WOimi współpracowni­

kami [22] podali równania ki~etycane, które mogą by6 ełuezne dla 

dowolnych csaaów • tym dla czaaów bardao krótkich. w eaczególno­

'ci Prlgogine i Reaiboia [23] wyprondzUi równanie na tuDkcjo 

t(r,Y,t) o poa~aci naattpującej 
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(-/t • ~) r • D(t) • J' c1"' crkk ('l' .~ > r(' - 'ł', 
o 

Do równania o tej samej atruktur.se do•sli Lebowits 1 Reeiboi• 

[39] badajfłc ruch csll8tat Browna. 

Tutaj D{t) jest /ezybto malejfłCfł/ !u.nkcjt~ caaiiU, prsed•ta•!,.­

jfłca wg autorów sanikanie • csasie początk~ych korelacji. Dla 

gazu rozrzedzonego ma ona postać /zgodnie s oanacaeniaai • pu . .''l­

kcie 2. 1, etr. 32/ 

D(t) • ~ IJJ 4!2 c~t, dt2 e-~r, . 

• ~2e tX2 e ~1"1 e -Ił 'f J-. 1) •• (-.-} 

Drugi atładnik po P.S. r6WD&Dia tinetycsnago opiauje adersenia 

mitdzy molekułami i nie zawiera etettu pocat~łk~ych torelacj1. 

Czynnit podcałkowy ma po•tać 

oo • n 
'l'ltk(•)• <t.o, ...• oj!: L e,3 (R0 L ett) lt.o, ...• o > 

D•O j•2 t<l 

gd.aia 
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a po oclwriSoeAia 

-t ~o 
·8 12 • 1 2 812 •••• 

llołaa roswtD4cS operato17 ek•poDMc;łalu w esezoeg1, wykona~ eał­

ko...aie 1 poarup~ .. clłuc potts cuau t • ~~aay wt.cly 
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,,2Ct) • e,2 cS<tJ • e,2 e,2 • t<-&.2 ~ e,2 • 

+ 9 12 9 12 9 12> + ł
2

<9 12 ~ '; 9 12 -

- e,2 e,~ e,2 - e,2 ~ e,2 e,2 • 

• e,2 e, 2 e,2 e, 2 ) • ... 
Jednaide równanie Prieogine • a-Reaibol• nie 110łe 8łułJ'c! clo _,..._ 

c•ilia tunlccji t(r,Y,t) dla małych csaecSw. Widac! to 111"S7 ~bie 

11)*prowadsen1a s tego równania wsor6w aa -cv prawa nspft8&e­

n1a. liianowicie np. 

(4) f ., . Is (O) • clf1 t (f,f1,0) 

R6łnic~j,c trzykrotnie r6wnanle tiDetycsoe i tład'o t • O 

otrz~jeę 

IV • { )" 2 t • D (0)+ (-1kY1 ) t (O) +(-ltY1 ) 'li(O)t(O)+ 

+(-1kY1) [1(o)t."(o) + 'll"(o)t(OJ] + 1(o)t-(Ol+ 

+ ~·(o) t to~ + a- (O) t (o)} 

Ale dla gasu rosrsedsoneso 

~n(IJ • (11-1) J d•2 <t,ol !12 (t)lt,o>4PM(•~ • 

• (11-1) J d•2< t, o l t
0(e12e12)+ łr<-e,z12e,2 ... ,2.,2.12)+ 

2 
• -łJ<e,2 x~ ~ e,2 - e,2 e,2 ~ e-e.2 ~ e,2 e,2 + 

st,d łatwo snald6 potrzeba pochoclaa : 
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~(~o) • c•-1) ~ 4•2< 1r,ol e 12 e 12 l 1r,o> łf'J·~ 

~<219> • (1-1J ~ 4•2< t,o 1 e 12 e12 e12 -

- e12 1° e 12 j~r,o>q,.,.C•2, u4. 
2 

DaJlł one clla potencja;t61r t,-pu JlrD , n~ 1 8kle4DU:i ros­

bleioe w ęrabnlu oa 1~4) t •• waglo4u Da brak w nich C&J'DDi-

-•u • ,~. ka ga8s,cego .• • Raecs,.w .... cie, na prąkła4 

J••t całk'ł rosb1ełQ4. 

Zacbodsi wite potraeba sDalesleDia nowego r6wo.a1a klDetycs­

neao. Je4Q4 • prób podaola tlikieso r6wnania zawierała praca . Van 

r. .. u .. Da 1 Yipa [14). Icb r6wnanie J••t nutopuJ'łce 

hC• •• t•) • a (•-•") (•-1kTr1 • 
t 

+ f f4.x1 4I2 & <•-., ł ą~.JY2l ( <tol g~1·rz) .'l121~ro>. 
· b(•1t•',ks) + <~rotc<.r1 ,r2 ) 'l12 1ot>b(•2,•',t•) , 

gclde 

" Tt T p~cllco'6 w cbwll1 t ... ...O 1 w cbwlll t , 
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b(~~·. k, •). f(~~'. ks) 
~M 

g(r1 r 2 ) - dwuca,atkowa równowago .. funkcja dJ8trJbucJjna. 

Równanie to moie b7~ atoaowaae dla niekich soato~c1. 
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• 

Zakła4~, ta • chwili t • O roakła~ l ca~atacaek • 

praaatrzeni faao .. J daD7 jea~ prsea fWlkcjt r6WDowagow~ 

lpro .. dzur;r operator Liouville'a /por.Dodatak I/ 
li 

'- • x: -i~J eij • x: • m l:i : .Ii • 

DetiniujemJ tUDkcJt 

PraJ: jaj po.oo7 traufor•t.t fouriarowek• ja~nocząstkowaJ fun­

kcji roskładu motna napiaać • poatac1 

t(~.!,,.t) • 

Dat.iD1uJ•7 jeascsa operator rsuto.,-

kt6r7 aołna snal~td dla roa .. łeago problemu. 

l 1f7111k\l dsiałania na PN(t) otraJIIIUJ• ait 
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e 

- )) -

W szczególności dla t • O 

/2.2/ 
1!r1 f

0 1~~1 
P .FN(O)• e <p:(vl) !(!,y1 ,0) • e !~ • FN(O) 

A w1ęc 

Ponadto 

/2.)/ 

ponieważ 

• 1 

Celem otrzymania równania kinet::~cz.nego /R. ·K. l b~dziemy j)Ostępowa-

11 według znanej metody [4], wychodząc z równania Liouville'a 

~tóre można zapisać w sposób następujący: 

/2.4/ 
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Dokonujemy przekształcenia Laplace'a t --+ -iz obu r6wnań 

układu. Transformata Laplace'a funkcji FN(t) dana jest wzorem 

<:>0 J d t e i z t F N (t ) , I m z > O 

o 
'ilbo symbolicznie 

Będziemy korzystać równiet z następujących zależności: t . 

rrL Jr1(orl t 2 (t-'f)d'f 

o 
TrL e•t 

-i z-a 

Liniami falistymi oznaczone eą traneformaty Laplace a. 

Z równania /2.~ oraz z równania /2.2/ wynika, że 

czyli. te 

-1 

•- (-iz + (1-P)KN) 
,--

(1-P) ~ P FN (z) 

Z równania /2.4 1/ oraz z równości ostatniej mamy 

_, 
+ P~ [ -1& + (1-P)KN} 
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a po powrocie do funkcji oryginalnych 

/'i-.5/ 

o 
Zastopujemy PPN(t\ według /2.1/ , mnożymy obie strony prze~ 
-ikr 

e --1 i całkujemy po całej przestrzeni fazowej za wyjątkiem 

!1 • 

Zwróćmy jeszcze uwago, te 

po~ieważ P nie zależy od czasu ani od prędkości ! 1 • 

Również możemy uprościć wyrażenie: 

gdyż drugi składnik w nawiasie kwadratowym daje po scałkowaniu 

wkład zerowy. 
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l naettpetwie tych operacji r6wnanie /2.5/ przechodzi w 

/2.6/ 

Jest to og6lna poata6 R.K. Opiauje ono poprawnie funkcjt 

f(k, v 1 , t ) nawet dla ezaa6w t- O , co wykaże1111 dalej. 

Po dokonaniu przekształcenia Laplace'a obydwu stron rów­

nania /2.6/ otrzymujemy 

... 
:rawą a tronę. o e ta tnie go r6wnania oznaczamy przez fj (!, z) • 

f(!,!:1 ,z). 

Wtedy r6wnanie /2.6/ motesy zapisać w poF+.aci 

( .". + i~! l) f(~, !1' t) • f 9 (~,<) f(~, !l' t-"<)d T 

o 
prz;y czym 

TrL • 

Operator ~(k,'r) nazywamy operatorem zderzeń. 
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2.2. Wyznaczenie operatora zderzeń 

Prawą stron~ R. K. /2.7 l można również zapisać na e tę;:m .~ ~;co: 

.. .. 
9 (!~.z) f ()f, z,}ł) 

W powyższych wyrażeniach operator Kw bywał zapisywany w argu­

mencie funkcji wykładniczej. lub ułamkowej co należy rozu!llieć 

jako zapis skrótowy odpowiedniego szeregu Taylora. To znaczy 
X ~ 1 ..n -1 przez e rozumiemy ~ Ii! .1. , przez X roz:.:miemy 

' n~O L.. (-l)n ( .I-1) n. 

Zatem 

f 
-kr N-1 ~ --1 d:y d.~:· e 

.. 
~ ()f ł z ) f ( l! ł z l :y.) .. 

· i.!r1 
(1-P )KNe · /2.8/ 

o 
fl'ł ... 

m ( 1 f ( k, v1 1 z ) ,. 
TJIIV1 --

. -

·A'ypisze!riy kilka pierwszych składników sumy stanowiącej y (ki z) 
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g(~. •l • - f ·:t-• ... •.-1~.. [ h ( .... - ..... ) + 

• (h) 
2 

( ~'NKN - B:5KNP'ti - KNPli:NKlf+."P~ PKN) + 

• (~z)3 {ICNK.NKNB:N- 1NYNPKN- KNKNPICNKN + 

Z drugiej strony zauwatamy, te 
-1 

• 

1 
• -iz ---.r-------=...------.---------

1 + dy!f-1d.!:Ne-11n:, E (h KN) e1!r1 f~/q>tl(v1) 
l,., 

iloczyn 111 sum 
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zs odnie z definic j ą operatora P • Składniki ~ ostatnim wyrate-
1 ( 1 n niu można _ pogrupować wg potęg TZ • Przy TZ) występuje czyn-

nik 

l(Jnl ikr1 
PKN -e --

przy czym druga w kolejności suma jest rozciągnięta na wszy-
, " Cm> atkia l , l , ••• ,l ~ spełniające podany warunek 

l'• 1" + ••• + l<m>. n+ 1 • 

Dowiedziemy przez indukcję, że zachodzi 

/2.C,/ 

4 

·-~(k,z) 

czyli, że 

{ 

00 n n m 

-iz 1 +~(i~) :E(-) 
n•1 m= 1 

+ iz - i!y1 
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Ponie" , ... 

/~.10/ 

. .. E (m) . fd~x-,d!.t'.-1k~,Kr ni'" ... P~.i~r· ;~(v.Y . 
l +l + ••• +l •n M 

t m) 

l. ,l· ' •• ~'l ~1 

lub 

/2.11/ 

11 

Por6wnujem1 wyrazy ; rzy . tych eamyc.o. potcgach (h) po obu stronach 
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równania /2.11/. Zgodnie z Dodatk:ier.: lV 

Kri [ KN + (-PKN) ] 
n 

~L: 
, n 

G (-PKw' 
l l " " • !n) (n) 

k +D +k +n + ••• ~ +n •n 

, l (11) llll 
k ,n , ••• ,k ,n ~o 

.,k , + 1 ( PK ) (. PK l ( P l Kir~+ 1 
"N - N .- ~ " " " · - N 

, , " " .tnl (!'li k +n +k +n + ••• +r- +n ~n n" razy operator P 

, , • in) 6'1> ......... 
k ,n, •••• ~ ,n .ę-0 

Sumę tę, wykluczywszy przyjmowanie przez wskaźniki wartości zero-

wych ~atwo przekształcić do postaci /z której rJnika równość 

/2.11/ a więc i /2.9//: 

D•1 l. +l.+ ••• +l(ml an 

, h (mi ........... 
1 ,l , ..• ,r -7-o 

gdzie 

m~ n'+ n'•···• ncv oznacza krotność wyetępo~r.ia ~~ere-

tera P w danym składniku potęgi dwumianu. 

~ożna wi~c napisać 

/ 2.12/ ~()!,z) 

dr" • - Y2 -'---v -1kr1 ikr1 1 1·1 
•• -iz.KN e q:> M ( v 1> 
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Po wprowadzeniu oznaczenia 

i spostrzeżeniu, że 

-iz+ikv1 

oraz po skorzystaniu z przemienności 

;~.1)/ • 

operator zderzeń /2.12/ przyjmuje postać __ , 
- !R 

albo równoważnie 

/2.14/ 1r ~(k,zl ~ 
gdzie 

5ło • 

i!.J. lliektóre własności ogólnego równania kinetycznego.-

Kotna ai~ przekonać, że ogólne R.K. /2.6/ jest nieodwracalne 

• czasie tzn. zmienia swą postać po zamianie t na -t 

na -!i • 1 • 1, ••• N • Jest to zgodne z ogólną prawidłowością 

znalezion~ przez Zwanziga [4;, że równanie na PFN jest nieodwra~ 

celne, mimo te równanie na PN /równanie Liouville'a/jest rćw­

naniem odwracalnym. 

R.K. /~. 6/ opiauje poprawnie zachowanie funkcji f dla ma­

łych t • Sprawdzimy to odnajdując na jego ~ : dstawie momenty pra-
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wa rozproszenia. O~raniczymy się do odtworzenia pierwszych czte­

rech momentów. R.K. /2.6/ możemy zapisać w postaci 

gdzie 

( _d - + ik:I, ) f 
c} t 

• 

t 

J(t) • f ~<~>• (t -~)d. < 
o 

R6żniezkujemy trzykrotnie obie strony R.K. wzglęiem czasu t 

w chwili t • O • 

Dostajemy 

r'(o) "'-1ky:1 f(O) • -1.!y1 'P.,Cv1> 

t"(o). -1.Jy:1 r'(o) + J(O) 

fm(O) "' -ikv1 fN(O) + r(O) • -i,iy:1 [ -i_!y:1 f'\0) + J'<oJ] + ]7c) 
fw(O) = -ikv1 fłW(O) + J(o) • -1tv1 { -1kv1 r-1kv1t'(O) +}to))+ 

+ J1o)} + J7ol 
przy cz7111 

:J(o) ,. o , J(o) • ~(O)t(o) 
~;p. o) "' ~(O)f'(O) + ~·(O) f (O) 

J(o) • ~(O)t"(O) + ~ (O)t' (O) + ~N(O)f(O) 

~artości kolejnych pochodnych czasowych operatora ~ w ebw::i 

t • c· wynoszą 

/e..15/ 
(l'\) 

~ (k,O) • 

n • 0,1,2, ••• 
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Zauwatamy, te ponieważ motna przekomutować na lewo funkcJę 

to 

q( k, O ) t ( O) • ej~ k , O ) q>11 ( v 1) • O , n • O, 1 , 2, ••• 

o 
f~ • 

·łtynika e tą d w szczególno;ci, te J(o)• O , a ponadto, 

]"(o) i 1 (o) wystarcza wyznaczyć tylko 

te- do 

znalezienia 

~'(o). 
Znajdujemy, korzystając z postaci operator6w Kw i P , te 

~(O) 1 . -
ID 

r.' 1 ! < o -'u > [ (k J o ~ d ~!, o '1(0 • m --~ 2i.!.1 + _y:, !1 i'V + T"jjj "iV + A m ó y:
1 

oy
1 Q X, -1 p JD -1 l' 

Przeto 

Roment n-tego rzcdu wynosi 

D (D) 
(-1) I

8 
(!,O) • J (n) 

t (~.o) dy1 

Widać wiec, te momenty rzędu nieparzystego znikają, poniewat w 

wyrażeniu podcałkowym występuje nieparzysta funkcja !t . 

7.aś 

~) 
• • 
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f!. l 
8 . H~!,) •• i<!2~~ > [>i•!l- :2. l} q>E(•,>••, 

• 

co jeet zgodne z wynikami bezpośrednich obliczeń podanych w Do­

datku II. 

2.4. Wyprowadzenie operatora zderzeń dla niekich gęstości. 

W gazie rozrzedzonym na ruch danej cząstki /nr 1/ mołe wpły­

nąć szereg kolejnych nieskorelowanych zderzeń z pojedynczymi 

cząstkami /nr 2, •.•• ,N/, z których ładne nie jest wyrótniona, 

a operator zderzenia sprowadza Bit do operatora opisującego po­

jedyncze zderzenia binarne. Oznacza to, te średniowanie z wagą 

f~ (pM(v1)-
1 względem zmiennych r1 ~r2 , ••• ,rlf T 2 ••• vN daje 

się zastąpić przez wziętą R-1 rasy średnią względem r 1,r2,v2 
s wagą ~2 ~K(v2 ) exp (- 'u12 ), co odpowiada liniowem~ wsgltdea 

~ . przybliieniu operatora ~. Przedstawimy dwa eposoby dokc r.•-

nia tego przyblitenia. 

2.4.1. Pierwasy apoa6b uayakania R.K. dla niekich pottg ststośct • 

.. 
Zapiszmy, na razie formalnie roswiniocia operator&. ~ i ~ 

wyatopujących w równaniu /2.14/ w szereg potęg gęetoś · e. NIV 

~ = ~o + Q ll, + e.2 ~ 2 + ••• 

/2.16/ - 2 
9 = g. o + Q ~ 1 

+ '! ~ 2 + ••• 

Watawiemy to rozwinitc1e ao /2.14/; po porównaniu wap6ie~YttD1ków 

przy tych aamycb potęgach E otrzymujemy 
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'l' -1 
o -- ~1 1i' -1 w l n -1 

o 1 o 

Celem znalesiania ~1 dokonuje~ analisy potog stato~ci roswi­

J • JIIc 1ł. według sderseó podw6jnych jak naatopuje. 

Pr .. s iteracJt wyrażenia , [41] 

1ł = 1ł o + 1ł o ~ 8 • 1l , 

gdzie wskdnilr aWD&cyjl1y « przebili• wasystkie pary liczb utwo-

rzooe ze zbioru 1 • • • 1, otrzymuje Bit 

fl = 1ł0 + 1ł. 0 .E e. fł 0 + 1ł0 ~&.1ł.0 L &11 R 0 + ••• = • 1r • 
= ito + I:Ro &Cit 1ło + E1ło8cx.12o9aflo +E~ e ex. 1ło e, fło + •• 

a: a: a: Ił .,. . ..... 
Spoat.rsegamy, ie wkład rsodu et wnoazfł do 9ł tylko człony z po-. .... .. 
~e4yncsfł &UMil waglodem « • lkład ten jest odpowiednikiem ~ 1(1 

gd7ł opera tor7 .!j b~ ' J> 2, wyatopujące w x: mog11 dawac! 

Jeuynie zera w d~iałaniu aa funkcje zmiennych t 1, ~2 • 
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Zatem po zderiniowaniu 

T 8 "" 
1 

"" 12 • 12 + "" 12 -ic+Ko "" 12•· '' ·; 
2 

ez;rli T12 • e 12 + e 12 1 T12 
-i&.+K2 

~ ;:. (B-1) J d'!2d~,d~2~-2e-~u /Q 

fd:r'-2 n q> (v ) e-1Sr1 l T 1 e~t'1 c:p,
11
-(v1). 

j·~ K j -is+K~ 12 -i&+~ 

Leca 

Dla gacu rozr&edaonego 

• • - ~ u12 

i at~d po zdefiniowaniu 

R
0

( 12) • 

t' ~'-"""'" fJv • 

~~- ł f··· J "';"'• 

Zauważam;r, że 
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czyli 

/l.17/ 

gdzie 

1 

W rezultacie operator zderzeń dla małych gęstości 

/2.1 B/ 

~2.4.2. Drugi spoeób uzyskania R.K. dla niekich gęstości 

Rozłóż=Y · operator 

w szereg Taylora wzgltdem r( 

cp (v 1) 
M 

gdzie 
(n) 
~ (k,o) dane jest wzorem /2.15/. Zanalizujmy ze wzgltdu 

(n) 
na pottgi ~ funkcjo 

funkcJo t (y1) : 

powetałfl z działania ~ ( .k_, O) na dowolną 
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Obliczamy wykorzystując /2.13/ 

[·~., ... - q>;,, f •• ·•-··~ ·• (•n,•I<JJ] ...• 

[•n, ... - .PKtvV J ••. •-• ·~·· (•!:'!,•>;) ]· 

gdzie KŃ , "Km.. oznaczaj !l operatory K1f zapiaane we współrzęd-

nych z primami, bisami itd. 

Po wprowadzeniu operatora 

.. 
p 

i po wykonaniu działania KN występującego najbardziej na prawo 

można napisać 

~"'1o,, o) t l!,l. J•·•-• «?t~ (1~!1 •.") [ 1\!1• .. -•· (1!:'!1 + .. ) ]" 

d t ('!1) 
+ P 1 ~ q>

11 
(v1) 

Q v1 

Oznaczamy przes 

X • X (.rN, :!1) 
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łtedy dh n> O I'IIOżemy napisac! 

(n) 
~ (! 0 0)f(y1) • 

• f d~lf-1 d~1r~ 1ky1 (1!'!1 +~) [1~y1 +Ks-P .. (i!Y.,•X,l] n-
1 

X 

+ J dy~J-1 d~~~~ Kll (i!y1 +~) [ i!y1 +K:.-P* (i!Y1 +!ts) J n-l X 

- JdvS-1drllfo (1'" X....) 1 Jd •ll-1d •l ,.o (i'- IL) - - Y ~!1+-"'lt · łp11 (v1) ! ~ .. li ~!,•,. · 

X 

Składnik i!!, /wraz a odpowiednim czynnikiem/ w pierwszym na­

wiasie ·ostatniego wierasa snoai eio z pierwszym wier,zem prawej . 

atrony /P.5/ wypiaanej r6wno~c1, drugi składnik K11 w tymże na­

wiaaie znika po •całkowaniu ze wzglodu na nieparzyeto§c! w zmien­

nych przestrzennych. 

(n) 
~ (k,O)t'(:!1) • 

/~.19/ 

• Jdrr-,~·t': ~ (ą!,+ltw) .[i!:!,+~-P*(i!!.,+KwJ] n-
1 X 

czyli dla n ;> 1 

(n) 
~ (.k,O)t(y1) • 

/2.20/ f 
2 n-2 

• dl:11- 1d!:.1r; Kw (1E!1+K1 ) [1n1 +~tm-P*(iky1 +Kw J] X 

.;.. J d:ł-1 d;'t~ 'N (tn,•X.) p*(i!y1+K5 ) • 
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• celu dalszego ~rzekształcenia tej równości zauwaia:y, te r~ 

keja «(v1) zde!Lniowana jako 

jeet przynajmniej rzędu 11 e .. V , ze wzgltdu na obecno'ć czyn 

nika )C /zawierającego aumę !-1 wyrazów, z których katd7 da 

ten sam wkład przy uśrednj.aniu/. 

Odjemnik po P.S. równości /'i:.20/ 

J d,ł-1 d_łr~ 11t(i!!1+itw) odT1l 

możemy przedstawić jako eumt dwu składników. 

Pierwszy składnik 

rdv5 - 1dr5f° K ikv e&(v) • - 1 JdJi-1dr5t 0 ~_L i~1 a(v1)•0 j - - N N --1 1 m1 - N or1 bv1 

na skutek symetrii przestrzennej. Drugi sicładnit l•l 

/2.21/ 

jest o jeden rzą~ potęgi ~ • N/V wyższy oc « (v1). Leca wyka-

zaliśmy, że a; (v1) jest przynajmniej rzędu r • więc slcła:ini~ 
/2.21 l sta::owi wyraz przynaj:nniej rzędu rl 1 jako taki powinie: 

być w przyjętym załoteniu'gezu zderzeń binarnych" pominięty. 
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Dlatego /2.20/ przybLiżamy do poataci 

/2. 2&./ 
(O) 
~ (k , O)f(v1)a 

• \dyN - 1 d.I:Nf~ l1f (ii!:1 +l1f) 
2 

[ i!y1 +~-F* (i.!t.1 +Iw)] n-i X 
.J 

Dokonując a /2.22/ (n-2) -krotnie przekaz,";ałceń analogicznych do 

tych, które były wykonane z /2.19/ znajaujemy katdorazowo, te 

człon z p* podnosi rz,d goetości ; najnitazy rząd goetości 
(n) 

w operatorze 1 jest zatem dany przez 

~'"h,o)t(v1) • J .;<-'•r"r: <" (1kt1•<"J" '1. , 

Dowiedzie~y teraz praez indukcjo, ił z dokładnością do wyra­

zów rż~du N2 i wytaaych, które po uśrednieniu stają sio rzodu 
2 

~C! zachodzi 

(-...L) 
ID1 

i) • 
Pr:J cz~ w(v1)•----­

ÓY1 

DefiniujeMy 

n • 1 

i,j • t,2 ••• N, i ~ J 
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li li 

L I:( d d a ~ ) - F ---- + p ---- + Y ---- + p ---- p • Y -jloYj -11óv, -1 bn -l ÓYl -1j ( ,) 
j•2 1•2 - - - -

j_,tl 

Lecz wkład od sumy podwójnej jest rs~du 12 ł zoetaje wioc od-

rzucony 1 

l 

(1!y1 +~) l 1 • (v1) • L (1.!I1+K1 j) .!tj • (v1) 
j•2 

n • p 

Zaltładalll3' 

l 

·I: 
j•2 

ZaJmijmy si~ członem 
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2 
~Q ~uceniu sumy podwójnej jako dającej wkł~ rzędu e mamy 

Ostatecznie w przybliteniu liniowym 

co kończy dowód. 

ii tJll' samym przybl1teniu,;:or6wnaj /2.23/ 

1 o u (- -) -- w(v,)• 
m, b r 

-1 
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.l:'oni.;wat 

•PrsJpomniJ~, te 

tJdr, .. ·drj·. • drll P 2 (r, . .rj) •- 'u /Q • 
J•2 - ~u l e drJ" •• drN " L 
• (N-~Jd!:1 d!:2P(~l·!~) Q- - • V2Jd!1d!2P(!1,!2)g(r12 ) 

gdzie P 2 - dowolna funkcja od. podanych argument6w, g(r12 )dwu::zą­

stkowa statyczna funkcja rozkładu połote~ /porównaj punkt 1.3 

1 dodatek III. 
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• 
/2.24/ 

lykaże~y, że postać ta jest równoważna postaci danej wzorem /2.18h 

Jakonajmy transformat7 Laplace'a 't' - iz 

12.25/ 

t 1J&r, 
irzekomut~jmy w ostatnim wyrażeniu K12 z e 1 dodajmy do 

~tego wyras tożsamościowo równy zeru /ze względu na całkowanie 

po zmie~ch ~1 .~2 l 

• I d.r 1. d~2 - ~ ul2 ik V ~y2 - e cp M (v,) 'Py (v2)e- ...!:1 
V 

1 1k~, 
•(K12-ikx1 ) -iz+K (K12-1ky1)e 

12 

1 

Nr d.r1d!:? - ~ u12 -1kr1 +V j dy2 V e <p11 (v1) <py(v2) e (-K12 ... tn1 ) 

tu, 1 
• e cpJI(vl) 
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Ponieważ 

•(-iz+i~!1 ) [-iz!K (-K12+iky1-iz+K12 )- (-iz+i!Y, Jj1 
12 -i:z....i_!y, 

to 

-ikr1 • e ( -.....:...-
-iZ+i\12 

1 ikr1 1 -.....:....,.or- ) e - ( -iZ+i.!Y, ) m l v ) 
-iZ+K1 2 •t""M 1 

Jest to wyrażenie identyczne z /2.18/. 

Wykorzystaliśmy również to, że 
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2.5. Uproszczenie operatora G12 

~yet~pującą w definicji G12 dziewiociokrotn~ całko można 

zredukować · do sześciokrotnej, jeżeli dokonać przejścia do wepół­

rz~dnycn układu środka masy /C.M./ cząsteczek 1 i 2. Podstawia~y 

m1 ~1 +m~2 m1y1 +m2y2 
I • I1 - !2 • 1l "' ! • !1 • !1 - !2 • }!'"' ---.--.--=~ 

M M 

Zatem 

)i 
·r • .R.+- r ·-1 m1 - • 

m1m2 
k • a jacobian prze-
' m1+m2 

kształcenia 

" .r, a .r, 
TT • 81! . 

• 1 
o 1:2 o 1:2 
0.[ . d! 

Ra razie zostawiamy baz zmian całkowanie w prze s ·trzeni pr~d­

ltości. r dy2 • Dlatego bodziemy traktować 'J! , ! jedynie jako J m1v 1 + m2v 2 oznaczenia skrótowe odpowiednio na - .M - ! 1 - ! 2 
Przy tym zastrzeżeniu, po zamianie zmiennych opisującycn prze­

strzeń mamy na podstawie /2.25/ 

/1:..26/ G;'2 (k,z) • ł J•!2~-i~ f.• 
)1. o 

1~ r ~ -(3u 
• e K

2
a q:> M (v 2) 

iZ't' -i~l{T -T~ 
e e e • 
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lub w postaci równowatnej, odpowiadającej wyrateniu /2.18/ 

/2.27/ G12(,i,z) • i(-s+ltv1)ł )d!2dl: .-~u <Pufv1) ą>JY21• 
" 00 ~ " -1.k1111 • s i(a-~)l}r -T~ - TX~ iłji:' ~ 1 

• e d1' e (e - e ) e 1 1( -ukv1) <i'v<v,) 

o --"t'K2 
Operator e przesuwa wap6łrz~dne ~.! cząstki do 

punktu, który zajmowała ona n~~azowej . trajektorii ewojego ruchu 
- Tlt 

wcześniej o T, operator e 2 przesuwa wapółrz~dne wedłut 

trajektorii proatoliniowej wyznaczonej przez kierunek ~ , o od­

cinek !YlT • Jeśli czlstki wchodził w stert wzajemnago oddziaływa.= 
- "ff: - Tl~ 

nia dopiero w ehwili 1'
1 

, wkłady od operatorów e 2 i e 2 

w przedziale czasowym ( O,"l'
1

) znoszą eit i motemy 11apiea6 

- ,f -f!u 
/2.28/ G12(.i.;s). 1(-un1)i ·jd~2 d• e cp 14(v1 l<p~:(.,2 ) 

" ~00 o ~ -i~ 1: j ilz-!'\?}r - T'K . - TJ!: i~ l: 1 
• e m, d't' e (e 2 - e 2) e 1 i(-•+!!:,) "<p~cv,> 

'G 
Dla gazu doskonałego, w którym nie _wyattpują oddaiaływania 

molekularne i cząstki poruszają sit ruchem swobodnym 

-Operator G12(~,z) w /2.15/ wygodnie jest ,rzedatawi6 w ~etaci 
- 'fX2 

rótnicy ~ operatorów, s których pierwasy sa~iera e a dru-
- Tl{~ 

gi • z : 

przy czym brane z osob.na oba te wyrażenia są rozoie~ne. 

Zapiszmy je dla porządku: 
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/2.29/ 

saś 

/2.)0/ 

• i(-s+kv1) ł Jd!2 Jd~ cp11 (v11 cp11 (v2)e- ~u • 

-i&fr f i (z-.kiDr -"t' ! 2 itf,-1: 1 
• e 1 d 't e • • i (-s+k."!.1) cp

11
<v,) 

• i (-s+kv1) ł J d!2 J d~ 'P11 (v1) <PM(v2)e- ~u 

J 
i(z-k\f)f -"t'!~ i~ 

d "t' e e e 111 i ( -S+_!!.1) 'f> 1 (T l 
M 1 

Równanie kinetyczne z operatorem zderzeń danym przez wyra­

tenie /2.27/ lub przez wyrstenie równow iżne takie jak /2.18/, 

/2.28/ stanowi poszukiwaną postać R.K. dla gazu zderzeń binarnych. 

Postać ta jest uogólnieniem dla dowolne g o czaetu opera tors zder~~e ń 

s równania Boltzmanna, w którym wyst~puje równiet różnica funkcji 

t , zależnych od asymptotycznych prodkości przed i po zderzeniu 

lecz nie są uwzgltdnione -~iany pr~dkości w trakcie trwania zde-

rsenia. 

2.6. l~ektóre własności R.K. dla gazu zderzeń binarnyc~ 

2.6.1. Post.ać operatora zderzeń dla krótkich czas6w. 

Rozwija~ G12 (t) w szereg Taylora wzgl~dem czasu. Dla krót­

kich czasów wystarcza do przedstawienia G12 (t) part pierwszych 

wyrasów tego szeregu. Jeśli zamiast zmienną czasową t posłu­

gujemy ait zmienną z ~ obrazie Laplace'a operatora G12 , to 

małym wartościom t odpowiadają duze wartości z a wioc małe 

wartości 1/s • Rozwijam G12(s) w ~zereg potog --1- • ~ -is 
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lprowadzam oznaczenia skrótowe: 

Zależną od z część operatora G12 z zapieuję w postaci 

• Ę(1+al;) [1-b~ + (b~)2 - (b~)3 + ••• -1+c~- (c~f+(c~))···) 

• ( 1 + a~) .. c - b + ~ [ b2 - c2 + a (c - b) + (c - b) aJ + ś 2 [ ••• ] •· •• 

La c a 

ponieważ występująca w 9 12 funkcja 

.Ponadto 

jest nieparzyeta • 

'iidać, :h 

o 
c,2 (o). 

• :2 J dy2 

. ! f d~2 

00 

(D) 1 J i&'t' D n 
G12 (O);;J d~ e (-) 't' • 

000 
. D ID) , .. 

~-,l G- (o) ) d-r 

00 

. 1 ' l 1 )n G (D l (O l 
• - Ti ~ lii 12 

11m & 
z-oo 

n• O 

G- (•) • li- 1 , 2 60 ·~ 
~-o t; 

• 
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Otrzymuje~ •ioc posta6 G12 (0) taką jak ~(O) • punkcie 2.3. 

co etano•i dodat~o•e pot•ierdzenie poprawności przekształceń 

iłuiących do •yprowadzenia G12 • 

Podobnie możemy aprawdzi6 posta6 /2.24/, która wyraża operator 
i.!r1 

zderzeń w funkcji czasu. Po przekomutowaniu e z K12 mamy 

/2.)1/ 

gdzie 

i [ -'- a c} kv, o ] 
• 2~1 + 11. m -r--v +(.!!,) !.1 ~ T""= ~ d '' • ,... 1 u -l o v 1 P m, !.1 y1 

Po skorzystaniu z relacji Yvona, obacz Dodatek !!,otrzymujemy 

znowu wzory takie jak w punkcie 2.). 
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2.6.2. Inne poetacie aaymptotycz~e R.K. dla gazów rozrzedzonych. 

' 2.6.2.1. Równanie 'YPU Pokkera-Plancka. 

Jeżeli czas między zderzeniami a więc i czaa przebiegu tra-
-TK12 

jektorii opisywanej operatorem e jest zaniedbywalny wobec 

czaau rozwoju zjawiska, ta~ jak to się dzieje w ruchu brownowakim 

\:1 ~1) otrzymujemy z /2.6/ bądź z R.K. w którym operator zde-
2 

rzeń dany jest przez /2.24/ równanie typu Pokkera-Plancka, kład4e 

/2.)2/ 

G12 (o) jest operatorem określonym przez wzór /2.)1/ niezależnym 

od wektora falowego ! . /W ogólnym wypadku gazu o dowolneJ gęsto­

ści zamiast a12(0) kładzie~ - 1(0)/. 

Równanie /2.32/ możemy jeszcze zapisać w postaci 

/2.33/ ( o • ... ) t ( k t ) e _1 d ( 11 ~- 1 1 d l · Ot+ ~!1 -•!1• • '5' m
1 

ay
1 

.., + m
1 

d y
1 

gdzie ff • < P ( t-0) P (t •O )> atanowi przybliżenie współ­

czynnika tarefa. Równanie podobne do równania /2.JJ/ zastosowa­

no w pracy ~2] celem znalezienia w pośredni apoaób prawa roz­

proszenia s.<!.~> ; dopuszczono przy tym zależność współczynni­

ka tarcia od czasu i od prędkości. 

2. 6. 2. 2. Równanie Bol tzmanna dla k - O i z - O. 

Szczególnie łatwo otrzymać równanie Boltzmanna prz? warunku 

k - O i z - O, który oznacza, że wkła~ do całek p!':te!!trzen­

nych w operatorze zderzeń pochodzą z dużych odległości, a ezae~ 

obserwacji są duże wobec czasu zderzenia. Wyjdziemy z 'lCi 

12.28/ operatora z.ierzeń. Wprowadz ~my dla przestrze:1i L walccr.r.:; 
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układ "'sp:5łrz~dnych E, b, l z osią l !Ido !. • y 12 • 

Załóżmy, że zssięg pote~cjału jest og~aniczony, tj. ujr) • O 

dla r > ~t • Funkcja pod-;ałkowa w 'G,k, z) jest różna od zera w 
42..-

obszarach: 

(-oo< l < - "j) X (b< c) X (- 00 <V < 0 ) X ( •r>"f 1 ) , 

(-1 <1 < i) X (b< O') X (-oo<v<<><>Jx( T>O ) ~ •• 't1:0 w ha'"' ,...,.,~lu< 

"J <l< oo) x (b< es) x \O <v < oolx(T>T1 ), 

- T K - T K
0 ,C'2":2 

w których e 2 - e 2 ~O. !'u t= VG
2-b2

, -r 1 • l lli-1-VIYI· 

J. więc 

lim'G;2 <k.zlf(y1). lim G12 (o,zlf(!,1 l• 11m iz łJdy2 Jbdb2ndl • 

t-o z-o z-o 
z-O 

tocząwszy od pewnego czasu T m ( v, b,l) > -r1 dla którego 

lr<--rll • es ruch staje sit swobodny z prędkośc~ą • !. • Rozdz.tela-

my każdą całkę na dwie całki: dla T1 ?<lll-"i><-r< 'tm i 

. T m< T< oo. t: dział pierwszego typu całek jest równy zeru; me z­

na sio o tym ;lrzekonać np. rozwatając potencjał skokowy 

n-1 

us(r) •L Vk ?(r-rk) 'l(rk+1-r), r •ll:l• ro"' O, rn • e 
k•O 

Przy pomocy us(r) można przybliżyć dowolnie dokładnie ciągły 

potencjał u(r). Wykonali~my obliczenia dla szeregu kul koncen­

trycznych, wykorzystując wyniki Dodatku VI. Pozwoliły one stwier­

dzić, że w wyrażeniu na 11m G12(0,z)f(y1J pozostaje jedynie . 
z-o 

/w granicy z - 0/ 
00 

11 J J J in1 iz('t'm -1'1 ) LJ 'V dy2 cp14(v1 l QJ14(v2J2n bdb dl e (-h 

·[\V(!~) - \ł'(l4)]; 
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co daje " granicy z- O wyrażenie typu członu zderzeniowego 

Boltzmanna 

~ fdy 2 2n S bdblvl [r(y~) 'P:,:tv; 1 - f ., y 1)<p:.: v,.: . )• 

V. ostatnim przejściu wykorzystaliśmy po:-.a1to Z3!1Sd'i" ::scr.:ll"e:-.!s 

en ergi i 

Równanie kinetyczne z takim wyrazem zderzeniowym opisu.•e z~. ia-

nę funkcji rozkładu cząstki wybranej nr 1 przy założeniu, ze r ~ z­

kład pozoetałych cząstek pozostaje bez zmiany, porównaj punkt 1.~2. 

2. ó. <::. ). Równanie typu Bol tzmanna dla dov:olny::h .Ji, z • 

Zajmujemy się modelem, ·który. etanowi pewne uogól!lie!'l!.e ;azu 

sztywnych kul. Lianowicie zakładamy, że cząstki poruszają si~ po 

ojcinkach prostych z prędkościami asymptotycznymi wynikający~i 

z praw zderzenia oraz, że zderzenie ma miejsce • je1~y~ punkcie 

przestrzeni, lecz w odróżnieniu od modelu sztywnych kul tr-a ekof­

czony przedział czasu T• • Po położeniu T• "' O otrz:~1!r.a:ty dla :lo­

wolnego ,!, z równanie Bol tzmanna. Natomiast przyjęcie T• ~ O 

etanowi jak się nam wydaje najprostezy sposób wykorzystania ':lBf:Z" 

go R.K. do uwzględnienia skończonego czasc trwania zJerzenia mole-

kuł. W obliczeniach będziemy wychodzili z równania /2.29/. 

Rys. 



http://rcin.org.pl

66 

Całkowanie, f d~2 obejmuje cały przedział pr~dkości y 2 , a więc 
przy ustalonym y1 , cały prz.edział prędkości .! • Zderzające się 

mole&uły w układzie środka masy przebiegają krzywe płaskie. W zwią­

zku z ~ym przedst~wiamy je na rysunku, przy którego pomocy definiu­

jemy też inne wielkości charakteryzujące zderzenie, w szczególno­

ści parametr zderzenia b • /W układzie C.M. zderzenie dwu kul o 

średnicy G jest równoważne zderzeniu punktu materialnego z nie­

ruchomą kulą o średnicy 2G /.Kierunek układu współrzędnych orientu­

jemy zgodnie z kierunkiem dowoln~e wybranej prędkości ! . Wtedy 

obszar całkowania możemy zgodnie z Rys.1 podzielić na V obszarów. 

Obezary IV i V dają wkłady równe zeru, gdyż działanie operatora 
- TK2 e jako mające miejsce poza zasięgiem <3 potencjału nigdy nie 

doprowadza do zderzenia kul i zawsze znosi si~ z działaniem opera­
- '!Ko 

· tora e 2 • W obszarze I jeśli zwrot prędkości jest przeciwny 

do zwrotu osi cylindrycznego układu współrzędnych l , działania 

- TK - TK0 

operatorów e 2 i e 2 też się znoszą ponieważ operator 
- TK 

e 2 dla żadnego T nie może doprowadzić wtedy do zderzenia. 
-T K - -r K2 

Podobnie w obszarze III znoszą się wkłady od e 2 i e 

przy zwrocie y równoległym do osi współrzędnych. 

Wprowadzamy następujące oznaczenia 

- T K .. =· 2 ... ·-"!' ..... 

gdzie -r, , jest chwilą początkową, a -r2 • 'l'1+T• jest chwilą końco­

wą oddziaływania molekuł. W chwili zderzenia prędkość względna mo­

lekuł wynosi zero. 
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punkcja 

T <0 

jest funkcją altokową Heavieide a. Ponadto e-~ u • 7 (111- 'J) 

Zajmijmy si~ wyznaczeniem działania operatora zderzeń na 

funkcje !(v1) w obszarze I • Teraz 

gdzie 

Oznaczywszy całkę wzgl~dem T wraz z wyrateniem podcałkowym przez 

TI mamy 

r 1 • r~• i(z-Ul 

. , . S:· ) 
Jl • 

, i(z-k\l 'f -i~(~ (T-T1)+I -r 1] , 
i(z-n1 ) e e 1 'V(!, )• 

{- 'I'Cg) + 

oraz 

'l'I t 
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W obszarze III(-<><>< 1<-y) 

W podobny jak uprzednio sposób dostajemy 

W obszarze II, e- ~u • O , 1 wiec również 

A 
G12,II f • O 

Zatem 

0.0 

G1 ~ f • ~ Jdx2 
-oo 
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Z kolei 

GB' ! • ilZ-!!1) ł f d!2 J bdb dl J dl 

-1~1!._ X r- i(z-kJl'h • e m, d~ e 

,.1 
Obszar I 

Podobnie w obszarze III 

Zatem 

Ostatecznie 

/2.35/ a, 2(t, s l t • ł J dy2 'P•<', l 'P•<' 21 f bdb d t l! l [V('; l . 

1(z-kl7h:• [ i(s-k~)"'•]'''(V)} 
•e - 'lf(y1) + 1-e T _ 

2; Jdv21!1 Jbdb dt { <py('ł';) rc~.z.!;>· 
1 (z-klY>-r• ( 1 (z-~1l)~] f (!r z '\{l } 

•e - <p11 (v2)t(~,z.!;) + 1-e <p
11
(1h CFwrC.,,>cpJr2) 
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Tutaj 

cp (\J) • ,[TM1 J 
M v-;; 

Gdy ~··O, odnajdujemy zwykłe równanie Boltzmanna 

/2.)6/ G12 (~,z) t(~,z.y1 )• ~ J dy2 v f bdb dt 

• [cp14(v;) t(~,z,y;) - <p11(v2) t (~,z,y1 )] 

Warto wspomnieć, że dia gazu kul eiastycznych, to znaczy wykona­

nych z materiał~ podlegającemu prawu Hooke'a 

/2.)7/ 
4v;t r<215> ( "'2)

1
15 łl2 1

15 
-c• a -::2- ,. 2.94 (22) t 

5 r(9/10) ~V k• V 

·przy czym 

v - względną prędkością zderzających się kul, zaś 

gdzie Ri , ~i , Ei ,(i•1,2) promień, liczba Poissona i moduł 

Younga kuli nr i , por. [17) • 
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). Równanie kinetyczne 1 ich rozwiązania dla eezu Lorentza. 

Innym krańcowym modelem gazu jest gaz LorentZI! tzn. saz • któ-

rym m2- oo, v2 - O , cp,..(v 2)- ó(v 2), ~ 1 • ! , 11 moduł prędtco-

ści V jest stałą ruchu /porównaj pun~t 1.5.)/. w związku z 

tym staje się możliwe wykonanie całki, J dlC 2 a więc znaczne u­

proszczenie R.R. 

Dalszą dyskusję R.K. będziemy pr~adz1l1 właśnie dla tego 

-?-' az:.. 

Człon zderzeniowy G12 f posiada teraz pcE~a: 

/J., l 

/). 31 

-T K i)!r 
e 2 e 

-ikr Joe e -- d'T 

1'1 
f(]l.z,y) 

<p M (V) 

W dalszym ciąg~ będziemy korzy~~ali z oznaczenia 

/). 4/ '+' (}t,z,y) • 

J,1. Gaz kul c niezerowym czasie zderzenle. 

:i z,. e . 

Zgodnle ze wzorem /2. )5/ dla takiego modelu rr.a:o:y w p•zy~~ :-

ku gazu Lorentza następujący operator zderzen 

n. 51 G12 (.!,z) f (!,z,y1 ) • .,. 'PyfvJ ~ :
2 S dQ 

• ['P(k, z,I ') eizT• - 'ł'<k, z, lll ... 1-eiz"I'"J 
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gdyż /rozproezenie na kuli o promieniu a/ 

/).6/ bdb dt 
a2 
4 d.Q 

W gazie Lorent~a energia cząstki dyfundującej jest zachowana. 

IV związku z tym warunek ppczątkowy przyjmujemy nie w postaci r.:>z­

kładu Maxwella, lecz w postaci funkcji delta Diraca 

gdzie ! jest zadaną wartością prędko~ci w chwili t a O . 

Po oznaczeniu 

2 1'1 _, _,_ I 
/J. 7/ 1t a v V • &o 4 n d.Q 

J.( ~ (S ,7) 
R.K. z operatorem /~/~esł następujące 

/J. S/ (-iz + i!y + 
_, \f{ 

E_ ) "t" - h • 

przy czym założyliśmy, że ~· jest co najwyżej funkcją szybkości 

v , a dla skrócenia zapisu opuściliśmy argumenty funkcji li' • 

Rozwiązania poszukujemy metodą wskazaną przez Haugego. Mamy z /3.8/ 

/3.9/ !P 'l' + 

Działamy na obie strony /3.9/ operatorem '!> • 

/).tO/ 

ponieważ 
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Lecz 

-1 izT• 
10 E. e . 
J' ; -1 • 

-iZ+i!!+ E. 

• 
/3. 11 l 

• 

• 

7J 

1l 2'7f 

-1 iz'l'• 1 J -" J' e. e 4"'n'o dV"&in~ 0 de 
-iz:+ikv(eos \l'}+ ~1 

i 

-1 eiz't"• 1 f'"'- 1 E. • 2 ......, -1 • 
· ~ + i(-z + kvz) 

-1 

eiz 1"• ln 
_, 

1<-:r. + kV) "· + 
t-1 • 

21 E. k"v • + 1<-z - kv) 

eizT• arctg n . 
t:• t. n - i z 

A więc łatwo znajdujemy P'ł' , które po wstawieniu do /J. 9/ da­

je rozwiązanie 

/3.12/ 

~ h-t1•eiu• 
-u+ikV+ E.-i 

+ 

Porównajmy nasz wynik z rozwięzaniem, które podał Hauge [4~ dla 

równania kinetycznego /J.B/ z 
_, _, 

E, . 1 kvt. ) /3. 13 l "Ił' • _ __;, __ "T ( 1 - - arc tg _...;..._ 
-t k 1 -iZ+i!!+ f.. Y t_ -i t_ Z 

• Q) _.-h::...._'"2'" h 
~ -t + -1 

-iZ+i~+ E. -iz+i~!+ E. 

Rozwiązanie /).12/ przechodzi w /).1)/ dla -r•• O oraz dla 

z T• • n :n , n"' 1,2,) ••• Widać, że wprowa:izenie elcot.czonego 

czasu trWania zderzenia 't"• spowodowało przesunięcie bieguna 

hydrodynamicznego. Jego położeni~ dane jest prze: następujące 

równanie przestępne 
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/J. 14/ 

Nie znajduje się więc on na ogół na urojonej tak jak to ma miej-

ece dla -r• • O /porównaj punkt 1.5.)/, gdyż ma zarówno część 

urojoną jak i rzeczywistą: 

/3.15/ 

/).16/ 

Tutaj: 

Re z • _ kv eh :r eh Y 
ah2y + ein2x 

x • kvt. coe z'T• y • kvt 

~imo, że równanie /).8/ było Żlinearyzowane względem gęstoś~i 

N/V , to jego rozwiązanie, podobnie ja~ rozwiązanie Haugego i roz-

_ wiązanie Chapmana- Enskoga (40,7] nie jest liniową lecz znacznie 

bardziej skomplikowaną funkcją lł/V • Na rys. 2 nanieśliśmy poło­

żenia biegunów rozwiązania /).1)/ oraz zaznaczyliśmy przybliżone 

położenie biegunów rozwiązania /3.12/ /obszar zacieniowany/. 

Im z 

~ '/ 

H(k) 
Re z 

kv-i r:: 1 

Rys. 2. Położenie biegunów rozwiązania /).12/ i /).1)/. 
H(k) oznacza biegun hydrodynamiczny rozwiązanie 
/).1)/. 
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).2. Potencjał skokowy. 

Wykorzyetanie naszego R.K. /).1/ wy~aga znajomości ruch~ wy-
_,. 'z 

branej cz~eteczki /nr 1/ ~~ • e I w polu potencjału je-

dnej z pozoatałych cz~oteczek danego gazu. Ruch taki znany jeat 

w postaci analitycznej jedynie· dla potencjałów: - 1/r oraz 

- 1/r2 a wite· odbiegaj,cych znacznie od potencjału molekuł rze­

czywistych. 

Dwie najbardziej typowe poetacie potencjału 110lekuł aotna 

w najgrubszym przybliieDiu opisać prze& krzywe acbodowe: rdseń 

ze stopni .. i rdseń z ja~; pierwesy jest przybliżeniem potencja­

łu odpychającego, drugi - przyciągaj,co-odpychającego. Ruch ao!e­

kuł w takich potencjałach opisany jeat w Dodatku VI. 

3.2.1. Rdseń •• atopniea 

Jeat to potencjał u(r) opiaany naattPuJ,co 

/3.17/ 

u(rl 

o r-~----~------------a, R2 r 

Rya.) Potencjał odpychający •rdzeń ze stopniem" 
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Wprowadzamy Ul': :utd wapółrztdnych . .. :owych l, b. E • W zwią-

zku z tym d~ • bdl db dl. Foczątek układu umieszczamy • środku 

nieruchomej cząstki srodowiaka (r • 0), oś l akierowu~'my równo­

legle do prtdkości ! cząstki ruchomej, oś b - atanowi parametr 

zderzenia. Ze w.zgl~du na charakter ruchu cząstki lekkiej, celowym 

si~ okazuje wydzielenie w przestrzeni konfiguracyjnej l, b, E 

podobszarów /dla każdego E/ : 

1. (b > R2 ) )( ( oo::;> l :::> - oc>) 

Vv2Jf1o . 
(Vl2+b2 > R2) 2.(R2 > b > R .. \ )( 1 V ' 

· Vv2~ · 
o ) (~ >a2) /).18/ J.(Rl lVI o> b> X 

4.(R2 > b> a,) )( (a2 >Vl2+b2 >a1 ) 

5. (a1 > b> o) X (a2 >Vl2+b2 >a, ) 

Każdy z tych podobszarów /np. nr n, n • 1,2, ••• 5/ nalety rozbić 

jeszcze Da dwa podobszary /n+ i n_/ odpowiadaj!łce dodatniej 1 u­

jemnej cs~ści oa1 l /obacz Rys.4/ 

b 

1+ 

2 - 2+ 

.. 
3+ ~-

R2 l 

n ·. a' • a · 
1 l lVI 

Rya.4. Podział przestrzeni' konfiguracyjnej na podobszary. 
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Jeżeli cz~e~eczka do rozważanej cbwil1 czaeu ~Die 
podlegała zderzeniom to zachodzi równość 

o 
-T K2 -'T !:2 

opera toró"' 

e e 

i człon zderzeniowy Gf • O • Obszary przestrzeni fazowej, w któ­

rych spełniona jest ta ostatnia równość są nastopuj~ce ; 

/3.19/ 

( 1. ) X (oc > v>-oo) 

(o->v), 

(v>o). 
(2++ J+) X 

(2_+ J_) X 

~n ~k. V "'ft~·~ 
q.:Jt ·ut. "M.r# 4 
JlLa. t. .. l ~ ... 

\\kład do członu zderzeniowego ?Ozostałych obszarów, w którycb czą­

steczka ulega przyśpieszeniom jest różny od zera. W tych obszarach 

możemy wyróżnić J rodzaje ruchu w zależności od tego czy cząste­

czka zostaje przyśpieszona 1-, 2- czy )-krotnie. 

Ruch z jednym przyśpieszeniem ( 1 ~) ma miejsce • obszarach 

/3.20/ 
(2_+ J_) X 

(4.+ 5.) X 

(4.+ 5_) X 

( 0 )> T )> -~ ), 

(o >v), 

(v> o). 

fi takim ruchu cząstka o prodko,ci ~ • obwili .,. • O była 

przyśpieszona w chwili 't' 1 /gdzie 't' 1 określone jest różnie 

dla różnych obszarów/, dla 't' > T 1 /przed przyśpiuzeniem/ 

prędkość cząsteczki wynosiła v' /por.Dodatek VV. Ruch cząstki 

opisany jest wzorem: 

r -'T • r - :f T 1 (T 1- T ) - [! C T ~ T 1 l + ! 't' 1] 7 ('f - 't' 1) 

/3. 21/ 
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w zwi!łzku z tym całka po czasie· w wyrateniu na GAf przyjmuje 

poatać 

/).22/ Joo in it(r_"'' -r) f(k,s,y_'t") 
~ • d-r e e i ( z-k'l ) q> (v ) • 
~ ~ M ~ 

~ . . 
i(J-k% )T1 -ik(-! +~) 't'1 , i(z-ky)'t'1 _ 

• - e e lf1 {y ) • -e ty(y) 

Ruch z dwoma przyśpieszeniami(2!') odbyła ezęetka, która 

w chwili 1' .. o znajduje sit w obszarach 

( 2.) X ( v> V*"> 
(2_) X (-~> v) 

/).2)/ 
(5.) X ( v> o) 

(5_) X (o> v) 

Prz1śpieazenia zacbodsil w chwili 't'1 1 T 2 , zgodnie ze wzora­

ai: 

/3.24/ 

/J.25/ 

r_T • r- %"1' 7 (T1-T)- [:t' (T- -r1) +! T 1]7 (T- T,)1,(T2-T)­

- (t"('t"- 't"2)+1:'("1'2- 't'1)+%'t'1]~(T-'t'2) 

~-T • I ? ( 't"1- 'r') + ! • 7 ('t"- 't" 1) 7 ( T2- T) + ! 7 ( 'f - T 2) 

-i,i [I"( T - T 1) +!T 1) • • 
e i(z-~1 . ) '(y _)+ 

-ik[! .. (T- -r2 )+y'(-r 2- T1)+! T 1) 
e \f' (yi= 
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Trzech przyśpieszeń (Jr) w chwilach: T,. T 2, T) doznała 

cząstka, która w chwili T • O znajduje sif w obszarach: 

/).26/ 

Ruch i prodkość opisane są równania~i: 

1:_ -r • ~ - .I "'' t ( 'f 1-1' ) - [! t1' - 1' 1) + ! 1' 1] 'f ( 1' - T 1 ) 7 ( 1' 2- T ) -

/).27/ - [:r'('f- 1'2 )+ y'(1'2- 1'1 )+ :f T1] 7('f- T 2)7! (T3- .T)-

- [:r•('f- TJ)+ y•(T3- 1'2 )+ :rttt2-'t'1 )+ !T1] ?('t'- T)) 

!_'t' • Y 'f ('t ,-1') +! • 'f (T - T 1) 1f (T 2- T)+!' 7 ('t'- 1' 2)'f (T 3- T ) + 

·~·'f(T-1')) 

+ 

Widzimy, te we wszystkich wyrsteniech srir /1 • 1,2,)/ da­
i (Z-!!) 't' 1 

nych wzorami /3.22/. /).25/, /).28/ wys,fpuje czynnik e 
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Jest to jedyny czynnik będący poprzez ~, /ef.Dodatek VV fu n­

kcją l • Ponieważ T 1 jest liniową funkcją l , możemy całko­

wanie po l wykonać. MBmy odpowiednio w obszarze : 

/J. 29/ i I Z-kV ) . --
l- YR~-b 2 

i ( z-!:Y ) - v-
e • - V 

2_ • J_ 

/J.JO/ 

-Y~-'oz -1-~ r 1 ( fr-kY ) . v 
i(z-n) jdl e • - v 

-oo 

4o V > 0 

VR~-b2 
l+ 'Ja~-b 2 f Uz-kyl • 

/).)1/ i(z-ly) dl e V 

-y;p 
2 V R2 b2 

(e i( z-ky) 
2-

V 
V - 1] • 

4. v<o 

Vn~-b2 '{22 

f i(Z-kl:) 
-l+ R2 -b 

/3.)2/ i(Z-~!) dl e V 

- Va~-b2 

2 V R2 b2 
[e ilz-!st) 

,-
V - , ] • V 



http://rcin.org.pl

- 81 

c. V> 0 
-'+ ' 

1). 33/ 

,. V 

YR~-b2 1-~ 
f i (z-Jr:!) v J dl e 

1C2:2 
+ v.li,--o-

• 

)_ 1 V< 0 

/3. )4/ 

i). 35i 

- VR~-b2 
r i(z-·y) 

i(z-nl J dl e 
V 

-~ 

• V 
i(z-o)(VR2-b2 - \'n~-=2 l - ,l ' [e v 2 J 

V< 0 

VR~-b2 V R~-b2 -1 r i(z-):y) V 

} dl e i(z-Jty) 

:: V 
- VR~-b2) ] 

- 1 

5_, V > 0 
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/).)6/ 

-~ 

1 (z-~y) f l + VR~-b2 

1 ( z-.iY) JVI 
dl e • 

• 

Podobnie obliczamy człon 

/3.37/ 

o 
-Tl!:2 i~~ f(k ) 

e e i(z-~y)'z.x 
cp'M(v) 

f -~U r: i (Z-k~)"t' 
• i (z-!! l cp.,.( v) VN d!' e dT e i ( z-kY.J f (k., z. X' 

• 't'i 'Py \ Vl 

I 
-~ u i ( z-k~) .,. 

• i(z-ln)cpM(v)' bdbdtdl e (-)e 
1 

'l'(v) 

Całki względem l zostały już policzone, obacz wzory /3.23/ -

- /).)6/. 

Stosując funkcj~ Heeviside'a ? motemy po uporządkowaniu zapisać 

otrzymane wyniki w jednym wzorze; 

/).)6/ Gf • ;J·~: cpM<v) 
0
JR

2 
bdb lvl • 

• (( 7(~ - Jvl) V (I') + 
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• 7 (1•1 -f:! l 7 ( Vv2~.,zv.;. R1-•) {[•-'"-k ł''· 1 ~]'1'!P·, • 

+ [ 1 _ ei(z-k J31 JT"J ei(z-k .J3l·)T• \f'(y(JI•) • 

+ ? ( b-R1 ) 
-/}V 

e o [1 - ei(Z-i!) lVI 

(5) 
i(Z-!!lT• 

] . - e + 7 (R1-b) 
- 13V 

e 0 
[ 1 

helkości 't'• i l z różnymi wskaźnikami są zi~finiowane w Do­

datku VI. Są to w ogÓlności niewymierne funkcje b 1 v • 

\\"yrażenie /3.)8/ atanowi człon zderzeniowy poezuki11111nego R.JI:., 

przedstawiającego dyfuzjo w gazie Lorentza, dla dowolnego czasu, 

jeśli potencjał między cząstkami jest dany p~zez /3.17/. 

Równanie /J. 38/ dla v_
0

- oo i V 
0 

• O przechodzi w rewne­

nie Boltzmanna /dla aamodyfuzji/. Jeśli v
0
-.e>o, widać to nat~ch­

.,. nawiasie 
mi as t, gdyż 'vc::1> nie znika. wt •· ~ ? ty l i: o phrwazy elc ładnik i je-

dynlra w ostatnim nawiasie klamrowym. Tak więc dla V
0
-+ o-o 

1). 39/ 

Jeśli V
0

- O , ~o pierwazy składnik w nawiasie (. •· zni · , 
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i po przekształceniach znajdu~~my 

R1 

Ot • ~ 2n Cj>M(V) OJ bdb V {(ljl(t') - '!'(!) ) 

Również otrzymuje~y równanie 3oltzmanna, gdy k,z ~ O; wtedy 

+ 7 ( lvl 
,f2V: ( Vv

2
- 2V0 /m ) 

- Vfii"" ) 7 b - !VI R1 

~v22v /m 

( 
o 

- )? !VI + 7 (1vl 

Lecz eens fizyczny wielkości y', y~~. ~~N jest taki sam­

wszystkie one przedstawiają prędkość przed zderzeniem, z tym że 

rozróżniają obszar zderzenia ze względu na b • Oznaczając te 

prędkości wspólnym symbolem ~· dostajemy człon zderzeniowy Gf 

o postaci /3.39/. 

tarto zauważyć, że podobne przejście w równanie Boltzmanna 

zachodzi i dla niezerowych ~.z , takich że odpowiednie człony 

eksponencjalne w wykładnikach których występują ~.z , równają 

się jedności. 

Równanie Bo l tzmanna otrzymujemy z naszego R. ł:. także wtedy, 

gdy Y.- oo , ~ - O or.az gdy R
2 

• R1 • Podobnie jak ,ł;, z_, 

wywołuje to zamianę eksponensów w jedynki. 

~azystkie te przejścia mają łatwo dostrzegalne znaczenie fi-

:r.yczne. 

Przej6c1e z V
0
-- ~i V

0
_. O oznacza rozważenie gazu 

kulek o średnicy odpowiednio R' 2 i R1 • 
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Przejście z z-- C oznacza rozp3trywanie zjawis~a w dwżej 

/w por ~wna~1u z każdym skali czasu. 

ł'rzejćcie z k- p oznacza rozpatrywanie zjaYOi&Y.a • ;bżej 

skali przestrzennej /w porównaLiU Z n~/ • 

.Przejście z v- oc. oznacza, że wysokość s te pn i a V 
0 

:es t 

~aniedbywalne oraz że zaniedbywalny jest czas zderzenia mole~~ł. 

Przejście R2 ~ R1 zamienia rozpatrywany potencjał w po­

tencjał twardych kul. 

3.2.1.1. R.K. dla gazu Lorentza przy ~uż~j pocZótk ~~ej 

prędkości cząstki dyfundującej 

Równanie o budowie podobnej do równania Boltzmanna -otrzymu­

jemy przy przejściu z prędkością v- oo • Rozpatrzmy postać R. K. 

z członem zderzeniowym danym przez /).)8/. 

Dla .v-- oo pierwszy składnik w nawiasie ( ••• ]l znika oraz 

Za-t~m 

/).41/ 

! • 

• l: 

'Jl ! ' 

z 'ł' •- O dla T• z dowolnym ws~ainikiem. 

(Jf R 

Gt • ł ot'<r•••J , 
. {e -ik ~ ~-b2-

- J V 
+ e 

bdbtvt • 

"1 1 •y ' l 
·r ; '~ 



http://rcin.org.pl

Lecz ;.r zy .l..:z:;::r. pr ·~ :lka·' -: 1 a.:h IYI-- oo , przy zadanym b 

(J) 
~uyi zar6w1o .! j ak 1 

( 5 ~ 
• .! 

( ?) • 

• V - ' 

.! oznaczają przy zadanym b taką san:ą 

pr~jkoś~ .! CZ'J stki przed zaerzeniem - przy dużych prędko~ciach 

v wpływ st.;J;;nia o v. y sokości V
0 

na ruch ctaje się zsniedoywolny. 

2n n, 
Gf • ~ <py(v) !YI J d& J bdb • 

o l 

Rye.5 Zależność iiędzy wsp dłrzędnq walcową b a wsp6łrz ę dną 

biegunową 1f' przy zJerzeniu szybkiej ·7 :ąstki ( v -oo l 

z potencjałem "rdzeń ze stopniem". 

lo wyrażeniu e:ym .!, liczone jest tak jak przy rozpraszaniu na 

ezty~nej kuli. 

Dokoaujemy zan:iany zmiennych /por.Rye.5/: 

R2 
b • n1 cin "'/2 ; bdb ds • -,f sin Jt d J> d& 

gdzie u Q - element kqta bryłowego. 

R.K. pr~yjmuje postać 

2 R 
, dQ 

4 

l). 44/ ( -iZ+i.!.!) 'l' ( y) - h (.!) • t,;1 
4 ~ J d Q g(V')(~ ')- 'f(;!)) 
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przy czym 

••• 2 'f - ••• ~ } 
Podamy rozwiązanie równania /).44/ w postaci zamknittej. 

Fo wprowadzeniu operatora uśrednianie po kierunkach~ /por.§ ).1/ 

oznacz~ą 

/J.45/ 5l g(~) • 1 

Zatem nasze R.K. jest 

lub 

/3.47/ 

Pomnótmy obie strony tego równania przez g(~~) a nastopnie po­

działajmy na nie operatorem ~ • Po zgrupowaniu wyrazów podobnych 

otrz:rmuje~ 

[1 - f ---~-E:..,;.--]-1 ~ [ gh -1 l 
-iz+ik!+ r. '1 -is+i!!+ lo i] 

Zatem 

/3.49/ 
-1 [ g E.._, ,_, r gh J 

\fl(v) • 1- ~ 1 ; tp ! 1 
-iz+ig+ t; 11 -iz+i~!+ ( 'J J l-1z+J.!!+ t; 'i 

b 

Rozwiązanie to ma budowę podobną do rozwiązania Haugego. 

łystopuje tu takte 



http://rcin.org.pl

88 

- biegun procty w pk Ci~ -lz • 
-1 do -iz .. -l +ikv związane - E.. -ikv - c~,c~e od -iL = -e~ 

g h _, 
r.. 'l 

, J • 2 
g (xlh l k,x ) 

-1 dx 
-i z+ [~ y +ikvx 

- i . ·:e:;;.o..'l. i1ydrojyna:~!.czr.y, jeśli ~ożliwe j ost znikan ie wyraże-

_!
. _[, dx- _, 

nia w potędze ~11, tj. ~dy 1 • 
E" :. /;( X ) -----":"',-.---

-iz + f 0 'i +l.KVX 

W odróżnteniu od rozwi~zania z pktu ).1 wszystkie ooobliwości 

ule6łY tyrn razem zmianie. renieważ wielkość _," 
E. 4 /która teraz 

-l 
Z:lctępuje a:l~·,·J.e .:;a:r.o €.0 l jest z~apolona wi ,;c obecnie r~wruez bie-

cun hydrodynruw.iczny jest w ogólności ze~oolony. Stąd przej ście do 

stanu rćwnowa~;i w sf.ali makroskopowej ma charakter gasnących oacy­

l~c ji, tak jak to jest w skali mikroskopowej. 

J.Z.2. Rdzeń z jamą. 

Jeat to po:P.n~~ał u{r) zdefi niowany podobnie jak rd zeń ze 

s~opniem, a więc przy pomocy wzoru /3.17/, z tą tyl ko r6żnicą, że 

V •-V <O c o 

u ( r) 

nys. 6. Potencjał przyciągający "rdzeń z ~ amą" • 

.i?otencjał taki powoduje możl ; ·,.;ość ":":·· .··: ,' powa:·.:ta etanów związa-

nyc n czaatKi lekkie ~ . Stan związany zachodzi, j eśli cza . : ~ka zna j du-
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je sit ~ odległości mniejs~ej nit a2 od centru~ po,~ncjału przy­

ciqgającego i jeśli: 

albo energia kinetyczna cząstki lekkiej 

l m v2 < 1ł 2 · vo 

albo wprawdzie ~ m v2 ;> V
0 

lecz mo~ent pedu cząstki lekkiej 

wsglvdem centrum przyciągającego 

bv > R2 V v2- 2V 
0
/a /P.oró~naj Dodatek VV A 4S'" 

Zagadnienie ruchu cząstki związanej jest za~ad~i•niem dwu c2ł. 

Stan związany nie daje wkładu do dyfuzji cząstki lekkiej i dlatego 

obszar przestrzeni fazowej odpo~iadający jemu powinni~~J pominąć. 

Interpretacja R.K. z operatorem zderzeń ianym przez wzór /).1/ sta­

je sit wtedy niejednoznaczna poniewat nie wiadomo czy przy cał~o­

waniu przestrzennym obszar odpowiadający atanowi zwiaz3ne=u nalety 

wykluczyć w samym tylko ~ czy tet i w GBf • Konieczne wiec eie 

staje wyprowadzenie nowego R.K. UczynimJ to,podobnie jak w rozdzia­

le 2 metodą operatorów rzutow,ch. 

).2 . ~.1. Równanie kinetyczne dla prodkości v ~l2V0/m. 
Cząstka z prtdkością v ~\{2V0/m jest w stanie zwi~zany: 

jeśli znajduje w obszarze /4. + 5. /, porównaj /).18/. tzn. gdy jej 

współrztdne spdniają nierówności R1 <V 12+b2 <R2 • 

Przestrzeń dostępną dla cząstki lekkiej /nr t/ o prędkości 

v < V2V
0

/m rozdzielamy na 2 podprzestrzenie przy pomocy funkcji 

'lt • fi '1 (r1 j · R2)• {~• J:1j•A:1· Ij• r 1 j• j.r1jl• 
j•2 

/J. 50/ 

gdzie ?(r1j - R2), j •2, ••• ,N są to funkcje Heavtside'a. Punkcja 

/J. 50/ przyjmuje war·totć zero gd:r cząstka nr 1 jut w etanie zwiił­

zanym i wartość jeden w obszarze ruchu swobodnego. 
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ł·oniewat chcemy si~ <>~raniczyć do niskicn gęstości gazu i do 

zderzeń binurnych cząstki dyfundującej z centrami rozpraszającymi 

pominiemy konfigunacje, w których potencjały poszczególnych cen­

trów się nakłaJają. Pierw•za część wywodu zresztą od tego przybli-

tenia nie należy. 

Ogólna postać równowagowej funkcji rozkładu jest jak wiadomo 

t~ • 'f'utv,) .. • <f\l"N) .-~u /Q, Q • J d:! .-~u 
Dla gazu Lorentza 

D! 
!, • !• !2 • ••• • !s • 0 • 

wio c 

Definiujemy funkcję M-czqatkow~ 

/Jo5'i/ 
ikr, 

0 
i!n:, 8-lłU l(O )• e f Ił • e Q Cfly(v), 

którą możemy uważać za warunek początkowy funkcji zmieniającej · 

aio wraz z ewolucj~ układu 

oraz funkcj' jednocząstkową 

/).54/ S f -ikr 
r(~.y.t) • dr1 - 1 dr

1 
e __ , P(t). 

Punkcjo /3.54/ .motemy przedetawić w postaci sumy 

/J. 55/ 

przy czym 

fA(i.! 1 tl• 

fB(!,y,t)• 
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'Aprowadzamy operator rzutowy·, niezale:tny od prvdkości 1 c&a.u 

/J. 57/ 

gdzie 

/3.58/ QA • Jl dr1e-i~r, 
Operator /3.57/ będziemy 

'1, •••• 

równiet zapieywać w poetael 

/3.59/ PA. •• • > < . •• , 
gdzie 

/3.60/ >· 
Zachodzi 

/3.61/ 

J 
.., -ikr1 ikr1 ~u 

dr" e -- ",. -- -t- fPJI(y). 

• P(O) 

Posługuj'c eio operatorem PA otrsymujemy w epoeób podobny jak 

w punkcie 2.1. naetopujące R.X. 

13~62/ 

a po podziałaniu na obie strony tej równości operatorem ~ 

i uwzględnieniu /3.59/, /3.60/3 1 /3.61/2 
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Skorzyetaliślllj prsy t7J11 & definicji QA' /3.58/ oraz ze znikania 

całki 

__ u ) 
?1 ltw e tA(!,!,t • 

d 1 au a ) _po 
'},(Y d r

1 
- iii ct.r

1 
cł! e tA(k,!,t) 

J R-1 J 'l a -~u ( 1 d ) ( ) • d.t dr1 1 d!:; e !+iD"f 3 ~ rA~•!•t 

. I."·-· 9, J·· .-~'"(I·-'~ .·!lt,(~.! •• l •• 
s 

W przedostatnim przejściu zamieniliśmy całkt objttościową na po-

wierzchniową- po powierzchni S btdącej sumą (R-1) powierzchni 

Si kul o promieniu R2 otaczających nieruchome centra potencja­

łu i po powierzchni naczynia Sv • Całka powierzchniowa jako cał­

ka &e skalara .-~U po obszarze symetrycznym znika. 

Zgodnie z wynikiem /).64/ 

oraz 
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Z. a te m r ·jwnaaie /J. 63/ prą jmuje po e ~ać 

t 

/).66/ g t f 4!!!o!ot) +i~! f4{~o!ot\ • J d< ~A(<) f.(<•!ot·<~ 

przy czym 

n 
1.=.!L 

n! 

Po wprowadzeniu oznaczeń 

Po ••• • 

i skorzystaniu z komutacji 
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Lec& całko objętośclow~ fd!1 w odjemnej może~ zamienić w całkę 
powierzchniową; ta zaś jako całka ze skalara znika. 

Możemy wi~c napisać • 

Korzystamy teraz z ograniczenia wywodu do zakresu niekich goetości 

/zderzeń binarnych/. Analizujem.J rzęd potog goatości ~A • 

- J) ~ N/ l V -(i-1)~ R2 składników wyetopuj~cych w wyrażeniu na 
(ni q. A (O), podobnie jak to czyniliśmy w punkcie 2 1 odrzucamy wyrazy 

zawieraj~ce QA w potodse wyżej niż pierwsza. Zamiast całki po 

v1 mam;y z uw~gi na !un.lccjo 71 całko po [V - (N-1) T R~ ] N 

co w najniższym ratcizie goetości dalej prowadzi do~ .-tłu ( r12) 
V 

Natomiast nie możemy napisać ~ g (r12), tak jak to napisaliśmy 
V 

W rezultacie otrzymujem, 

JOG iZ't' - 't'K2(12) i!!:1 
d-r e e K2 (12)e • 

O fA(k,~,z) 
• CJ>i( v) 

PoatopujfłC jak uprzednio w § 2.4.2, atr. 56 .i nastopne, dostajemy 
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;. 2. 2. ~. R ·~ wllanie kinetyczn~ dla prędkoec i v > 'Jiv 
0

/l!l 

Cząstka lekka /nr 1/ z prędkościłl v > ViV
0

/m jest w ete~ie 

związanym jedi jej współrzędne spełniają warunek 

Przestrzeń dostępną dla cząstki lekkiej rozdzielamy teraz na dwie 

podprzestrzenie przy pomocy fun.k.cj 1 

/J.72/ 
l 

r;,· ?,+(1-IJ,) n~(bgr-b1j) 
j•2 

gdzie ?1 dana jest wzorem /3.50/, funkcja 9 jest funkcj~ 

H~aviside'a od podanego argumentu, bgr • R2 "1-2V
0

Amv1 2 , zaś 
b1 j • r 1 j sin ( r1 j ! ) jest parametrem zderzenia cz~tatk1 nr 

z csu,stk~t nr j • Funkcja '1 2 'przyjmuje wartość O , gdy cząstka 

nr 1 jest w stanie związanym i wartość 1 , gdy ject w etanie nie 

związanym. Łatwo się przekonać, że można powtórzyć wywód równanw 

/J.6J/ jeśli we wszystkich potrzebnJCh formułach zaetą~ić funkcję 

? 1 przez funkcj' '1 2 • Zamiast operatora P1 maf11Y po takim Zl!­

etąpieni~ operator rzutowy 

13.73/ ? 2 ••• 

zależny nie tylko od położenia 1:1, ••• , !'!f CZ'łBtek ulr.ładu lecz 

i od prędkości ! CZlstki nr 1 , gdyt teraz zarówno tunice ja 'l 2 
jak i 

/3.74/ 
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aalet~ od od ! • Tak wite mamy R.K.: 

/J.75/ 

teru 

/J. 76/ 

t 

• JdT 
o 

••. J<? '12, (t l 

sdti• l(t) je•t dane przez /).5J/. 

Drugi •tładnik po L.s. równania /3 . 75/ równa •it 

i!! tA(~•! • th podobnie jak poprzednio /3.64/. Rzeczywiście, 

.pa mocy definicji /3. 74/ 1 symetrii obeaaru całkowania 

Z&odnie z tym wynikiem 
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o re z 

( 1-P~) ~ 
ikr1 ·- ~U e _e __ 

Q~ 

;na :·unkcji f A :ianej przez /). 76/ zachodzi więc rów:'lież równa­

ni~ /).66/, w którym zamiast operatora ~A wyst-:puje operator 

q~ .. Jdr~ TJ 2 
-i~r, -'f ( 1-P ~)KN i~r, -.u 

/J. 77/ e KN e e Kl'ł 
_e __ 

Q~ 

J•r• ą, 
oc:> n -i..!.r, 

K )"" .1=!1. . il!:r1 -~u 

= e ( KN-PA KN)e KN 
_e __ 

N ~ nl 
Q~ no: O 

~prowaa~amy oznaczenia: 

X, X'! 1 3U c' f<v> 
• (!: • ! ) • -M c)::, d! <piii(V) Q'(v) 

A. 

Q 

Po skorzystaniu z przemienności operatora JL z e-ll U q> rv) 
-:"f M 

możemy napisać, że 



http://rcin.org.pl

9B • 

-J···? .• -;" '~'·<·'(-~'s~. 1. ··<•n· .. )· 
n-1 X' 

• (i!!+ Itw- P'(iU + Jt5 )] 

Znów znika odjemnik, po zamianie ·całki objttościowej na powierz­

·chniow~ i ma~ wyrażenie analogiczne do /).69/, w którym zamiast 

'J1 t P0 
,' 'f.0 jest 'J2 t p', 'J.' • 

Objotość przestrzeni doattpna dla niezwi~aanego ruchu caąatki 

lekkiej, jeśli potencjały poczczególnych centrów nie nakładają 
, ! ~ ( 2V0 ) J/2 •l 

eit na eiebie. wynosi V • V - (N - 1 ) ) 11 .,:J -;- • 

• &akreaie niekich gtatości e, • !/V,. po odrzuceniu wyH&ÓW 

sawieraj~cych e' w pottd&e wyłesej nit pierwasa otrzymuje~. 

poQobny apoaób jak poprzednio operator zderzeń: 

n. 78/ • 12< ~. •> t 4(~. !• •) • !;' J J •.r, •r2 cp•<•l • 

• {1J(r~ 2 - R2 ) + (1- '}(r12-R2l] ')(bgl"- b12)} 

-&u<r12> -1&~1 J~ U"( •'t'IC12) ikz:1 • e e l (12) cl't e e K(12le 

o 

ił/ W katcl,. s centrów odpychajł(cych stracona jest dla ruchu swo­
bodnego obJttOŚĆ zawarta mitdzy powierzchnią walca O pr>mie­

lliU bgr a powierf~~Jbkuli o promieniu R2, a wite objt-

to'ć j 11R~- 2 Jod 6 VR~- r 2 rdr • j1fV(R~- bir)3 • 

4 ~ \12'; l) 
•3n1., · Y-.=' l 
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J.ub 

13. 1<j/ 

00 

-il5r1 J isor -or 1t 
• e d't' e (e 2 

o 

).2.2.). Postać R.K. dla wszystkich pr~dkośei. 

Jeśli cząstka lekka znajduje się w stanie niezwiązanym, to 

zależność od czasu jej drogi i predkości w ruchu pod działaniem 

potencjału "rdzeń z jamą" opisana jest po zamianie V
0 

na 

tymi samymi wzoraD'ai co przy pr~dlcości cząstki v > V2V 
0

/m 

- v o 
w ru-

chu pod działaniem potencjału "rdzeń ze stopnie~". Dl3tego celem 

przedstawienia explicite operstorów zderzet /).71/ i /).79/ mo-

żerny skorzystać z zależności znaleziunych w punkcie ). 2.1., pe­

miętając o odrzucaniu obszarów ruchu ZY~i:,.zanego. -:: równaniu /J. 71 l 

od~zucamy zatem cały obszar położeń początkowych L, zawarcy 

wewnątrz kuli o promieniu R2 , a więc obszar /4. • 5/ , zaś w 

równaniu /3.75/ odrzucamy t~ część wnętrza kuli c promieniu R2 , 

w której pa~ametr zderzenia b> bgr • Prawa stro!l!! R. K. dl!'! 

rdzenia z jamą jest •oięe p os tac i 
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~ 11 

/J.BO/ G(!,z) f ( !!•!•Z)•; JdE 
o 

12) (2) 

{[ 
i(z-kv'> T• (2) 

1 - e -- ] 'l' (Y '> + 

(2) (2~ (2 ) } 
+ e 1 (z - i!'l T 'l' ('!j 

{ 
()), . 

[ 1-e
i (Z-l!! ) 1'] (3), 

'1'(!) + 

()) (~. 

[ 
i(z-! y') T•] i (z-! ! ) -r• (J) 

+ 1-e e 'l'( y") + 

+ 7 (lvl- ,/2V
0
/m) 7(bgr - b) 

w;;l 
[ 

i (z-~y )2 
1

2
1 

]'\.II (4), 7 (b-R1) 1-e V T ( y ) 

{5 ) 

+ ?(R1-b) [ 

i (z-kv) 
1-e --

-t• ] . 

[ 
(5{) 

'ł' (y') + 

. \5), (5) (5l, (5) 

[( 
i(z-lcv l T• (5) i(z-kv) -r• l5) ], 

1-e -- ) 'ł'(y)+ e 'Yty") j 

.. { 1 + q(lvl - Y2V
0

/m) 7(bgr-ble avo _ 

~ 
i(z-~y)2 

1-e IV' . l 

(5~ } 
:. (1-ei(z-~yl 1' l] 

+ T'f (R1 -b) ~ 

+ 
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b gr • R2 V 1-2V 0 /mv 2 

(il, (i l" (11", 
y , y , y i • 1,~ •••• 5, prędkość ' cząstki znajdującej si~ 

w chwili t=O ~ obszarz~ i , odpo­

wiednio po 1,2,3 przyśpieszeniach 

Dla bardzo głębokiej studni · (V -oo) 
o 

211 12 bdbl•l /3.81/ G:f' • 
N 

<pM(v} J dE V 

l [ 1 

(J), (.)). 
_

8
i(z-kxl,..] 'f/Cyl+ 

przy czym teraz 

/3.8-c/ l(~)'l- 00 

(J~ (J), 
! • - V 

-c• • (R~ - R1 );r~)~ -' O 

(~yr~'l . ~ . -[ v1 -(~2 / ~2 , c ] • 

co pozwala napisać 
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Wzór ten dla k • O jak r.5wnież dla !! n.(R2-R1) równego całlcowi­

tej krotności 2n przechodzi w równanie .Bol tzmanna. 

(2l, (21 
Jeśli V 

0 
• O , V • V • ! , 

( J)" IJ),N IJI, 
Y • Y Y • V 

(41, 
Y . :!.. 
(5~) 15l, (51" 

V • V V a V 

(5). .,. ,.. • 

i nasz . operator zderzeń 

R1 

~ cp ) J ["\t/{(~)") _ llf(v)] Cf • V 21f ?l(v lVI bdb T ... r ... 

staje sio operatorem Boltz~anna. 

Podobnie uzyskujemy o pers tor Bo l t z manna dla z, k - O 

V - OC • k - o ; . R 2 - R1 • 

~la bardzo dużych prędkości v-c-o znikają stany związane 

1 następuje wyrównanie się prędkości cząstki w niektórych podob­

azarach. Dzięki temu R.K. sio upraszcza. Przyjmuje ono postać po­

daną w§ ).2.1.1., z tą tylko różnicą, że zamiaet V
0 

należy r.sta­

wić - V~ • Przy tym zastrzeżeniu rozwilza~iem tego równania jest 

/3.4-:/. 

·~ystępowanie czynników g 1 "'j w rozwiązaniu /J. 49/ powoduje, 

za:róv:no w 9ąpadku stopnia jsk i jamy przesunięcie położenia oao­

Q.llwo3ci .wzllędem ich położenia w rozwiązaniu równania Bol tzmanna 

/).1)/. ~iegun ?ruety występuje tera~ w punkcie 

4iegun hydrodynamiczny H , ~ tóry w rozwiązaniu R.B. był czysto 

urojony, ooecnie jest ze ~ polony. Przebieg cięcia ~ aymetryczne~o 
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wzglęC. '.' :!! osi urojonej został za:r.ieniony na niesymetryezny, od pun-

kt k -t l •• i r- 1Re -J d - 1 I -t u z ,. - v+ r. m .r - .., 1 o z • kv + E. m't -i E. P.e)l 

Położenie tych osobliwości w jekoBciowy spos·ób przedstawione j~st 

na rys. 7. 

Im z 

o Re a 

. ( -t 
l. - ~ + lcv ctgEc,kv) 

• B 

Rye. 7. Położenie osobliwości w ~oz~iązaniu /3.49/. 
Dla porównania podano położenie osobliwości 
R.~. /J. 13/. 

).2.). Zagejr_ienie jednowym~carowe. 

ścisłe ro~wiązanie R.K. z operator~mi zderzeń /3.38/ i /).80/ 

jest zagadnieniem •rudnym. trudniejszym niż rozw14zanie zpYkłego 

równania Boltzmanna, w którym moduł prędkości, w układzie CM , 

występujący jako argument szukanej funkcji jest zachowa~y. 

Ta zmiana wielkości prędkości jest specyficzną cechą nRezego R.K. 

i w celu zbadania jej wpływu na postać rozwiązanie wydaje się ce­

lowe rozpatrzenie prostszego równania jejnowymiarowego. Taki zde­

generowany model równania kinetyczr.ego bywa często pomocny w ba­

daniu własności równań kinetycznych. 
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;i·yprowadzi!T•Y wi':C :- ·->w'1anie kine'tyc.:ne d:a jednowyMiarowego 

problemu. Zaatępujuc,. równaniu /3.1/ wektory o trzech składowych 

przez wektory o jednej składowej, e:ement objętości dr przez 

,jednovty:::larowy odpowiednik dr a oojętość nac"tynia V przez je­

eo iłu~ość L , ~a:::y 

/). 64/ :; (!.z) f ( it, Z 1 Y) a 

""C 

( - 11 u -ikr f i z 't' 
i(z-~y) ~ Jd.r e 'P:.(v)e --

0 

d't' e 

-'t K .. 
• (e " 

Odpowiednikiem potencjału rdzenia ze stopniem lub rdzenia z jamą 

jest teras jednowymiarowy potencjał bariery ze stopniem lub barie-

ry z jamą. 

r 

Rys. 8, Podział przestrzeni fazowej w modelu jednowymiarow~ 

Dzielimy oś r /l-wymiarową przestrzeń konfiguracyjną/ na prze­

działy I,II,III,IV, przy przejściu między którymi cząsteczka ule­

ga przyśpieszeniom, Są to odpowiedniki jeanewymiarowe obszarów 

J •• 5+' 5_, J_ w punkcie ).2.1, Jeśli opuścić notację wektorową 

podane w Dodatku VI wzory na zależność położenia i prędkości czą­

steczki od czasu w tych obszarach pozostają słuszne w zagadnieniu 

Jednowymiarowym, 

Ponieważ przestrzeń fazowa jest obecnie tylko 2-wymiarowa 

można ruch cząsteczki w zależności od jej położenia początkowego 

zobrazować w oroaty sposób graficznie /rys.9/. 
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V 

IV III II 

r: 

~ys. 3A Ruch cząstki w potencjale: oariera + stopień, przy 
początkowym położeniu w obszarze I 1~;1 i przy po-
czątkowej e~erg11 kinetycznej <i > V 

0
; v ·• V,-v...;.2,__-2_V_

0
_/_m 

B 

c 

rv II l 

------.'(2 
:___"f, ''t'\-

".2 : 

' ' 

- v :r---. "~'z 
'f. .,. t ·':o----­

'fz 

r 

Ruch cząstki w potencjale: bariera + stopief., p~zy 
początkowym położeniu w obszsrze II /I::; 1 po::H-
tltowej prędkości v >O /v < 0/; v •• \v'+c?V 

0
/:r. 

V 

IV l II II 
'f, v' 

't;:_. " 

-it2 -f\ o R, R. r 

-~ 
-,'f, 

' -.,, 
'f t 

Ruch cz&stki w potencjale: bariera + stopień, przy 
począt~owym położeniu w obszarze II /1~!/ i pocz~-
tkowej prędkości v <o ;.., >CI; ..,·.yv2+2V

0
/m 

~ IV III 
'fJ ·­ ' 

' 

II 
'f l 

v' ,---, 
" l "1'~·.--------

2 . 
----_,'f. -v ; 

l l l l 
-''ft _.". ...____.,.) 

r 

D Ruch cząstki w potencjale: bariera + Ja!!Ul. pr:::r 
pcczątkowym poł~żeniu w obszarze I,IV. 



http://rcin.org.pl

106 

IV III 

'T~ ____ _,. o 

II 

vL. 
V'' l 

I 

r 

i Ruch cząstki w potencjale: bariera + jama, przy 
pocz~tkowym połoteniu w obszarze II /III/ i począ-

tkowej prtdlcości v >O /v < 0/; v '~ Vv2-2v 
0

/m 

IV HI 

1f,_ ----.J 
-~ 

Y 

V' 

O R1 v• 
-v 

II I 

r 

P Ruch cząstki w potencjale: bariera + jama, przy 
początkowym połoteniu w obszarze II /III i oczą-

tleowej prtdkości v <O /v > O/; v '• v -2V 
0

/m 
V 

IV IU II I 

r 

G Ruch cząstki w potencjale: bariera + jama, przy 
początkowym połoteniu w obszarze II /III/ 1 począ­
tkowej energii Ie inetycznej < V 

0 
• 

11•• 9. Rodzaje ruchu cząstki pod wpływem jednowymiarowego 
potencjału skokowego, dające niezerowy wkład do 
operatora zderzeń. Wkład od ruchu przedstawionego 
na rys. G. /ruch w stanie związanym/ odr:ucamy. 
Wiel~ości ~ /i • 1,2,3/ oznaczają czasy zmia-
ny połotania t przestrzeni fazowej: 't 1 < 'T 2 < T J • 
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v; wyn:..~o:u obliczeń analogicznych do przedstawionych dla za­

gadnier.ia tr6j~ymiarowego w punkcie 3.2. otrzymuje~y n~etępuJac~ 

operatory zderzeń: -dla potencjału "bariera+ stopień", w ar.~:o-

gii ~o wyrażenia /J.JB/ 

Gf • N~l <py(V) lVI C'/ (U 1-v2 ) "łft-v) • 

/J. 85/ + 7 (vz-u,) "\łf ( l; l Vv2-u, ) + 

1z R V 

+ e vvr=u1 e -ik~ hv (--'L \lv2-u
1 

)- ,tf(-I.S,.~-u )] 
L lVI l JVI 1 1 

iz-fr-u; . -u, + e ['f'(- V)- 'Jl(- m V v~-u, ) J 
R V 

- f5V 0 iz jVj" -ikR jVj ) 
+ e (1 - e e • 

- dla potencjału "bariera + jama" w analogii do wyrażenia /J.SO/ 

ilf • N~l <p~(v) 1v1 (C'ł'( 
1
:

1 
Vv2+U1 ) + 

i(z-k 1!1 Vv2+u,) ~ [ l V .~ ) l V v~ )]. 
+ e 1 'tf\- ~,v-+U1 - Yr1v1 v +U1 

/J. 86/ 
b~ . 

+ e v~+U1 [ V(-v) - 11'(- 1:1 Vv2+G1)] 

2 + ~ V o ( i z 1~1 - ~ lcR 1~1 ) • 
+ '1 (v -u 1l e 1 - e e 

J, iz ~ 
• 1'1'(-v)+e lVI 

( 

-f + 
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•yprowa~ zenie ~yre± enia /).66/ jeet prostsze niż wyprowa~ze­

nie /".>. 80/, gdyz pr·zy rozpatrywaniu stanów związanych w zagadnie­

ni ~ jednowy:r.iarowym odpada konieczność uwzględnienia zasady za-

chowani3 ~omentu pę1u. 

Łatwo wriać, że wyrażenia ;).85/, /).66/ przechodzą w człon 

zderzeniowy równania .Boltzmanna, jdli z-kv • ~111 rvt/R i albo 

z • 2 m1t vv~ ; u l R • kv • ,e. n 1'( IV l l R 

albo 

z -:-;.,;R..,.__ - k _y_ R • t2.m 1t , 
-vv~ :;: u, !VI 

zR • n n 

l,m,n eq to dowolne liczby całkowite, znak /-/ odpowiada równa­

niu /3.85/ a znak /+/ równaniu /).86/. 

Dla k, z- O jak również dla u- O otrzymany opera tor zderzeń 

przechodzi w l-wymiarowy operator zderzeń równania Boltzmanna 

Dla v - oo , a ściślej dla v2 >>u1 otrzymane wyrażenia dla 

bariery ze atopniem i jamą przyjmują postać identyczną 

/3.87/ 
~ ~V + ~ V iz...lL ik~ 

Gf • N~l lVI <plf(v) [e 0 +(1-e 0
}( 1-e lVI e lvj )] 

przy czym znak /-/ nalety ~ziąć dla stopnia a /+/ dla jamy. 

Po oznaczeniu warunku początkowego na ~(v) przez h(v), ae lvl przez t -l oraz 

/).86/ :;: ~ V 0 ( ; ~ V o) ( iz + ikR ~) 
e + 1-e · 1-e e v •t(v) 

możemy zapisać asymptotyczne R.K. /dla dużych prędkości v/ nastę­

pująco: 
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Rozwiąza~iem tego równania jest 

/J. d 9/ 'J' (V) • -~(l~- ~C-..,:Z:..-.::k..:.V.;.,l ~+.li.€ __ ,_..,:r~f-..:.v..:..l ..._) _,:h::,.C;:.:V~l...:;•..:f:.:..-_1 t.:::::..:..:CV:,.:l":.h~<~-..:.V..:..l ----

~ naszym zadaniu interesując~ jest przede wazyatki~ położe~1e bie­

gunów a więc znikanie mianownika w rozwiązaniu /3.89/: 

co zachodzi w p~nktach 

/J. 90/ 

-iE-l [t (V) +t(-v) ] !: V- e:-:.1[[. (v) +t(•v) f 2 

z,,~ • 
2 

Ponieważ prędkość v jest bardzo duża więc kładziemy 

'*tedy 

oraz 

J:' ł! ( +avo ( v ) \. (-v) -c;;,(v)"' 2i 1 - e ) sin k R IVj 

Zatem 

+ 
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lub 

· N-1 ń"'łfi( +~VO)( ) s1, 2 • LJv~~ł-e 1-coekR 

/J.'91/ J f ; ~V ( :; ~ V ) ~2 2( L 2 
+ l -Le 0 

+ 1-e 
0 

(1-coakR)J + k i:'1) + 

1 ( L )2 ( ; l' V ) }l l 2 ~ + 21lt lVi" ;:; 1 -e 0 sin k R ...)) 

Dla V 
0 

• O lub II:R .. n2 n (n • O, 1, 2 ••• ) są to bieguny rozwiąża-
2 

nia jednowymiarowego równania Boltsmanna, kt6re dla k2 <:(N~ 1 ) 

leżą na osi urojonej /porównaj Dodstek V/. 
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4. Zestawienie wyników. 

iykazal.iśmy powyżej, że dla opisu ruchu czutki znaczonej, 

który nazwaliśmy uogólnioną dyfuzją można ·wyprowadzić równanie 

kinetyczne /2.6/ słuszne zarówno dla dowolnej gęstości ośrodka 

jak i dla dowolnej skali czasu. Równanie to w zerowym przybliże­

niu, w którym zastępujemy operator zderzeń ~(t) przez operator 

~(O) przechodzi w równanie Pokkera-Plancka. Równanie to w od­

rótnieniu od otrzymanych wcześniej_równań kinetycznych poprawnie 

opisuje początkowe stadium procesu, co sprawdziliśmy obliczając 

na jego podatawie pierwsze 4 momenty prawa rozpraszania S8 (k,wl. 

łyznaczenie momentów tego prawa posuwamy naprzód w Dodatku II, 

w którym podajemy nieznane dotąd momenty: VI i VIII. 

Dla gazu o niskiej gtstości zamiast równania /2.6/ otrzy­

maliśmy, w przybliżeniu zderzeń binarnych równanie kinetyczne 

z członem zderzeniowym danym przez wyrażenie /2.24/ lub równo­

ważne mu - wyrażenie /2.18/, /2.27/. Człon zderzeniowy dany przez 

te wyrażenia stanowi uogólnienie członu zderzeniowego w równaniu 

Boltzmanna, zarówno ze wzgltdu na skalę przestrzenną jak i cza­

sową. Dla k- O , z-· O /po przekształceniu Pouriera-Lap!a­

ce • a/ jak i dla potencjału twardych kul człon zderzeniowy nasze­

go R.X. przechodzi w człon zderzeniOWJ R.B. 

Wyprowadzone w przybliżeniu zderzeń binarnych R.lt. zastosowali­

śmy do opisu dyfuzji w gazie Lorentza, dla kilku prostych typó~ 

oddziaływania mitdzy cząstką lekką a cząstkami ośrodka. 

Yi najprostszym modelu "kul aprfżystych", w którym zakłada­

my skończony czas zderzenia ~· , równanie kinetyczne dało si~ 

rozwiązać, porównaj /3.12/. Rozwiązanie wskazuje na zmiant c~a­

rakteru bieguna hydrodynamicznego pod wpływem skotczonego czaeu 

trwania zderzenia. Zamiast bieguna leżącego-na osi urojonej, 

tak jak to jest w rozwiązaniu R.B. otrzymujemy biegun leżący 
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w - płaazczrźnie zespolonej, o nieserowej wapółrztdnej rzeczyw~­

atej. '?rzy tym wieltoś~ odaunitcia od osi urojonej zalety ·od c za· 

Wyprowadziliś~ R.K. tatte dla potencjału sz~ywnych kul oto· 

czonego dodatkowo potencjałem odpychającym - o kształcie prosto­

kątnego stopnia i przyciągającym - o kształcie prostokątnej ja­

mf• Dla takich potencjałóW udało Bit nam roawiąza~ R.K. przy du­

tych prtdkościach :ząatti dyfundującej. Rozwiązanie to /3.49/ 

co do swej postaci matematycznej przypomina rozwiąsanie R.B. 

/3.13/, jednakie wazyatkie oaobli•ości wyratania /).49/ są prze­

auniote • stosunku do osobliwości wyratania /).13/. Warto nad­

mienić, że wyprowadzenie a.x. dla potencjału przyciągającego wy­

magało dodatkowo, • porównaniu z wyprowadzeniem R.K. dla poten­

cjału odpychającego, podziału przeatrzeni !azowej na obszary ru­

chu swobodnego i swilłZ&nego. 

Jako azcsególny model matematyczny R.K. podaliśmy równanie 

kinetyczne 1-wymiarowe. Równanie takie ma prostszą postać mate­

matyczną nit rówaanie )-wymiarowe: jest ono równaniem funkcyj­

OJ• a .nie całko•~ Jednocześnie posiada jednak niektóre typowe 

cecb7 R.K. )-wymiarowego 1 dzitki temu powinno ułatwić zbadanie 

różnic mitdzy roswiązaniem R.B. a rozwiązaniem problemu uogól­

nionej dyfuzji. 

Sche .. t zaletoości miodzy wyprowa~~onymi w pracy rjwnania­

mi polrasuje rf•• 10. 
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s (DJ(kw) 
• t o.a.K.,s.L. l_r-

-s lDl (kw) • • a.K.p.a.b.,s.L.LJ-

a.K.p.a.b.,s.L.L, 

.J.a.K.,s.L. L, .J.a.K.,s.L. l_r-

Objaśnienia skrótów 

R.L. równ.nie Liouvilie'a 
Q.R.K.- ogólne równanie kinetycane, /2.6/,atr.)6 
n.K.p.z.b. - równanie kinetycane w praybliteniu aderse6 

binarnych, ;2.18/ atr.48, /2.28/ str.59 
R.t.P.P. -równanie typu Pokkera-Plancka /2.)2/ atr.6) 

1 - a prawłl stroną zawieraj fłCą 9- (O> 
2 - z prawą stroną zawierającą a12 <0l 

R.B. równanie Boltzmanna dla samod7fuaji 
J.R.K.- jednowymiarowe równanie kinetycazw 
S <nl(k,w) - momenty prawa rozpraszania a 
g.L. dla gazu Lorentaa 

przybliżone 

, l.r- potencjały : "rdzeń ze e topniem" 1 "rdzeń z jamą" 

Rys. 10. Schemat zależności mitdzy równaniami mechaniki 
statystycznej uogólnionej dyfuzji ~rowadzonJIDi 
w niniejszej pracy. 
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D o d a t Ie i 

I. Równanie Ll vuville ' a 

Wiadomo, że ruch układu należy do j ednop& c-SJr. e t ro• t .; 

pcdgrupy przekaztalceń kanonicznych [45) ·' wyniku trar.s!cr~oc ; i 

Kanonic~nej element przestrzeni fazowej nie zmienla swej ooj~to-

sci. ~onieważ przesuwa oię on wraz z rucnem punktu fazoweeo przed-

stawiającego układ, więc gęstość punktów wzglo;·:inie gęstość pra .... :io-

~odobieństwa nie zmienia się w trakcie r~chu. Znajdyje to wyraz 

w twierdzeniu Liouville.' a. 

runkeja rozkładu t 5 ~ fN~ 1 ••••• r 1 .!1, ••• y5 ,t) jest csłką 

ruc~u, tzn. jest stałą na trajektoriach fazowych 

A zatem 

d!' N 

d t 
• o 

·wyrazając pochodną zupełną przez pocnodną cząsti<ową 

~ przez nawiasy Poissona 

N 

. L::. ( 
i/1 ~ 

otrzymujemy równanie Liouville'a 

/ !,1/ 

art at 

które możemy traktować jako równanie ciągłości w przestrzeni fa-

zowej. 

Wprowadzając operator Liouville'a 
N . . L ( a ó u , a ) K. V-----

N i/1 -1 d!'i a!i mi a!t 
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może~y r6wn~nie /I,l/ zapisać w postaci 

For~alne rozwiązanie tego r6wnania przedstawiamy przy pomocy ope­
-tKN 

ratara ;>rzeeunięcia e wprowadzonego przez Koopmana 

gaz~e f~ oznac~~ war~~ek początkowy problemu, w chwili t = O 

Jeżeli energia potencjalna 

,. 
IJ a 

to 

• O za wyj,tkiem i • l oraz 1 • m • 

Ponieważ 

• 

'· 

przy czym 
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II. Momenty prawa rozpraszania. 

Prawo rozpraszania 5
8 

(k,w) przy dużych częstościach w , 

oznaczających duże straty energii cząstki rozpraszanej w ~ożliwe 

oczywiście tylk~ przy jej dużych energiach początkowych, daje się 

przybliżyć przez momenty energetyczne funkcji S
8
(k,w) 4J • S<i 

one łatwiejsze do wyznaczenia niż samo ~rawo rozpraezania, gdyż 

wymagają znajomości tylko stanu podstawowego układu. Znajdzi~my 

te momenty w przybliżeniu klasycznym. 

Zgodnie z własnościami transtormaty louriera, zachowanie Bi~ 

prawa rozpraszania Ss(k,w) przy dużych częstościach w jest 

określone przez zachowanie si~ funkcji Is(lc, t) przy małych cza­

sach t • Celem wyznaczenia przebiegu funkcji I
8 

dla ~ałych cza­

sów używamy kilku jej najbliższych pochodnych czasowych wziętych 

w chwili t • O , stosunkowo łatwych do wyliczenia. ~idzieliśmy 

we Wstępie§ 1.J.1., wzór /1.9/, że pochodne te równe s~ z dokład­

nością do stałego współczynnika kolejnym momentom funkcji s •. 
Mamy zatem 

/II. 1/ 

lub jeśli wszystkie cząstki układu a~ jednakowe 

/II. 2/ 
· -ikr (Ol ei!!:1(t) > 

I8(~, t) • < e --1 

Moment n-tego rzędu prawa rozpraszania 
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l Il. )/ f~ lu 

lub jeśli wazystki~ cząstki są jednakowe 

/I l. 4/ 

;,rzy '=ZY'll 

(n! 

g k (O)> 

1~::, 
~k • e 

Momenty rzędów nieparzystych równe są zeru. Wynika to z nie­

zmienniczośei równań mechaniki względem inwersji czas~ Zatem 

oraz zgodnie z definicją /II.1/ 

I (k,-t) 
8 -

co z kole~ implikuje znikanie nieparzystych pochodnych czasowych 

fuukcji I• •ziętych w punkcie t ~ O , a więc i znikanie momen­

tów ~ieparzystego rzędu. 

li.1. Gaz dos~onały 

W gazie doskonałym zaniedbujemy oddziaływanie molekuł ze so­

b~. Molekuły poruszają się ruchem swobodnym :: 1 1tJ~ ::i(O) + y1t. 

WÓWCi.aS 
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/II.5/ 

• 

• i fit~) ap[-Pi-t (f)j 
1•1 

Dla gazu słotonego s molekuł jednakawreb aj • • • j • 1, ••• 1 

/II.6/ 

Z kolei 

/li. 7 l 

/II. S/ I • • • 

11 in t . ł <~. --j > . 
j•1 

- t:t 
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lał• twlkoja I
8 

:. tastałt lcr&JWej Oau .. a, os6l11J ws6r na jej 

pooboU.. w ellwill t • O , proporojonal.D4 4o lllOIIIentu prawa rozpra. 

a.-oia jeat /dla m3 • al 

<"rl 
/11. 9/ x. ( lr, o) • 

a dla IDj • ID 

( 
2 r 

(-)r 1 • l • 5 ••• (2r-1) ~) 

/1I.10/ s.(t,(l)) • lłr VI! e-m~w2/(2k2) 

.II.~ • . MomentJ ratd6w paraJatJch tuntcj1 S8(k.~)dla'utładu 
jednakow,ch ca,atek-

/II.11/ 

'Jraa1mr WJ*••• pochodne prtdko~ci wielokrotnie korzystaj,c 

• r6wnail ruchu 
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/II.12/ 

/II.13/ 

/II.14/ !, • 

Tutaj U • U(E1, •• •• x5 ) jeet energią potencjalną ft atomów. 

Celem obliczenia momentów nalety wstawić powyższe funkcje do 

wyratania /II. 4/ i WJkonać uśrednianie. Wtedy niektóre ze składni­

ków są równe zeru ze wzglodu na nieparzystość funkcyj podcałko~ych, 

całkowanych w symetrycznych granicach. W szczególności znikaj, cał· 

ki z funkcji rozkładu energetycznego -~H e . mnożonej zarówno 

przez nieparzyetą krotność wektorów Pr?dkości jak i n!.eparzyatłl 

krotność operatorów gradientu działającego na potencjał. 

A wioc np. 

/II.15/ 

chyba, że n i m eą parzyste albo j • l , Cll • ' i n + !!l • 

liczbie parzystej. Podobnie jest dla bardziej eko~ikowanych ilo­

czynów: obecność choćby jednej składowej prtdkości /którejkolwiek 

cząstki/, wystopującej w potodze nieparzystej sprowadza przy 

uśrednieniu wynik • O • 

Wskaźniki greckie oznaczają składowe wektorów w układzie 

współrzodnych prostokątnych x,y,z, np. vix oznacza s«ładową x 

prodkości cząstki nr i • Podobnie rix oznacza składową x ~e­

ktora ~i , którą bodziemy oznaczali również przez x1 • 
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Jeśli jakatolwiek składowa gradientu dsiałaj~cego na potencjał wy­

stopuje w d&nJm wyrateniu nieparsya~~ ilość rasy, to wartość śred­

nia taco wyratenis równiei snika. W escsagólności 

< ar I Clr 3 "' k 
-1c -20 ••• uEm 'i 

a2n+1 u > • o • 

i,j,k, •••• , to liczoy całkowite, których suma i+j+k ••• • 2n + 1 

jest numerem c·sąetici, m~ lf. 

Dla uproszczenia obliczań bodziemy korzystali z podanego na 

str.1ó /ws6r 1.24/ twierdzenia "o przesuwaniu kropek" <:A&:>~ 

·-<h> 
Bodziemy też etosowali tcw. relacjo Yvona 

/II. 16/ • .L 
~ 

gdzie ~ jest dowoln~ regularn~ funtcj~ saś x1 jest składową 

wektora ri. Relacjo to uzyskujemy całkuj~c przea czości 

1 
L-O:. f'" 

ze waglodu na sało6anie regularnogoi ~ • 

Potrze~na też bodzie całka 

/II.17/ f 
o.o 2 (2r-1 )!! 
e-acx x2rdx • -~-

2r+1 
-oc 

(2r-1)!! 

1t 

2r+ 1 , r naturalne , 
et 

• 1 • J • 5 • ••• • ( 2r-1 ) 
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na podstawie której 

/11.19/ < ( !!,> 6> .. 

11.2.2. Pierwsze cztery momenty. 

Widzimy natychmiast, że moment zerowego rz~du wynosi 1 : 

/II.20/ ( ) < -iir1(o) i.Ir1 (o) > .. <1 >. '· 18 !• O • e e 

~omen t drugi ego rzodu 

/II. 21/ 

Moment czwartego rzodu 

/II. 22/ 

gdyż· 

r!4 )(!,0)·<~-k(O) ~k(o)>•< ~-Ie ek> • 
a<[-i!v1-(!!1) 2 ] [i!!1 -(~!,>2] >· 

·< (ri1 )
2 

+(kv1) ~· ~4 ~ + ~2 ~< Ą/• 
(~m) ax1 

<(ri )
2>. 1 <Ie ~ Ie ....łJL >· 1 7 « {1 r,cc i ar, ( 

2 2 , 2<au~> !<au> . ~ ! ~ d%1 • rm dx & • 
1 

przy czym skorzystaliśmy z tego, że uśredniana wieltoś6 jest eks­

larem i nie zależy od kierunku osi układu wsp6łrztdnycb: dobrali­

śmy układ tak, by 

/II. 'd/ ! . [ "· o. o] . 
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Stosujemy konwencjt sumowania po wskaźnikach «,E, ••• powta-

rsających sit. W przejściu ostatnim skorzystaliśmy z relacji Yvona 

/II.16/. 

/I!.24/ 

• N 

·ł 

gdzie g(r) jest pierwez, z szeregu funkcji dystrybucyjnych zde­

finiowanych w Zćspole kanonicznym naetopująco [44] 

V J .-Ił U d!:J •. • ~N 
/II. 25/ 12 s(r12 ) • (N-1) 

V f e-- tJ U dl'N 

/U.26/ 

Zatem 

/II. 2t3/ 

i t d • 

1'J. Jdr g(r) ą2 u<rl 
V - ~ 2 o x, 

Pierwsze cztery momenty policzył de Gennes [45]. Podamy obecnie 
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momenty wytezyen rztd6w. 

II.2.Jo Moment 6-go rztdu 

l II. 29/ 

·<(~~)2 - 2!~(!!~3 + 9(~)2(~~t' +(!!l>. 

•((i~) 2 + 15(!s!,) 2 (t!1 12 +(kYl > • 
·<<!!/) - 5 < (!!,) (!~))>+<(!!l) 

ponieważ 

Policzmy kolejne składniki tego momtntu, przyjmuj~e ~ • 

(k, O, o) i korzystając z 
l'ł 

<n~!, l!!,>·~ <l: kcx 
m j•l 

' k .2 
m 

/II.1J/. Pierwszy ekład~ik: 
N 

vjE~kt 
1·1 

Pierwszy wyraz w nawiasie kwadratcwym jest r6wny 
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a wiec 

• k
2 

[ 2 N Jdr g(r) ~ V -
C) 2 u 

+ 

Drugi składnik w wyrateniu /II.29/ na 1~6 ): 

>· 
~ 

• -s(-l)k4(If-1)< C> u12 
m J x 2 

1 

• 5 ~ k
4 (N-1) ~ f J d!: g(r) C) 2~ 

· (~m) tlx 

Zatem, korzystając jeszcze z /II.19/ dostajemy 
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• !s6 ~ + ~4 l.,....:....... ! Jdr g(r) cilu (i;)J ~ v . a x2 

II.2.4. Moment 8-go rztdu 

VIII IV IV 
/II.J4/ I~8)(k,O) •<()_;k(O) Qk(O)>·< e-k '!~c>• 

a< {- 4(!!,) !!1 -JC!!:l +(~!1) 4 
+ 1 [6 ~!1 (!!/ - ~!1]} • 

·{- 4 ~!, (~!,) -3(!!/ +(!!/ - 1 [ 6 ~!, (!!/ - t!,]}> . 
·<[- 4(!!1>!!1 -J<!!l •<ut]'~. [6 ~!,<!Yl- ~~1]

2 > . 

Dlatego 

- 1<iit •<ul > 
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1 dwu ostatnich przekształceniach wykorzystaliśmy wynikające 

z równości /1.~4/ tożsamości: 

<<kil> • <od/ n:,>· -J <d, (kt,f !n:1 > · 
więc <ki, (ki/ ki,> .. - Ko~il> ; 

<('r.i,f('uf>· <!d1(ld1 ~~lJ>· -<~t1 [ki1 (a/ + 

+ ti, 4(!!,}3 !i,]> , 

więc <u, (n,P > · -5 <(!±,'l ('!!.f·> ; 

< Jsi1 (ki1) (!t/> • -<u1[1cv1 (n! + !i, 2 (~t1 ) n1] > .. 
• -<:1i!/ (u1'f >- 2 <ii1 (~/ ki1> · 
• -<(i!/(!!/>+ i<Irtt > 

Celem s~rócenia zapisu dalszych przekształceń definiujemy symbol 

różniczkowania: 

/II.l6/ 
df' 
• u (tcx, jE , k"i , ••• ) 

ar,cx orjtCJrk"j 

Wtedy na mocy /II.1J/, /II.2J/, /II.15/ 1 /II.19/ mamy 
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Drug1 składnik, 

/II. 38/ 

! l'ł 

+ I:l: U(1x,J1)"Jt U(1x,l.l)vu v 1 ~ >]· 
J•2 1·1 

• : 2 k4[< U(1x,11) v11 U(1x,1~) "a v 1 ~ + 

+ t U(1X,J't) vJ1 U(1x, jl) vj~ v1 ~>] 
- j•2 

Pierwszy wyraz w nawiAsie kwadratowym równości, z uwagi na /!!.15/: 

/II.39/ < [u(1x.1~(v1! •[u(1x,1y)Jv1 ~ v1; •[U(1x,1z)tv1 ~v1 ~ > 
li R 

• ~<~ ~[3 u1 j (1x,1x) u11 (1x,1x) + 
(pm) j•2f:'2 

+ u1j(1x,1y) u11 (1x,1y) + 

+ u1 j (1x, h) u11 (1x,1z) ] >· 
,. ~{ (N-1)<3 (u12 (1x,1x)]

2 
+[u12 (1x,1y)t +[u12 (1x,1z)t> 

(~m) 

+ (N-1)(1'1-2><3 u12 (1x,1x)u13 (1x.1x)+ u12 (h,1y)u13 (1x,1y) + 

- >) 
+ u1 2 (1x,1zlu13 (tx,1z) t· 

przy czym w pierwezym przejściu skorzystaliśmy z /!!.18/. 

Podoonie, drugi wyraz w nawiasie kwAdrgtowym wyrażenia /II.37/ 

równa się: 
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2 2 2 2 

a (-
1m) (N-1)< [u12 (1x,1x)] +(u12 (1x,1y)]+[u1J1x,1z)1> 

Po wstawieniu /II.J9/ i /II.40/ do /II.JB/ doetajemy 

/II.41/ < (!i,l':: ~!/> • :-6 {2(N-1)<2 [u12 (1x,1x) ]
2 

+ [u1 .px,1y~ 
~ m 

+ [u12 (1x,1zlJ
2> i 

+ (N-1)(N-2) <Ju12 (1x, 1x) u1 3 (1x, 1x )+ 

+ u12(1x,1y)u13 (1x,1y)+ u12 (1x,1z)u13(1x,1zp} 

Korzyetaj,c z zależności /II.12/ oraz )-krotnie z relacji /II.16/ 

przekształcamy nastopny ekładnik w wyrażeniu /II.J5/: 
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Stosowaliśmy przy tym zwykłą eymbolikt różniczkowania, która 

w tym wypadku okazała sit prostsza nit wpr~wadzona przez nas wzo­

rem /!!.)6/. 

Obliczenie ostatniego składnika w /II.J5/ jest najbardziej 

uciążliwe. Na mocy związku /!1:14/, definicji /II.J6/ 1 doboru ta­

kiego układu współrzędnych, by zachodziło /II.2J/: 

. !( 

/II.4J/ <(!y)2>·<~~k1 U(11,1G)U(jG)­
ja1 

Po wszystkich wskaźnikach łacińekich eumujelliJ przy ty. od 1 do lf. 

Widzimy, że wyrażenie /II.4J/ możemy napisać w postaci: 

gdzie A1 oznacza człon zawieraj~cy etimę podwójną, ! 2 - BUlił po­

trójną, AJ - poczwórną. Polić:Bę .A1 i .a.2• Po dwukrotnym saetoaon­

niu relacji Yvona /II.16/: 

~LI: I~ [2 upx,ju,ja,nt) U(1x,nt) + 
~m j n l" 

+ U(1x,ja.,ju)U(1x,nt,nd+ U(1x,jcx,nc)U(1x,j«,nt)]+ 

+ "U(1x,jcx)u(1~lntlU(ja,nt)} 
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~·~po wycałk~waniu w~ględem prtdkości /porównaj /II.15/ i 

/11.18/ 1 oraz pu zuetoeowaniu relacji /II.16/ 

A • < --L- ) '[U(1x,na:, ncx)U(1x,jt:,jf)• ~ jł~n,2 ...... ~ 
J n 

• U(1x,ncx )U(1x,jt,jt,na)] > 

- u{1x,ncx,na:)U{1.x,j[,jt~• l,;(1x,ja')U(1X,nE.)U(jCX,nE.)} > 
~e względ~ na uśrednienie - po pr~dkościach, warunkiem konie­

cznym nieznikan~a skł~dników sumy poczwórnej etanowi~cej wyrRżenie 

AJ , Jeat by indeksy sumacyjne były sobie parami równe, a więc by: 

aloo j • 1 ~ p • q , albo j • p , l • q albo j • q , l • p 

Zatem 

Scałkc.wanie wzl)lędem prędko :§ ci t~:prowadza czy::.nik l1 l~ m )2 , chyba, 

)2 że J•l i a. i . ' . 7 ; , .. tedy czy~!lik ten wp.oei )/ \~ :!1 • 

,porJ~naj /11.18//. Jlatego 
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/II.46/ A3 •<(;m)2 ~L: U(1x,jcx,~)U(1x,lt,ltl+ 
j l 

Nawias ( ) ujmujący waltaźnilt ex oznacza, te wobec tego wskaźnika 

nie etosujemy umowy sumacyjnej. Łącząc /II.45/ z /II.46/ dostaje­

my 

/II.47/ A1 + A2 + 'J ·< ~ I:l:ft u(1x,JCil,ltJU(1x, .1a,lt)• 
, m j l 

+ U(1x,ja) U(1x,l() U(ja,lt) J 
+ 6 2 I: D ( 1 x, j (ex), j(«)) J 2 > 

(~m) j a 

Wyznaczmy sumy w /II9 47 l dla potencjału typu U • L l: uMI 

/II.48/ <t 
j•1 

· n m 
N 

~ U(1x,jcx,lt) U(1x,jCil,lt~• 
1·1 

N l +l: ~ u1 j (1x,1«,1t)u11(1x,1u,1t) > 
j•2 1·2· 

j l l 

/Czynnik 4 pochodzi stąd, że takie same pojedyncze sumy powstają 

po lewej etronie /II.48/ przy: 1/ ja1,1>1 2/ j>1, 1-1 ł 

J/j•l>1; 4/j•l•1. 

w tym ostatnim wypadku powstaje równiet suma podwójna/ 1 
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5 l 

/II.49/ · <~ L U(1x,ju) U(1s,U) U(j•,h)>• 
j•1 1·1 

• 
• U(1x,Ja)U(1x,tt)U(1cx,1t)+ 2l: 1J~1x,tcx)U(1x,jt)l'(ta,jt)+ 

j•2 
!f 

+ ~ U(1x,ja) U!z,jt}U(jcx,jt)+ 

1:1 
"i l'f +l: ~ U(tx,jCIL) U(tx,ll) U(j«,lc) > 

J•2 1•.? 
jJil 

Y l 

+l:,: ~[4 u1 j(tx,ter) u1jt1x,1t) u11 (ter,1t) + 

j•c! l•.? 
jJil 

+ u13 ~tx,tcx)u1 j(1x,1c) uj1(jcx,jt)-

.t t 
- u1 jC1x,1•) u11Ctx,1t) uj1(J«,jt)] + 

N 

~ u13( tx, ta) u11t 1x, 1t) u1n( ta, te)> ; 
n•c! j•.? l•c! 

/II. 50/ 

jłl bft 
jJłft 

M 

<l: 
j•1 

~ (u (tx,j(«),J(cx))J
2> • 

crax,y,a 

2 lf · 2 
·<IJu(tx,1$lrl.1(CII))) +!: l:(u(tx,j(cx),j(oc> >] > . 

« j•2 CI 
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Zatem /II.44/ na podstawie /II.47,48,49,50/ przyjmuje po!ltać 

/II.51/ <{ll) 
2>· (~)2<(~ J J~4(!f-1) [u12 (1x,1«,H)]

2 
+ 

+(N-1)(N-2) u12 (1x,1~,1t)u13 (1x,1m,1t)} + 

+ ~{4(l'ł-1) u12(1J:,1cx)u12(1x,1t)u12 (1cr,1c) + 
~m 

+(N-l)(N-2) [4 u12(1x,1a:) u13 (1x,1E) u12(1«,1t) + 

- u12 (1x, lex )u13 (1x,1 t )u23(2cr,2t:) ] + 

+(N-1) (B-2) (R-)) u12(1x,1CX) u1) (1%, 1&) u
14 

(1«, 1e)} + 

+ 6 
2 L:{2(N-1) [ u12(1x, 1(«), 1ł&l)] 2 

+ 
(pm) ex 

+ (N-1) ( 1-2) u12(1x, 1<«>, 1(«>) u1 J ( 1x, 110o>, .. ~} 

W oparciu o /II.J5/ i /II.19,J7,41,42,44,51/ oraz korzystając 

z definicji /II.25,26,27/ otrzymujemy ostatecznie wyrażenie na 

moment VIII rz~du: 



http://rcin.org.pl

- A22 -

/II. 52/ 

2 2 2 2 2 2 } c) u12 c) u1? c) u?) c) u12 d u13 d u23 
~ 

ch:1 d r 1« dx, or,[ dr201dr2 t dx1 dr1er dx, ar, t dr2ct~r2c 

NJ s • 2 ? 2 
t4J c) u,, ~ u1J d u, !1 ) + v4 dL,dJ:2d.J:JdL4 dx1 d r 1cx ch1 ór1t dr1cxdr1 E 
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W powyższym zapisie obowiązuje umowa aumo.anis po powtarzających 

się wskaźnikacą - literach alfabetu greckiego, o ile tylko te 

wskaźniki nie są wzięte w nawias ( J • 

II.J. Komenty dla gazu Loreatza 

Lecz w gazie Lorentza wszystkie cząstki za wyjątkiem cząstki ~r 1 

są nieruchome, tak, że 

Zatem 

/II. 53/ 

1 <. iu1 (t) -ikr1 (o) > 
~1-ł:J e e 

Kolejne pochodne czasowe takiej funkcji I
8 

równe eą z dokła!~o­

ścią do współczynnika· 1/N pochodnyc: !unJccji I
8 

policzonym w po­

przednim punkcie II.2. 

II.4. v~agi 

Znalezic!le zależności między n-tvm moment~'!! fu.'l!ce ~ i Se ' "•'-J /, 

a pewnymi wielkościa.~i uśrednionymi, związanymi ze . eo;enem ::-:: M"rosJ-::' ­

powym całego układu noszą z uwagi -na całkową definicję mom~:1tć~ 
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n•••t recul sum. 

Wn7atkie moment7 parzysh Sil d.odatnie, gd7ł daj~& sit przed­

atawić jako iloczyn dwu wielkości zeepolonych sprzttonych, który 

jest zawsze dodatni 

2n (2n) n < (2n) Cn> 
(-i) I 8 (k,O) • (-) ~-k ąk> • < ~-k 

2n 
Ponadto wyraz zawierający najwytaz~& pottgt ~ jest (g) 

a wite pokrywa Ai~ z momentem rztdu 2n dla gazu doskonałego. 

Dla dużych wartości k wyraz ten dobrze przyblita moment danego 

rsędu. 

Pozostałe członJ występujące w wyrażeniu momentu przy ~2n 

potęgach ~ pełnią rolt poprawki uwsgltdniającej oddziaływania 

cząstek. Nie ma ich tylko w zerowym momencie, wystarczajęcym do 

opisu układu cz,stek nieruchomych i w drugim momencie opisującym 

ruch swobodny w pierwszym etapie ewolucji układu, przed wystąpie­

niem zderze6 cząstek. W wyżsżych momentach pojawiają się kolejne 

człony odpowiad~jące oddziaływaniu coraz witkszej krotności. 

Z postaci pierwszych sześciu momentów widać, że poprawki te są 

dla nich dodatnie. Jest tak równieł dla 8-go momentu. Rzeczywiście 

IV IV S 

;u. 54/ <~-k qk>-<c.n~>· 

• <[C.n,ł +a+ i p] [(!:!/ + «- i t5J>-<(n/>" 

• 2 < a(5:J./> + <<a+ i ~) (ex- i ~) > 
gdsie 

a • -4 ki, ( n ) - J( kv ) 2 
1 --, t 

Lecz 
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<(X rut) . < [- 4 !!, <!!,) - 3 \ti,f] (D:,~) • 

• 11 (lu/ (kl.,f) > o 

Równi d 

< <oc + i ~) (ex - i ~>) > o 

Wi~c wyrażenie /11.54/ jest zawsze dodatnie. 

II.5. Momenty w przybliżeniu niekich gostości. 

Stosunkowo łatwo jest znaleźć wartości momentów, jeżeli od­

rzucimy wyrazy zaw1erajęce czynnik g~atości w pottdze wyższej nit 

pierwssa. W przyblUeniu tym można położyć g(r) •• - jlu(rl. 

W ostatecznych obliczeniach btdsie~ przyjmowali potencjał A/r0
• 

II.5.1. Moment 4-go rzodu. 

Jeśli u(r) • A/rn , to dla gazu rozrzedzonego 
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ZateB4 zgodnie z /II.28/ 

1 
4 4_l_ 2 1 N!1I.. 1/nll<-1+n>pn:1> 

18 (i, o) • ~ tt 2 2 + ~ ;::::2 v -,---(n-1) A ,., ... 
.., m ,..m 

II.5.2. Moment 6-go rztdu 

..1..Y.J..r.l • _a_y _a • ~ d t r> 
----ax- Tr iJ x r r 

Oprócz całki policzonej w § II.5.1. potrzebna jest jeazcze zna­

jomość całki 

Jeśli u • A/rn , to 

Zatem, zgodnie z /II.))/, po odrzuceniu wyrazów rzędu (vl'l)~ 

-I 6(k,O) • i 6 ....J.2.. + ! 4 _____ll_VN !.zi..cn-1) A-'o ~l-1+~ f<.!l:l) + 
s .\~nł' ~ T n 

2 1 l!ł !..n. 2 .-k /ł(-2 -~) r(2nn+1) 
+ i ~ 2 V T n (n +2n+)) a '"' 1 1 
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Wyatopujące w wyrażeniach na momenty wielomiany od n powo­

dują, że przy n- oc /model sztywnych .tul/ moment,. r6wniet dfł­

Żfł do nieakończonotci. Funkcje ~ ~atopuj,ce w tych wyrażeniach 
nie prsyczyniają ait do ich roab1eino,c1, sdyż przy n- oo, 

dąt" do 1. 

III. Równanie kinetyczne spełniane przaa I
8 

!
8 

• J ... -!.K t ~(t) , 

gdzie 

-IIH 
r.L­

Q 

Wprowadzamy operator rsutowr 

P ••• • •'"' J .. · .-lk<' t(>').., 

E. iL~ 
fh (p~). 1 p L~ 
ltt[(1- p)~) • i (1- P)L ~ 

PP ••• • P ••• 

p~~ ~1 

~1 (O) • 

~ - P)~• ~2 , l 1 - P )L = 1.2 

• o 

Biorąc transtormato Laplace'a drugiego z równań 

-iz ~ 2 - O • i L 2~ 1 + i L 2~ 2 
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Za t .m 

czyli 

- 1.28 -

- .... 
~·2 • -~1:_.__ 1 L 2 ~1 

-iz-1 L 2 

"J """ 

1 L 1 ~ 1 + 1 L 1 
1 

1L2e 1 -is-1L2 

łt (~) • iPL [ 1 + -is-i~ 1 -P) L 1(1-P)L] P ~ 

. 4t~• 1 L .[1 + 
1 

. 1(1-P) L] 
aló -ia-1(1-P)L 

Po dokonaniu przekształcenia odwrotnego 
t 

h- ~(t) • 1 LP~ + 1 L .J d< 01~( 1-P)L 

-p~ 

i(1-P)L P~(t- 't') 

Mnożymy obie strony przes .-~.z: t i całkujetll)' wsglodem x 

Doetaje1117 

gdzie 

d I
1 

(t) 

()t . -J 
I('<) • f dz 0 -1G: < L 0 1'l' (1-P)L L 0 f.G: 

Spr6bujmy snaletć E(T) dla gazu doskonałego. Oznaczając 

ar .. ("t) -at2 
C(t) !! ~ t • - 2 at e ; 

mamy równanie 

B(t) :s I(t) 
2 

a•~ 
2 m ~ 
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C(t) • ·Jt l(T) B(t •T) .... , 

a(p) • - k(p) b(p) 
eoc> 

•'•J • 2a .f t .... 2. pt 4t • • •p2/(<e) {• • p ł w [ 1 • f<t.> J} 

h( p) -
J 

-at2 
• e 

o 

gdzie 

Poniewat 

wite 

f 
&W. k(p) • - b.(p) 

x+ioe 

•<•>· m f. p .•P k(p) 

x-ioc 

2 
.-t dt 

Jeat to funkcja pod WSiltdem mate .. tycsay• bardsiej atompli• 

kowana nit funkcja I
8

• Iidaó to równieł s roswtnitcia l(~)wotół 

zera. PUDkcja ta nie ma teł jaaneco aenau t1syczne1o 

IV. Właaności n-tej pottli dwumianu operatoroweco i + 6 • 

1/ Potoca atopnia n aQm7 dwu operatorów a + b o r6tnej poeta­

ci a, b · akłada sit s 2° niepowtarzaj,cych sit atładn1t6._ 

2/ Suma pottl czynników dowolnego składnika daoej pottli dwuatanu 

n jest równa n • 
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DowOCl. pnaa 1A4uk0.11 : 

• Lir: 
Je&eli •kła41111r:1 (a + o) q ••;p~lr:1e r6ae to 1 akłcn1-

k1 (a + FJ'+
1 

•- ••ą•~lr:1e r6U.. 

(a • ti•1 
• c• • .,, (a • rf • a (a • ~ • t» <a• fł 

Ponlnał a 1 r. •- r6U., wite ltał47 akładnilr: a (a + łf 
je• t r6łD,J o4 r. (a + tł . w dalsa,. oiuu ••7atk1e akła4Ait1 

., •lto r6&De i. J•t loh 4• raa7 witceJ, eo dowo4s1 włano­

'oi 1/. Jednoo .. jAie w14a6, *• pra7 'ra•J•o1u o4 t do k + 1 

nułfpgJe podn1•1aaie pott81 nąatlr:ich sth4Dik6w o jedllo•ć 

.o dowo4a1 wła•ao•oi 2/ 

V la . WJI'II .. Die . (ł + 'ł akła4aJ- •1t ••uStH .,*11" r6łDe to• 

b1Dao.1• a 1 (,. takie b7 · •u.a potts • dan~ all:ładn1lr:u ' b7ła 

r~ n • 

a • i ' .. + i& + u + n 

a..a prą n • t • aiejaoe włamoj6 )/. ouaoaa.r (a +ił • 
-1 
•qą pra7 ll • t + 1 : 

(& • ąf•1 • l(a • &) 
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V. Je~n?~Y~~srow~ r ! wnanie Boltz~~~na dla gazu Lorentta. 

1!11 
1. :: F;z1~ Lo::-er.tza V;: r o ' 1!12 •c:x.o' m2 "' o 1 ozne::z& t e.. . ~ ~ 

;:,r<;dko ;§ c środki'! m:;sy wynoe1 zerc, 11 ~rędit'o~ć cząstki 1 jc:et za::-e -· 

zem prfir.UCol'ic.1~ wzgl~1n!l 

v1 • v , po zaerzeniu v1 z - v • 

.i- onadto unorMowana fur.kcja Gauesa jest mo:. delell! fur.Y.cj~ :J1race 

-D m .,i /2 
e 2 2 ~o gdy m;:- oo, v 2 w O 

czyli 

Zate:c:: 

Równanie ~oltzmanna jest wioc postaci 

/V. 1/ i(-ultv) f (k,z,v)- Cf!llvl • 2 ejv ! {Ht<vJ-. ft-vl)-f(v)} 

t.:ożnaoy dopisać jeszcze jedno równanie, podsta*ia~::c -v zemieet 

v • Otrzymalibyśmy układ 2 równaf z dwiema n:..ewis:io!l'yrni f•.u:lccjem1 

f (vl 1 f(-v) ,kt6ry moglibyśmy łetwo rozwi~zać. Jei~ekte ctc~c 

u:ieć pełnlejszą analogię z zaga:ln:;.en i e!t trćj.a:y:r. !.ercwyn:. b-:dziemy 

poszuk~wali rozwi~zania l!letodą op1san~ ostet~io przez Haugego. 

Teraz 

L _, l 
E "' 2 .vl E! 

+ 

zaś jednowymiarowe równenie Boltzmanna 

/Y. 2/ 
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skąd 

/V.)/ f • -------------~,- Pf + 
-iz+i,!y + c 

Cf'!.1 (V) 

-iz+i,!y + t.-1 

~e e z 

/V.V 
c, 

P ( -1 Pf)=(Pf) P 
-iz+i]!y + €. 

s(Pf) Cl -iz + cl 

(-iz+ E.-1 )
2 

+ (kv) 2 

Działając P na obie strony ró~ości /V.)/ otrzymujerr::' na pod­

stewie /V.4/ 

/V. 5/ Pf ( Pf) 
<pMCvl 

+ P------~---r 
-iz+i,!y + E 

ak~d wyznaczamy fun~cję Pf , którą wstawiamy do /V.)/: 

/V .. 6/ f • -1 
-iZ+in • r 

<J'yCV) • p _ __;..::..,. ___ ~, 

-iZ+i,!y +E 
+ -1 -iz.t.i.!! + ( 

Lecz 

Zatem 
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o _, 

-a • -l!! + E 

wykcne r. :..u ~rzekaztełcef. ~Ale~e on ekrćcer.iu. ?c :!c~r. i e r.!".1ke2:; dwa 

: tają t ylko dwa bieguny wyrażeni"l w r.awi~eie ~wedreto.,:y!!:: 

+iZ 

a więc 

_, 
[. - (kv / 2 • O 

z, , 2 = i c:, c-1 • Y1-4 k 2v2 t: 2 · ) • 1e !vt [ -1 ! V, -Ot/e i<? ] 

i3iegun ze znakiem + przed pierwiastkiem: j3k to wynika z za ·-:~o.,.e· 

nia się aeymptotycznego dla 'llliłych k odpowiada bieg·mowi hydro-

dynami cznemu .• 

V.1. Dyskucja rozwiązania 

Wpro11·adzamy wielkości . bezwymiarowe 

o • Vfm V' at • l k 
Q .r· 

Vc1 
m - średnia pr~dkość molekuły, ~ - średnie cdler.ło~ć • 

Fo ?Odstawieniu mamy 

- l z-ikv + Qiv ! 

-z"'- i e lvlz+ U<vf 

f • 

ZClefiniujmy 

~m lcl-i (;ł+~c ) 

e'2" - a- "'·~c / 2-ilc:j 
-c" /2 e 
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f " E 

f 
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ICI- i (~.,. ~c) 

.Po ·Nydzieleniu czę ś ~i ":: eczy'l'liet~j i urojon'!j 

Re V • lei r. ) ' ) 2 ·~ 
B l(atc) ·- J'" c+c 3-' 

zbadamy ich .postaci aeymptotyczne. 

Jeśli ,y - O , ~ 1 O , c ograrticzone 

' .2 2 -c,, ... aec:J~ ... c Jr , 
Im'Jfs- ---

\~leC f+ at C 
J---0 

Jeśli at - O , ~ i O , c ograniczone 

Jeśli 

o • 

ae,;y skończone 

uJ ( J' + ~c ) dr 2 
!myB- ~ :; 

t'r c- O 

_l 
J 

Jeśli ~. ł -O 1 zaniedbamy wszystkie wyrazy z ~i J- j t a kie, 

że 1 + j > 2 

l CI ,_ 
c (~ c+ 1) , Im'ł'8 - ~ 

~-o 

~-o 
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1 
Re'P8 - ~ 
c- ac ie fel 

- A35 -

ImVn.-
e-oo 

V.2. Prawo rozpraszania 

Na miejsce tożsamość (dla ~·~ 112 

• 

Zatem 

-....L 
at e 

• 

• 

[

1 1 - - ( . -
2 v1-4 • ..:. 

1 . \u--:2 
-L ae ] -łc l< z +~l - ae ) t 

1) -i 1c1 V 2 e 
1-4 -

gdyż -u-q jest tranaformat~ Laplace'a funkcji eqt 

Dlatego 

• 1 Dla ae • 2 odpowiednia tożsamość jeet następujące 

1.tr 1, )• lei -i(J-+C/2) • . i 
TB ( c,2a- 2 2 l 

-c} +(~) • i fcfJ- J+i ~1 
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1 ( 1 v, 2)
2 

2 2 
-( 1 -1) . • -2 2+ 4-at et • 

v1-4 -2 

gazie + jest funkcjfl błtdu 

2 

z.a prawo rozpraazenia 

wyraża sit jak w1da6 przez plAzmowe funkcje dyep'!reyjne. 
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VI. Ruch w polu· kulieteg~ potencjału ekoko~ego. 

Niech oddziaływanie cz4atki o meeb 111 • z l'!ierucllolt' ez~etką 

/masa~ O.C l będzie opieane potencjałem kuliście symetrycznym 

/VI.1/ u(r) .. 

dla r > R2 

dla R2> r > R1 

dla r <a, 

tzn. w obszarze zawartym wewnątrz kuli o promieniu R1 panuje 

nieskończony potencjał dodatni /rdzeń odpychaj-er/ a wewn,trz cza­

szy kulistej o promieniu wewnetrznym R1 i zewnttrznym R2 albo 

potencjał dodatni l V
0 
~O • tzw.atopień l albo ujemny l V

0 

.. - V
0 

<o tzw. jama /. 

Rozpatrzmy kinemetyko ruch!l w takim potencjale. Ponient lrat­

dy ruch w potencjale kulistym /w układzie środka masy. który u nas 

jest nieruchomyl odbywa sit po torze płaskim zggadnienie btdzie~ 

rozważali na płaszczyźnie. Wprowadźmy wap6łrz~dne proctokątne 1. 

b • Ich początek znajduje sio w środku potencjału r•O zaś oś l 

skierowana jest równolegle do prędkości cząstki ruchomej po zde­

rzeniu. Wartość bezwzglodna wsp6łrztdnej b nosi nazwo paraoetru 

zderzenia. 

w obszarze. b ;>R2 • tt6ry oznaczamy nr 1 cząstka nie podle­

ga oddziaływaniu c potencjałem i jej prtdkoać nie ulega znanie. 

w obszarze b ~R2 prodkość cząstki uleg~ zmianie. Cząstka 

o predkości :! a. [v.o.o] w chwili -r • O poeiadała • peW!l:J11 prze­

dzi~le czasu~<: O prodkość :!"• [v1 .vb.o]. przy czym składowe 

y' zależą od wsp6łrzodnych l 0 b . c~steczki w chwili 't' • O • 

Zgodnie z zasadą zachowania energii pojawiaj, sit w historii czą­

stki co najwytej 2 rótne co do modułu prcdtości IYI 1 1!1• przy 
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caym: 

/VI.2/ 

dla "l' • O 

/VI.)/ 

dla 'T' • O 

U cząstek znajiujących alt w chwili 'T' • O w rozwatanym obsza­

rze l b <:a2/, ulegał równiei zmianie parsmetr zderzenia, zgod­

nie z zasad~ zachowania momeAtu podu 

/VI.4/ b, • b l!! 
lv1 • 

Celem wyznaczenia ruchu rozbijamy obszar l b <:a2/ na dodat-

kowe podob&ZU'J', obacż rya.4, str. 76. 

Podobezar 2+ 

/VL5/ 'f • o : Vl2+b2 >a2, 1> o, a,V b>~ R1 • R; , 
1 

Qharakter. ten· caąatecaki zalety .teras od jej prodko,ci: 

Je,li v <:o rUch ca~etecak1 był proatoliniowy i jednostajny 
2V 

Jeśli Y >O · lecz · .;.<::..;! /rosrótnienie takie jest koniecane 
(2+> 
--r 1 • &dJ potencjał posiada stopie~/ cząstka w chwili 

• _ 1 - Va~-b2 

V 
została odbita od ·etopnia. Jej prodko'ć przed 

tym aderseniem wynoaiła 

:1: • ITI [ coe 2cx: , •iJ:l 2 ex: , O] • tYl (1-2 sin2cx:, 2 e1nal1-a1n2ct, 

pray CSJ!II ain es określony jest wg rys. VI. 1 
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/ ., · .~ "· f 1'11() 

~ l 

Rye.VI.1. Trajektoria cz~etki o wepółrsodnych początkowych da­
nych przez /VI.5/ w ~olu potencjału "rdzeń + etopi~ń" 1 pr,dkości O< v<V2V0 /m 

Jeśli v > O i jednocselini, v> V2v 
0

/m cząsteczka przed c!:2wi­
l2+) . 

lą 't •O · doznała 2 przyś.pie .. eń, • chwili - .'T1 , gdy opuszcz!!łs· 
. . (2,.) 

ol':lesar atopnia /jamy/ 1 • .chwU1 - 'l' 2 ,gdy wchodziła do o!la:r:aru 
(2~ <N 

stopnia l jamy t prsy tym 't' t < -r 2 • 

/VI.6/ 
(2+) l - VR~-b2 -r, • , ... , 

/VI.7/ 
(2+) (2+) I R~-b2 
.,.2 • .,., + 2 , .. ~l . t 

/VI. S/ 
(2) "R~ - b ~2 łl 

'T •2 
lv~l 

/VI. 9/ (~)~ • , •• , r. l 
9 9 lcoa6q:> t aiD~cp t o_ 

/VI. lO/ 
( 2) 
y_"' • jvj [coe 2ć.q>tein 2ćłpt o] /cf.rte.VI.2/ 
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/VI.11/ lin A<p • ein (<p-<p'). ein q> coa~' - coa cp ein cp' • 

coe .~<p 2 coe (cp-<p')• coa cp coa cp + eincp e in <p • 

• 

al 

l 

~<() • <P-Cf'', eiD 

l 

Rya. VI. 2. o wapółrz~dnych początkowych 

danych przez / '! !. 5/ w potencjale a/ "rdzeń + stopień" 
przy prodY.o-; .:: ~ V>"V2V

0
/m , b/ w potencjale "rdzeń+ 

jama". 
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/VI. 12/ '1' • o • V 12 + b2 > R2 • 

Jeśli ., <O oras Vf->., >o to ruch jest taki jati został 

omówiony dla. danego przedziału pr~dko,ci w podobacarze 2+ • 

Jdli v > O 1 .jednoczdDie •>V2v0 /m to c~atka ~r•d chwilfł 
~· O doznała 3 przyśpieaze6: 2 prz7 przejściu atopnia /ja_,/ i 

1 przy odbiciu od ~zen1a /cf.rye.VI.3/. Eolejne eaaa7 przJ,pie­

ueń -'t' 1 , -'t' 2, - "f' 3 q dane prze& 

/VI.1)/ 

/VI. 14/ 

/VI.15/ 
(3+) 
.,.3. 't', + 2 -r-

/VI.16/ 

/VI.17/ 
O i;) 

lv'l ro• ~cp. e.inA<p, o] V • 

/VI.18/ 
(J+) 

Jv 'l (eoa? • o] V • • e1D 7 

/VI.19/ 
()+) 

V • -1v l (coa E , ain t . ~ 
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a/ 

b/ 

-~ -a, / 
l 

l 
1 • 2(~ -A q>) 

/ ' 

/ . . !.-/ 

/' 

E • 2 <Acp+ ł} 1 6<6> • 'P -q>' /c~ .r,e. 'II.1 l 
7 • ff + A«P + 2" ,..· -~---
AC • R2 coe Q? • a2V1 - T

2 !2 
• dn r1'. b • /R1 

T R2 

,.. V -T2l'2 AB • 11 coav· • R1 1 
T. a2 

1 

• 
" • 'T 2 - "f1 

l 

a,..VI.). !rajektoria cs,etki o wep6łrso~ch pocaątkowych danych 
prsea /VI.11/ a/ w potencjale •rdseń + etop~e6· prsj 
prtdko,ci T'>V2Vol•, b/ w potencjale •rdse6 + j...-. 
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Podobasar 4: 

/VI.20/ 

Cząstka o procikdci qocillej s kierunkiea l t Y > O . cloUlała 
(4+) 

przJśpieauni• w cłurUi --r1 

/VI.21/ 

/VI. U./ 

(4+) 
'f1 • 

Carptka o prodJtości praeciwaej do kierUDku l :. Y < O aoatała 
(4-) 

przyśpieasona • cbwili ~ • 

(4-) lai - b
2 

- 1 /VI.2J/ -r, • 
1•1 

Procileość dla 'T 
<(4-) --r, WJD011iła 

(4-) • l .. ;1 [ coaćcp • aaAq>. o] /VI.24/ "f' 
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- M4 -

al 

l 

b/ 

• 
l 

lJa.VI.4. fra~ektoria ca~atki o wep6łrst4DJch poca~tkoWJQh 
daQJcb praea /VI.19/ w potenc~ale •r4seń + atop1e6• 
a/ dla procltoścl ., > O , b/ 41• prtclkości . ., <o. 

Aaalosicana aalaiaośol aacbo4a' dla ruchu • potencjale •rdae~ + 

+ jama•, a tym ja4Dat, *• clla pawnroh proclkości 1 połote6 wyatt­

p~' ataQJ a•1•••ae /R1a.VI.5/. StaQJ ta wyattpuj' aawaaa wtacly 

cd7 asoclnia • aaaacl, aaohowania eDer811, prtclkoś~ ca~etti • obase­

rsa ~aę 

/VI.~5/ l!ł<Vłłol• 

ona gcly wprawclaia I!I>Va!V 0 /a • jaclnak moment Ptdu ca,atki • ja­

mie jaat tak duty, ta po opuMzcaeaiu jamJ pray amaiejaaonej prtcl­

lto6ci v '• Vvrł. - rł.fi 0 /a musiałby ęat'Uii6 parametr aclerzeaia 
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- M5 

tzn. bv • b 'v' > R2 Vv2 - lV
0

/m 

Stąd 

/VI.26/ jvl 

Stany takie wykluczamy z naszych rozważań. 

l 

Rys.VI.5. Dwa przykłady ruchu związanego a/ odpowiada obaza~ 
rowi położeń początkowych 4, b/ obezarcwi poło:Łeń 
początkowych 5. 

Podobszar 5+ : 

/VI.27/ 'T' • o , a1 > b > o , 

Jeśli mamy potencjał "rdzeń + jaca", zakładamy, że nie wyetepuj~ 

stany związane, tzn. że nie zachodzi /VI.26/. 

Cząstka o prodkości v:>o została Przyśpieesona • chwili -~. 

/VI. 28 
(5) 
-r, w-1 

lvl 
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- .&46 -

Rr.&ed cn•illł - ~1 prociko~ć cqatki W)'JlO&ila 

/VI.l.'J/ 
(5I) • 

!. • 1<1 (coaA<p, ainA<P,. o] /c:t.iodobazar4 

C&ąatka o prodkości v :> O uległa 2krotnemu pr&Jśpieeaeniu: 

w chwili 

/VI.JO/ 
V 

/VI.J1/ 

/Vl.j2/ 
(5) 
-r • (Va~ - b

2 
- Va; - b

2 )ll'vl 

/VI. Jj/ 
<s>, 
!. • lvl (coa 2«, sin 2«, O] /c:t.rya."1I..6/ 

/VIoJ4/ 
(5), 
! • lv;l (coa 2«+ Acp , a~ 2« + ćq>, O] 

l 

-----a in cp' • b/R2 , a in q> • b· /R1 

aya.VI.6. Trajektoria ca,atki o wap6łr•ocinJch pocs,tkoWJch 
dan7ch przes /VI. 27 l w potencjale "rdzeń + jama" 

Analosiczne wsol'J do wypruwacisonych dla 1;> O zachodzą dla 

l~ O , nalały tylko zamiast l wziąć 111. 
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