Nouvelle généralisation des problemes relatifs aux
opérations du type elliptique
par

Georges Giraud

Introduetion

On sait que les équations intégrales de Fredholm sont trés
précieuses pour étudier les équations linéaires aux dérivées par-
tielles, du second ordre, du type elliptique. Ces équations inté-
grales ont permis de traiter les problémes du type de Dirichlet,
du type de Neumann et du type de M* Picard, dans des cas
de plus en plus étendus?). Le présent travail généralise de nou-
veau ces problémes.

On suppose ici que certaines données: fonctions qui figurent
dans I'équation aux dérivées partielles ou dans la condition a la
frontiére, peuvent n'étre pas continues aux points de certaines
variétés, de différents nombres de dimensions?2). Au voisinage de
ces variétés, on suppose que les valeurs absolues de ces fonctions
données sont inférieures aux produits de certaines constantes par

1) Nous aurons a citer particulitrement les publications suivantes, que
nous faisons précéder de lettres qui les désigneront: (g) Généralisation des
problémes sur les opérations du type elliptique (Bull. sciences math., 2=¢ série,
56, 1932, 1 partie, p. 248 a 272, 281 a 312, 316 a 352 et errata p. 384);
(k) Problémes de valeurs a la frontiére, relatifs a certaines domnées disconti-
nues (Bull. Société math. France, 61, 1933, p. 1 a 54); (k) Problémes mixtes
et problémes sur des variétés closes, etc. (Ann. Société polonaise de math.,
12, 1933, p. 35 & 54). D'autres généralisations ont été abordées par d’autres
méthodes; voir Jules Schauder, Sur les équations linéaires du type ellip-
tique a coefficients continus (Comptes rendus Acad. sciences Paris, 199, 1934,
p- 1366 a 1368).

3) Dans les articles h et k, les discontinuités devaient appartenir a des
variétés & m — 1 dimensions, m étant le nombre des variables de '’équation.
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des sommes de puissances négatives des distances du point va-
riable & ces variétés; les exposants de ces puissances doivent
remplir des conditions qui seront indiquées; on suppose que cer-
taines autres fonctions données remplissent des conditions de
Lipschitz avec des exposants quelconques?). Les énoncés des
problémes doivent étre adaptés a ces nouvelles hypothéses: ce sera
I'objet d’'une partie du chapitre IL. Les équations intégrales qui
s'introduisent, satisfont aux théorémes fondamentaux de Fred-
holm, d’aprés des propositions établies au chapitre I. Les pro-
blémes visés sont traités dans le chapitre II: leur discussion est
entiérement semblable a celle des cas antérieurement considérés.
Le résultat est utilisé pour établir I'existence de solutions fonda-
mentales, bien déterminées, de certaines équations du type ellip-
tique, comprenant 'équation de Laplace a m variables4). Enfin,
au chapitre III, on étudie des problémes relatifs a certaines équa-
tions du type elliptique, prises dans l'espace euclidien illimité; on
verra que les théorémes fondamentaux de Fredholm sont va-
lables pour les équations intégrales & champ infini qui s'introdui-
sent alors, et cela entraine les conséquences qu'on avait déja ren-
contrées dans un champ borné. Ces résultats sont appliqués a une
équation célébre, rencontrée par M* Schridinger; sans former
les fonctions propres, on retrouve un résultat bien connu, relatif
aux valeurs propres.

Les résultats de ce travail s'étendent a un autre type de pro-
blémes, dont, pour abréger, il ne sera pas question ici®). On peut
aussi les étendre & de plus générales limitations et conditions de
continuité, imposées aux fonctions données, mais les énoncés de-
viennent sensiblement plus longsS$).

3) Dans les publications g, k et k, ces conditions portent le nom de H &1-
der. Mais R. Lipschitz a employé ces conditions dés 'année 1864, méme
pour des exposants < 1 (De explicatione per series trigonometricas instituenda
funetionum wnius variabilis arbitrarium... disquisitio, Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik, 83, p. 296 a 308).

4) La méthode générale, employée dans les publications g, h et k, ne se
réduit pas & la méthode classique, quand il s’agit de 'équation de Liaplace.

5 Un cas particulier de cette généralisation est énoncé dans un ouvrage
de Georges Bouligand, Georges Giraud et Paul Delens: Le
probléme de la dérivée oblique en théorie du potentiel (18 pages, Paris, 1935).
2me partie, chapitre IV, § 6.

8) Comptes rendus, t. 199, 1934, p. 1001—1003 (le dernier paragraphe
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CHAPITRE I

Sur eertaines équations intégrales de Fredholm

1. Définitions et lemmes. Si, dans l'espace & m dimensions
(m=>1), E est un ensemble borné, nous mommons plus grande
dimension de E la borne supérieure de la distance entre deuw
points qui varient sur E. L'expression borne supérieure d'un en-
semble de nombres désigne ici le plus petit nombre qui n’est
inférieur & aucun nombre de l'ensemble; tout nombre supérieur
a tout nombre de I'ensemble est une limite supérieure?). On dé-
finit de fagon analogue la borne inférieure et les limites inférieures.

Supposons que F soit mesurable, et soit 2R sa plus grande
dimension. Soient encore h un paramétre positif, et @ une cons-
tante s<Cm. On peut affirmer que Vintégrale

(m)

1= [@i+ait...+atmT av,

E
ou dV est la mesure d'un élément de H, est inférieure a Q R*
pour 0 <<a<m, a Qlog(l -+ I{-) pour a =20, a Qr* pour e <0,

Q désignant dans les trois cas une fonction de m et de e seuls
(indépendante de R et de h). Pour a <0, le résultat subsiste
méme si E n’est pas borné. Cette proposition, énoncée un peu
différemment, a été démontrée dans un travail antérieur (h, chap. I,
§ 1). De plus, si @ est <<0O, on a une limite inférieure de I en
remplagant Q par une autre fonction positive de m, de a, de la
distance de O a la frontiére de E et de la borne supérieure de h,
en supposant que E contient O. La démonstration est toute pa-
reille & celle du premier fait.

2. Lemme, Soit r=Jal . +..+ 2 (1<<p<<m). Soit B
un ensemble mesurable variable, dont la plus grande dimension

doit étre considéré comme nul); t. 200, 1935, p. 1651—1653, vers la fin (un
résultat plus perfectionné résulte d’énoncés précis relatifs aux données dis-
continues, qui seront prochainement annoncés).

) Edouard Goursat, Cours d’Analyse mathématique, tome I, 3m¢
édition (667 pages, Paris, 1917), n® 3, p. 4.
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reste inférieure a la constante 2 R. Enfin soit k un mombre po-
sitif dommé << p. Alors Uintégrale
(m)
I=frrav
E
reste bornée quand E varie, et elle tend wuniformément vers zéro
avec la mesure n de K.

Soit en effet I une constante positive. Dans la région ol r est >,
on a une intégrale s{nl*7 (égalité seulement pour % - 0). Dans
la région ou r est < 1, intégrons d’abord relativement a @y,...,&,_,;
nous avons un résultat

m—p

v AT
< s 7o MBI OR R (2. R)7 e
=g

en intégrant par rapport aux variables restantes, cela fait moins que
2n8 QR E

L w

Ainsi il y a une constante @ telle qu'on ait
I<qlr4QR"*1* quel que soit 1> 0.

Mais 5 est borné en fonction de R; donc I reste inférieur & une
fonction de m, de p, de k et de R, conformément a I’énoncé.
Pour montrer maintenant que I tend uniformément vers zéro
avec 7, il suffit de prendre I de fagon qu'on ait
kQR™V =(p—k)n;

la limitation précédemment trouvée atteint son minimum

2( kQ Rm—p)p;k k;
k p B k 17 )
et cela achéve notre démonstration.

3. Lemme. Si E est une hypersphére dont le centre C et le
rayon R sont variables, on a
(m)
[rrdv < grins

E
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o Q ne dépend que de m, de k et de p (r a la méme signifi-
cation qu'au § 2).
Tout d'abord, l'intégrale est évidemment inférieure &

nﬂ:" ()

2

rn=pey" a2 ——"
)

Mais r oscille dans un intervalle d’amplitude <C2 R; on augmen-
tera le résultat en faisant varier r de zéro a 2 R, ce qui donne
la limite supérieure

okt ”;Rmﬁ—p
—

PR

2 2

et la démonstration est terminée.

4. Lemme. Soit X un point quelconque (non nécessairement
(C E), et soient h et k des constantes telles qu’on ait 0 <<h<m,
0<k<<p, h+ k> p. L'intégrale
)
T oXy== /L"“”'(X,A)r"‘”(A)dVA (L=distance),
E
o r est défini comme au § 2, reste bornée quand X et E varient
de fagon que la plus grande dimension de E reste <2 R, et elle

tend uniformément vers zéro avec la mesure n de E.
(m)
Soit s= [ »*7dV; il suffit de prouver que I est borné en

f 4
fonction de s et tend vers zéro avec s (§ 2). Soit I une constante

> 0. Dans la région L(X,A)>1, on a une intégrale < sl
Dans la région L(X,A) <<I< 7, on a une intégrale <<Q,l***7,
ou @, est fonction de m et de h.

Passons a la région ou l'on a ala fois L(X,A) <<l et r<<l.
Si elle existe, la grandeur d =7 (X) est évidemment < L(X, 4)+
~+7r(A)<<2l. Posons

Q= V(?m-pw — 1)+ H D — a)%.

En intégrant d’abord par rapport aux m — p premieéres coordon-
nées, nous trouvons (§ 1):
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9
pour h <<p, une intégrale <Q2fg"”’ % @ (B ity o230 )3
0

pour h=1p, une intégrale <Q2fr""”log (1+§)d(am_,,+l,...,a,,,);

(P
pour h>p, une intégrale <<@Qgl*” | 7 d(An_pi1yeeesOn);

dans les trois cas, @, ne dépend que de m, de p et de h. Pour
h<<p, on partage la région en trois autres: la premiére est
2 9 < 0; la deuxiéme est 27 < d; la troisiéme est la région restante,
ou r/g est certainement compris entre 3 et 1/3; on trouve un ré-
sultat total < Q,U***7 ou @; ne dépend que de m, de p, de k
et de h. Pour h=p, méme décomposition; en tenant compte des
inégalités ¢ <<l et < 21, les deux premiéres régions donnent

un résultat << @, d*log"%l <Q3l* ou Q; et @, dépendent toujours

des mémes lettres, et la région restante donne un résultat sem-
blable. Enfin pour k> p, le résultat est encore <<@zl*™*7, avec
toujours la méme signification pour Q.

Ainsi Pon a, quel que soit [,

I(X)<sl"+ Qs 1" (Qs=@Q11@s)
Donc I(X) est borné. Si maintenant %, et par suite 8, tendent
vers zéro, nous remarquons que le second membre est minimum
quand on a (h+k—p)Qsl™*?=(m — h)s; on trouve ainsi
htk—p
I1(X) < Qg smtis

ot Qg ne dépend que de m, de p, de k et de h. La proposition
est démontrée.

5. Corollaire. Si en particulier E est une hypersphére de
rayon R, on a

I(X)y < QB™",

o Q ne dépend que de m, de p, de k et de h.
Cela résulte des paragraphes 3 et 4.

6. Lemme. Soit maintenant h une constante donnée << m
(non nécessairement positive); p et r dlant définis comme au § 2,
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soit k ume constante telle qu'on ait 0 <k<p, h+k<p. Con-
sidérons Uintégrale

(m)
IFm(X, A)r*7(A)dV,,

KL(X, A<R

ou l et R sont des constantes positives. Je dis que, pour h+ k= p,

2
cette intégrale est imférieure a @ log —ZIE, et que, pour h-+k <p,

\

elle est inférieure a QU7 Q ne dépendant que de m, de p,
de k et de h.

La partie d’intégrale qui vient de la région r > L (X, A) a évi-
demment une limitation du type de l’énoncé. Passons donc a la
région r << L(X, A). Soient X, et 4, les projections de X et de A
sur #=0. Dans la région r<Cl, L(X,, 4,)<<l, nous remarquons
que, d’aprés les inégalités L (X, A)> 1 et h <m, on a une intégrale

(m) (»

< l"—”‘fr“”dV <@ il Tk—pd(am—pﬂy‘"’am)’ ou @, et toutes

les autres lettres @ affectées d’indices, dépendent seulement de m,
de p, de k et de h; ce dernier résultat est inférieur a @,l*+*7,
d’aprés un raisonnement du § 3. Dans la région » <Cl, L(Xy,4,) >,
I'intégrale est au plus égale a

(m) (2

th—m(Xn DT P(A)AV ,<Qsl" pfrk‘pd(am—pﬁy ) Q7.
Définissons maintenant ¢ comme au § 4, et considérons la région
r>1, o< 21, on a évidemment L (X,, 4,) > - VS’ ce qui donne

la méme limitation. Enfin dans la région »>1, g>l on a une

2 )
@
intégrale inférieure & @ / " ?r*?d (am_p41y.-.y@s); nous distin-

guons la région ¢ > r de la région »> ¢, et chacune donne une
limitation de la forme indiquée dans I’énoncé. La démonstration

se termine ainsi, moyennant la remarque que log - est supérieur
a log2>0.

Remarque. Si Ak est <<p, le résultat subsiste quand on
intégre dans la région non bornée L(X,A)>1.
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7. Corollaire. Supposons qu'on ait h>0, k>0 et h+k<<p.
Je dis quon a
(m)
L (X, 4)r* " (4)dV, < Qrt+-7(X),
espace
o Q nme dépend que de m, de p, de h et de k.

En effet la partie d'intégrale qui correspond & la région
2L(X,A)>r(X) a une limitation de la forme indiquée (§ 6).
Dans la région 2L(X,A)<<7(X), on a 2r(4)>r(X), et par
suite l'intégrale est inférieure a

(m)

2-trir(X) [ T-(X, 4)aV.,

ce qui admet encore la limitation indiquée.

8. Théoreme. Soit E un ensemble donné, borné et mesurable.
Nous définissons r comme auw § 2. Soient encore a, 3 et y des
constantes telles qu’on ait

0<asm, 0<f<sm, 0<y<<p, et+yv>p, B+rv>p.
Soient G(X,A) et H(=,A) deux fonctions mesurables données,
admettant les limitations
|G(X, 4)| <@ L™ (X, 4), |H(Z4)|<@QLF™(Z,4);
ces fonctions sont définies pour un certain ensemble de points X
et =, quel que soit A dams E. Je dis que la fonction

(m)

K(X,:‘)z/G(X,A)H(E,A)rV"’(A)dVA

admet les limitations

Q Q1 Qy RetiHr—m— pour a+g+y>m-+p,
3R

QQ1Q; log (X5 pour a+fB+4y=m-p,

QQ,Q, L*+6+r—m7(X, =) pour a+pf+y<m-+p;

2 R désigne la plus grande dimension de E, et @ ne dépend que
de m, de p, de a, de B et de y. Si E est un ensemble parfait,
et si G et H sont fonctions continues des deux points tant que
ceux-ci sont distincts, K est continu par rapport aux deux points
tant que ceux-ci sont distincts; cette comtinwité subsiste méme

Roeznik Pol. Tow. Matem. T, XIY. A 6
> : hittp://rcin.org.pl



82

quand les points sont confondus, dans le cas ou a-f-+y est
> m+p.

Pour le cas ot @+ @4y est > m -+ p, il nous suffit de ren-
voyer au travail cité (h, chap. I § 2).

Pour le cas ou a4y est <Cm - p, nous avons seulement
a établir la limitation, car la propriété de continuité est évidente.
Dans la région 2I( X,4)<I(X,=), on a H(X,=)<2"#Q,LF™(X,=),
et le § b donne pour cette région la limitation de I'énoncé. Méme
résultat pour la région 2L (=, 4) <<L(X, =Z).Dans le reste de E,
on a 3L(Z,A)>=>L(X,A), et le § 6 achéve la démonstration.

Remarque. Si a+p8+y est <<m-p, la limitation ne con-
tient pas R. On vérifie effectivement que, si E est remplacé par tout
lespace, l'intégrale existe encore et admet la limitation énoncée.

9. Généralisation et application aux équations intégrales.
Considérons des variétés closes M, (n=1,2,...,m), qui ne sont
pas nécessairement d'un seul tenant. On suppose que pour chaque
valeur de n <m, M, peut étre recouvert par un nombre fini de
régions, telles que chaque point de M, soit intérieur a au moins
une de ces régions, et telles que, dans chaque région, les coor-
données d’un point variable puissent s’exprimer en fonctions de m—n
paramétres variables dans un champ borné; les dérivées des coor-
données par rapport aux paramétres doivent exister et étre continues,
et les jacobiens d'ordre m — n ne doivent s'annuler simultanément
nulle part. On suppose que M, est un ensemble fini de points.
Aucune autre hypothése n'est faite sur les M,: ces variétés peu-
vent donc contenir des singularités, et avoir des points communs
les unes avec les autres. Soit 7,(A) la distance d'un point 4 & M,
1<n<m).

Soient @, B, ¥y, Vay--s¥m des constantes qui remplissent les con-
ditions

0<a<m’ O<ﬁ<m’ 0<7,.<'n, a+7n>n1 ‘B+7n>n (1<n<m)7

soit 6 le plus petit des nombres positifs «-+g -+ y,—n. Soient
G(X,=Z) et H(X,Z=) deux fonctions, définies pour un certain en-
semble de points X, quel que soit = dans un ensemble E borné
et mesurable; on suppose que ces fonctions sont mesurables par
rapport a =, et qu'elles admettent les limitations

|6(X, 2) <@L ™(X,Z), |H(X,Z)|<QL"(X,2) I (2).
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Alors la fonction
(m)

K(X,E):fG(X,A)H(E,A)dVA

admet la limitation

Q@1 Q: pour 4> m,
K (X,5)|<|Q@@logsy = pour d=m,
Q@19 L " (X, 2) pour 6 < m,
Q dépendant de la plus grande dimension 2R de E, ainsi que
de m, de a, de § et des y,. Cela résulte sans difficulté des pa-
ragraphes précédents (h, chap. I, § 4). Si en outre G(X,Z) et
H(X,Z) sont continus quand, = n’appartenant pas a 3, M,, X est
distinct de =, K (X, =) est continu quand X et = sont distincts;
si 0 est >m, K est continu méme quand X et = sont confondus.
Comme dans le travail cité (h, chap. I, §§ 5 a 7), ces résultats
permettent de démontrer que les trois théorémes fondamentaux
de Fredholm sont applicables & certaines équations intégrales, et

a certains systéemes de telles équations.

10. Théoréme. Soit 9 un domaine borné dont la plus grande
dimension est 2R. Soit G(X,A) une fonction mesurable par
rapport & A, valant O[L*"(X,4)] (0<a<<m). En désignant
par L(X, Y;A) la distance de A au segment de droite XY, on
suppose qu'on a, quels que soient X, Y et A,

|G(X,4)—G(Y, 4)] <@, I* " ™(X,Y; 4) INX,Y) (0<h<]; h<<e).
En définissant p et r comme auw § 2, soit o(A) une fonction
mesurable dont la valeur absolue est << Q,r*7(A), la constante k
étant telle qu'on ait 0 <<k << p, @+ k> p. Considérons la fonction
om)
u(X)=fG(X,A)g(A)dVA.

9
Je dis qu'on a, quels que soient X et Y,

QQ1Q L7 (X, Y) pour a—+k<h-+p,

3R
QQleLh(X’ Y)logf(—f’—y—) » a+k=h+p’

Q@1Qy R*H*"7L"(X,Y) » a+k>h+p,
ou Q dépend seulement de m, de p, de a, de k et de h.

| (X) —u(Y)| <

6"
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Les parts de u(X) et de w(Y) qui proviennent de la région
L(X,A)<2L(X,Y), valent O [L***7(X,Y)] (§ 5)8). Dans le do-
maine restant, on a 21 (X,Y;A4)<<L(X,A4); la contribution de
ce domaine & u(X)—w(Y) admet alors la limitation de I'énoncé
d'aprés le § 6 et le § 5. Le théoréme en résulte aussitot.

11. Conséquence. Si r(A4), au lieu d’avoir la signification du
§ 2, représente la distance du point A & la variété M, du § 9,
on peut répéter sans changement I'énoncé du théoréme.

12. Théoréme. Définissons r comme au § 2, avec p—=2. Je
dis qu'on a, pour 0<h<p—1 et x,>0,
(m—1)
1—m AL v iy r(X)
N AP (A)dl, <Qrt7(X) 1°g_§" 41},
a,,=0 tid
ol Q est indépendant de X.

Intégrons d’abord par rapport a ay,...,@,_,; nous trouvons (§ 1)
que lintégrale est inférieure au produit d'une constante par

((52b]

f O H(A)PH T (A) U pisyeeos@)y BVEC Q(A) = Vg5 mpl@a—a1,)?.

Dans la région 2¢(4) <7(X), on a 2r(4)>r(X), et par suite
(§ 1) cette région donne une intégrale limitée comme dans 'énoncé.
La région 27(4)<<r(X) donne de méme O (#*+-7). Enfin, dans
la région restante, on a & intégrer O (r***~*), ce qui donne encore
O (r"+7), Le théoréme est démontré.

Cette proposition sera utilisée dans le prochain chapitre (II, § 11).

CHAPITRE II

Equations du type elliptique, considérées dans un domaine
borné ou sur une variété close

1. Définitions. Considérons des variétés 9%, qui satisfont aux
conditions imposées aux variétés M, du chapitre précédent (§ 9);
nous supposons en outre que les dérivées des coordonnées d'un

8) O est le symbole de Landau: z2=0 (y) signifie ques est borné;

2=o0(y) signifie que 2/y tend vers zéro.
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point de % (et non des autres 37,), par rapport aux parametres,
remplissent des conditions de Lipschitz?). Soit

Ju——Ea,ﬁaa,ﬁaw aw + 2, b“é) +cu
(@, 8=1,2,...,m; @y g=05q; ax,|>0)

une opération du type elliptique, définie dans une certaine région
ou dans tout l'espace. On suppose que les a, , remplissent une
condition de Lipschitz, qu'ils sont bornés et que la borne infé-
rieure de leur déterminant D est positive. On suppose que les b,
sont continus hors de 97, et qu'ils sont bornés hors d'une région
bornée qui contient &7;; dans cette région, on suppose qu'on
a b,=0(rt") (0<h<1; r, désigne toujours la distance d'un
point & d7%,, quel que soit »). On suppose que ¢ est continu hors
de 97, - Ny, et qu'il est borné hors d'une région bornée qui
contient 9%, + 7,; dans cette région on suppose qu'on a

0= 0 (r 414

Soit enfin f une fonction continue hors de 3, d7%,, et bornée
hors d'une région bornée qui contient =, d%,; dans cette région,
on suppose qu'on a f==0(Z,r:™"). On dit que, dans un certain
domaine D), la fonction u(X) est solution réguliére de Uéquation

1) Fu=f,

8t les conditions suivantes sont remplies: 1° le quotient de w par
—logry~+2,.575 " tend vers zéro quand w tend vers unm point
de Vensemble =, ;0N,, et cela uniformément dans tout ensemble
fermé intérieur & 2; 2° u et ses dérivées somt continus en tout
point de @ — 3, ,0N,; 3° Uéquation (1), prise auw sens généra-
lisé), est satisfaite en tout point de 9 — 3,_,M,.

Si 'ensemble 3,_, 7%, est vide, la premiére condition dispa-
rait. On a vu (h, II, § 16) qu'on peut ne pas exiger l'existence de
toutes les dérivées aux points de O, — 3,.,N%,; cette existence
est alors un résultat démontré dans l'article cité.

?) Dans tout ce travail, ce nom désigne, sauf restriction explicite, toute
condition d’ordre <<C1. Voir lintroduction.

10) Dans tout ce travail, on entend par domaine un ensemble ouvert et
connexe.

1) g, chap. L
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Dans ce chapitre, nous considérons l'opération & dans un do-
maine borné 9 dont la frontiére § remplit les conditions impo-
sées a 9N, y compris les conditions de Lipschitz relatives aux
dérivées des coordonnées; en outre nous supposons que §n'a pas
de point singulier.

On entend par probléme du premier type, ou par probléme
de Dirichlet, toute question du type suivant:

Soit @ une fonction donnée sur 8, continue hors de =,., I,
et valant O (2,.;7%*"). Soient o (X) la distance de X & =,., i,
et 2R la plus grande dimension de 2. On demande les fonctions
u d'un point de D+ S, qui admettent une limitation du type

@ 4] < (o) [log (3 R) —log 7y + Z,usri™,

n(0) étant infiniment pelit avec o, et qui en outre sont continues
en tout point de D+ 8 — =,., 9N, sont solutions réguliéres de (1)
dans 9, et se réduisent a ¢ sur §-— 3, 9%, (la fonction % n'est
pas donnée).

Les valeurs prises par u, par f et par ¢ aux points de l'en-
semble 3, , 97, ne jouent aucun rdle dans cette question. Nous
ne considérerons pas comme distinctes des solutions qui ne dif-
férent que sur 2,., %,.

2. Solutions fondamentales, Soit 4, ;D le mineur algébrique
de a,, dans D. On dit que G (X, =) est une solution fondamen-
tale (ou élémentaire) de I'équation &F G =0 dans un certain do-
maine, si G est solution réguliére dans le domaine qui reste apres
le retranchement du point Z, et si, quand X tend vers =, G(X, =)
est un infiniment grand équivalent &

—1 $L
a7fD 08 2 s Aup(ENE— E)(@—E))  pour m=2,
I (m—2‘
2 L 2—m
snticeai Ll a A s 05 M, ~~ §.) (2, —§&)] 2 pour m=3.
4n7)D

Si l'opération & remplit dans tout l'espace les conditions du
§ 1, et si, 9N, n'existant pas, ¢ est partout <CO et est inférieur
a une constante <C0 hors d'une certaine région bornée, on a dé-
montré (h, III) qu'il existe, pour l'espace entier, une et une seule
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solution fondamentale @, qui tend vers zéro quand X s'éloigne
indéfiniment ; la démonstration est faite pour le cas ou les 7,
d’indice n>=>3 n’existent pas, mais G garde évidemment ses pro-
priétés si, sans changer & on ajoute des variétés o7, 1%). Cette
fonction G se nomme solution fondamentale principale. Elle existe
méme dans des cas plus étendus; dans le cas ici spécifié, elle est
partout positive. Nous aurons & nous servir de ces propriétés, qui
seront généralisées plus loin (§ 17 et chap. III, § 1).

3. Théoréme. Supposons que, outre les hypothéses du § 1,
¢ soit << 0 dans tout le domaine borné 9. Le probléme homogéne
de Dirichlet (c'est-a-dire le probléme correspondant a des fonc-
tions f et ¢ identiquement nulles) n’admet que la solution zéro.

Puisque ¢ est <0, nous pouvons trouver une fonction x<O0,
remplissant les mémes hypothéses que ¢, et telle que ¢— y soit
continu et <{0 dans 9+ § (on pourrait prendre y=r¢). Prolon-
geons les fonctions @, ; hors de 9 de fagon qu'elles remplissent dans
tout l'espace les conditions énoncées au § 1; ce prolongement est
possible 13), Prolongeons aussi les fonctions b, et ¢ — x hors de 9,
de fagon que l'opération &u — yu remplisse les conditions ol nous
sommes assurés de 'existence d'une solution fondamentale positive
(§ 2); en ajoutant au besoin § & la variété o7, le but est atteint
quand on prend, par exemple, b,=0 et ¢—y=— 1 hors de 2.
Nous posons y=0 hors de 9, de sorte que ¢ et y sont définis
dans tout l'espace. Soit @ la solution fondamentale principale de
I'équation FG — g G = 0.

Soit d 8 1'élément de 87%,. Nous considérons la fonction

(m -p)
w(X) =3, [6(x,d)asp,

ok,

ot les intégrales sont étendues méme aux parties des %, qui
n’appartiendraient pas a 94 §; pour p=m, lintégrale signifie
une somme étendue aux points 4 dont l'ensemble est 7,. La

12) La démonstration s’appuie sur l'article cité g. On notera que, au
chap. I, § 8 de ce dernier article, on doit, dans la formation de H et la
seulement, remplacer k par une constante; on pourrait sans inconvénient
prendre H égal a H*.

13) Ann. scient. Ec. norm. sup., 3¢ série, t. 49, 1932, p. 1 & 104 et 245
a 309; spécialement chap. 1X, § 1.
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fonction w est partout positive, et il existe des constantes posi-
tives a et b, telles qu'on ait dans 9 — 3, , 7,

aflog(8 R)—logry + 2,pusr?™?] <w < b{log(3 R)— logry + 3o sra ).

Soit 4 une constante >0, et soit % une solution de notre
probléme homogéne. Il est évident que la fonction u - Aw est
positive sur & —3,., 9%, et au voisinage de I, ,dN,, et que,
dans 9 — 3,_,9M,, elle est solution réguliére de l'équation

F(u+ Aw) = Ay w,

dont le second membre est <{0. Donc u -+ 4w n’atteint de mi-
nimum <C0 en aucun point de @ —3,.,7%, (h, I, § 14 et § 15),
et par suite cette fonction est >0 partout. De méme u— Aw
est <<0. Comme cela a lieu pour toute constante 42>0, u est
identiquement nul dans 9 — 3,., 7, ce qu'il fallait démontrer14).

4. Corollaire. Si, outre les hypothéses du § 1, ¢ est <<O dans
D+ 8, le probléme de Dirichlet relatif a Uéquation (1) et a une
fonction @ identiquement nulle, admet une solution et une seule
(moyennant la convention du § 1). Il est possible de définir cette
solution de fagon qu’elle reste continue méme sur My — =, ;00,;
st la constante h du § 1 est <1, cette solution vaut O(Z,.;7:t*7).

D’abord il n’y a pas deux solutions distinctes (§ 3). Soit main-
tenant F*(X,Z) la fonction de Green relative au probléme de
Dirichlet, pour l'opération &v —yv du paragraphe précédent,
dans le domaine 9; cette fonction existe (h, III, § 9), et elle est
inférieure a4 Q L* (X, Z) pour m =3, et & Q[log(3 R)—logL(X,=)]
pour m =2,  étant une constante. Considérons I'équation

(m) (m)

(8) w(X)— f F* (X, 4) 2(4) u(4) AV, = — [F*(X, 4) [(4) 2V,
9 P

Son noyau est de ceux auxquels la théorie de Fredholm s’applique,
car le noyau itéré de rang m est le produit de y(A) par une
fonction valant O[L**"*~*-"(X, A)] quand l'exposant de L est né-
gatif, et par une fonction continue quand cet exposant est positif

14) Ce mode de raisonnement a été employé par Mr Stanislas Za-
remba, Sur Punicité de la solution du probléme de Dirichlet (Bull. inter-
national Acad. sciences Cracovie, 5 avril 1909, p. 561 a 563).
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(I, § 9). Pour prouver que les intégrations ou doit figurer le se-
cond membre de (3), portent sur des fonctions sommables, il suffit
de remplacer toutes les fonctions intégrées par leurs valeurs
absolues, et de changer l'ordre des intégrations, en appliquant
encore le paragraphe 9 du chapitre I. On trouve ainsi que toute
solution de (3) vaut O(Z,.57:t*7)(h<<1), et est continue aux
points de 9 — 3, 49M,; les dérivées sont continues aux points de
9—3,,0M, Il suffit dappliquer aux deux membres de (3) I'opé-
ration v — gv pour démontrer que l’équation (1) est satisfaite
en tout point de 9 — 3, ,d%,. Enfin u s'annule sur § — 3,_, d,:
la chose est évidente pour ceux de ces points qui n’appartiennent
point a d7;; pour les autres, cela résulte de la continuité (I, § 9).
L’équation homogéne qui correspond & (3) n’a donc que la so-
lution zéro, ce qui permet d’achever notre démonstration.

On remarque que si les fonctions données b (e =1,2,...,m),
¢ et f sont continues dans un domaine D, 9, w peut étre défini
de fagon a étre continu en tout point de 2, et I'équation (1) est
alors satisfaite dans tout ce domaine, méme si les variétés 97,
y pénétrent.

5. Corollaire. S¢ la fonction @, donnée sur &, est nulle, le
probléme de Dirichlet relatif a Uédquation (1) peut toujours se ra-
mener & wune équation de Fredholm, et cette solution se comporte
aw voisinage de =, M, comme il est dit au paragraphe précédent.

Soit x une fonction remplissant les hypothéses qui sont énon-
cées pour ¢ au paragraphe 1: nous choisissons y de fagon que
¢ —-y soit continu et <CO dans 9 -} 8.

En nommant encore F* la fonction de Green relative au pro-
bléme de Dirichlet pour l'opération &w — yu, nous remarquons
que l'équation (1) s’écrit aussi

Fu -~ gu=f—yu.

Plagons-nous d’abord dans le cas ou les &%, d'indice p=>3
n’existent pas. Soit ¥ un nombre positif < h. Nous allons prouver
quon a f—yu=0(r{""+41r?); en effet on a u=o0[log(3 R)—logr,]
et y =0 (r{'+r4?); en distinguant la région ou l'on a r,>r,
de celle o I'on a 7, <7y, on aboutit & la limitation annoncée.
Donc (§ 4) notre probléme équivaut alors & I’équation (3); les pro-
priétés relatives a l'allure de w au voisinage de oM, -+ O, se dé-
montrent comme au paragraphe précédent.
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Si en particulier le probléme homogene, relatif au cas ou au-
cune variété 9/, d’'indice p >3 n'existe, n'a que la solution zéro,
ce qui précéde nous permet de construire une fonction de Green
relative a ce probléme; cette fonction, que nous nommerons
F(X,Z) et qui est nécessairement unique, s'obtient par une des
relations suivantes:
(m)

@ /F*(x,A)x(A)F(A,_=>dVA=F(X,:‘>—F*(X,_=>,
(m)

(4bis) / F(X,4)7(A)F*(4,5)dV,=F (X, Z)—F*(X,3);

Z

en effet chacune de ces relations, regardée comme équation de
Fredholm en F, admet une et une seule solution, et cette solution
posséde les propriétés caractéristiques d'une fonction de Green. Si F
est connu, et si y est une fonction quelconque, satisfaisant aux mé-
mes hypothéses que ¢, et telle que le probléme homogéne de Di-
richlet, relatif & 'opération &u — yu, n'ait que la solution zéro, cette
opération admet une fonction de Green #* qui est la solution
unique d'une quelconque des relations (4) ou (4bis); car si l'on
écrit les relations des types (4) et (4bis) qui existent d'une part
entre F' et la fonction F, de Green relative a &u — cu, dautre
part entre F* et F, 1'élimination de F, conduit aux relations (4)
et (4bis). Réciproquement, si 'équation (4) en F* admet une so-

lution, toute solution est une fonction de Green pour &Fu — ywu,
(m)

et | F*(X,A)f(A)dV, est une solution du probléme de Dirichlet

relatif a l'équation Fu — yu=7f et & des valeurs nulles sur &;
or nous savons déja que si ce probléme admet une solution pour
toute fonction continue f, il n’en admet qu'une; donc le pro-
bléeme homogéne de Dirichlet relatif & Fu — yu n’admet que la
solution zéro.

Si la fonction F de Green, relative a &, existe, et si y varie
en remplissant la condition fixe |y|<<@ (ri~'4ri~?), la fonction F*
existe en particulier quand yx est nul hors d'un assez petit voisi-
nage de d/; -+ i, car la série des noyaux itérés de F (X, A)y(4)
est convergente (I, § 4). Que & admette ou non une fonction de
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Green, on peut donc trouver une fonction y continue dans 9 - §,
identique & ¢ hors d'un certain voisinage de W, - O/, et telle
que l'opération Fu — yu admette une fonction de Green. Alors
f— xu admet une limitation de la sorte exigée pour f, méme s'il
existe des %, d'indice p=>3. On obtient donc u par I'équation (3),
ce qui permet de terminer notre démonstration.

Les identités (4) et (4bis) permettent enfin de vérifier que,
quelle que soit la fonction yx, telle seulement que Uopération
Fu— yu admette une fonction de Green F*, notre probléme équi-
vaut toujours a Uéquation (3).

Ces résultats permettent d’étendre au cas actuel la définition
et les propriétés du probléme adjoint & un probléme donné de
Dirichlet (g, V, § 8).

Quand il n’y a pas de fonction de Green au sens propre du
mot, on peut toujours, a la suite de M* David Hilbert, intro-
duire des fonctions de Green au sens élargid).

6. Définitions (problémes de Neumann). Soit 3 une fonction
d’'un point de & Soient ¥ un point de &, y, ses coordonndes,
®, les cosinus directeurs de la normale & § en Y, dirigée dans
le sens sortant de 2 (¢ = 1, 2,...,m). Soit ¥, un point qui a des
coordonnées de la forme

®)  Ya—1 340, 4(Y) @s(Y) + O (") (¢>0,h constant > 0)1).

Y, appartient & 9 dés que le paramétre positif ¢ est assez petit.
Etant donné une fonction # d'un point de & nous posons

(6) 6u(¥) =1lim "I 1y (v u (),

pourvu que la limite existe et soit indépendante des termes O (#'**)17).
Supposons que la fonction donnée y est continue en tout point
de & — 9Ny, et vaut O (ri') (0<<h<C1). Soit ¢ une autre fonction

15) Leon Lichtenstein, Vorlesungen uber die Theorie der michi-
linearen Integralgleichungen und Integro-Differentialgleichungen (X164 pa-
ges, Berlin, 1931), spécialement II, § 3, p. 71 et 72.

16) On peut méme remplacer les termes O (t11%) par O(loggt\'

1
17) Définition donnée dans l'article k, spécialement chap. I, § 5.
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donnée d'un point de &, continue en tout point de § — 3., 7, et
valant O (2,.,7:"7). La question suivante est le type général
des problémes de Neumann (ou problémes du deuxiéme type),
ici considérés:

Trouver les fonctions w d’un point de D+ S, qui remplissent
les conditions swivantes: 1° w doit étre dams le domaine 2 une
solution réguliére de Uéquation (1); 2° w doit élre continu en tout
point de D+ 8 —23,.,00, et doit admettre une limitation du
type (2); 3° u doit satisfaire en tout point de §—2,.,00, a la
condition
) Ou= .

Comme au paragraphe 1 et pour la méme raison, nous ne
considérons pas comme distinctes les solutions qui ne différent
que sur X, 9/,.

7. Lemme. On peut trouver sur 8§ wume variété &, a m—p
dimensions (2<p<<m—1), remplissant les mémes conditions
que OIi,, et contenant tout Uensemble § N, (commun a 7, et & §).

D’aprés nos hypothéses et d’aprés la théorie des fonctions
implicites, chaque point de & est intérieur & une région ou une
coordonnée cartésienne est fonction continue et contintiment dé-
rivable des m — 1 autres (les dérivées remplissent méme des con-
ditions de Lipschitz).

Soit X un point de &%, Nous ne diminuons pas la géné-
ralité en admettant que, dans un certain voisinage de X, § est
défini par une équation

By =P (L1y Bgyeery Ty 1),
ou @ est continu et contindment dérivable. Dans un certain voi-
sinage de X, 97, est défini par les expressions des x, (=1, 2,...,m)
en fonctions continues et continiment dérivables de m — p para-
métres, et les jacobiens d’ordre m —p ne s’annulent nulle part
ensemble 18). Alors @, — ¢ (@,...,2,_,) est aussi fonction continue
et continiiment dérivable des mémes paramétres, dans un voisi-
nage peut-étre plus restreint. De plus les jacobiens d’ordre m — p

18) Si X est un point singulier de @, I'ensemble des points assez
voisins de X sur 9fj, s’obtient a l’aide d’un nombre fini de représentations
comme celle du texte. On raisonne séparément pour chacune de ces repré-
sentations.
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des m fonctions @y,..., @,_yy @ — @ (Xqyeeey &,y) Ne s'annulent simul-
tanément nulle part. On peut donc définir un certain voisinage
de X sur 9%, par les expressions de p de ces fonctions & l'aide
des m — p autres, qui joueront ainsi le réle de nouveaux para-
métres; ces expressions sont continues et continiment dérivables.
Distinguons alors deux cas. Si x, — ¢ n’est pas un des nouveaux
paramétres, remplagons son expression par zéro: nous avons ainsi
une variété & m —p dimensions, située sur &, et qui contient tous
les points assez voisins de X sur §97%,; cette variété n'est pas
close, mais nous pouvons, en négligeant au besoin un voisinage
donné de sa frontiére, la prolonger en variété close, appartenant
a 8, et remplissant toutes les conditions imposées & d7%,. Si @, — ¢
est un des nouveaux parametres, remplagons-le encore par zéro:
nous obtenons une variété & m —p — 1 dimensions, située sur &,
et qui contient tous les points assez voisins de X sur §dV,; en
négligeant au besoin un voisinage donné de sa frontiére, nous la
prolongeons aussi en variété close & m — p dimensions, située
sur § et remplissant les hypothéses énoncées pour d7,. Ainsi tout
point X de §3%, appartient a une variété close, du type de I'é-
noncé du lemme, et qui contient tous les points assez voisins
de X sur & d%,. Mais l'ensemble & 37, est fermé; d’apres un théo-
réme bien connul®), on peut donc trouver un ensemble fini de
telles variétés closes & m — p dimensions, qui contient tout & %,
Cet ensemble fini constitue la variété 97, dont il fallait démontrer
'existence.

8. Théoréme, Outre les hypothéses des paragraphes 1 et 6,
supposons que la fonction ¢ soit <O dans tout 9, et que la
fonction ¢ soit =0 sur tout 8. Supposons encore que c et P ne
sont pas simultanément presque partout nuls. Enfin supposons
que les fonctions données f et ¢ sont partout nulles (probléme
homogeéne). Alors Uinconnue w de motre probléme de Neumann
est identiquement nulle dans 9+ 8§ — 2,.,9I,.

Soit x une fonection <C0 d’'un point de 9 - §, remplissant les
mémes hypothéses que ¢, et telle que ¢ — y soit continu et <O

1) Henri Lebesgue, Legons sur Uintégration et la recherche des
fonctions primitives (2@ édition, X VI 4 342 pages, Paris 1928), spécialement
chap. VII, section II. C. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue,
fonctions d’ensemble, classses de Baire (VIIL 4 154 pages, Paris 1916), spé-
cialement chap. I, § 15. Voir aussi g, chap. I, § 11, note de bas de page.
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dans tout 94 8. Soit w une fonction Z=0 d'un point de §, remplissant
les mémes hypothéses que o, et telle que ¥ — w soit continu et Z= 0
sur tout 8. Nous faisons en sorte que ¢ — z et ¥ — @ ne soient pas
simultanément identiquement nuls. Alors il existe une fonction de
Green, F(X, Z), relative aux opérations Fv— v et @v — wv, pour
lesquelles 87, n’intervient pas (h, III, § 7). Considérons alors la

fonction
(m—p)

w(X)=2,,>/2fF(X,A)dS‘}”,
o121,

ou l'on ne prend que la partie de &%, qui appartient & 9 8,
car F n’est pas défini ailleurs; les points multiples de l'ensemble
on, - o7, sont comptés autant de fois qu'il y a d’unités dans leur
ordre de multiplicité. D’aprés la fagon d’obtenir F, qui a été
indiquée dans un travail antérieur (k, II, § 1, et note finale de
Particle), les fonctions

e
log (3 R) —logL(X, =

sont bornées, et leurs bornes inférieures sont positives?2?). Donc
il existe des constantes positives a et b telles qu'on ait partout

a[log (3 R)—log ry+ =gy 7] <w < b[log (3 R)—log ry a7y ],

(m=2) ou F(X,Z)L"*(X,Z) (m>2)

pourvu toutefois que 7,(X) désigne maintenant la distance de X
a oM, +- 91, (p=2).
Si 4 est >0, la fonction w4 Aw est solution réguliére de
I’équation
FutAw)=Axyw dans 9—3,.,0M,
et elle satisfait & la condition
O(ut+iw)=Aow sur §— 3,07,

les signes des seconds membres empéchent w4 4w d'atteindre
un minimum <C0 en un point de 94§ — 3,.,(9%,+ d7,) (b, II,
§§14 et 15, et IV, § 3); comme cette fonction est certainement
positive dans un certain voisinage de 2., (9%, 7,), elle est

%) Le calcul développé dans 'article Equations a intégrales principales,
étude suivie d’ume application (Ann. scient. Ec. norm. sup., 3m¢ série. t. 51,
1934, p. 251 & 372), spécialement chap. IV, § 6, s’applique en particulier ici,
et il peut mener aux limitations indiquées, indépendamment de D’article k.
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positive en tout point de 9 —2,_,%,. De méme u — Aw est né-
gatif dans le méme ensemble. Donc u est nul dans cet ensemble,
et aussi, & cause de la continuité, dans lensemble §— 3F,_,0d7%,.
La démonstration est terminée.

9. Corollaire. Si, outre les hypothéses des paragraphes 1 et 6,
les fonctions ¢ et — ¢ sont <O, sans étre simultanément presque
partout nulles, le probléme de Neumann a une et une seule so-
lution, quels que soient f et @. Il est possible de définir cette
solution de fagon qu’elle soit continue méme aux points de
My — 3,500, et, st la constante h des paragraphes 1 et 6 est
<1, cette solution vaut O (2,5 7pt*"").

D’abord il n'y a pas deux solutions distinctes (§ 8). Soit main-
tenant F*(X,Z) la fonction de Green relative aux opérations
Fu—yu et @u — wwu du paragraphe précédent. L’équation en u

(m) (m—1)

u(X)— | F¥X, A) x(A)u(A)dVA+fF*(X’B)w(B)u(B)dSB=
®)

G S

(m) (m—1)
= — | F¥(X,4)f(4)aV, +fF*(X,B)<P(B)dSB

¢ $

est une équation de Fredholm, & cause de la limitation de F*21),
On vérifie que toute solution de (8) est continue méme aux points
de oMy — 3, 5N, et quelle admet la limitation de I'énoncé; pour
limiter les intégrales ou figure ¢, on peut en effet recourir encore
au chapitre I: un partage de § en domaines assez petits, un chan-
gement de variables, une décomposition de la fonction intégrée
permettent de se ramener a des intégrales étendues a une région
bornée de la variété a, =0, la fonction qui remplace ¢ valant
O (r**1+7), ot r(A) est soit la distance de A & la variété

Unpiy = 0o =y =0,  @,=F1 (a0, @n,),

ou les dérivées de f, existent et sont continues, soit la distance
de A a la variété

Gp T2 v By == 0

21) Journal de math., 9me série, t. 11, 1932, p. 389 a 416, spécialement
chap. I. Voir aussi h, I, §§ 5 & 7.
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dans le premier cas, on remarquera que, puisque A appartient
a la variété a, =0, r(A) est au moins égal & la distance de A4
a la variété a,_,=—...=a, =0; les raisonnements du chapitre I
s'appliquent aussitot, avec I'une quelconque des deux significations
de 7. Enfin toute solution de (8) est une solution de notre pro-
bléme de Neumann. I’équation homogéne correspondante n’a donc
que la solution zéro (§ 8), et notre énoncé en résulte.

10. Corollaire. Dans les hypothéses générales des paragraphes 1
et 6, le probléme de Neumann peut toujours se ramener & une
équation de Fredholm, et cette solution se comporte au voisinage
de 2,00, comme il est dit au paragraphe précédent.

Soit en effet y une fonction remplissant les mémes hypothéses
que ¢, et telle que ¢—y soit continu et <CO dans 9 §; soit
d’autre part @ une fonction remplissant les mémes hypothéses
que W, et telle que ¢ — w soit continu et Z=>0 sur §; le choix est
fait de fagon que ¢ —y et ¥ —w ne soient pas simultanément
identiquement nuls. Soit F* la fonction de Green relative aux
opérations Fu— yu et @u— wwu. On peut écrire

Fu —gqu=f—xu ot Ou—ou=p—ou;
en raisonnant comme au paragraphe D, on en conclura que le

probléme équivaut & I'équation de Fredholm (8). On en tire les
conclusions énoncées.

Quand le probléme admet une solution et une seule, il existe
une fonction F de Green pour les opérations & et 6. Supposons
que les opérations Fu — yu et @u — wwu admettent aussi une
fonction de Green, F*; on a alors les identités

(m (m=1)
) JF(X,A)x(A)F*(A,:_)dVA—fF(X,B)w(B)F*(B,E)dSa=

(m) (m—1)

= [FXX,4) 0 A)F(4,Z)aV,— 5/ F*X,B) o(B) F(B, Z) dS; =

=F(X,Z)—F*(X, ),

qui permettent de calculer une des fonctions F et F* quand on
connait l'autre: linconnue est en effet la solution wnique d’une

équation de Fredholm.
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Ces résultats permettent d’étendre au cas actuel la définition
et les propriétés du probléme adjoint a un probléme de Neumann
(g, IV, § 11). En particulier la formule de réciprocité (g, IV, § 9)
subsiste.

Sil n'y a pas de fonction de Green au sens propre, on peut
toujours définir une fonction de Green au sens élargi, relative
aux opérations & et 6.

11. Allure des dérivées au voisinage de I, d7%,. On vérifie
tout de suite que les dérivées de toute fonction % qui satisfait
a un des problémes de Dirichlet du paragraphe 5, ont une limi-
tation O (Z,.,7;t"7), pourvu toutefois que la constante h du pa-
ragraphe 1 soit <1. Ces dérivées sont continues en tout point
de 9 — 3., 9T,

Sl s'agit d’'un probléme de Neumann, soit r;(X) la distance
de X & &, et soit 7,(X) (p=>2) la distance de X a a7, (§ 7). On
démontre alors (I, § 12) que les dérivées de w ont une limitation

0 [log N (PR 1) ezl r:+'-”] (h<1).

Mais si a et b sont deux variables positives, et si ¢ est une con-
stante telle qu'on ait 0 << ¢g<<2, on a

20t b <V(Z— g " g (@ + ¥);
si nous choisissons un nombre positif & <<k, ce résultat nous per-

met d’affirmer que les dérivées de u, dans un probléme de Neu-
mann, ont une limitation

O (1™ + 2oy P+ 2y rpt7) O<Ek<h).

En désignant maintenant par 7,(X) la distance de X & a7, -+ 97,
cette limitation peut étre remplacée par O (r*'4- 3, ,r:-7); du
reste, d’aprés le calcul qui précéde, le terme en 7; pourrait étre
remplacé par une puissance du logarithme.

12. Solutions fondamentales positives. Soit & une opération
du type elliptique, qui satisfait aux hypothéses du paragraphe 1
dans un domaine borné 9. Je dis que, si la mesure d’un do-
maine D contenu dans D est assez petite, Vopération & admet
une solution fondamentale partout positive dans D.

Prolongeons en effet dans tout I'espace 'opération Fu—(c+1)u,
de fagon qu'elle remplisse dans tout l'espace les hypothéses du
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIV. (4
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paragraphe 1, le coefficient de u étant partout égal & — 1. Soit
G*(X, Z) la solution fondamentale principale de cette opération,
solution qui est partout positive (§ 2). A l'aide des propositions
du chapitre I, on reproduira sur cette fonction les raisonnements
d'un travail antérieur (h, II, § 7); I'énoncé en résultera.

13. Extrema atteints dans le domaine de régularité. Nous
pouvons maintenant reproduire les démonstrations des proposi-
tions suivantes, déja démontrées dans le cas ou les 37, d’indice
p > 1 n'existent pas; E désigne un ensemble fermé intérieur au
domaine 9, et u est une solution réguliére de I'équation (1) dans 9:

St Pon a ¢=0 et =0 en tout point de D, et st u posséde
dans 9— =, 90, une borne supérieure M, la bornme supérieure
de w dans E— 2,00, ne peut étre égale a M que st u est cons-
tant dans 9 — 2,00, (ce qui entraine f=0).

Si Pon a ¢<<0 et f=0 en tout point de 2, et 8i u posséde
dans 9 — 3,01, une borne supérieure M >0, la borne supérieure
de w damns E — 2,00, ne peut étre égale a M que si u est cons-
tant dans D — 2, 9N, (ce qui entraine ¢=f=0).

Si f est =0 en tout point de 9, et 8i u posséde dans
9 — 3,90, une borne supérieure nulle, la borne supérieure de u
dans E — 3,00, ne peut élre nulle que si wu est identiquement
nul dans 9 — 3,9, (ce qui entraine f=0).

Nous n’énongons pas ici deux lemmes qui interviennent dans
les démonstrations (h, II, §§ 11 et 12), et dont le second sera
généralisé plus loin (III, § 2).

14. Problémes homogénes qui admettent une solution cons-
tante. Pour qu'un probléme homogéne de Neumann admette une
solution constante non nulle, il faut et il suffit que ¢ et ¥ soient
nuls en tout point ou ils sont continus. Comme les valeurs prises
aux autres points n’interviennent pas, il n’y a a traiter que le cas
ou ¢ et ¥ sont identiquement nuls. Or, d’aprés le paragraphe 10,
les solutions d'un tel probléme sont les mémes que si l'ensemble
2,., 90, était vide: ces solutions sont donc toutes comstantes.

15. Conditions de compatibilité. Quand le probléme homo-
géne qui correspond & un probléme donné, du premier ou du
second type, admet des solutions non identiquement nulles, le
probléme donné doit remplir des conditions nécessaires et suffi-
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santes de compatibilité, sans quoi la fonction u cherchée n’existe
pas. Ces conditions se trouvent comme dans les cas autérieure-
ment traités (g, V, § 8; h, III, § 7); elles sont en nombre égal
a celui des solutions linéairement indépendantes, admises par le
probléme homogéne. En particulier, si le probléme homogéne
admet une solution constante non nulle, il y a une et une seule
condition de compatibilité (§ 14).

16. Problémes relatifs & une variété close. Il n’y a aucune
difficulté a étendre ces considérations aux problémes relatifs & une
variété close. Cette variété doit étre conforme aux hypothéses
mentionnées dans un article antérieur (k, I, § 1). L’équation
Fu = f remplira, dans chaque région représentable sur une région
bornée dun espace euclidien, les hypothéses du paragraphe 1.
Si le probléme n’est pas du type de M* Picard, c’est-a-dire s'il
n’est pas relatif a la totalité de la variété, la frontiére du domaine
devra remplir les mémes conditions que dans l'article cité (%, I,
§ D), et les conditions & la frontiere devront étre conformes aux
hypothéses du paragraphe 1 ou du paragraphe 6. On peut aussi
considérer des problémes mixtes, ot une partie de la frontiére
porte des données du premier type, le reste portant des données
du second type; en se reportant a l'article cité (k, II, § 2 a § 4),
on aura des cas ou l'on saura traiter ces problémes.

17. Application. Supposons que les hypothéses du para-
graphe 1 soient remplies par l'opération & dans l'espace entier.
En outre cette opération remplit, par hypothése, les conditions
que nous allons expliquer.

Soient X’ et Y’ les transformés de deux points X et ¥ par
une inversion dont le pole est O et dont la puissance est R2(R>0),
c’est-a~dire qu'on a

i Reg,
*T a4 ...t

Nous supposons que, quand X et Y varient, on a toujours

X

(o =12 o)

Iau,ﬂ(X)_aa.ﬁ(Y)[<QL"(X” YI) (0<h<1)r

ou @ est une constante; outre cette condition, nous maintenons
la condition de Lipschitz d’exposant h, supposée au paragraphe 1.
7*
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De plus nous supposons quon a, pour tout point X assez
éloigné de O,

6. (X)| <QL*(0,X), |e(X)|<<QL™*(0,X).

Donnons-nous encore une fonction f, qui doit satisfaire aux
mémes hypothéses que ¢. Nous nous proposons de chercher une
fonction w, qui soit dams tout Uespace une solution réguliére de
Véquation (1) (§ 1); si m est =3, nous exigeons en outre que
u(X) tende vers zéro quand X 8 éloigne indéfiniment ; pour m=2,
NOUS exigeons que u (X) soit borné.

Nous allons voir que ce probléme se raméne au type de M* Pi-
card (k, I, § 4), relatif & une hypersphére, dans l'espace a m -+ 1
dimensions.

Nous remarquons que les a,, 4(X) ont des limites a,, 5(c0) quand X
g'éloigne indéfiniment, et la forme quadratique X, ga, ;(00)2,2,
est définie et positive. Un changement linéaire de variables nous
raméne au cas ou l'on a

(B—a)@,3(00)=0 et agq4(c0)=1 (O, Be=1,2.5.00m)
Posons alors
P(X)=1+4+23,2%, P( X))ol =w, (@a=l,2...,,m),
P(X)at,=1 , r(X)=/a¥,.
Le point qui a pour coordonnées (@f,..., z%4;) dans I'espace & m—-1

dimensions, parcourt I'hypersphére

o 4@+ ... o =2k,

quand X parcourt l'espace euclidien & m dimensions. Les coor-
données x¥,...,#% conviennent comme paramétres pour tout do-
maine qui ne contient pas de point de la variété 2a%,,= 1. Con-
sidérons & comme une opération portant sur une fonction d'un
point de I'hypersphére. En prenant comme variables zf,...,z;, et
en nommant a4, b et ¢ (a,f=1,2,...,m) les fonctions qui dé-
finissent & dans ce systéme de variables, nous trouvons qu’on a,
quand 7 tend vers zéro,

a;,p=0('r4+h) pour a==j3, a,.,=r"+40(r"),
bo=(4—2m)afr* 0 (1*), ¢ =c=0("").
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Introduisons maintenant l'opération &v=r""2F(r"2v); nous
désignons par a4, b, et ¢’ les fonctions qui la définissent, dans
le systéme des variables z¥,...,x¥. Nous trouvons

U g=1"4005, dou ag,,=O0(r") pour a3, ag.=140(");
b, = O(e* ), ¢ = O(@*?).

De plus il est évident que l'opération & remplit toutes les hy-
pothéses résumées dans le paragraphe précédent, tant que le point
(x¥,..., x5.,) reste dans une région fermée qui ne contient pas
lorigine. Mais on a

ayw5+aﬂ/ x; of vy oF

+4 T;

on démontre & l'aide de cette expression que, dans la région
2r <1 de notre hypersphére, les a, , remplissent une condition
de Lipschitz avec I'exposant h. Par conséquent l'opération &; sa-
tisfait sur toute I’hypersphére aux conditions résumées dans le
paragraphe précédent.

A toute solution % de notre probléme correspond une fonction
v=1r""u, qui satisfait a 'équation

°71”=r—m_2fy

dont elle est solution réguliére sur toute 'hypersphere, sauf peut-
étre au point ou 7 est nul. Mais on a

10 e Gt

et les limitations imposées & w entrainent que v est solution ré-
guliére méme pour r=0, donc sur toute Uhypersphére. 1l est
évident que, réciproquement, & toute solution v réguliére sur toute
I'hypersphére correspond une solution % de notre probléme.
Nous nous sommes ainsi ramenés & un probléme de M* Pi-
card. Indiquons maintenant des cas ou il y a certainement une
solution unique: cela arrive si le probléme homogéne n’a que la
solution zéro. Ajoutons a mos hypothéses que ¢ est partout <CO0.
Dans le cas o m est Z= 3, notre fonction u, solution de I'équation
homogéne, est nulle a l'infini; elle atteint donc un maximum >0
ou un minimum <C0 en un point situé & distance finie dans
I'espace euclidien; elle est donc constante (§ 13), et par conséquent
nulle; ainsi le probléme homogéne n’admet alors que la solution
z€ro. 8t m est égal a 2, u est identique a v, et 'on a, pour toute

Qg5 = Qo g — 22, 0¥
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fonction u, Fu=r"*Fu; si u est une solution réguliére du pro-
bléme homogene, il atteint donc, en un point de l'’hypersphére,
un maximum >0 ou un minimum <C0; % est donc constant (§ 13);
st ¢ différe de zéro en un point mon situé sur O My, u est
donc nul, et le probléme homogéne n’admet que la solution zéro;
st au contraire c¢ est presque partout mul, la solution générale
du probléme homogéne est une constante arbitraire.

Quand le probléme homogéne n’admet que la solution zéro,
nous pouvons affirmer qu’il existe une et une seule solution fon-
damentale G(X, =), qui, quand X va a l'infini, jouisse de la pro-
priété: de s’annuler pour m =3, et de tendre vers une limite finie,
fonction de =, pour m =2. En effet choisissons 1'élément d’arc
de I'hypersphére comme invariant fondamental; soit H (X, Z) la
fonction de Green relative a 'hypersphére entiére, exprimée & l’aide
des coordonnées des points de l'espace euclidien & m dimensions
(k, I, § 3). La fonction " *(X)H(X,Z) est une solution de
I'équation F=0, et elle est réguliére en tout point X autre que =.
On lui conférera, en ce point =, la singularité qui caractérise les
solutions fondamentales, en tenant compte de ce que, dans I'espace
euclidien, c’est I'’élément d’arc de cet espace qui est pris comme
invariant fondamental; on trouve ainsi que la fonction

G(H,Z)=r"*(X)r*(Z)H(X,=

est la solution fondamentale ammoncée, et il ne peut en exister
une qui soit distincte de celle-ci. Si ¢ est partout <CO0, cette fonc-
tion est positive quand X et = sont & distance finie; si en outre m
est égal a 2, G (o0, =) et G(X,00) sont positifs.

Si m est égal a 2, nous avons, dans I'espace a trois dimensions,
la sphére x{ + 3?4 xf*=af. Supposons que ¢ soit identique-
ment nul, et considérons le probléeme homogéne adjoint au pro-
bléme auquel nous ramenons le probléme donné; soit w une so-
lution, non identiquement nulle, de ce probléme homogéne adjoint.
Cette solution peut s'obtenir de la fagon suivante: soit G*(X,=
la fonction de Green, relative & l'opération & v — v et & la sphére
entiére; G* existe et est continu et positif, quand X et = sont
distincts; w est une solution de I'’équation homogéne de Fredholm

2

(10) w(Z) ~~fw(A)G*(A,_:)dSA=U,
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ou l'intégrale est étendue a toute la sphére. La condition nécessaire
et suffisante pour que le probléme donné soit compatible, est qu'on ait

(11) f/wd8=o.

Mais le probléme donné est certainement incompatible quand f
est partout positif, car v ne pourrait atteindre nulle part sa borne
supérieure (§ 13), ce qui est absurde. Donc la condition (11) n’est
jamais remplie quand f est partout > 0. Donc la fonction conti-
nue w ne change pas de signe. Donc, d’aprés (10), la fonction
continue w me 8 annule en aucun point de la sphére. Nous posons
alors la condition nouvelle

2)
(12) /wdS:: i

qui, d’aprés cela, achéve de déterminer w. Il existe une fonction
H(X,Z) qu est solution réguliére de I'équation

(13) HH(X,Z)=w(=)

dans le domaine restant quand on retranche de la sphére le point =,
et qui posséde, quand X tend vers =, la méme singularité que
les solutions fondamentales ; en effet la recherche de H revient a la
recherche d'une fonction K (X, =)= H(X, =) — G*(X, =), qui soit
une solution, réguliére sur toute la sphére, de l’équatio? HEK(X,Z)=

2)

=w(Z)— G*(X,Z); nous avons a voir si l'on afw(A)[w(E)—

— G*(4,=2)1d8,=0; cela est évidemment vrai, d’aprés (10) et (12).
Donc H existe, et est déterminé a une constante prés; nous ache-
vons de le déterminer en posant la condition

()

(14) fw(A)H(A,E')dSA —0;
H est alors une fonction de Green au sens élargi. La fonction
8L, Sy B E B~ el 7 (oo
) 5)=H(X,5)— =5 H (X, 0)

est alors une solution fondamentale de 'opération & valable dans
le plan euclidien entier; mais cette solution a deux singularités
logarithmiques: l'une en =, l'autre & l'infini. Le cas étudié ici se
présente notamment pour I'équation de Laplace dans le plan.
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CHAPITRE III

Equations du type elliptique dans l'espace illimité

1. Solutions fondamentales prinecipales. Nous supposons que
les hypothéses du paragraphe 1 du chapitre précédent sont remplies
dans tout l'espace (euclidien ou représentable sur un espace eucli-
dien, dont nous choisissons les coordonnées comme paramétres).
Ajoutons I'hypothése que, hors d'une certaine région bornée,
¢ reste inférieur & une constante négative. Nous dirons qu’une
solution fondamentale G (X, =) est principale, si elle tend vers
zéro quand, = restant fixe, X s’éloigne indéfiniment.

Soit yx une fonction, nulle hors d’une certaine région bornée,
et telle que ¢— yx soit partout continu et <C0O. Alors la variété 7,
n’intervient pas pour la détermination de la solution fondamen-
tale principale G*(X,=) de l'opération &u — yu, et par suite
celle-ci existe et est unique (h, III, § 2). Considérons alors les
deux équations intégrales

(m)

1)  G(X,3)— e <X,:‘)=fG*(X,A)x(A)G<A,_=>dVA,
(m)

2) G(X,—:)-—G*(X,5)=fG(X,A)x(A)G*(A,E)dVA;

elles sont satisfaites par la fonction G cherchée, si celle-ci existe,
et chacune de ces équations n’a pas d’autre solution que cette
fonction G; cela se démontre comme dans le cas antérieurement
traité (b, III, § 2). Pour m >2, on peut trouver des constantes
positives @ et a telles qu'on ait

@) |G(X,2)| <QL* ™ (X,Z)exp[—aL(X,Z)];
pour m==2, on a

3 s —QlogL(X, =) pour 2L<C1
(i) |G(X"')|<{ Qexp[— aL(X, 5)] pour 2L3>>1

On remarque que les intégrales sont en réalité étendues a un
champ borné, hors duquel y est nul. On en conclut que la théorie
de Fredholm s’applique aux équations ci-dessus. Donc @ existe
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toutes les fois que l'équation homogéne n’admet que la solution
zéro. Or toute solution w de l'équation
(m)

u(X)—fGﬂX,A)x(A)u(A)dVA-——o

s'annule & linfini et est solution réguliére de l'équation Fu=0;
si donc ¢ est partout <CO, w est identiquement nul; la fonction @
existe donc dans ce cas.

Quand l'opération &, adjointe & &, existe et satisfait aux hy-
pothéses du paragraphe 1 du chapitre précédent, les identités (1)
et (2) permettent d'étendre au cas actuel la propriété de @, d’étre
une solution fondamentale pour § quand on échange les roles des
deux points (h, III, § 6).

2. Théoréme. Si les hypothéses du paragraphe 1 du chapitre
précédent sont remplies dams tout Uespace, on peut trouver wune
fonction positive w et des fonctions ¢, (e =1,2,...,m), telles que
le changement de variables

yﬂ=¢a(wl,"" wm) (a=172""’m)
soit biunivoque dans tout Uespace, et que Uopération & v = F(wwv),
exprimée a Vaide des variables vy,, remplisse les hypothéses du
chapitre 11, § 1, mais ait ses coefficients partout continus. St
en outre c est inférieur a unme constante mégative hors d’ume
région bornée, on peut faire en sorte que & jouisse de la méme
propriéte.
Méme démonstration que dans les travaux antérieurs (g, II,
§ 17; h, III, § 5). On trouve qu'on peut méme s’arranger pour
que les coefficients de v et de ses dérivées remplissent des con-
ditions de Lipschitz dans toute région bornée.

3. Sur certaines équations intégrales a champ non borné.
Soit K (X, =) une fonction, mesurable par rapport & chacun des
deux points et par rapport a leur ensemble 22), et telle qu'on ait
partout

| K(X,Z)| <@ L*™(X, =)exp[— aL(X, Z)],

22) Tl s’agit de la mesure au sens de M* Lebesgue, Dans le cas oule
champ et le noyau sont bornés, ces hypothéses sur la mensurabilité suffisent
pour qu’on puisse représenter la solution par les séries de Fredholm; voir
Charles de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesque, fonctions d’en-
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ou a, @, et @ sont des constantes positives, avec 0 << a@ < m. Soit
d’autre part x(X) une fonction mesurable qui, dans une région
bornée, contenant une variété close M, (I, § 9), admet une limitation

2 (X)] < Q777" (X) 0<r<p, a+r>p)
ou r(X) est la distance entre X et M,, et @, est une constante;
hors de cette région, on suppose que y est borné, et tend vers
zéro quand le point s’éloigne indéfiniment. Soit enfin f une fonc-
tion mesurable, que nous supposons d’abord bornée dans tout
Tespace. Nous considérons I'équation intégrale

(m
4) Q(X)—1fK(X,A)x(A)9(A)dVA=f(X),
espace
ou 4 est un paramétre, et ou linconnue ¢ doit étre bornée et
mesurable. Nous démontrerons que les trois théorémes fondamen-

taux de Fredholm sont valables pour cette équation ).
(m)

Soit M une limite supérieure de | f K(X,A4)dV,|, quand X

espace

varie; il suffit de prendre

onT ~ 277
M="""_@, [t etdt =" I'(a)Q,a"
r (ﬂ b A (e
2 2
Soit R un nombre positif assez grand pour que, dans toute la
région L(0,X)> R, on ait
2MA|x(X)| <],

ou A est un nombre positif donné. Nous formons les fonctions

(m)
K"=FK, K"X,Z)=[K""(X,A)z(A)K(A,Z)dV, n=>2).

L(0,4)>R

semble, classes de Baire (VIII 4 154 pages, Paris 1916), spécialement chap. III,
§ 3. Nous ne considérons ici que des fonctions dont toutes les valeurs
sont finies.

23) Cette conclusion ne subsisterait pas si I'on supposait seulement que
la fonction mesurable y est bornée; voir Emile Picard, Legons sur quel-
ques types simples d’équations aux dérivées partielles (VI -4 214 pages, Paris
1927), spécialement 8=¢ legon, 2; voir aussi g, II, § 5.
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Or l'équation (4) entraine
(m)
o(X)+2 [ 0,(X, 4 )7 (4)e(4)aV,=
espace
o)
—1(D)+ 4 By, 4:2) 2(4) ] (4) AV
espace
et le nouveau second membre est borné et mesurable. En appli-
quant la méme transformation qu’au chapitre II, § 17, nous obte-
nons une équation intégrale relative a une variété close, consti-
tuée par une hypersphére; si 'on mesure & la fagon euclidienne
les éléments de ce champ, le noyau est @,(X,A4;4)y(4)P"(4),
et il est borné quand L(0,A) est assez grand; on en déduit
(I, § 9) que tout noyau itéré de rang assez grand est le produit
de y7(A) par une fonction bornée de X, de 4 et de 4 (|4| << A).
Sauf peut-étre pour des valeurs isolées de 4, nous trouvons que
I'équation (4) ne peut avoir d’autre solution que
(m)
()= {(X)+ 2 [ Ny(X, 4:4) 7(4)[ (4)dV,
espace
ou la limitation de N, se déduit de celle de K, en y remplacant
@, par une fonction de 4. Cette fonction N, est méromorphe par
rapport a 4 dans le champ |4|<<A, pourvu que X et A soient
distinets, et ses poles ont des positions indépendantes de X et de A.
Si maintenant nous posons, dans (4),
(m)
¢(X)=0(X)+ 4 [ Ky(X, 45 )1(4)a(4) AV,
espace
nous trouvons qu’a toute solution de 1'équation
(m)
0(X)+ 2 [ B,(X, 4;2)7(4) 0 () AV, = (X)
espace
correspond une fonction ¢ qui est solution de (4). Or cette équa-
tion se traite comme celle ou figure @,, et elle conduit a une

expression
(m)

o(X) :f(X)-i-isz(X,A;l)Z(A)f(A)dVA,

espace
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D’aprés un travail antérieur (g, II, § 4), les K™ sont bornés dés
que mea est >m. Je dis que, a partir du rang ou il en est ainsi,
la série

oo
Ky (X, Z54)= K (X, 5) + JWE(X, 3)
n=1
converge absolument et uniformément, pourvu qu'on ait |1| << A4;
en effet d’aprés le choix de R, les termes sont inférieurs en
valeurs absolues a ceux d'une progression géométrique a termes
constants, dont la raison est un demi. Cela entraine (g, II, § 4)

| K, (X, =52)| < Qs L™ (X, Z)exp[—bL(X, 2)],
Q; et b étant des constantes positives (0 < b <<a). Les identités

(m)

®) E(X,=;4)—K(X,3)—A f Ey(X, 4;2)7(A) K (4,Z)dV,=0,
L(O,A)>R
(m)

(6) Ey(X,Z4)—K(X,5)—2 f K(X,4)(4)Ky(4,5;4)dV,=0

LO >R
sont alors évidentes (|4|<A). Considérons les fonctions

(m)
D (X, 5 =KX, S )—K(X, )4 f /X, 4; )2 (A)K(4,Z)AV.,
espace
(m)
OX, =K X5 0-E (X, 5)~4 [ K(X, H)2(4) K4, 52)aV.
espace
On a, d’aprés (D) et (6),
(m)
O\(X, 5 4)=— 1 [ KX, 4 1) () K (4, D)V,
LOMA)<R
(m)
O(X, 5= [ K(X,4)7(4) Ky (4,5 7)aV..
LOA<R
Par conséquent (I, § 8) si L(0, X) et L(0,Z) sont 2R, D, et D,
valent O[L**77="(X,Z)] quand 2a¢+y est <p-+4m, et sont
bornés quand 2e +y est >p—+m. Si L(0,X) ou L(0, =) sont
> 2R, on trouve que @, et @, valent O{exp[—bL(0,X)—bL(0,Z)]}.
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qui, sauf peut-étre pour des valeurs isolées de 4, est solution de (4).
Ce qui a été dit pour N, est valable pour N,.
Nous avons
N(X, Z54)=0,(X,554) + K, (X, =55 4) +
(m)
+1 [0, 4 2(4) Ky (4, 5 0)av s,

espace

ou la fonction &, dont la formation résulte de ce qui précede,
satisfait a l'identité
(m
0(X, Zi0)+ O X, 55+ U,(X, 4 4)2(4) By(4, 5:2)aV,=0.
espace

On déduit de tout cela l'identité

(m)

Fy(X, 50— K(X,2)=1 [ Ny(X, 4;1) 2(4) E (4, 5)aV..

espace

Des calculs analogues conduisent & l'identité
(m)
No(X, 50)— K(X, ) =1 [ K(X, 4)7(4) Fa(4, 5 2)aV..
espace

On en conclut la nouvelle identité
(m)
1) [ NuX A DU AN A, FaV =X, 5 )~ No( X, Ziw),
espace
qui ne peut cesser d'étre valable que pour des valeurs isolées

de A et de u, et qui a lieu méme si N, et N, ne correspondent
pas & une méme valeur de A. En y faisant 4= u, nous trouvons

Ny(X, 5;2)=Ny(X, =;4).

Nous avons donc une fonction N (X,Z;4)=N,=DN,, méro-
morphe par rapport a 4 dans tout le plan complexe, et qui sa-
tisfait & l'identité

(m)
() (1—#)fN(X,A;l)x(A)N(A,-:;M)dVA=N(X,-:=1)-N(X,5;M)-

espace
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D’autre part on trouve, on se reportant a la relation entre N, et K,
&) N (X, 50)=K(X, ),

et les propriétés (7) et (8) déterminent entiérement N.

Les identités (7) et (8) se prétent aux mémes raisonnements
que dans les cas classiques?4), et 'on en conclut en particulier
les trois théorémes fondamentaux de Fredholm:

I 8¢ 2 w’est pas un péle de N, Udquation (4) et Uéquation
(m)
© 7(5)— [ K(4,5)1(4) o (4)aVi=g(),
espace
admettent chacune une et ume seule solution
(m)
1) oM =/(X)+1 [ N(X, 42)1(4)](A)aV,,
espace
(m)
) o@D =g+ N4 5D2(4)g(4)aV..
espace

II. Si 2 est un péle de N, les équations homogénes qui cor-
respondent a (4) et a (9) ont chacune des solutions mon identi-
quement nulles; pour chaque équation, ces solutions proviennent
d’un mombre fini p de solutions linéairement indépendantes; ce
nombre p est le méme pour chacune des deux équations.

III. Pour que Véquation (4) soit compatible quand A est un
péle de N, il faut et il suffit que, pour toute solution o de U équa-
tion homogéne correspondant a (9), on ait

(m)
12) / foxdV =0 (p conditions).
espace

Il faut remarquer que, d’aprés la fagon dont on les obtient,
les fonctions ¢ sont telles que, quand L (0, X) augmente indéfi-
: L4 & log|o (X)] L 4
niment, la plus grande limite de L(0, X) est mégative. L’'in
tégrale qui figure au premier membre de (12) existe donc pour
les fonctions f considérées. Les pdles de N peuvent se nommer

2) Edouard Goursat, Cours d’ Analyse mathématique, tome III, 2me
édition (667 pages, Paris 1915), spécialement chap. XXXI, section II.
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valeurs fondamentales; les solutions non partout nulles de I'équa-
tion homogéne sont les fonctions fondamentales. On définira le
noyau principal et les fonctions primcipales de la méme fagon
que M Edouard Goursat. Quand X séloigne indéfiniment,
les fonctions principales jouissent de la propriété qui a déja été
énoncée pour les fonctions fondamentales.

Les résultats subsistent quand toutes les intégrales rencontrées
convergent absolument. Cela arrive en particulier quand la fonction
mesurable f est telle que L*™ (X, A)r”?(A)f(A) soit sommable
dans tout domaine borné, et telle en outre que |f(X)| soit infé-
rieur & une puissance de L (0, X), dés que cette distance est assez
grande; dans ces hypothéses, ¢ n’est plus nécessairement borné.

Si, dans I’équation homogéne qui correspond a (9), on intro-
duit une nouvelle inconnue 7 par les relations concordantes

(m)
=90, olZ) == lfK(A,_:)z(A)dVA,
espace
on parvient a I'équation
(m)
"3 — 213 [ E(4,5)5(4) AV, =0,
espace
ordinairement nommée l’associée homogéne de (4). On peut dire
que (9) est associé a (4) relativement a ydV.

4. Développement de N suivant les puissances eroissantes
de 4. Le noyau N (X, =;4), dont le produit par %(=) est le noyau
résolvant de K (X,=)yx(=), est holomorphe par rapport a 4 pour
A=0. Posons maintenant

(m)
K™ (X, 5) =fK""”(X,A)x(A)K(A, )V, nz=2),

espace

définition différente de celle du paragraphe précédent. Je dis
qu'on a, quand || est assez petit,

+o0
13) N(X,Z;2)=EK(X,=) +Z/z" Ko (X, 3).

n=1

Cette proposition revient a démontrer que, & partir dun cer-
tain rang n, la série au second membre de (13) converge abso-

http://rcin.org.pl



112

lument et uniformément dés que |4| est assez petit. Or ceci se
vérifie a 'aide des résultats du chapitre I, joints aux raisonne-
ments du paragraphe précédent.

5. Généralisation d’'un théoréme de Schmidt. Supposons que
le noyau K soit symétrique, et qu’il soit continu quand les deux
points sont distincts; supposons en outre que x soit continu et
>0 en dehors de M,; supposons enfin que yx(X)K (X,Z)x(=Z)
ne soit pas identiquement nul dans son ensemble de continuité.
Alors toute valeur fondamentale est réelle et est un pble simple
de N, et il ewiste au moins une valeur fondamentale.

La démonstration est tout & fait semblable a celle du cas clas-
sique. Si ¢ est une fonction fondamentale relative a I’équation (4)
et &4 la valeur fondamentale 4, y ¢ est une fonction fondamentale
relative & I’équation (9) et a la méme valeur fondamentale; il est
évident que y¢ n'est pas identiquement nul, sans quoi @ serait
partout nul, d’aprés I'équation homogéne. Soient 4 et ¢ les con-
jugués complexes de 4 et de ¢; yo est une fonction fondamentale
relative & I'équation (9) et & la valeur fondamentale Z; or l'in-

(m)
tégrale [ yoodV est certainement >0, et non nulle; donc les va-

espace Y
leurs fondamentales 4 et 4 sont confondues, car, pour des valeurs

fondamentales différentes, on a les mémes relations d’orthogona-
lité que dans le cas classique; donc 4 est réel, et mous voyons du
méme coup que c’est un pole simple de N. Considérons mainte-
nant lintégrale
I(m) (m)
Ju@a@ [N (X 4074 u(4)av,av;
espuce espace

ol u est une fonction donnée, continue et telle qu'on ait

— log|u(X)|
lim —=2—_C

Lo,x-w L(0, X)

Cette intégrale est une fonction méromorphe de 4, n’admettant
comme pbles que des valeurs fondamentales. Or nous allons voir

qu'il y a effectivement un pole, pour certaines fonctions w. Si

< 0. (lim = plus grande limite).

oo
nous représentons notre intégrale par 51"“ P,, on a

ne=1
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(m) (m)
i f w(X) 7 (X) f K (X, A) 5 (A)u(4) AV dVy,

espace espace

ou les K™ sont définis comme au paragraphe précédent. On en
déduit, comme dans le cas classique, l'inégalité
(m)
PL<Pp . Pua (n31, en posant P,= f yurdv),

et tous les P,, sont positifs ou nuls; le rapport de I'un d'eux au
précédent est donc une fonction croissante de m, et la série a un
rayon de convergence fini, sauf si P, est nul. Mais on a aussi

(m)
P, f X)UKXA)x( ) (A )dV,,]dVX.
Ul
(m)
I faut done que la fonction #(X) f K(X, A)7(4) u(A)aV, soit

espace
identiquement nulle dans son domaine de continuité, pour que P,

soit nul. Il y a certainement des fonctions % pour lesquelles cela
n’arrive pas, et notre proposition en résulte.

6. Application aux opérations du type elliptique. Soit & une
opération du type elliptique, conforme aux hypothéses du para-
graphe 1, et douée d’une solution fondamentale principale G (X, =).
Soit d’autre part g (X) une fonction, continue hors des variétés closes
A, et IM,, admettant une limitation O (ri~! 47472) (0 <<h<<1) dans
un domame borné qui contient 7, 4 aﬂz, et tendant vers zéro
quand X s'éloigne indéfiniment. Soit enfin f(X) une fonction qui,
dans un domaine borné contenant 3, d7%,, remplit les conditions
du chapitre II, § 1, et qui, dans le reste de l'espace, est continue
et inférieure en valeur absolue & une certaine puissance de L (0,X).
Il est évident qu'on peut reprendre les raisonnements du para-
graphe 3 pour l'équation

(m
19 @ —Ay(X) [ G(X, 4)0(4)aV.=1(X)
espace
quoique y soit non borné au voisinage de deux variétés closes,
qui n’ont pas le méme nombre de dimensions. Ainsi les théorémes
de Fredholm sont valables.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIV. 8
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Considérons maintenant 1’équation
(15) Fu+ Ayu=f,

et proposons-nous d’en trouver les solutions réguliéres dans tout

Pespace, et telles que, quand X s'éloigne indéfiniment, lim ;Z?IZ%

ne soit pas - oo. Si nous posons

il résulte des raisonnements rappelés au paragraphe 1 qu'on a
(m)
amn w(X) =— [G(X, 4)¢(4)av.,

espace

ce qui entraine I’équation (14). Réciproquement, si ¢ est une so-
lution de l'équation (14), soumise aux conditions déja vues, la
fonction % définie par (17) est une solution de notre probléme.
En particulier, si f=0, la fonction % est identiquement nulle,
a moins que 4 ne soit un pole du noyau résolvant; ces poles se
nommeront ici les valeurs propres, relatives a notre équation (15),
pour l'espace entier. Lies choses se passent comme pour les pro-
blémes de M* Picard (II, § 16); par analogie, G peut étre nommé
fonction de Green pour Vespace entier.
Si opération & est identique & son adjointe, c’est-a-dire si I'on a
) ou
,ﬁé”m—ﬂ(aa.ga—wa)'*‘cu’

la fonction G est symétrique. Si en outre y est de signe constant,
il y a au moins une valeur propre; il y en a méme une infinité,
car G(X,Z) n'est pas une somme de produits de fonctions de X
par des fonctions de =, et ces valeurs sont toutes réelles.

Un cas particulier est & mentionner spécialement. Plagons-nous
dans l'espace euclidien (w, y,2) & trois dimensions. Soit 4 le la-
placien, et soit r la distance entre le point variable et l'origine.
Considérons I’équation

o=,

U
Au—u —|— A==
r
Nos raisonnements s’appliquent, et nous en concluons l'existence

d’une infinité de valeurs propres, toutes réelles. Ces valeurs sont
toutes positives, car w sannule & linfini, et, si 4 est négatif,
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u ne peut atteindre ni maximum positif ni minimum négatif
(I, § 13). Or si nous posons

§=Adw, n=2Ay, (=122 eo=ir,
notre équation devient
Pu  Nu , Py, u
poctton (80 dik . KIS0kl N SRR
e T EPE tom +p 2
Ainsi il existe une infinité de valeurs positives de u pour lesquelles
I'équation

Au+:~‘—uu=0

admet des solutions non identiquement nulles, nulles & l'infini;
ces valeurs ont u=0 comme unique valeur d’accumulation. Il
g'agit la d'une célébre équation de M" Schrédinger. Il était
peut-étre intéressant de parvenir & ce résultat sans calculer les
fonctions propres.

Bonny-sur-Loire, le 30 octobre 1935.

Addendum

Dans ce travail, les problémes du type de Dirichlet ne sont
pas traités dans les hypothéses générales du Chapitre II, § 1.
Une méthode qui permet non seulement de combler cette lacune,
mais encore d’aborder certains cas nouveaux, est indiquée dans
une Note: Existence de certaines dérivées des fonctions de Green;
conséquences pour les problémes du type de Dirichlet (Comptes-
rendus, 202, 1936, p. 380 & 382). D’'autres résultats sont sommai-
rement annoncés dans la Note: Problémes des types de Dirichlet
et de Newmann dans certains cas o les donnédes sont discon-
tinues (Comptes-rendus, 201, 1935, p. 925 a 928).

8#
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