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X.

LECONS SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFEREN-
TIELLES AUX DERIVEES PARTIELLES

Professées a Stockholm (Février, Mars 1906) sur l'invitation de S. M. le
Roi de Suéde. Nouveau tirage. Paris, Hermann, 1912 .

Préface a la nouvelle impression.

Les exemplaires, qu’on avait tirés en 1906 a Upsal, de mes lecons de
Stockholm, étaient épuisés depuis quelgues années. C'est pourquoi j'ai été
heureux de pouvoir autoriser MM. HERMANN et fils & en exécuter un nouveau
tirage par procédé anastatique. J'aurais bien désiré d'en faire une nouvelle
édition avec des additions, mais en ce moment, étant trés absorbé par d’autres
travaux, je n'aurais pas le temps de m'en occuper. J'ai ajouté, aux corrections
qui sont placées a la fin du volume, quelques notes bibliographiques, qui
pourront compenser, dans une certaine mesure, les additions que je n’ai pas
fait dans le texte. J'espere qu’on voudra bien me pardonner si dans les cita-
tions il y a des omissions involontaires.

Beaucoup des sujets qui sont traités dans cet ouvrage ont fait des pro-
grés depuis I'époque ou ces lecons ont paru. En particulier, la théorie des
fonctions qui dépendent d’autres fonctions a progressé grace a mes propres
travaux et a ceux de MM. Hadamard, Fréchet, Paul Lévy, et dautres
auteurs. Pour l'exposition de ces recherches, il aurait fallu de trés longs dé-
veloppements.

Dans l'introduction se trouve cette remarque: «L’étude des équations
du type parabolique n'est pas si avancée que celle des équations des autres
types » C'était vrai en 1906, ce n'est plus exact aujourd’hui. Il y a mainte-
nant beaucoup de travaux modernes sur les équations du type parabolique
d'un grand intérét, soit au point de vue de Il'analyse pure, soit a celui des
applications a la théorie de la chaleur et de la viscosité. Je suis heureux
que les legons 10 et 11 consacrées a ce sujet, aient donné une impulsion aux
recherches des géomeétres dans cette direction.

Ariccia, Aodt 1912

(*) Si e ritenuto opportuno pubblicare di queste Lezioni la seconda edizione, che
differisce dalla prima (Upsal, Almqvist & Sviksell, 1906) per I'aggiunta della Prefazione,
per qualche complemento alle bibliografie e per talune correzioni, di cui, naturalmente, si
¢ tenuto conto. [N. d. R.].
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lere lecon.
Introduction.

1. Le cours que je ferai se rapportera a quelques points de la théorie des
équations différentielles de la physique mathématique. On sait que la physi-
que mathématique traverse une période de crise. On abandonne certaines
idées pour en suivre de nouvelles. Tous ceux, par exemple, qui ont lu les élo-
quentes pages que M. POINCARE a consacré a cette question et ceux qui ont
pris connaissance de I'état actuel de la science dans le bel ouvrage deM. Picard,
sont renseignés d'une maniére fort claire la-dessus. Mais, méme si certains
concepts que nous avons maintenant sur la nature des phénomeénes naturels
et quelques principes fondamentaux devaient étre ébranlés par de nouveaux
faits et de nouvelles découvertes, une partie de la physique mathématique a
bien des chances de se sauver du naufrage. Elle représente en effet, peut-étre
d’'une maniére grossiére, mais certainement d’'une maniére tres-simple, une
grande partie des faits naturels connus, les relie ensemble et a une utilité pra-
tigue hors de toute discussion.

L’histoire des sciences nous offre I'exemple de théories analytiques de
certains phénomenes qui ont été créées sous I'influence de certains principes
et qui ont résisté a la chute de ces principes. Pour n’en citer qu'un seul, parmi
la foule de ceux qui se présentent, il suffit de rappeler la théorie des instru-
ments optiques qui se conserve dans ses lignes générales, tandis que les prin-
cipes de I'optique ont subi tant d’évolutions.

2. Les théories de la propagation de la chaleur, de I’hydrodynamique, de
I'élasticité, des forces newtoniennes et de I'électromagnétisme peuvent étre
aujourd’hui traitées sous un point de vue commun, de sorte qu’elles peuvent
constituer un seul chapitre d’analyse. On peut systématiser les méthodes qu’on
emploie et classifier tous les faits qui s’y rapportent par la classification des
équations différentielles dont ils dépendent. Cela conduit a envisager trois
types d’équations différentielles qu’'on a I'habitude d’appeler elliptique, hyper-
boliqgue et parabolique et des types mixtes.

Lorsqu’on étudie les choses sous cet aspect une seule formule est capable
de nous révéler sous une forme unique des propriétés qui se rapportent a des
phénoménes en apparence divers entre eux. Quelquefois I'analogie est une
simple analogie analytique, quelquefois elle va bien au dela.

Supposons maintenant pour un instant que la base des faits physiques sur
laquelle pose I'édifice analytique vienne manquer, ou qu’'on la néglige. Cet
édifice est tellement solide et utile par lui-méme qu’il continuerait a subsister
comme un des plus beaux chapitres de I'analyse.

3. Le point de départ de toutes les considérations dont nous venons de
parler est d'envisager un ensemble continu ou un domaine a une, deux ou
trois dimensions. A chaque point du domaine correspond une quantité sca-
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laire ou un vecteur ou plusieurs quantités scalaires et plusieurs vecteurs liés
par les équations différentielles. Ces quantités sont quelquefois constantes par
rapport au temps et quelquefois variables. Dans ce cas on a en général un
grand avantage en considérant les temps comme une nouvelle coordonnée.

Tout le monde sait que les idées des physiciens ont toujours oscillé entre
le concept d’'un milieu continu, siege de tous les phénomenes par lequel on
tache de supprimer toute action a distance, et le concept fondé sur I’hypothese
des molécules séparées et des actions a distance.

Il ne faut pas croire que nos considérations soient liées forcément au pre-
mier concept. Elles correspondent aussi a I'autre. Il suffit pour cela de rappeler
que CAUCHY, Poisson, Fourier, Laplace, qui suivaient les idées qu'on ap-
pelle maintenant de la mécanique physique, c'est a dire au fond le second
sistétme, ont été les premiers a découvrir les équations différentielles qui for-
ment la base des théories analytiques. Il leur a fallu, pour y parvenir, faire un
passage a la limite qui les a amené du discontinu au continu. Mais une fois
cette limite franchie, les deux conceptions au point de vue analytique se
melent dans la plupart des cas.

4. Je n'aurai pas le temps de traiter d’'une maniére compléte le chapitre
d’'analyse dont je viens de parler. Je toucherai seulement a quelques points,
qui me semblent avoir un certain intérét et que je crois nouveaux. Le rdle
que certaines solutions polydromes jouent dans les différents cas, voila un
point que je tacherai d'examiner avec quelque détail. Nous envisagerons ces
solutions dans les différents types d’équations et pour nous familiariser avec
eiies nous étudierons d’abord les solutions polydromes dans le cas de I'équi-
libre élastique. Elles nous conduisent a des résultats pratiques et frappants
gu'on peut montrer par des modeles matériels qui nous dévoilent leur vrai
caractére et leur importance. Le cas d’équilibre des corps élastiques a connexion
multiple, non assujettis a des forces externes, est en dépendance étroite avec
les solutions polydromes, et nous offre de nouveaux problemes de la théorie
de I'élasticité.

5. La théorie des fonctions est liée aux problémes de physique mathéma-
tiqgue qui dépendent de I'’équation de LAPLACE a deux variables. Si I'on envi-
sage, par exemple, un voile liquide incompressible infiniment mince qui est en
mouvement, tout théoréme de la théorie des fonctions peut étre interprété
comme un théoréeme relatif au mouvement. Réciproquement toute propriété du
mouvement peut étre interprétée comme un théoréme de la théorie des
fonctions. On obtient cette relation par les fonctions conjuguées qu’il faut
regarder comme la partie réelle et le coefficient de I'imaginaire dans la théorie
des fonctions et en hydrodynamique comme le potentiel de vitesse et la fonc-
tion qui définit les lignes des courants.

Mais cela est borné au cas de deux dimensions. Comment généraliser la
chose au cas d'un nombre quelconque de dimensions? Je montrerai que la
théorie des fonctions conjuguées peut s'étendre au cas général par l'introduc-
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tion d’'un nouveau concept analytique sur lequel je reviendrai tout a I’heure.
Cela nous aménera a exposer certaines vues nouvelles sur la théorie générérale
des fonctions.

6. Par rapport aux équations du type hyperbolique j'exposerai d'abord,
sans entrer dans les détails, quelques résultats que j'ai trouvés et publiés
il y a quelques temps et qui plus récemment ont été étendus et complétés par
d’autres géometres.

Ensuite je tacherai de montrer le réle bien singulier que joue le principe
des images. La mémorable méthode de Lord Kelvin peut étre employée
quelquefois méme dans ce cas et amene a des résultats plus simples que dans
celui des équations du type elliptique. L’influence de la réalité des caractéri-
stiques se révele par la d'une maniéere frappante.

Il y a un mémoire tres-profond de Weierstrass sur l'intégration des
équations différentielles linéaires aux dérivées partielles ou il expose une mé-
thode par laquelle il intégre quelques équations du type hyperbolique. Mme
KOWALEWSKI a appliqué dans un travail sur I'optique la méthode de WEIER-
STRASS, mais, sans s'en douter, elle avait a faire avec des fonctions polydromes,
c'est pourquoi la méthode ne I'a pas amenée au résultat qu’elle cherchait.
Jentrerai dans la discussion de cette question et du rdle de la solution poly-
drome. Je n’ai connu aucun géometre, aprés Mme KOWALEWSKI, qui ait employé
la méthode de WEIERSTRASS et elle parait comme une méthode a part qui n'est
pas reliée aux autres. Je serai heureux de montrer qu’elle se rattache d’une
maniére trés-simple a la méthode de KIRCHHOFF. Or, puisque les méthodes de
KIRCHHOFF, de Green et de RIEMANN ont des rapports étroits entre elles,
toutes ces différentes méthodes restent reliées ensemble.

7. Les derniéres lecons seront consacrées aux équations différentielles du
type parabolique. Leur étude n’est pas si avancée que celle des équations des
autres types. Au premier abord il ne semble pas que la méthode des caracté-
ristiques, qui a donné les résultats les plus généraux dans le cas hyperbolique,
puisse conduire a embrasser tous les résultats connus lorsqu'on I'applique aux
équations du type parabolique. Nous montrerons ou est la difficulté. On a
toujours congu la méthode de RIEMANN comme bornée au domaine des varia-
bles réelles. Au contraire pour approfondir avec succes la question des équa-
tions du type parabolique, il faut commencer par étendre la méthode aux varia-
bles complexes et ensuite I'employer ainsi généralisée.

Comme application des formules qu’on a dans les cas des équations du
type parabolique j'exposerai la solution d’un probléme qui se rapporte aux
oscillations des fluides incompressibles. J'aurai ainsi I'occasion de dire quel-
gues mots par rapport a cette question générale qui d'un coté est liée aux
équations du type elliptique et d’'un autre c6té a bien des rapports avec les
problemes des ondes qu'on étudie par des équations du type hyperbolique.
Je donnerai a ce propos une formule analogue a celle ordinaire de Green qui
contient une fonction analogue a celle qu'on appelle fonction de GREEN.
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8.Voila le programme du cours. Cependant je n’ai pas encore parlé d'une

maniere explicite d’'une question dont j'aurai I'occasion de traiter avec quelque
détail. Nous avons vu que dans nos considérations nous prenons comme fon-
dement un continu a un certain nombre de dimensions, dans lequel on envisage
des quantités scalaires ou des vecteurs. SUpposons que Nous ayons une quantité
scalaire qui soit une fonction des points d’'un domaine a trois dimensions, et
pour fixer les idées supposons que ce soit la température des points d'une sur-
face. Aura-t-on examiné d'une maniere compléte la question en envisageant
cette quantité scalaire comme une fonction de trois variables, c'est a dire
des coordonnées des différents points de la surface et du temps? Il est facile
de se convaincre que, si nous pouvons changer arbitrairement la température
au contour du corps, la température dépendra aussi de toutes les valeurs de
la fonction qui exprime la température au contour. De méme le potentiel
d’'un corps déformable dépendra de la forme du corps. On est par la amené
d’une maniére fort naturelle, et I'on peut méme dire qu’on est forcé d’envisager
non seulement les fonctions qui dépendent d'un certain nombre de variables,
mais aussi celles qui dépendent de la forme de certaines lignes et de certaines
surfaces et de toutes les valeurs de certaines fonctions. Nous aurons I'occasion
de parler de ce concept et de développer quelques idées sur ces fonctions
et sur leur inversion, lorsque nous entrerons dans le sujet dont nous avons
touché au § 5.

2ieme lecon.

1. Envisageons dans un plan les axes coordonnés X,y et la fonction
8 = arc tg (y x).

B est I'angle que le rayon vecteur fait avec I'axe x. Partons d’'un point
Mo situé sur l'axe x, et, aprés avoir parcouru un cycle MONM! autour de
l'origine, revenons au point de départ ML

En prenant les valeurs de 0 qui se sui-
vent avec continuité, la valeur 6! qu'on trouve
en M! apres avoir parcouru le cycle est égale a
la valeur initiale augmentée de 2 m. Voila un
exemple trés-simple d'une fonction polydrome.

Les dérivées partielles

== ® rusi que les dérivées successives

sont finies continues et monodromes excepté a

I'origine. C’est pourquoi dans un domaine S

qui ne comprend pas l'origine les dérivées 008 dx, 06 dy seront régulieres ainsi
que leurs dérivées successives.

2. Rappelions un théoréme de calcul intégral qu’on appelle théoréme
de Gauss.
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Soit S un domaine a trois dimensions, X , Y , Z troisfonctions monodromes
finies et continues qui ont des dérivées monodromes finies et continues. On a

o étant le contour du domaine S, n la normale
a o dirigée vers I'extérieur du domaine S.
Rappelons aussi le théoreme de Stokes
0 étant une surface ayant pour contour s et
X, Y, Z étant des fonctions monodromes finies
et continues dont les dérivées sont aussi monodromes finies et continues, on a

BN

n étant la normale a o. On peut faire I'intégration sur le contour s dans une
direction telle que I'intégrale du second membre soit précédée du signe +

3. Un domaine a trois dimensions est acycligue ou a connexion simple
si toute ligne fermée que I'on peut tirer a I'intérieur peut se réduire infiniment
petite par une déformation continue sans sortir du domaine.

Si cette condition n’est pas vérifiée, le domaine est cyclique ou a con-
nexion multiple. Supposons que par une coupure transversale un espace cycli-
gue devienne acyclique, on dit alors que cette connexion est double. Si I'espace
cyclique devient acyclique lorsqu’on fait deux coupures, on dit que la conne-
xion est triple, et ainsi de suite. Dans tout domaine acyclique une ligne
fermée peut étre regardée comme le contour d’une surface située a I'inté-
rieur du domaine.

4. Dans la théorie de I'élasticité on peut envisager un milieu continu et
I'on peut supposer qu’il existe un état naturel ou il n'y a aucune tension
interne. Déplacons infiniment peu les points du milieu, et soient, u,v,w les
composantes des déplacements, alors la déformation du milieu est définie par
les quantités que les Anglais appellent strains

Il peut y avoir déplacement sans déformation lorsque ces quantités sont nulles.
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Le potentiel des forces élastiques relatif a chaque élément dS du milieu
déformé s’exprime par

ou F est un polyndme homogéne de 2d degré par rapporta yll ,y22, y33,y23
y3l, yl2 qui est toujours négatif et s’annulle seulement lorsque toutes les
quantités yrs sont nulles.

La tension dans chaque point est caractérisée par les quantités

que les Anglais appellent streis.
La tension unitaire qui s’exerce sur chaque élément d'aire do du milieu
a pour composantes

n étant la normale de I'élément do.

Si X,Y,Z sont les composantes des forces extérieures unitaires qui
s’exercent sur chaque élément dS du corps élastique, et Tx, Ty, Tz les com-
posantes de la tension unitaire qui s'exerce sur chaque élément du contour,
les équations de I'équilibre élastique sont

ou n est la normale au contour dirigée vers l'intérieur du corps.
Lorsque le corps est isotrope et homogéne on. a

en ayant posé

c’est pourquoi

L et K sont des quantités constantes et négatives, 6 est la dilatation cubique.
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Les équations (1) deviennent alors

le symbole A? représentant I'opération

5. Ayant rappelé ces notions fondamentales nous voulons montrer que
la théorie de I'élasticité pour les corps ayant une forme cyclique se présente
d’'une maniere différente que pour les corps acycliques, et cela tient au r6le
que les solutions polydromes jouent dans la question.

On énonce en général le théoréme qu’un corps élastique qui n'est pas sou-
mis a des actions externes est en équilibre, et on tire de la que les forces

externes étant données la déformation du corps est
connue. Or ces propositions ne sont exactes que si
le corps a une connexion simple.

Pour montrer qu’il y a des cas ou elles ne se
vérifient pas, envisageons un anneau. Retranchons
une tranche radiale AA', BB' tres mince, et soudons
les deux bouts AA' et BB'. Le corps apres la sou-
dure sera soumis a des tensions internes et cepen-
dant il ne supportera aucune action extérieure.

On pourrait soupgonner que quelque discontinuité ou quelque singula-
rité s'est produite dans la déformation a I'endroit ou I'on a fait la soudure;
mais on peut démontrer qu’il n’y a aucune singularité de cette sorte, de
maniére que si I'on voulait trouver I'endroit ou l'on a fait la soudure par
quelque particularité de la déformation il serait impossible de la retrouver.

On peut se demander a quoi tient la contradiction entre les propositions
précédentes et le résultat que nous venons d’examiner.

Le nceud de la question est dans I'application du théoréme de GAUSS.
En effet pour démontrer les propositions que nous avons énoncées tout a
I’lheure on suppose que dans les équations (1) et 2) X =Y =Z=Tx =
= Ty = Tz = 0, on multiplie les deux membres des équations (1) respective-
ment par u,v,wv, qu’'on somme, qu'on integre et transforme par le théo-
réeme de GAUSS. On tire de la que

S étant I'espace occupé par le corps élastique; d'ou lI'on déduit
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c'est a dire que si les forces extérieures sont nulles il N’y a pas de déforma-
tion. Or nous avons remarqué que pour appliquer le théoréeme de GAUSS il
faut que toutes les fonctions qu’'on emploient soient monodromes. Montrons
que dans le cas de I'anneau les composantes des déplacements u, v ,w sont
polydromes.

En effet examinons les déplacements aprés la soudure. Les points de
AA' ne se seront pas déplacés tandis que les points de BB' se seront dépla-
cés de la largeur de la fissure qu’'on a faite. C'est pourquoi si nous partons
d'un point Mo de AA', parcourons un cycle a l'intérieur de I'anneau et pre-
nons les valeurs des déplacements qui se suivent avec continuité, nous reve-
nons au point de départ de l'autre coté M! de la coupure avec des valeurs
des déplacements différents des valeurs qu’on avait au point de départ. C'est
un cas de polydromie analogue a celui que nous avons envisagé dans le pre-
mier paragraphe.

On tire de la deux conséguences:

La premiere est que pour rendre exactes les deux propositions qu’on a
énonceées il faut ajouter la condition que les déplacements soient monodromes.

La seconde conséquence est qu’il faut reposer la question:

Quand est-ce que les déplacements peuvent étre polydromes?

6. Dans les considérations que nous venons de faire nous nous sommes
laissés conduire par l'intuition; mais il serait dangereux de continuer de la
sorte. En effet par intuition on serait amené a penser que le méme résultat
qu’on a obtenu dans le cas de I'anneau on pourrait I'obtenir dans le cas d'un
corps acyclique quelconque en y retranchant une tranche trés-mince et
en soudant les faces de la coupure. Or dans ce cas, par cette opération, la
déformation du corps ne serait pas réguliére, c’est pourquoi tout se présente-
rait d’'une maniere différente, que dans le cas de I'anneau.

Nous allons démontrer que si I'on suppose que la déformation est régu-
liere, c'est a dire que si yll, y22 y3,y23 yil , y12 sont des fonctions finies mo-
nodromes et continues et que leurs dérivées sont aussi finies continues et mo-
nodromes, la polydromie des deplacements ne peut se présenter que si le corps
a une forme cyclique.

Il suffit de trouver des formules par lesquelles on puisse calculer u, v, w
en connaissant les quantités yrs.
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Soit s une ligne, et désignons par Ao et Al ses points extremes. Soient
yP) et y) les valeurs de yrs aux points Ao et Al, xoyozo les coordonnées de
Ao, X1yl z!l les coordonnées de Al. Les valeurs de u,v,w au point Al seront
données par les formules

ou uo ,vo,wo sont les valeurs de u, v, w au point Ao et po, qo, ro sont égales
aux valeurs des différences

au point Ao.
On le vérifie aisément en faisant les dérivées de ul, vl , w!l par rapport
axti,yl,zl.

Il faut maintenant chercher les conditions pour la monodromie.

Supposons que la ligne se réduise a un cycle fermé. Si le corps élasti-
que occupe une région acyclique, on pourra regarder s comme le contour
d'une surface ¢ situé a I'intérieur du corps; c’est pourquoi les intégrales qui
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paraissent dans les formules précédentes pourront se transformer par le théo-
reme de Stokes et elles sécriront

ol n esr la normale a ¢ et

Mais par un théoréme de De SAINT VENANT on a

c’est pourquoi les intégrales des formules (1) (I") (I') s’annulleront, et on aura

ce qui prouve que si la forme du corps est acyclique et la déformation régu-
liere, les déplacements sont monodromes. Mais si le corps est cyclique, le
cycle fermé s n'est pas en général le contour d'une surface o appartenant a la
région occupée par le corps, et par suite on ne peut pas en général appliquer
le théoréeme de STOKES et enfin les déplacements peuvent étre polydromes.

7. On peut résumer les résultats qu'on vient d'obtenir en énongant les
propositions suivantes.

Un corps élastique ayant une forme acycliqgue et une déformation régu-
liere peut étre amené a I'état naturel par des déplacementsfinis continus et
monodromes.

Si le corps élastique a uneforme cyclique, cela n'est pas toujours possible, et
pour I'amener a I'état naturel il sera nécessaire quelquefois de faire des coupures
et de retrancher des parties du corps.

Un corps élastique fini ayant uneforme acyclique et n'étant pas sujet a des
forces extérieures est a I'état naturel si la déformation ne peut cesser d'étre régu-
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liere, mais, si le corps est cyclique, le corps peut étre a I'état de tension, méme
si n'existent pas des actions extérieures.

Les forces extérieures étant connues, la déformation réguliére d'un corps
acyclique est connue, mais celle d'un corps cyclique n'est pas connue. Elle est
connue seulement dans le cas ou I'on sait d'avance que le corps élastique peut
étre amené a I'état naturel par des déplacements monodromes.

3eéme lecon.

1. Lorsque le corps est cyclique, on peut le réduire acyclique en faisant des
coupures. Les formules (1) (I") (I'") donnent aisément la loi des discontinuités
des déplacements le long des coupures. Les valeurs des déplacements d’'un coté
d’une coupure étant ua, va, wa et celles de I'autre coté étant up, vf, wp on a

I,m,n,p,q,r, étant des quantités constantes pour chaque coupure.

A chaque coupure correspondent donc 6 valeurs constantes qu’on peut
appeler les constantes de la coupure, et I'on a le théoréme:

Un corps élastique cyclique étant déformé régulierement, la déformation est
déterminée par les forces extérieures et les constantes de chaque coupure.

On voit par la que les problemes de I'élasticité pour les corps cycliques
se présentent d'une maniére fort différente que pour les corps acycliques.

2.Les formules (3) montrent trés-facilement la signification mécanique
des constantes de chaque coupure. En effet supposons que nous fassions
effectivement les coupures dans le corps cyclique déformé de maniére qu’il
puisse reprendre I'état naturel, et s’il est nécessaire retranchons les parties
surabondantes du corps.

Alors les formules (3) nous montrent que les molécules situées des deux
cotés de chaque coupure, et qui adhéraient auparavant, ont été séparées par un
déplacement relatif qui résulte d'une translation et d'une rotation. Cette transla-
tion et cette rotation son égales pour tous les couples de molécules qui adhéraient
le long de la coupure.

Si I'on prend pour centre de réduction I'origine, les constantes de la coupure
sont les composantes de la translation et de la rotation par rapport aux axes
coordonnés.

Réciproquement pour déformer le corps cycliqgue on pourra faire les cou-
pures qui le rendent acyclique. Ensuite, I'on pourra déplacer les deux faces
de chaque coupure de maniére que le déplacement relatif de tous les couples
de molécules qui se trouvent vis a vis soit résultant de la méme rotation et
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de la méme translation. Enfin on pourra souder entre elles les faces en ren-
tranchant ou en ajoutant la matiere qui sera nécessaire.

Nous appelons cette opération une distorsion du corps et les 6 constantes
de chaque coupure les caractéristiques de chaque distorsion.

Les formules (1) (I (I'") conduisent aussi immédiatement a un autre
résultat.

Prenons deux coupures qui peuvent se réduire I'une a l'autre par une
transformation continue, alors les caractéristiques des deux coupures sont
égales entre elles.

On voit par la que les caractéristiques d'une distorsion ne dépendent pas
des coupures que l'on a faites, mais de la déformation du corps et de sa
nature géométrique. Le nombre des distorsions indépendantes d'un corps est
égal a l'ordre de la connexion diminué d'une unité.

3. Une question qui se pose naturellement est la suivante: Peut-on
choisir toutes les caractéristiques d'une maniére arbitraire?

On démontre en général que les caractéristiques des distorsions étant
données d'une maniére arbitraire, le probleme de la déformation du corps peut
étre ramené & un probleme ordinaire de I’équilibre ou le corps n'est assujetti
a aucune distorsion mais seulement a des forces données.

Nous laisserons de coté ce théoréme général, et nous envisagerons un cas
particulier. Soit o une aire finie du plan xz qui ne rencontre pas l'axe z.
Faisons tourner le plan autour de cet axe et en méme temps déformons et
déplacons l'aire ¢ dans le plan de maniere qu’elle ne rencontre jamais I'axe z
et qu’elle revienne a la forme et a la position initiale aprés avoir fait un tour.

L’aire ¢ décrit un volume a connexion double qu’on peut supposer rempli
d’'une substance élastique isotrope; I, min,p,q,r étant des constantes, posons

On vérifie aisément que ces fonctions satisfont les équations (1") et en méme
temps, a cause de la polydromie de la fonction arco tgy x (voir 2iéme Legon,
§ 1), quelles sont polydromes et correspondent & la distorsion la plus générale
du corps; I, m, n,p,q, r sont les caractéristiques de la distorsion. Il est
facile de calculer les tensions qui agissent sur la surface libre du corps.

4, Le probleme fondamental de la théorie des distorsions des corps
élastiques ayant une forme cyclique est de déterminer la déformation du
corps lorsque les caractéristiques des distorsions sont données.

Nous allons calculer I'énergie d'un corps élastique qui n’est assujetti a
aucune action externe et dont les distorsions sont connues.
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L’énergie est donnée par

ou S est le volume du corps.

On peut maintenant transformer cette intégrale en employant le théo-
reme de Gauss, mais il faut prendre garde que u, v, w sont des fonctions
polydromes. C’est pourquoi I'application directe du théoréme ne peut pas
se faire comme nous avons déja vu dans la legon précédente.

5. Pour pouvoir appliquer le théoréeme de GAUSS il faut commencer
par sectionner le volume S de sorte qu’il devienne acyclique, et il faut en-
suite regarder les deux faces de chaque coupure comme faisant partie du coun-
tour du corps.

On trouve alors, en désignant par cl,02,---,0n les coupures, que la
transformation de I'intégrale conduit a la formule suivante

ou , , sont les valeurs des composantes des dépla-
cements des deux cdtés de la coupure ai; Ii,mi , ni, pi, qi, ri sont les carac-
téristiques de la distorsion relatives a la coupure i ;et Xi, Yi, Zi sont les
composantes de la tension unitaire qui s'exerce sur chaque élément d’aire
de la méme coupure.

Posons

on aura

Si I'on compose les tensions qui sont appliquées sur la coupure g,, en
prenant pour centre de réduction l'origine, on trouve que Li, Mi, Ni sont
les composantes de la force résultante et Pi, Qi, Ri les composantes de la
couple résultante.
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On peut écrire la formule précédente d'une manieére plus simple en appe-
lant si,s?, -, s6n les quantités li, mi, ni, pi, qi ,ri et El, E2,*+* E6n les
quantités correspondantes Li, Mi, Ni, Pi, Qi , Ri; elle devient en effet

Supposons que les quantités  &s?,-- -, sén soient nulles excepté sh = 1.
Appelons Eih les valeurs correspondantes des coefficients Ei. Lorsque
s1,s2, -+,$6n sont quelconques on aura

c’est pourquoi

6. Nous allons démontrer maintenant une propriété fondamentale des
coefficientes Eih, et nous nous permettons a ce propos de faire quelques
remarques générales.

GREEN a démontré par I'application du théoréme de GAUSS un théoréme
fondamental dans la théorie du potentiel. Mais le théoréeme de GREEN n’est
pas borné au cas du potentiel, il peut s’étendre a un nombre considérable
de cas. J'ai démontré qu’il peut s’étendre a tous les problemes qui dépendent
du calcul des variations.

Méme le probléme de I'élasticité, comme tout probléme de mécanique,
se rattache a une question de calcul de variation, c’est pourquoi on a le
théoréme analogue a celui de Green pour I'élasticité. Il a été donné pour la
premiére fois par BETTI qui en a fait des applications remarquables pour I'in-
tégration des probléemes de I'équilibre élastique. Cerruti, BOUSSINESQ, So-
MIGLIANA ont continué par le chemin qui avait été tracé par Bette

Or si les déplacements sont polydromes, puisque le théoréeme de GAUSS
ne peut plus s’appliquer, le théoréme de Betti n'est plus applicable. Nous
allons voir cependant qu’on peut reprendre, méme dans ce cas, l'idée fon-
damentale de Green, et I'on est amené par la a une loi de réciprocité fort
intéressante.

Supposons que nous appliquons successivement au corps élastique deux
distorsions caractérisées par les valeurs s1,s2, ..., s6n et si ,s? , sBn des
caractéristiques. Soient yIs et yi les valeurs des yrs correspondant aux deux
déformations, F et F" les valeurs du potentiel élastique.

On aura, par un théoreme bien connu d'algébre,

et si nous transformons ces intégrales, aprés avoir réduit acyclique le volume
S par les coupures, en regardant toujours les faces des coupures comme fai-
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sant partie du contour du volume S, on trouve

Ei et E'i étant les valeurs des quantités Ei correspondant aux deux distor-
sions. On tire de la

et puisque les quantités s'i et s'i sont arbitraires, on doit avoir

Cette propriété réciproque des coefficients Eih peut s’interpréter de plu-
sieurs manieres et conduit a des théoréemes mécaniques qu’on énonce facile-
ment.

On peut appeler I'ensemble de la force ayant pour composantes Li, Mi , Ni
et de la couple ayant pour composantes Pi, Qi, Ri I'effort total appliqué
a la coupure oi et I'on peut appeler toutes les quantités E!, E?, ..., E6n les
caractéristiques des efforts.

On a alors que si deux systemes de distorsions engendrent deux systéemes
d'efforts, la somme des produits des caractéristiques des efforts du premier sy-
steme multipliées par les caractéristiques des distorsions du second systéme est
égale a la somme des produits des caractéristiques des efforts du second systeme
multipliées par les caractéristiques des distorsions du premier systéme.

Lorsque les quantités sl , s2 ,- - -, sén sont nulles excepté sh = 1 la distor-
sion peut s’appeler une distorsion élémentaire d'ordre h. Eih est I'effort d’ordre i
engendré par la distorsion élémentaire d’ordre h. Ehh est I'effort conjugué de la
distorsion élémentaire. Le théoréme précédent peut donc s’énoncer en disant
que I'effort d'ordre i engendré par la distorsion élémentaire d'ordre h est égal a
I'effort d'ordre h engendré par la distorsion élémentaire d'ordre i.

4igme lecon.

1.Nous avons démontré dans la lecon précédente que la méme distor-
sion exécutée sur deux coupures qui peuvent se réduire I'une a l'autre par une
déformation continue engendre la méme déformation du corps.

Les deux coupures peuvent s’appeler a cause de cela des coupures équiva-
lentes. Le théoreme qu’on vient de rappeler peut étre complété en démon-
trant que les efforts dans les coupures équivalentes sont égaux. Prenons en
effet la partie du corps entre deux coupures équivalentes. Les tensions
qui sollicitent les élémentes des coupures doivent se faire équilibre. On tire
de la tout de suite I'égalité des deux efforts.
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Donc les efforts dépendent, comme les distorsions, de la nature géomé-
trique du corps et de la déformation.

Le probleme que l'on peut se proposer est d'étudier les propriétés des
efforts et de les déterminer, les distorsions étant données.

Nous allons voir que l'on peut obtenir des théorémes généraux sans
intégrer directement les équations de I'élasticité.

2. Supposons que nous ayons un solide de révolution qui ait une con-
nexion double; il peut étre engendré par la révolution d’'une aire plane sim-
plement connexe autour d'un axe du plan qui ne la rencontre pas, ou il peut
étre engendré par la rotation d'une aire doublement connexe limitée par
I'axe. Supposons que le solide soit rempli d'une substance électrique dont la
constitution soit symétrique par rapport a l'axe.

L’énergie du systeme est donnée par

Cette expression peut se comparer a la force vive d'un liquide indéfini sans
tourbillons a l'intérieur duquel se trouve un corps solide symétrique, et I'on
peut répéter dans ce cas des raisonnements tout a fait semblables a ceux que
I'on fait dans cette question d’hydrodynamique. On trouve par la, en vertu de
la symétrie, qu'on peut toujours choisir l'origine en un point de I'axe de sy-
métrie de maniére que I'expression de E devienne

L'origine s’appelle le point central de I'axe de symétrie.

Les quantités Eih sont nulles lorsque i et h ne sont pas égaux; c’est pour-
guoi on a le théoréme:

Dans un corps symétriqgue qui a une connexion double chaque distorsion
élémentaire engendre un seul effort qui est I'effort conjugué, le centre de réduc-
tion étant dans le point central de I'axe de symétrie.

Donc si la distorsion est due & une translation relative des molécules
des deux faces de la coupure, l'effort total engendré est une force qui passe
par le point central, et si la distorsion est une rotation, I'effort total est une
couple.

Revenons a I'exemple primitif des distorsions. Prenons un anneau symé-
trique, retranchons une mince tranche radiale, et soudons les deux bouts. On
serait facilement amené a croire que les faces de la soudure sont sollicitées
par une traction, mais si nous réfléchissons que le déplacement relatif des
molécules situées d'un cété de la coupure par rapport a celles situées de I'au-

tre c6té est dU a une rotation autour de I'axe de symétrie, on tire du théo-
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reme précédent que l'effort est une couple ayant pour axe I'axe de symétrie.
Mais si la résultante des tensions qui s’exercent sur les faces de la soudure
est une couple, il faut qu'une partie de la soudure soit comprimée et qu’une
partie soit tendue, et méme que la somme des efforts de traction égalise la
somme des efforts de compressione.

On arrive par la a un résultat qui est inattendu.

Supposons maintenant que la méme tranche retranchée ait une largeur
uniforme. La distorsion consiste alors dans une translation, et I'effort est
une force normale a I'axe de symétrie et qui le rencontre au point central.
Méme dans ce cas une partie de la soudure est comprimée et une partie sup-
porte une traction, mais si nous envisageons I'énergie du systeme, on a aisé-
ment que dans le cas de la fissure radiale la partie comprimée est la partie
interne de la soudure et la partie externe supporte la traction, tandis qu’on
a le contraire si la fissure est de largeur uniforme.

Appliquons maintenant le théoréme des coupures équivalentes. On en
tire que si la fissure est radiale toute section de l'anneau supporte, d'une
maniere symeétrique, la compression et la traction, mais dans le cas de la
fissure uniforme dans la région A' de l'anneau opposée a la soudure A les
choses sont renversées, et une section en A' supporte dans la partie interne
la compression et dans la partie externe la traction.

Voila que par la considération de I'énergie du systeme déformé on tire
un grand nombre de propriétés sans intégrer les équations de I'équilibre
élastique.

3. 1l est intéressant cependant d’approfondir le cas de I'anneau symé-
trique isotrope en étudiant en détail les déformations produites par les distor-
sions. Il faut pour cela intégrer effectivement les équations de I'équilibre et il
est nécessaire de partir des formules (4) que nous avons données dans la pré-
cédente legon.

Nous envisageons un cylindre creux symétrique isotrope, nous prenons
I'origine dans le centre de symétrie, et faisons coincider I'axe z avec I'axe de
symétrie. Les déplacements donnés par les formules (4) de la lecon précé-
dente correspondent a la distorsion la plus générale ayant pour caractéristi-
ques I,m,N,p,q,r; mais si nous calculons les tensions qui sollicitent le
corps, hous voyons que pour obtenir ce cas d’équilibre il faut supposer que
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les surfaces latérales et les bases du cylindre soient sollicitées par des tensions.
Or nous voulons envisager le cas ou le cylindre est déformé par la distorsion
et n'est pas assujétti a des actions externes. Il faut donc éliminer les ten-
sions superficielles.

Représentons par T I'ensemble de ces tensions. Supposons maintenant
que le cylindre primitif n'ayant pas de distorsions soit soumis a l'action des
tensions — T, c’est a dire des tensions égales et contraires aux tensions T.
Soient u',v' W' les déplacements qu'on trouve. En prenant les différences

on aura des déplacements qui correspondent a la distorsion du corps, mais
en méme temps les tensions au contour auront été éliminées. On voit par
la que I'élimination des tensions au contour est un probleme ordinaire
de I'équilibre élastique qu'on peut tacher de résoudre par les méthodes
ordinaires.

Dans les formules (4) nous avons 6 constantes arbitraires qui correspon-
dent aux six distorsions élémentaires. On peut simplifier beaucoup le pro-
bleme en envisageant séparément chaque distorsion élémentaire. On voit
par la symétrie que les distorsions d’'ordre | et 2 se ramenent I'une a l'autre
et de méme celles d'ordre 4 et 5 |l suffit donc d'envisager les distorsions
d’ordre

Commencons par celles d’'ordre 6 et 2. La distorsion d’'ordre 6 correspond
évidemment a la fissure radiale et celle d'ordre 2 a la fissure de largeur
uniforme.

Dans le cas de la distorsion d’'ordre 6 on élimine trés aisément, en vertu
de la symétrie, les tensions latérales, et I'on trouve qu’aprés la distorsion le
corps garde sa forme cylindrique réguliere et les
bases gardent leur distance initiale si on les com-
prime dans la région (interne) que nous avons lais-
sée en blanc et si on exerce une traction dans la
région (externe) que nous avons hachée. Appelons
T I'ensemble de ces tensions. Il n’y a plus de diffi-
culté alors a déterminer la forme du corps lorsqu’il
est complétement libre et qu’aucune force ne s’exerce
sur les bases. En effet il suffit d’envisager un cylindre
a | état naturel et de chercher la déformation lor-
squ'on le sollicite par les tensions —T. La forme
que le corps prendra sera celle que nous cherchons.

Prenons une tranche radiale du cylindre: la partie
en blanc supportera une traction, la partie hachée une compression; c'est
pourquoi cette tranche subira une flexion.

Chaque tranche du cylindre se déformant par une flexion pareille le cy-
lindre prendra la forme indiquée par la figure voisine, c’est a dire que le bord



82 X. - Lecons sur l'intégration des équations différentielles, etc.

interne se soulevera, le bord externe s’abaissera tandis que la surface latérale
externe deviendra concave, et la surface latérale interne convexe.

J'ai voulu vérifier par I'expérience ce résultat, et j’ai pris un gros cy-
lindre creux de caoutchouc, j'y ai fait une fissure radiale, et j'ai soudé les deux
faces de la fissure. La forme prise par le corps a été celle que le calcul avait
prévue, et I'on a pu méme vérifier par des mesures que les résultats des

calculs étaient exacts. On pouvait aussi remarquer que la partie interne de
la soudure était comprimée et que la partie externe supportait un effort de
traction. A cause de cet effort la soudure ne résistait pas, c’est pourquoi pour
garder la forme j'en ai pris le modéle en platre que je vous montre. L’endroit
de la coupure est parfaitement visible.
Quelquefois il arrive que I'on veut rétrécir un tube, mais si I'on retranche
une tranche radiale du tube et que I'on soude les deux faces, le tube prend sa
forme cylindrique. Les forgerons et tous
ceux qui ont essayé cette opération con-
naissent tres-bien ce résultat que main-
tenant la théorie des solutions polydromes
explique parfaitement.

4, Quelle est maintenant la forme du
cylindre lorsqu'on fait la fissure de lar-
geur uniforme, c’est a dire lorsqu’on fait
une distorsion d’ordre 2?

On peut procéder tout a fait de la
méme maniére que dans le cas précé-
dent. On peut commencer par éliminer les
tensions latérales et aprés les tensions sur
les bases. La forme prise par le corps est

méme plus compliquée que dans le cas précédent. Elle est représentée par la
figure ci—jointe, et voici un platre qui est le modele d’'un cylindre de caout-
chouc qui a supporté une distorsion d’ordre 2. Méme dans ce cas I'expérience
a vérifié completement les résultats du calcul.
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Je n'entre pas dans les détails sur les distorsions d’'ordre 5 et d'ordre 3.
La premiére peut se déduire de celle d’ordre 2 par des intégrations simples,
et la derniére peut se calculer directement sans difficulté. Cette distorsion
s’obtient en faisant glisser les deux faces de la coupure, l'une par rapport
a l'autre, dans la direction de l'axe du cylindre et en les soudant ensuite.
Nous avons dit (§ 1) qu’'on peut se proposer
le probléme de déterminer les efforts lorsqu’on
connait les distorsions d'un corps cycligue. A-
vant de laisser ce sujet nous voulons indiquer
en peu de mots comment on peut traiter cette
question dans le cas général d'un corps cyclique
formé par un nombre quelconque de verges droi-
tes ou courbes trés-minces soudées a leurs bouts
en plusieurs noeuds.
Soit AB l'une des verges, les efforts dans
toutes les sections de la verge seront égaux. Pre-
nons l'origine comme centre de réduction, et désignons par

les caractéristiques des efforts correspondantes aux sections de la verge.

Soient les composantes de la translation et de
la rotation qui ont conduit la molécule A de I'état naturel a I'état actuel
et les quantités analogues relatives a la molécule B.

Soient les caractéristiques de la distorsion

qu'on a appliqguée a une section de la verge AB. On aura des relations
linéaires

et les coefficients constants Hri dépendront de la forme initiale et de la cons-
titution de la verge.
En méme temps si nous prenons toutes les verges qui aboutissent au

point A et qui sont soudées ensemble dans ce point on doit avoir pour
I’'équilibre

On a donc six équations pour chaque noeud et six équations pour chaque
verge.

Ces équations sont tout a fait semblables aux équations de KIRCHHOFF
pour les courants électriques dans les fils; seulement elles sont sextuplées.
On peut développer une théorie du méme type que celle de KIRCHHOFF ou
les caractéristiques des distorsions remplacent les forces électromotrices et
les caractéristiques des efforts les intensités des courants.
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5iéme lecon.

1. Nous avons étudié dans les lecons précédentes les solutions des équa-
tions de I'élasticité qui appartiennent au type elliptique, et nous avons envi-
sagé particulierement les solutions polydromes et le réle qu’elles jouent dans
la théorie. Le cas de I'élasticité nous offre le meilleur exemple pour trouver
leur interprétation et leur utilité pratique.

Nous voulons pénétrer aujourd’hui plus profondément dans I'étude
des solutions des équations du type elliptique, mais pour cela nous lais-
serons de cOté le cas de [I'élasticité, et nous envisagerons le cas le plus
simple possible, celui de I'équation de LAPLACE qui correspond a la théorie
du potentiel.
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Ont peut considérer I'’équation de LAPLACE relative a un nombre quel-
conque de variables

Le cas devient de plus en plus compliqué, mais bien des théoréemes s'éten-
dent sans aucune difficulté de proche en proche. Par exemple le théoreme de
Green, avec toutes ses conséquences et toutes ses applications. Il est utile,
je puis dire méme indispensable, pour cette étude d’introduire le langage
emprunté a la théorie des espaces a plusieurs dimensions. C’est seulement un
langage, mais il est un instrument trés-puissant pour énoncer des théorémes,
et il amene par I'induction a trouver des propositions nouvelles. Je citerai
dans cette direction les études de Ch. BJERKNES qui correspondent au mou-
vement d’une ellipsoide a n dimensions dans un fluide a n dimensions.

2.Cependant dés les premiers pas dans les recherches dont je viens de
parler on a I'impression qu’il y a une lacune & combler, c’est a dire que
guelque chose manque.

Je vais citer un seul exemple. Les domaines a deux dimensions ont une
seule sorte de connexion; les domaines a trois dimensions ont deux sortes de
connexions. En effet nous avons déja distingué les espaces cycliques et les
espaces acycliques, et nous avons vu quel réle joue la cyclicité dans le cas de
I’élasticité. Mais prenons le volume compris entre deux sphéres concentriques.
Il est acyclique, c'est a dire que tout cycle formé par une ligne fermée peut
se réduire aussi petit que I'on veut par une déformation continue, sans sortir
de I'espace, mais la méme propriété ne se vérifie pas pour toute surface fermée,
car une surface menée entre les deux sphéres ne peut pas étre réduite aussi
petite que l'on veut sans sortir de I'espace renfermé entre les deux spheres.
Il y a donc deux sortes de connexions dans le cas de trois dimensions, on les
appelle connexion linéaire ou cyclicité et connexion superficielle, mais on con-
nait une seule sorte de polydromie. Si le nombre des dimensions augmente,
on a plusieurs sortes de connexions toujours plus compliquées, mais a cela ne
correspondent pas plusieurs sortes de polydromies.

Le cas de deux variables est étroitement lié & la théorie des fonctions. En
effet par la séparation de la partie imaginaire dans une fonction d’'une varia-
ble complexe on trouve deux fonctions de deux variables qui satisfont a I’équa-
tion de Laplace. Réciproquement toute fonction de deux variables qui satis-
fait a I'’équation de LAPLACE possede une fonction conjuguée, et en ajoutant
la premiére a la fonction conjuguée multipliée par i =+v— 1 on trouve
une fonction d’une variable complexe.

L’existence de la fonction conjuguée et la liaison avec la théorie des
fonctions engendrent un ensemble de propriétés dans le cas de deux varia-
bles qui manquent dans le cas d’un nombre plus grand de variables et ce
sont ces propriétés pourtant qui conduisent dans le cas de deux variables
aux propositions les plus importantes et les plus cachées de la théorie.
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On est amené par la a soupconner que la lacune dont j'ai parlé tout a
I’heure pourrait étre comblée en étendant au cas de plusieurs variables la
théorie des fonctions conjuguées.

Je consacrerai cette legon et la suivante a donner un apercu de quelques
recherches qu’on a faites a ce sujet qui conduisent a deux branches différentes
provenant cependant d’'une méme source.

3. Rappelons les propriétés des fonctions conjuguées dans le cas de

deux variables.
Si la fonction u satisfait a I'équation de LAPLACE A2u = 0 en posant

on trouve

C’est pourquoi

sont des différentielles exactes.
Envisageons les fonctions dans une aire ¢ a connexion simple, ou X, Y

sont finies, continues et monodromes. Calculons

les intégrales étant étendues a une ligne s qui en partant du point Ao aboutit

au point Al ouu0 est la valeur de u dans le point Ao et vo est une quantité
constante. On a que les intégrales ne dépendent pas de
la ligne s pourvu que Ao et Al ne changent pas et u
est la valeur de la fonction u dans le point Al et v
est la valeur de la fonction conjuguée dans le méme
point. L’aire étant a connexion simple, si le point Al,
coincide avec Ao les intégrales sont nulles, c’est pour-
quoi u et v sont des fonctions monodromes, mais si
I'aire ¢ est a connexion multiple u et v peuvent étre
polydromes.

La dérivée de u dans une direction quelconque & est égale a la dérivée
de v dans la direction normale n, si les directions & , n sont orientées lI'une par
rapport a l'autre comme X et y.

En calculant u + iv =F, on obtient une fonction de la variable com-
plexe x + iy.

4. Passons maintenant au cas de trois variables.
Soit u une fonction qui satisfait a I'’équation de LAPLACE; posons
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on aura évidemment

La propriété caractérisée par les équations (1) peut s’énoncer en disant
que le curls du vecteur ayant pour composantes X, Y, Z est nul et la pro-
priété caractérisée par I'équation (2) en disant que la divergence du vecteur
est nulle.

5. Cela posé, soit S un domaine ayant une connexion simple linéaire et
aussi une connexion superficielle simple. Toute ligne fermée sera le contour
d’une surface renfermeé dans le domaine et toute surface fermée sera le contour
d'un volume aussi renfermé dans le domaine. C’est pourquoi en employant
le théoréeme de STORES on trouvera

I'intégrale étant étendue a une ligne fermée s, et en appliquant le théoréme de
Gauss on aura

N

ou cette intégrale est étendue a une surface fermée quelconque.

On tire de I'équation (3) que si I'on étend l'intégrale a une ligne s' qui en
partant d'un point Ao aboutit a un point Al la valeur de I'intégrale dépendra
seulement des points Ao et Al, et ne dépendra pas de la ligne comprise entre
ces points.

Si nous appelons uo la valeur de u au point Ao on aura

u étant la valeur de la fonction au point Al Envisageons maintenant I'inté-
grale (4), mais supposons qu’elle ne soit pas étendue a une surface fermée, mais
a une surface ouverte. Pour déterminer la direction de la normale n a la sur-
face nous convenons que, le bord de la surface ayant une direction déterminée
personnifiée par une poupée qui regarde la surface, n soit dirigée de droite a
gauche de la poupée. Cela posé on tire, tout de suite de I'équation (4) que la
valeur de ! intégrale étendue a la surface ouverte ne dépend pas de la surface
ou I'on a calculé I'intégrale, mais de son bord. C’est pourquoi I'intégrale étendue
a une ligne conduit a une fonction des points de I'espace: c'est a dire a la
fonction primitive, et de méme I'intégrale étendue a une surface conduit a
une fonction des lignes de I'espace.
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Il N’y a pas de difficulté a concevoir des fonctions de lignes comme on
concoit des fonctions ordinaires, c'est a dire les fonctions d s points. En effet,
si I'on regarde tous les points de I'espace, et si I'on suppose qu’a chaque point
correspond la valeur d’'une quantité, on a une fonction des points de I'espace,
c'est a dire une fonction ordinaire de trois variables. Mais toutes les lignes
forment aussi des éléments géométriques de I'espace, et I'on peut évidemment
concevoir une quantité qui a une valeur correspondant a chaque ligne. Voila
donc une fonction des lignes.

Celle que nous avons trouvée n'est qu’'une fonction particuliere. Elle cor-
respond a des lignes fermées, elle est continue et elle a aussi une autre pro-

priété intéressante. Soient s ets' deux
lignes fermées qui ont un arc com-
mun AB. Si on doit parcourir I'arc
AB en directions contraires en sup-
posant qu’il appartienne aux deux
lignes, on pourra retrancher AB et
obtenir une courbe s" dont la direc-
tion méme sera déterminée. On écrira

Soit V la fonction des lignes que nous avons trouvée, et désignons par V,
V', V", les valeurs correspondant aux lignes s, s', s" il est évident que

C’est pourquoi I'on peut appeler la fonction des lignes, que nous avons
trouvée, une fonction de premier degré.

6. Elle a été obtenue par un procédé d’intégration; il est facile d’y appli-
quer un procédé inverse qu'on peut appeler un procédé de dérivation.
Revenons a une fonction ordinaire des points
de I'espace. Pour la dériver il suffit de déplacer le
point indice de la fonction dans une certaine direc-
tion, de calculer le rapport entre la variation de la
fonction et le déplacement, et d’en déterminer la li-
mite lorsque le déplacement devient infiniment petit.
De méme prenons la fonction des lignes que
nous avons trouvée. Déplagons en 1"un arc Z de la
ligne, et cherchons la variation correspondante de la
fonction. A cause des propriétés que nous avons
trouvées cette variation sera la valeur de la fonction correspondant a la
ligne formée par les arcs I' et |1 en supposant que l'on invertisse la direction
dans laquelle on doit parcourir I'arc Z. Elle pourra donc s’exprimer par
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> étant une surface ayant pour contour les lignes | et I'; n sa normale prise
dans la direction qu'on a établie précédemment.

Supposons maintenant que la surface Z en décroissant infiniment d'une
maniére réguliere tende vers un point M; on aura

en prenant les valeurs de X, Y, Z qui correspondent au point M.

On peut appeler lim (W/V) la dérivée de V par rapport a 2, et I'on peut
la représenter par d\/dX. |l est évident que le signe dont la dérivée est
affectée n’est déterminé que lorsqu’on connait la direction positive de la nor-
male a la surface Z. Prenons la dérivée de V par rapport a une surface X
normale a l'axe X en M, on aura

De méme, si Yl et X2 sont des surfaces normales aux axes Y et Z,
on aura

c’est pourquoi l'on peut désigner X , Y, Z par les symboles

Revenons maintenant a la fonction primitive u. Nous avons

donc

ou en général, n étant la normale a la surface Z,

On tire de la qu’en dérivant la fonction des lignes V par rapport a une
certaine surface et en dérivant la fonction u par rapport a la normale a cette
surface on trouve la méme valeur. Donc la fonction u et la fonction V ont
une relation réciproque tout a fait analogue a celle des deux fonctions coniu-
guées dans le cas de deux variables. C’est pourquoi dans le cas de trois varia-
bles, pour arriver a une fonction conjuguée de la fonction potentielle, il faut

introduire les fonctions des lignes.

7.0n pourrait penser que ce nouveau concept est tout a fait abstrait,
mais nous voulons montrer bien au contraire qu’il correspond a des concepts
réels et a des vues pratiques.

Il suffit pour cela d'envisager un champ électromagnétique constant.
Supposons que nous ayons un pb6le magnétique unitaire qui se déplace en
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prenant toutes les positions possibles dans un certain domaine externe a
toute masse magnétique, électrique et a tout courant électrique. Le potentiel
du champ par rapport au p6le sera une fonction qui vérifie I’équation de La-
PLACE, c’est a dire une fonction harmonique.

Mais évidemment on pourra aussi penser avoir un courant électrique
unitaire qui parcourt un circuit fermé et qui se déplace en prenant toutes les
positions et les formes possibles dans le méme domaine. Il est bien naturel
gque nous calculons le potentiel du champ par rapport au courant électrique.
On aura par la une idée complete de la nature électromagnétique du champ,
mais en méme temps nous aurons envisagé une fonction des lignes fermées
du domaine. Il est facile de démontrer par un calcul trés simple que cette
fonction des lignes, c’est a dire le potentiel du champ par rapport au courant,
est justement la fonction conjuguée que nous avons introduite tout a I’heure.

On a donc que le nouveau concept a une base réelle et se présente méme

comme un élément nécessaire a envisager dans les théories de la physique
mathématique.

8. Les fonctions conjuguées ordinaires qui se présentent dans le cas
de deux variables peuvent s’obtenir en particularisant celles que nous venons
de définir. Il suffit en effet d’envisager un champ électromagnétique a deux
variables. Alors il faut remplacer le péle magnétique par un pble logaritmique
et le courant électrique par un point tourbillon et le passage est déja fait.

Il y a aussi un autre cas particulier qui présente beaucoup d’intérét.
C’est celui des potentiels symétriques. Dans ce cas il suffit de considérer les
valeurs de la fonctions conjuguée correspondant aux lignes circulaires normales
a I'axe de symétrie et ayant le centre sur I'axe méme. On arrive par la a des
fonctions ordinaires qu’'on appelle les fonctions associées que KIRCHHOFF
avait introduites en partant de concepts tout a fait différents.

6ieme lecon.

1. Jusqgu’a présent nous avons envisagé les fonctions des lignes qui s'ob-
tiennent comme des fonctions conjuguées des fonctions qui satisfont a I'équa-
tion de Laplace; mais on peut généraliser la chose. Soient X , Y, Z trois
fonctions quelconques définies dans un espace S dont la connexion linéaire
et la connexion superficielle sont simples, et supposons qu’elles soient finies,
monodromes et continues, et que leurs dérivées aussi soient finies, continues
et monodromes. Si l'on a

on pourra toujours par le procédé que nous avons indiqué précédemment
calculer une fonction des lignes de I'espace. C'est pourquoi la condition pour
I'existence de la fonction des lignes est la condition (2). Les conditions (1) ne
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sont pas nécessaires pour son existence. Elles sont nécessaires pour qu’elle
soit la fonction conjuguée d’'une fonction harmonique. Or, I'espace ayant les
deux connexions simples, on peut calculer la va-
leur de la fonction des lignes pour chaque ligne
fermée de l'espace dont la direction est connue,
et pour chaque ligne on trouve une seule valeur.
Envisageons maintenant un espace S dont la
connexion superficielle ne soit pas simple, par
exemple compris entre deux sphéres concentri-
ques ol eto2. Conduisons une surface 03 com-
prise entre les deux et tracons, une ligne fermée
S qui partage o3 en deux parties a3 et g3
Ayant fixé la direction de la ligne s on pourra calculer la valeur de
la fonction correspondante a la ligne s de deux manieres en formant

ri étant la normale a 03 et n" la normale a ¢3. Les deux normales ont évidem-
ment la direction opposée, c’est a dire que si l'une est dirigée vers l'intérieur
de a3 l'autre est dirigée vers la partie externe. Faisons maintenant la diffé-
rence des deux intégrales. On aura l'intégrale étendue a toute la surface a3,
et on devra prendre la normale dirigée constamment dans la méme direction.
Mais a3 a elle seule ne limite pas un volume renfermé dans S, c’est pourquoi
la derniére intégrale pourra n’étre pas nulle et par suite les intégrales (4)
et (5) pourront étre différentes.

On voit donc que dans ce cas la valeur de la fonction des lignes n’'est
pas déterminée pour chaque ligne.

On peut se faire une idée de la polydromie d’une
fonction des lignes aussi d'une autre maniére.

Pour avoir la différence des valeurs de la fonction
correspondante a deux lignes s, s', on peut déplacer
la ligne s d'une maniére continue de sorte qu'elle
vienne coincider en position et direction avec la ligne

s'. Soit ¢ la surface engendrée par ce déplacement, V' la valeur de la fonc-

tion correspondante a la ligne s' et V la valeur correspondante a la ligne s.
On aura

n étant la normale a la surface ¢ dirigée par rapport a la direction de s' de la
maniére que nous avons indiquée dans le § 5 de la 5ieme lecon. Déplacons
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maintenant s' en lui faisant engendrer un tube de maniére que s' se rap-
proche indéfiniment de s jusqu’a coincider avec s. ¢ deviendra une surface
fermée. Si le domaine ou nous envisageons les choses a la connexion super-
ficielle simple, o sera le contour d’'un espace interne au domaine et par suite
en appliguant le théoréme de GAUSS on aura que l’intégrale étendue a ¢
sera nulle, d’ou l'on tire que les deux valeurs V' et V seront égales. Mais,

si le domaine a une connexion superficielle multiple, o n’est pas toujours le
contour d'un espace interne au domaine et par suite les deux valeurs peu-
vent résulter différentes. Dans ce cas donc, si une ligne fermée en décrivant
un tube revient & sa position initiale, en prenant des valeurs de la fonction
qui se suivent avec continuité, on peut retourner avec une valeur différente
de celle du départ. Par conséquent la polydromie pour les fonctions des lignes

ne tient pas a la cyclicité, c'est a dire a la connexion linéaire, mais a la
connexion superficielle.

2.Nous avons vu que, pour rendre acyclique un espace cyclique, il faut
faire une coupure ou plusieurs coupures. Qu’est-ce qu’il faut faire pour
transformer un espace qui a une connexion superficielle multiple en un
espace qui a une connexion simple?

Envisageons l'espace compris entre deux spheres
concentriques. Imaginons un tube infiniment mince
qui réunit la grande sphére a la sphére interne. Par
ce cube la connexion superficielle devient simple.

Il y a d’autres cas ou il faut un plus grand nombre
de tubes pour obtenir la réduction. L’ordre de la con-
nexion superficielle est mesuré par le nombre des tubes
plus 1. A chaque tube correspond une constante spé-
ciale pour la fonction des lignes obtenue par intégra-

tion, comme a chaque coupure correspond une constante pour une fonction
ordinaire obtenue par intégration dans un espace cyclique.

Si I'on cherche la fonction conjuguée de la fonction harmonique
I°g (X2 +y2)/2 dans le cas de deux variables on trouve la fonction poly-
drome arc tg(y/x). De méme si I'on cherche la fonction des lignes conjuguée
de la fonction harmonique on trouve une fonction des li-
gnes polydrome.
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3. On a calculé une fonction en regardant chaque ligne comme le con-
tour d'une surface. Si I'espace est cyclique il y a des lignes qui ne forment
le contour d’aucune surface. On peut trouver les différences des valeurs cor-
respondantes a ces lignes, mais nous n’insisterons pas ci-dessus.

Il 'y aussi une autre maniére pour calculer des fonctions des lignes de
premier degré. Nous dirons en peu de mots en quoi elle consiste.

L’équation (2) étant satisfaite on peut trouver trois fonctions Z!, 21 , Z3
de x,y, z telles que

Alors, si s est une ligne qui forme le contour de la surface ¢ ayant pour
normale n, on a par le théoreme de STOKES

en choisissant convenablement la direction de la ligne s. On voit par la
que la fonction d'une ligne peut se calculer par une intégrale étendue a la
ligne méme.

Nous avons fait usage précédemment du langage des champs vectoriels;
on peut y revenir pour donner une image visible et frappante des concepts
que nous avons introduits.

Lorsqu’un champ scalaire est divisé en lames infiniment minces telles que
chacune correspond au méme accroissement de la quantité scalaire, la fonc-
tion scalaire dans un point quelconque sert a dénombrer les lames comprises
entre ce point et un point fixe.

Envisageons maintenant un champ solénoidal divisé en tubes équiva-
lents infiniment minces. Dans ce cas, pour connaitre la nature du champ, il
faut savoir dénombrer les tubes qui passent a I'intérieur de toute ligne fermée.
Voila le concept de fonction de ligne de premier degré qui surgit. Si le champ
est en méme temps solénoidal et scalaire, le nombre des lames comprises entre
un point fixe et le point variable et le nombre des tubes compris dans une
ligne variable forment des fonctions conjuguées.

4. Nous nous sommes bornés jusqu’a présent au cas de trois variables;
mais on peut généraliser les concepts que nous venons d’exposer au cas
d’'un nombre quelconque de variables.

Dans un espace a n dimensions on peut imaginer des points, des espa-
ces a une dimension, des espaces a deux dimensions, des espaces a trois
dimensions etc. et des espaces a n — ! dimensions, c’est pourquoi l'on peut
imaginer des fonctions des points, c’est a dire des fonctions ordinaires de

n variables, des fonctions des espaces a une dimension, des fonctions des
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espaces a deux dimensions etc. et enfin des fonctions des espaces a n — |

dimensions.

Si ces espaces sont fermées et si nous définissons une direction des espaces,
on peut concevoir les fonctions des espaces a r dimensions de premier degré,
c'est a dire, si Sr et St sont deux espaces fermés a r dimensions ayant une
partie commune qui a deux directions différentes selon qu’on la regarde
comme appartenant a Sr ou a S, retranchons cette partie et envisageons
I'espace S formé avec les parties résiduelles. La fonction qu’on envisage
sera de premier degré si, les valeurs correspondantes a Sr, St, ST étant

V,V, V" ona

Les fonctions de premier degré des espaces a r dimensions peuvent se
calculer par des intégrations étendues a des espaces a r + | dimensions, et I'on
peut former des dérivées de ces fonctions tout a fait analogues aux dérivées
des fonctions des lignes que nous avons envisagées.

De cette maniére dans un espace a n dimensions on peut obtenir des fonc-
tions conjuguées de (N—1)/2 types différents, si n est un nombre impair et
de n/2 types, si n est pair. En effet a une fonction des espaces a r dimensions
(r<n—1) on peut faire correspondre comme fonction conjuguée une fonc-
tion des espaces a N—r—2 dimensions.

Dans un espace a deux dimensions on a une seule sorte de fonctions
conjuguées, c'est a dire que les fonctions conjuguées a des fonctions harmo-
niques des points sont aussi des fonctions des points.

Dans un espace a 3 dimensions les fonctions conjuguées a des fonctions
harmoniques des points sont des fonctions des lignes, comme nous venons de
voir. Dans un espace a 4 dimensions les fonctions conjuguées a des fonctions
harmoniques des points sont des fonctions des espaces a deux dimensions,
mais l'on peut avoir aussi des fonctions conjuguées a des fonctions des espa-
ces a une dimension qui sont aussi des fonctions de la méme nature,

Dans un espace a 5 dimensions les fonctions harmoniques des points
sont conjuguées a des fonctions des espaces a trois dimensions, et I'on peut
avoir des fonctions des espaces a une dimension conjuguées a des fonctions
des espaces a deux dimensions. Ainsi de suite avec la régle que nous avons
exposée précédemment.

On arrive par la a une théorie générale des fonctions conjuguées ou les
fonctions harmoniques ordinaires a n variables se présentent comme un cas
trés-particulier. Il est bon de remarquer que dans les hyperespaces d’uri nom-
bre n pair de dimensions il y a des fonctions conjuguées d’ordre (n— 1)/2
qui correspondent aux mémes hyperespaces.

La connexion de plus en plus compliquée des espaces a n dimensions joue
un réle trés important et est étroitement liée aux différentes especes des poly-
dromies des fonctions, comme nous avons pu constater dans le cas de trois
variables. Ces polydromies se présentent comme une extension de celles qu’on
a dans les cas des intégrales Abeliennes.
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5. On peut envisager ces recherches comme une généralisation de
I’étude des fonctions conjuguées, c'est a dire de la partie réelle et de la
partie imaginaire d’'une fonction d'une variable complexe considérées sépa-
rément.

Mais si nous voulons pervenir & une vraie extension de la théorie des fonc-
tions, c’est a dire de I'ensemble des deux fonctions conjuguées, I'une étant
multipliée par v— 1, il faut changer le point de vue, mais les mémes con-
cepts que nous avons exposés en sont toujours la base, c’est pourquoi nous
avons dit dans la lecon précédente, qu’il y avait deux branches d’études qui
provenaient d’'une méme source. Comme j’ai annoncé dans la premiére legon
je n‘abandonnerai pas ce sujet sans avoir donné aussi un apercu de ces recher-
ches qui sont liées a la théorie des fonctions d'un coté et aux équations qui
paraissent dans la physique mathématique d'un autre coté.

6. Si nous envisageons un plan et deux quantités complexes F et ® qui
sont des fonctions des points du plan, la condition pour que F soit une fonc-
tion de ® est qu'en déplacant le point indice M dans une direction quel-
conque MM' et, en calculant le rapport AFA® des variations des deux
fonctions, la limite du rapport, lorsque MM' devient infiniment petit, ne
dépend pas de la direction du déplacement mais soit une nouvelle fonc-
tion du point indice. CAUCHY employait dans ce cas le mot de fonction
monogene.

Or une extension n'est pas possible dans Jespace, car si nous posons la
méme condition que nous venons d’indiquer dans le cas ou le point indice au
lieu de se déplacer dans un domaine a deux dimensions peut se déplacer dans
un domaine a trois dimensions, on trouve gu’elle conduit & la méme relation
entre F et ®© et I'on trouve la méme chose dans le cas d'un espace a plusieurs
dimensions.

Mais nous avons vu que dans les espaces a trois dimensions et a plusieurs
dimensions le concept des fonctions ordinaires, c’'est a dire des fonctions des
points, n'est qu’un cas particulier du concept général de fonctions, car il y a
les fonctions des lignes et en général les fonctions des hyperespaces. Si nous
appliguons maintenant la condition que nous avons posée tout a I’heure pour
F et ®, mais en supposant que les fonctions soient des fonctions du nouveau
genre que nous avons introduites, toute difficulté disparait, et I'on peut éten-
dre a un espace d'un nombre quelconque de dimensions la liaison de monogeé-
néité de Cauchy, c'est a dire on peut étendre la théorie des fonctions au cas
d’'un domaine quelconque en trouvant quelque chose de nouveau. Faute du
concept des fonctions des lignes et des hyperespaces la base ou fonder la théo-
rie manquait complétement. D’autre part il fallait bien penser qu’il aurait
été nécessaire de tomber la dessus, si I'on voulait étendre la théorie des fonc-
tions, car si I'opération de I'intégration dans le cas des fonctions d'une varia-
ble ne fait pas sortir du domaine des fonctions de la méme nature, I'intégra-
tion des fonctions de plusieurs variables, c’est & dire I'intégration multiple
qui est étendue a des domaines a plusieurs dimensions dont les limites sont des
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lignes ou des surfaces etc., devait nous amener au nouveau concept que nous
avons introduit.

7. Envisageons donc dans un espace a trois dimensions deux fonctions
complexes de premier degré des lignes, et soient F et ® leurs valeurs corres-
pondantes a une ligne L. Déformons un arc AB de L, et désignons par AF
et A® les variations de F et de ®. Si en diminuant indéfiniment la défor-
mation et la distance entre B et le point fixe A, le rapport

tend vers une limite qui dépend seulement du point A, on pourra dire
gu’entre les variables complexes ® et F passe une liaison tout a fait ana-
logue a celle de monogénéité de Cauchy.

On peut exprimer cette condition d’une autre maniére en faisant usage
des notations que nous avons introduites. Calculons

> étant une surface quelconque, ¥ doit avoir une valeur indépendante de la
direction de la surface X, c'est a dire doit étre une fonction des points de
I'espace.

Décomposons maintenant ® et F et leurs dérivées dans les parties réel-
les et imaginaires en posant

la condition (6) pourra s’écrire

et l'on tire de la que ®! et ®? doivent vérifier les mémes équations, c’est
a dire
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ou W peut étre remplacé par ®! et ®? et lI'on a

L’équation (8) remplace dans ce cas I'’équation de LAPLACE et a bien
des propriétés communes avec elle.

8. On peut écrire I'équation (6) sous la forme

Les fonctions ©® et F peuvent s'appeler isogenes. Il est évident que deux
fonctions des lignes qui sont isogénes avec une troisiéme sont isogenes
entre elles. De méme une fonction des points ¢ peut s’appeler aussi isogéne
avec F si

Elle sera isogene avec toutes les fonctions des lignes isogénes avec F. On
démontre aussi facilement que F est isogene avec F, et réciproquement que
si la fonction des points F est isogéne avec la fonction des lignes F, on peut
trouver une fonction @ telle que I'égalité (9) soit vérifiée.

Toutes les fonctions des points qui sont isogénes avec F peuvent s’appeler
isogenes entre elles. Puisqu’elles doivent vérifier I'’équation (10) on en tire
gue deux d’entre elles sont indépendantes et les autres en sont des fonctions.
Soient @l et @2 des fonctions indépendantes. A cause de I'équation (10) on
pourra toujours écrire

ou @3 est une fonction des points isogéne aux autres, c'est a dire
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Supposons que le domaine a trois dimensions que nous envisageons ait
une connexion superficielle simple et que dans ce domaine les fonctions que
nous considérons n’aient pas de singularités, alors pour avoir la valeur de la
fonction F correspondante a une certaine ligne il suffira de regarder cette
ligne comme le contour d'une surface o et de former

Soient u, v des coordonnées curvilignes de la surface. On aura

C’est pourquoi l'intégrale précédente pourra s'écrire

On voit par la que tout ensemble de fonctions isogénes des lignes et des
points dans un espace a trois dimensions ressort des fonctions de deux varia-
bles complexes et de leurs intégrales, comme tout ensemble de fonctions mo-
nogénes dans un espace a deux dimensions ressort des fonctions d'une va-
riable complexe et de leurs intégrales.

Si la surface ¢ dans Il'intégrale (12) est une surface fermée, I'intégrale
devient nulle. Cette propriété n’est autre chose que la théorie de CAUCHY
pour les fonctions de deux variables telle que M. POINCARE I'a donnée.

Si I'espace n’a pas une connexion superficielle simple, ou si les fonctions
qui paraissent dans les formules ont des singularités, I'intégrale peut n’étre
nulle. 1l faut alors remplacer la surface o par un ensemble de surfaces qui
forment le contour complet d’'un domaine a trois dimensions ou les fonctions
n'ont pas de singularités.

9. ¢4 étant une fonction de ¢! et ¢a telle que



X. - Lecons sur I'intégration des équations différentielles, etc. 99

les équations (11) s’écrivent

et I'équation (12) deviendra

d'ou l'on tire que F peut s’obtenir par ¢4 et @2 ou qu'elle est composée
par ces deux fonctions qu'on peut appeler des diviseurs de F. On peut
écrire

La décomposition de F en ses diviseurs peut se faire d'une infinité de
maniéres. Les diviseurs sont isogénes avec F et deux fonctions isogenes des
lignes ont toujours un diviseur commun. Les diviseurs étant des fonctions des
points, on peut les appeler élémentaires.

7ieme lecon.

1. La théorie qu’on vient d’exposer se rapporte au cas des fonctions de
deux variables, et elle a I'avantage qu’on peut I'exposer sans recourir aux
espaces a plus de trois dimensions. Mais si I'on se borne a ces espaces, on n'a
pas évidemment une théorie compléte; et I'on voit la nécessité d’étendre tous
les concepts & I'espace a n dimensions. Il n'est pas difficile de le faire. Mais
par la la théorie se développe d'une maniéere inattendue. C'est a dire qu’on ne
trouve pas seulement la théorie des fonctions de plusieurs variables complexes
et de leurs intégrales, mais quelque chose aussi de beaucoup plus général. En
effet toute fonction complexe de premier degré d’'une ligne peut étre attachée
par la liaison d’isogénéité a un ensemble d’autres fonctions des lignes et a
des fonctions de deux variables complexes indépendantes, et peut se décom-
poser en facteurs élémentaires. La méme chose ne se présente pas, lorsqu’on
envisage une fonction des hyperespaces de r << n dimensions dans un hyper-
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espace de n> 3 dimensions. Pour ces fonctions aussi il y a, comme dans le
cas des fonctions des lignes dans I'espace a trois dimensions, une décomposi-
tion en fonctions d’un ordre plus simple qui présente des caractéres arithmé-
tiques analogues a la décomposition d’'un nombre en facteurs premiers. Mais
dans le cas des hyperespaces cette décomposition ne peut pas étre poussée
toujours jusqu’a arriver aux fonctions des points, c'est a dire que tous les
diviseurs premiers de la fonction peuvent étre aussi des fonctions des hyper-
spaces. Or, pour qu’'une fonction soit liable a une autre par la liaison d’iso-
généité il est nécessaire et suffisant qu’elle ait un diviseur élémentaire, c'est
a dire un diviseur qui soit une fonction des points. Il faut donc poser des
conditions spéciales avant de pouvoir établir la liaison d’isogénéité, et méme
apres avoir établi cette liaison on a une théorie bien plus générale que celle
qui ressort des fonctions de plusieurs variables et de leurs intégrales. Ce cas
se rapporte seulement a I'ensemble des fonctions des hyperespaces dont tous
les diviseurs sont des diviseurs élémentaires.

Lorsqu’on envisage des espaces ayant un nombre de dimensions toujours
croissant, les différentes sortes de connexions possibles augmentent toujours.
Listing, Betti, POINCARE les ont étudiées. Elles jouent un rdle fondamental
dans les théories précédentes, car elles déterminent les différentes sortes de
polydromies des fonctions des hyperespaces. Dans le cas des fonctions d’une
seule variable complexe on n’a qu'une seule sorte de polydromie qui ressort
de la cyclicité, mais dans les cas précédents leur nombre est toujours plus
élevé. La théorie des intégrales Abéliennes ne présente que le premier cas de
cette théorie générale.

2. Les fonctions des lignes et des hyperespaces nous conduisent natu-
rellement a dire quelques mots sur d’autres études trés voisines qui ont bien
des rapports avec des questions de la physique mathématique.

Soient X,y , z les coordonnées des points de l'espace. Une ligne est dé-
terminée par deux équations y =F(x),z = ¢ (x) . Donc une quantité qui
dépend d’une ligne peut étre envisagée comme une quantité qui dépend des
fonctions F(x) et ¢ (x).

Il est donc tout naturel d’envisager les quantités qui dépendent de toutes
les valeurs q'une fonction ou plusieurs fonctions prennent dans certains
domaines. C'est un concept qui se présente dans un grand nombre de cas.
Le plus simple est celui d'une intégrale définie. La valeur de I'intégrale défi-
nie entre certaines limites dépend de toutes les valeurs de la fonction entre
ces limites. La physique mathématique nous offre les exemples les plus frap-
pants. Par exemple la température en un point d'une lame qui est chauffée
au bord dépend de toutes les valeurs de la température au bord de la lame.
Les fonctions des lignes et des hyperespaces rentrent évidemment dans ce
concept.

Il est bien clair que lorsqu’on parle d’'une quantité qui dépend de toutes
les valeurs d’'une ou de plusieurs variables on entend quelque chose de bien
différent d’'une fonction de fonction.
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3.La définition que nous venons de donner est analogue & la défi-
nition de fonction ordinaire due a DIRICHLET, d’aprés laquelle on dit qu'une
variable est fonction d’'une autre variable si a chaque valeur de cette quan-
tité, entre des limites données, correspond une valeur de la premiére quantité.
Nous n’entrerons pas dans les discussions trés-importantes, qui se rappor-
tent a cette définition. Il est bien évident qu'on a été amené a la donner par
le concept fondamental de loi physique. M. BOUTROUX tout récemment a
approfondi la question d'une maniére fort intéressante. Mais en posant cer-
taines conditions on peut passer du concept de fonction tel que I'a posé
DIRICHLET a celui de fonction analytique. Il est inutile de rappeler ces con-
ditions qui sont bien connues et qui se rapportent a la continuité, a I'exi-
stence des dérivées, etc.

On peut procéder de la méme maniére dans le cas des fonctions qui
dépendent de toutes les valeurs d'une fonction ou de plusieurs fonctions.

Envisageons le cas le plus simple, celui d'une quantité F qui dépend de
toutes les valeurs d’'une fonction continue ¥ (x) définie pour toutes les valeurs
de x comprises entre a et b. Il n’y a pas de difficulté a étendre le concept
de continuité a la quantité F. Supposons maintenant qu’on part d'une fonc-
tion initiale f(x), et gu'on la change en la remplacant par F(x) + €o(X) ou
¢ est une quantité infiniment petite. On peut tacher de calculer la varia-
tion de F. Sous certaines conditions la partie du premier ordre de cette
variation peut s’exprimer par une intégrale définie

La fonction F' (&l) joue le role de premiére dérivée. Elle est indépendante
de ¢ (x), mais elle dépend en général de toutes les valeurs de / (x), c’est
pourquoi on peut tacher de trouver la variation de F' (&), lorsqu’on rem-
place f (x) par f (x) + €0 (x). Si I'on néglige les parties qui sont infiniment
petites d’ordre supérieur a €, sous certaines conditions, on trouve que cette
variation est donnée par

F" (81 &) joue le rbdle de premiére dérivée de F' (§) et de seconde dérivée
de F. Elle est indépendante de ¢ (x), mais dépend de toutes les valeurs de
T(x). Elle est une fonction symétrique de & et &2.

On peut aussi procéder au calcul de la troisieme dérivée qui s’exprime
par une fonction F'" (&, &2, &) symétrique et ainsi de suite.

Cela posé, on peut se proposer de développer la valeur de F qui corres-
pond a f(x)-+ @¢(x) dans une série de puissances de & Sous certaines con-
ditions qui sont tout a fait semblables a celles qu’on a pour la série ordi-
naire de TAYLOR on trouve
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ou (€1, &2, ..., &n) est une fonction symétrique des n variables, &1,&2, - - -, &n,
indépendante de ¢ (x).

En prenant ¢ = | on passe facilement & une série analogue a celle de
Mac Laurin.

4. On pourrait prendre comme définition d’'une quantité F qui dépend
de la fonction ¢ (x) définie pour les valeurs x comprises entre a et b lI'ex-
pression précédente ou l'on fait € = 1, en supposant que la série soit con-
vergente. Ce serait une définition analytique d'une fonction qui dépend
d’une autre fonction, et I'on pourrait en étudier le domaine de convergence.
Les différents termes représenteraient des fonctions de différents degrés.

Cependant de cette maniére on n’envisagerait pas le cas le plus général.

5 Lorsque F dépend de toutes les valeurs d'une fonction ou de plu-
sieurs fonctions, que celles-ci sont inconnues, et qu’il faut les déterminer,
étant données certaines propriétés de F, alors on tombe sur les problemes
les plus intéressants de la théorie. Le calcul des variations n’est que le pre-
mier exemple d’une recherche de ce genre.

Mais prenons le cas qui correspond a la formule (13), et supposons que
nous écrivions

a étant une quantité donnée et W (x) étant définie pour les valeurs de x
comprises entre a et b.

Le cas le plus simple est celui ou F”, F'"',- - -, F(n), ..., sont nulles, c’est
a dire ou l'on a

c'est le cas de l'inversion des fonctions de premier degré qui est le cas
envisagé par M. Fredholm et par moi méme lorsque la limite supérieure
est égale a x.
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Le probleme d’invertir une fonction générale de la forme (14) par rap-
port & l'inversion de la formule (15) n'est que le probleme général de I'in-
version d’'une fonction transcendante par rapport a l'inversion d'une fonc-
tion de premier degré. Nous voulons montrer que le cas général peut étre
résolu.

6. En effet pour obtenir ¢ (x) exprimée par W (x), c'est a dire pour
invertir la formule (14), il suffit de tacher de développer ¢ (X) dans une
série de puissances de 9.

C’est pourquoi calculons

On trouve

Si nous pouvons invertir cette formule, ce qui arrive par exemple
lorsque le déterminant n’est pas nul, on trouve

En dérivant une fois encore on a

c'est a dire

en remplacant par les valeurs données par la for-
mule (16). Si L on invertit la derniére formule en employant une formule
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analogue a la formule (16) on trouve

De méme on trouve

et ainsi de suite, de sorte qu’on aura

Il faudra établir les conditions de convergence de la série précédente
et son domaine de validité. On peut regarder ®(n) comme une fonction sy-
métrique de nl,n2,-- -, Nnn. Nous n’entrerons pas dans les détails par rap-
port a la vérification de la formule que nous avons donnée, ni sur la que-
stion de l'unicité de la solution.

7. Je ne puis terminer cet argument sans toucher a la question des
méthodes qu’on appelle de Jacobi-Hamilton. Les mémoires de HAMILTON
publiés en 1834 et 1835 on été le point de départ d'un grand nombre de
travaux qui sont parmi les plus beaux de la mécanique analytique. JACOBI
est le premier qui en ait fait ressortir tout I'intérét. Le principe d’abord
limité aux questions mécaniques a été étendu aux problemes des isopé-
rimétres et enfin a tous les problémes du calcul des variations relatifs aux
intégrales simples. On peut regarder la plupart des problémes de la physi-
gue mathématique comme ressortant des questions du calcul des variations
relatives aux intégrales multiples, et il est par suite intéressant d'étendre
les mémes méthodes a ces cas. Pour atteindre le but il suffit de remarquer
que la méthode JACOBI-HAMILTON est fondée sur le concept d’envisager I'in-
tégrale simple dont on veut annuler la variation comme une fonction des
limites de I'intégrale et des valeurs arbitraires des fonctions inconnues aux
limites. Donc pour étendre la méme méthode au cas des intégrales multi-
ples il faut les regarder comme dépendantes des lignes ou des surfaces ou
des hyperspaces qui limitent les intégrales données et de toutes les valeurs
des fonctions inconnues au contour. C’est pourquoi les concepts que nous
avons introduits sont nécessaires pour étendre les méthodes JACOBI-HAMIL-
TON aux problémes de la physique mathématique.
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8ieme lecon.

I. 1l est bien souvent nécessaire de revenir sur la signification des mots
dont on fait un usage continuel dans la science. C'est leur sort d’évoluer
et par suite de se transformer et de se plier a tant d'exigences différentes
gue non seulement le sens primitif est quelquefois presque complétement
évanoui, mais que la signification actuelle est trés—difficile a découvrir
lorsqu’on pense a la chercher. C'est ce qui arrive par rapport a la théorie
générale des ondes. Tout le monde en parle et tous parlent de son influence,
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en l'opposant a d’autres systémes. Mais les limites en sont elles-marquées,
et peut-on établir sous quelles conditions une classe de phénoménes s'expli-
gue par le systeme des ondes? Nous n’entrerons pas dans la discussion de
ces questions qui mériteraient une étude approfondie; nous dirons seulement
qu'une grande classe de phénoménes peuvent se grouper au point de vue
analytique sous une méme catégorie bien définie, car leurs équations diffé-
rentielles du type hyperbolique ont des propriétés communes qui ressortent
principalement de l'existence de caractéristiques réelles.

On envisage par la une grande partie des phénomeéenes qu’on a I’'habitude
de regarder comme dépendant du systeme des ondes, mais on ne peut pas dire
gue sous cette classe d’équations différentielles on ait groupé tous les phé-
nomeénes qui se relient a la théorie des ondes. On peut citer, par exemple,
les ondes des liquides incompressibles et pesants qui dépendent d’équations
d’'une autre nature. (Voir Iléme lecon). Toujours est-il que I'étude des équa-
tions différentielles dont nous venons de parler forme une théorie que l'on
peut envisager a part et approfondir par des méthodes générales qu’on est
en train de perfectionner peu a peu. Par rapport a ces équations il faut
dire gqu’elles ont marqué le plus grand triomphe de la physique mathéma-
tique, car c’est I'analogie entre les équations des vibrations des corps élasti-
gues et celles des champs électrodynamiques qui ont conduit a la théorie
électromagnétique de la lumiére et aux expériences de Hertz

2.Nous envisageons dans cette lecon quelques équations qui rentrent
dans cette catégorie, et nous examinons les plus simples. Elles peuvent servir
a nous montrer d’'une maniére claire, sans entrer dans les détails, les proprié-
tés principales et la portée des méthodes qu’on a taché d'employer pour
leur étude. Considérons les équations

La premiére est celle qu’on appelle des cordes vibrantes, la seconde est
celle des membranes vibrantes, la troisieme des corps vibrants, etc. et I'on
peut les comparer avec les équations de LAPLACE a deux, trois, quatre varia-
bles indépendantes que nous avons déja envisagées dans les lecons précé-
dentes. On peut passer des unes aux autres par des transformations trés-
simples. C'est ainsi qu’en remplacant dans la seconde par exemple z par
iz, elle devient I'équation de LAPLACE a trois variables. Bien des proprié-
tés peuvent se déduire par cette simple transformation.

3. Nous voulons d’abord comparer deux formules qui nous montreront
tout de suite le caractére des équations (1) et celui de I'équation de LAPLACE.
Le cas le plus frappant et en méme temps le plus simple est relatif & trois
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variables, et I'on peut méme considérer le cas plus général ou le second
membre n’est pas nul. Soit u une fonction qui vérifie I'équation

et supposons qu’elle soit finie, continue et mono-
drome dans un domaine S limité par un contour
0. Supposons que la fonction F soit aussi finie, con-
tinue et monodrome. La formule de Green donne
la valeur de u, dans un point Mi de coordonnées
X!, yl,zl interne au domaine, exprimée par les va-
leurs de u et de la dérivée de u par rapport a la
normale au contour. Voici la formule

ou X,¥Y,z étant les coordonnées du
point indice des intégrations. On suppose que la normale n soit dirigée vers
la partie externe du domaine S. Si le point de coordonnées x! ,y1,z2 au lieu
d’étre un point interne Mi est un point externe Me, la formule précédente
devient

On peut par une simple transformation écrire la formule (2) d’'une autre ma-
niere. Intégrons et dérivons successivement le second membre par rapport
a z1. On aura

ou l'on a posé

de méme la formule (3) pourra s’écrire

4. Indiquons maintenant la formule analogue a la formule (2') pour
I’équation
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Menons un cbne de révolution a 450 ayant pour axe une droite paral-

lele a I'axe z et pour sommet le point Mi dont les coordonnées sont x!,
yl,z1, et appelons ¢' une surface simplement connexe découpée par le cone

et ayant pour contour la ligne d’intersection avec le céne. Soit S' I'espace
compris entre le cone et la surface, n étant la normale a la surface dirigée
vers l'intérieur de I'espace S', soient cos nx, cos ny, cos nz les cosinus
des angles qu’elle forme avec les axes coordonnés.

Nous appelons (avec M. d’AdhEmar) conormale la direction n' telle que

cOSrix——cosnx , COS riy—-—cosny , C€OS riz = cosnz

On aura alors

en supposant v et F finies, continues et monodromes, et x, y, z étant les
coordonnées du point indice des intégrations.

5.Les deux formules (2") et (5) sont tout a fait correspondantes lI'une a
l'autre. C’est en les comparant et en remarquant leurs différences qu’on
pourra se faire une idée des analogies et en méme temps des propriétés
différentes des équations (1) et (Il). D’abord on remarquera que dans la for-
mule (2") la surface ¢ et I'espace S renferment le point ou I'on détermine
la fonction u, tandis que dans la formule (5) paraissent seulement les valeurs
de v et de la dérivée conormale le long de la surface ¢' découpée par le
cbne et les valeurs de ¥ a l'intérieur de S'. Dans la formule (2') les espaces
ou I'on calcule les intégrales sont toujours les mémes quel que soit Mi. Dans
la formule (5) ils changent en déplacant Mi. Les cdnes de révolution a 450
ayant l'axe paralléle a z jouent donc dans ce cas un role considérable. lls
sont en effet les cbnes caractéristiques.
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En général lorsqu’on envisage une équation linéaire & coefficients cons-
tants de 2éme ordre

les surfaces ayant pour équations dans I'hyperespace x! , x2, ..., Xn

ou cette forme quadratique est la forme quadratique réciproque de la forme
guadratique précédent, et xI™ ..., xn sont des quantités constantes, s’appel-
lent les cones caractéristiques.

Or par rapport a I'équation (1) les cénes ont pour équation

c’est pourquoi ils sont imaginaires, tandis que pour I’'équation (I1) les cbén:
sont représentés par

lIs sont réels et sont justement les cbnes de révolution a 450 que nous
avons envisagés.

6. Une autre particularité qu’il faut mettre en évidence est que dans
la formule (2") les valeurs u et du/on au contour ne sont pas indépen-
dantes entre elles. Si les valeurs de u sont
données, les valeurs de duin sont détermi-
nées aussi.

La chose est bien différente dans le cas
de la formule (5). Pour certaines surfaces
o les valeurs de # et de ov/on sont indé-
pendantes, tandis que pour d’autres surfaces
ou certaines parties d’'une surface elles sont
indépendantes et pour d’autres ne le sont
pas. Nous aurons l'occasion de revenir su
ce point.

7. On peut chercher une formule qui
corresponde a la formule (3') et il est bien
facile de la trouver.
Soit ¢' una surface interne au cone,
et soit S' un domaine compris entre ¢' et
la surface du cbne, mais supposons que le sommet Me du cdne soit un point
externe au domaine S
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On aura alors

ou n' représente toujours la conormale de la surface ¢

8. En calculant la dérivée par rapport a zl qui parait dans le second
membre de I’équation (2') on revient a la formule originaire (2).

Le calcul analogue dans la formule (5) n'est pas aussi simple, parce
gu’une variation des coordonnées x!,yl,zl du point Mi change la surface
o' découpée par le cdne caractéristique. C'est pourquoi il est évident que
la dérivation ne peut pas étre faite directemente sous les intégrales. La dé-
rivée peut cependant se calculer trés facilement dans le second et dans le
troisieme terme du second membre et par la la formule (5) peut s’écrire de
la maniére suivante

La formule (7) peut se transformer de méme. Dans ce cas le premier
membre est nul.

9.Revenons maintenant a la formule (2). Le second membre peut se
décomposer en deux termes. La premiére intégrale étendue a la surface ¢
exprime évidemment une fonction harmonique, c’est a dire qui vérifie I'équa-
tion de LAPLACE a l'intérieur de S, c’est pourquoi si I'on prend

on a

formule qui correspond a un théoréme célébre de POISSON. De méme prenons
la formule (5" et considérons la derniére partie du second membre, c'est
a dire

Puisque, comme on le vérifie facilement, la premiére partie du second

membre satisfait a I'équation (1) ot l'on suppose nul le second membre,



X. - Lecons sur l'intégration des équations différentielles, etc. (N

on voit tout de suite que

On a par la un théoréme qui a bien des rapports avec celui de POIS-
SON. Dans le cas de POISSON I'intégrale doit étre étendue toujours au méme
espace S, dans le théoreme que nous venons d’énoncer I'intégrale est étendue
a la partie d'un espace qui est intérieur au cone caractéristigue ayant pour
sommet le point x!,y1, z1.

Par la formule (2) on peut facilement déduire les discontinuités relatives
aux dérivées des potentiels des surfaces et les discontinuités des potentiels
des doubles couches. On obtient des formules semblables en employant la
formule (5") d’'une maniére analogue.

10.Nous avons jusqu’a présent envisagé I'espace interne au cbne, mais
pour I'espace externe au cdne on peut établir de nouvelles formules qui n’ont
pas de correspondantes dans le cas de
I’équation de LAPLACE.
Menons le cbne caractéristique ayant
pour sommet le point M de coordonnées
xL, yl, z1.
Soit ¢" une surface externe au cbne
et découpée par le cbdne, et supposons
que S" soit un domaine externe au cone
limité par ¢" et par la surface du cone.
n étant la normale a la surface ¢" dirigée vers l'intérieur de S", appelons
ri' la conormale. Posons pour simplifier

Enfin supposons que dans le domaine S", v et T soient finies, continues
et monodromes. Alors on aura



112 X. - Lecons sur l'intégration des équations différentielles, etc.

ou X,y ,z sont les coordonnées du point indice des intégrations. Si nous
écrivons dans le cas de I'espace externe une expression tout a fait analo-
gue & celle qui parait dans le second membre de I’équation (5) ou (5), on
ne trouve pas la valeur de v au sommet du cdne, mais une valeur nulle.

On a donc:

11. Particularisons maintenant les formules générales. On peut com-
mencer par supposer ¥ = 0. Il est évident alors que dans les formules précé-
dentes tous les termes ou parait cette quantité s’évanouissent. Elles se rap-

portent alors aux intégrales de I’équations

C’est pourquoi les formules (5" (9) (8) deviennent des formules correspon-
dantes, mais d'une nature complétement différente, aux formules bien con-
nues des fonctions harmoniques, c’est a dire des intégrales de I'équation de

Laplace. Elles s’écriront alors

12. On peut ensuite particulariser la forme des surfaces ¢' et ¢". Sup-
posons d’abord que la surface ¢' soit le plan coordonné xy, et supposons
211=z=0.
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Alors la formule (10) devient

car la normale n et la conormale ri coincident avec z.

Dans ce cas, v et 0v/0z sont indépendants entre eux (voir § 6). Cette
formule nous donne I'intégrale générale de I'équation (I11) sous une forme
bien connue qu’on appelle de POISSON-PARSEVAL.

On trouve une formule tout & fait analogue si I'on suppose que le point
Mi soit au-dessous du plan xy.

Supposons maintenant que la surface ¢' devienne un cylindre indéfini y
ayant les génératrices paralleles a I'axe z et aussi que la coordonnée z!
du point Mi soit supérieure aux coordonnées z des points de y. Enfin sup-
posons que v soit nulle pour toutes les valeurs de z inférieures a une cer-
taine limite —Z.

Dans ce cas la formule (10) deviendra

ou l'on suppose que

s étant ! intersection du cylindre y avec un plan parallele au plan xy, et
X,y étant les coordonnées des points de la ligne s.

Par rapport aux dérivées normales représentées par les symboles d/on et
8/dn nous convenons que si F est une fonction de x,y,p et que si l'on
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regarde ces quantités comme des variables indépendantes

Dans ce cas les valeurs de v et de la dérivée normale de v sur le cylin-
dre ne sont pas indépendantes entre elles.

13. On peut enfin imaginer un cas mixte
des deux précédents ou la surface ¢' est con-
stituées en partie par un cylindre y et en
partie par un plan paralléle au plan xy. Alors
le second membre de la formule (10) est con-
stitué de deux parties dont l'une a la forme
du second membre de I’équation (14) et l'au-
tre celle du second membre de I'’équation (13).
Sur vy les valeurs de v et de la dérivée normale

ne sont pas indépendantes, tandis qu’elles sont indépendantes sur le plan w.

14. Les formules (8) et (9) peuvent aussi se particulariser en supposant
gue ¢" se réduise a une surface cylindrique
ayant les génératrices paralléles a I'axe z,
et alors elles deviennent respectivement

Dans ce cas v et dvdn ne sont pas indépendants.

9ieme lecon.

1. Dans le § 13 nous avons envisagé le cas mixte ou sur w les valeurs
de v et de dv dn sont indépendantes entre elles, tandis qu’elles ne sont pas indé-
pendantes sur la surface cylindrique y. Sur cette surface il suffit de donner
les valeurs de v ou de dv on pour déterminer v (x!,y!, zl). Il faut donc tacher
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d'éliminer les valeurs de dv on ou de v sur y. On peut atteindre le but dans
certains cas trés-aisément, et nous allons les approfondir pour montrer que
la célebre méthode des images découverte par LORD KELVIN pour l'intégra-
tion de I'équation de LAPLACE peut étre aussi employée quelquefois pour les
équations analogues ayant les cOnes caractéristiques réels. On trouve par
l[a un résultat complétement inattendu, c’est a dire que lorsqu’on enviage les
équations a caractéristiques réelles, méme dans le cas ou I'on a un nombre
infini d’'images, la solution peut ne pas étre données par des séries infinies,
mais par un nombre fini de termes. Ce résul-
tat semble au premier abord paradoxal, mais
il tient a ce que dans chaque cas le nombre
des images dont on a besoin est fini en vertu
de la réalité des cbnes caractéristiques.

Supposons que la surface cylindrique y
se réduise au plan yz (z=0) et w au plan
Xy (x=>0), cest a dire que w soit un segment d'un cercle et y un seg-
ment d’hyperbole.

Dans ce cas la formule (5') s’écrit

Or pour éliminer les valeurs de v ou de dov dx sur y on peut se servir de

la méthode des images.

Soit Mi I'image optique du point Mi réfléchi par le plan yz. Menons le
cOne caractéristique qui a
pour sommet M’ Il décou-
pera sur le plan yz le segment
d’hyperbole y et sur la partie
du plan xy (x> 0) un seg-
ment de cercle w'. Si nous
appliquons la formule (7),

transformée convenablement,
a l'ensemble des surfaces ®' et y on trouvera
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En ajoutant les deux formules (17) et (18) on élimine v dans I’intégrale
étendue a vy, et par soustraction on élimine dv dx. La méthode des images con-
duit donc bien aisément au résultat qu'on cherchait. Passons maintenant au
cas des images successives. Admettons que la surface y soit constituée par
les segments d’hyperboles y' et y" découpés par la nappe inférieure du céne
ayant pour sommet Mi sur les demiplans x = 0, x = a(a> 0) qui sont au-
dessus du plan xy. Soit w la partie de la bande du plan xy comprise entre
les plans x = 0, X = a et renfermée a I'intérieur du cbne.

Dans ce cas la formule (5') sécrit

Dans cette formule les valeurs
de v et de dv ax sur y' et y" ne sont
pas indépendantes, c’est pourquoi
I'on peut tacher d’employer la mé-
thode des images pour éliminer les
unes ou les autres.

A cet effet prenons les images
de Mi par rapport aux plans y' et y"

et ensuite les images de ces images par rapport aux mémes plans, et ainsi de
suite indéfiniment. Le nombre des images qu’on obtient est évidemment in-
fini, mais il est intéressant de remarquer qu’il n'est pas nécessaire de les
employer toutes, car un nombre fini d’entre elles suffit pour la solution du
probléme. Menons les cones caractéristiques dont les sommets sont les images
gue nous avons construites, et envisageons les nappes inférieures de ces cbnes,
c’est a dire celles qui sont dirigées du coté négatif de I'axe z. Tous les cbnes
dont les sommets ont une distance des plans y' et y" supérieure a z, ne ren-
contrent ces plans qu’au-dessous du plan w c'est pourquoi il n’est pas néces-
saire de les envisager. Il est clair donc qu’on pourra éliminer les valeurs de v
et de dv ax sur y' et y" en faisant usage seulement des images qui sont a une
distance de ces plans inférieure azl. En employant donc dans ce cas la méthode
des images, on ne trouvera pas des séries infinies, mais la solution du pro-
bléme sera donnée par un nombre fini de termes.

Au lieu des trois plans w ,y', y" on peut en avoir cing, dont quatre sont
perpendiculaires au plan xy et le rencontrent en formant les cétés d'un rec-
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tangle. La solution s’obtient toujours de la méme maniére par un nombre
fini de termes. Si v s’annulle sur les quatre plans perpendiculaires a xy on
obtient une solution du probléme bien connu des vibrations d’une membrane
plane, fixée dans un cadre rectangulaire sans avoir besoin de recourir, a des
séries, mais par des intégrales définies.

2. On peut chercher a étendre les résultats que nous avons indiqués au
cas des équations (1) a quatre, cing, etc. variables. Il suffit pour cela d’envi-
sager des hyperespaces a 4, 5, ++ dimensions. Les cbnes caractéristiques ont
3,4+ dimensions. Au lieu des surfaces ¢', ¢" il faut envisager des espaces
a 3,4, dimensions. Tout cela se concoit tres-bien. Mais si I'on passe de
trois a quatre variables on arrive a un résultat inattendu, c’est a dire que les
choses au lieu de se compliquer deviennent a un certain point de vue plus
simples. En effet, on trouve des formules ou la valeur de I'intégrale au som-
met du céne dépend seulement des valeurs de la méme fonction et de ses
dérivées dans les intersections des cOnes caractéristiques avec les espaces ana-
logues aux surfaces ¢ et ¢". Il n'y a pas deux formules des types (2) et
(8), mais une seule formule.

En général, le cas de deux variables excepté, les choses se présentent
d'une maniere différente si I'on a un nombre pair ou si I'on a un nombre
impair de variables, et le cas le plus simple est celui d’'un nombre pair. Tout
cela lorsque les équations ont une forme aussi simple que les équations (1).
Si les équations avaient, par exemple, des termes de premier ordre la chose
changerait.

3. Nous n’entrerons pas dans les détails sur ce sujet qui sont trés-
compliquées. Nous renvoyons pour cela aux travaux de M. Tedone, de
M. Coulon, de M. ’AdhEMAR et de M. HADAMARD. Je rapporterai seulement
les formules qu'on a dans le cas de quatre variables et qui ont été données
pour la premiére fois par KIRCHHOFF, qui en a déduit avec rigueur le prin-
cipe de HUYGHENS.

Ecrivons I'équation a quatre variables sous la forme

et envisageons x ,y , Y comme les coordonnées des points de I'espace a 3 dimen-
sions; t peut étre envisagée comme une quatriéme variable, qui dans les que-
stions de la physique mathématique est le temps.

o étant le contour de I'espace S & I'intérieur duquel se trouve un point
M! de coordonnées x! , yl,zl, on a

ou n est la normale interne a la
surface o et les symboles @&/on et f/dn représentent par rapport a une
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fonction F(x,y , z,r)

en regardant X,y , z, r comme des variables indépendantes. Si la surface ¢ se
réduit a une sphére ayant pour centre le point M1, la formule précédente se
particularise et devient Il'intégrale générale de I'équation (19) donnée par
Poisson.

4.Le succes de la méthode de KIRCHHOFF est d0 a I'emploi des métho-
des de GREEN et a I'existence de l'intégrale

de I'équation (19), ou F est une fonction arbitraire. Pour toutes les équations
pour lesquelles existent des intégrales de la méme nature, qui n’ont d’autres
points singuliers que r = 0, on peut procéder par des méthodes analogues
a celles de KIRCHHOFF.

Voyons si I'équation a trois variables qu’on peut écrire

possede une intégrale de la forme précédente, c'est a dire de la forme
Sf(pxt) ou IJ est une quantité indépendante de t,

et ¥ est une fonction arbitraire. En posant

on trouve l'intégrale

Il parait donc tout naturel que, méme dans ce cas, on puisse employer
cette intégrale en suivant les méthodes de KIRCHHOFF. Mais il est facile de
se persuader que l'intégrale précédente est polydrome. Or les méthodes de
KIRCHHOFF étant fondées sur celles de Green c'est & dire sur le théoréme
de Gauss, dont nous avons parlé dans la deuxiéme lecon, on ne peut pas les
employer dans ce cas.

Il faut donc recourir a d’autres méthodes ou a d’autres intégrales dans le
cas de l'équation a trois variables, et cela explique pourquoi les résultats
étaient plus simples et aussi plus faciles a trouver dans le cas de quatre varia-
bles que dans celui de trois variables. C’est pourquoi le cas de 4 variables a
été le premier a étre résolut apres celui tout a fait élémentaire de deux varia-
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blés. Nous voyons quel rdle joue la polydromie des intégrales dans le cas des
équations a caractéristiques réelles par I'exemple trés simple que nous avons
envisage.

5. WEIERSTRASS a découvert une méthode pour donner I'intégrale géné-
rale des équations et des systemes d’équations aux dérivées partielles a coef-
ficients constants. Cette méthode a paru maintenant dans les ceuvres de
WEIERSTRASS; mais dés I'année 1881 il I'avait communiquée a Mme Kowa-
LEWSKI, qui chercha a I'employer pour intégrer les équations des vibrations
de la lumiére dans les milieux biréfringents.

Supposons que

soit I’équation d'une surface fermée telle que toute droite qui part de I'ori-
gine ne la rencontre que dans un seul point, et supposons qu’on ait

Par

représentons une intégrale étendue a l'espace renfermé entre deux surfaces
(22) correspondantes aux valeurs to et t de t, dont la premiere est constante.
Les formules fondamentales découvertes par WEIERSTRASS sont les sui-
vantes.
Si

on a

ou Da est le symbole de dérivation par rapport a a. On calcule de méme les
dérivées successives de F, et I'on tache de prendre § et ¢ de maniére que les
dérivées d'un certain ordre vérifient une relation linéaire a coefficients cons-
tants. On trouve alors une intégrale de I'équation ayant la forme (23) avec
la fonction arbitraire f. De la on passe a I'intégrale générale. La méthode est
analogue dans le cas des systemes d’équations différentielles.

Or envisageons la fonction
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ou ® est une fonction arbitraire. On aura les formules suivantes

Comparons les trois premieres équations (24) et les trois premiéres équa-
tions (24"). Les coefficientes de ¥ sous les intégrales des égalités (24) sont
égaux et de signe contraire aux coefficients de ® et ®' dans les égalités (24").
On ne trouve pas de changement de signe en comparant la derniére des équa-
tions (24) avec la derniere des équations (24").

On en déduit bien aisément la propriété suivante. Posons

ou n=h!+ h? + h3+ h4, on aura

et par suite, si I'équation différentielle a coefficients constants

posséde une intégrale

T étant une fonction arbitraire, I'’équation

aura l'intégrale

ou @ est une fonction arbitraire. Réciproquement si I'équation (25") possede
I'intégrale (26"), ® étant une fonction arbitraire, I'équation (25) aura l'inté-
grale (26).

L’intégrale (26") a la forme de l'intégrale (20), c’est pourquoi en comp-
tant sur les singularités de ¢ pour u = v =w = 0, on peut passer de la mé-
thode de Weierstrass a celle de KIRCHHHOFF, c'est a dire des intégrales
genérales du type Poisson a des formules qui les comprennent.
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Le méme résultat peut s'établir pour les systemes d'équations différen-
tielles.

Je possédais en 1892 ce théoréme lorsque j'étudiais le mémoire de Mme
Kowalewski sur la propagation de la lumiére dans les cristaux. Puisqu’elle
avait cru obtenir par la méthode de WeierstrASS les intégrales générales des
équations de l'optique, je croyais posséder la méthode pour parvenir aux for-
mules analogues a celles de KIRCHHOFF et pour pouvoir établir le principe de
Huyghens pour les milieux biréfringents. Mais I'emploi de la méthode con-
duisait a des résultats paradoxaux. D’ou provenaient-ils? En voici la raison.
Les fonctions qui dans ce cas remplacent ¢ dans les formules sont des fonc-
tions polydromes du méme genre que la fonction polydrome que nous avons
trouvée dans le § 18. 11 n’était pas facile de s’en apercevoir, car ces fonctions
sont trés compliquées, et elles avaient été étudiées depuis LAME sans que cette
propriété ressortit. C'est pourquoi ni la méthode de WEIERSTRASS ni celle de
KIRCHHOFF n’étaient applicables et les formules de Mme KOWALEWSKI ne don-
naient pas les intégrales de l'optique. Voila encore une fois que la rble des
fonctions polydromes ressort dans cette question d’analyse et de physique
mathématique.
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1909), j'ai étendu le principe des images, pour les équations hyperboliques, du cas des
plans au cas des hyperboloides.

10ieme lecon.

1. Nous avons jusqu'a présent examiné quelques équations du type
elliptique et du type hyperbolique. Nous parvenons maintenant aux équa-
tions du type parabolique.

L’équation de la propagation de la chaleur appartient a ce type. FOU-
RIER, POISSON, Laplace, pour ne citer que les plus anciens, ont consacré
de profondes études a cette équation. Tout le monde sait que les méthodes
introduites par FOURIER sont devenues classiques et ont formé le point de
départ, la base et le modéle de bien des recherches de I'analyse et de la
physique mathématique.

Plus récemment on a introduit dans la théorie de la propagation de la
chaleur des méthodes qui se rattachent a celles de Green. Betti a consacré
un trés beau mémoire a cette étude, sans cependant recourir a la notion des
caractéristiques. Appel et BOUSSINESQ ont profondément examiné par des
concepts plus modernes encore bien des questions qui S’y rapportent.

Mais a mon avis pour les équations du type parabolique on n’est pas si
avancé que pour les équations des autres types gque nous avons examinées
dans les lecons précédentes.

2. Nous allons envisager I'équation la plus simple possible

Le rble des deux variables t et z est trés-différent, ce qu’on comprend des
le premier abord, car I'’équation différentielle est de premier ordre par rap-
port a t et de deuxiéme ordre par rapport a z.

Poisson a bien mis en lumiére ce fait par un résultat sur lequel il a
insisté beaucoup en y revenant plusieurs fois dans ses différents ouvrages.

Nous allons I'exposer en empruntant a peu prés les termes de son livre
sur la théorie mathématique de la chaleur.
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Si nous essayons de développer u dans une série de puissance de t— h,
h étant une quantité constante, nous trouvons, en calculant de proche en
proche les coefficients,

ou ¢ représente une fonction arbitraire. Si I'on fait t = h, on a

@ (z) est donc la fonction a laquelle se réduit u pour t — h. Au contraire si
nous développons u par les puissances de z — k, on trouvera par la méme
méthode

ou | (t) et W () sont des fonctions arbitraires.
En faisant z = k on trouve

donc ¢ (t) et W (t) représentent les valeurs de u et du dz pour z = k.

Or il est facile de prouver que la méme intégrale peut se mettre sous la
forme (2) ou la forme (3). Il suffit pour cela de développer ¢ (z) dans une sé-
rie de puissances de z—k et ¢ (2) et W (Z) en des séries de puissances de
t—h.

En posant

on trouvera en comparant les coefficients dans les formules (2) et (3)

On voit donc que la méme intégrale peut s'écrire avec une ou avec
deux fonctions arbitraires de deux manieres complétement équivalentes.

POISSON a ensuite transformé les deux intégrales en les exprimant par
des intégrales définies. Il écrit I'intégrale (2) sous la forme
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et l'intégrale (3) sous la forme

¢ étant une constante réelle qui n'est pas nulle.

Apres POISSON, Schlaefli est revenu la dessus en exprimant les mémes
intégrales sous des formes différentes dans un trés beau mémoire inséré dans
le T. 72 du Journal de Crelle

3.Cela posé voyons ce qu'on peut tirer des méthodes qui ont été les
plus puissantes dans le cas des équations que nous avons envisagées dans les
lecons précédentes. Il est évident que ces méthodes sont celles de GREEN,
mais ou l'on introduit la notion des caractéristiques par les méthodes de
RIEMANN.

Il Ny a pas de difficultés a procéder par une voie tout a fait analogue
dans notre cas.

On peut évidemment commencer par envisager une équation plus géné-
rale de I'équation (1), c’est a dire

Les caractéristiques de I'équation (1") sont des lignes paralléles l'axe z
(voir la lecon 8iéme § 5).

Prenons la direction de I'axe t de la gauche a la droite. Alors chaque
caractéristique partage le plan en deux domaines qu’on peut appelér le
domaine de gauche et celui de droite.

Il est facile de démontrer le théoreme:
Soit s une courbe ouverte dont les deux bouts A,
B se trouvent sur une caractéristique, et qui renfer-
me avec cette caractéristique une aire ¢ située a gauche
de celleci. Si nous connaissons u sur s et f(zt) a l'in-
térieur de l'aire g, u sera déterminée dans tous les
points de o.
La démonstration est trés-simple et du méme type
des démonstrations des théorémes analogues qu’on a
dans les autres théories. En effet, si ul et u? sont des
fonctions qui vérifient I'’équation (1) et qui prennent les mémes valeurs sur
s, on calcule leur différence u3 = ul — u? qui vérifiera I'équation (1) et qui
sera nulle sur s
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Par les transformations bien connues des intégrales on tire de la que

ou | est la partie de la caractéristique comprise entre les points A, B.

C’est pourquoi ud sera nulle dans I'aire ¢ et par suite ul = u2. Donc il
n’y a pas deux fonctions différentes qui satisfont aux conditions que nous
avons posées, et on a par la la démonstration du théoréme que nous avons
énoncé.

Il faut maintenant remarquer que les raisonnements gque nous venons
de faire ne pourraient pas étre répétés si I'on supposait que la courbe s était
a droite de la ligne caractéristique, et par suite il n’y a pas une symétrie des
propriétés des intégrales de I'équation différentielle des deux cotés de chaque
caractéristiques, comme d’autre part il était facile de prévoir.

4. On peut donner une formule tout a fait analogue a la formule de
GREEN en envisageant avec I'équation (1') son adjointe

Alors en trouve

n étant la normale a la ligne s dirigée vers I'intérieur de o.

Or la fonction qui joue le réle principal dans cette théorie est, comme il
est bien connu, l'intégrale suivante de I'équation (4)
ou I'on suppose g =0

tl > t et zI étant des valeurs constantes. Le radical est
supposé positif. Prenons le point M1, de coordonnées
»zl a droite de la caractéristique Z Remplagons cette
valeur de v dans I'équation ou I'on suppose g = 0
puis faisons approcher M! de la ligne caractéristique.
A ce point il faut rappeler un théoréme bien connu d’analyse. F (z) étant
une fonction continue et finie et z” =z' on a

Il faut prendre la second membre égal a 2VmtF(zl) si zl est comprise
entre z et ' , et il faut le prendre égal 0 si zl n'est pas comprise entre les
valeurs z' et z"
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On suppose que le radical qui parait sous l'intégrale soit positif. S'il
était négatif le second membre changerait de signe.

Deux cas pourront donc se présenter. Si le point M! s’approche d'un
point M compris entre A et B on aura

égale a la valeur de la fonction u dans le point M". Si au contraire il s’approche
d’'un point M" qui n’est pas compris entre A et B la méme limite est nulle.
On tire de la les deux formules suivantes

ou t = tl est I'équation de la caractéristique Z Le premier cas se présente
lorsque le point zl,tl est compris entre A et B et le
second cas lorsqu’il est externe.
Dans cette formule, comme dans toutes les for-
mules analogues que l'on trouve par les procédés de
Green (cfr. le § 3 de la 8iéme legon), la valeur de
I'intégrale au point z1,tl est donnée par les valeurs
de l'intégrale méme et de ses dérivées sur la ligne s
Or, comme nous avons vu (§ 3), il est nécessaire
de connaitre les seules valeurs de u sur | pour la
déterminer dans o, c’est pourquoi il y a dans la formule précédente la quan-
tité ou/oz qu’il faut éliminer. Elle s’élimine d’elle-méme sur tout partie CD
de la ligne s qui est un segment de droite paralléle a I'axe z, car sur CD

on a cos nz = 0. Ainsi, si les points A, B s’éloignent indéfiniment dans la
direction positivé et négative de z de maniére que la ligne s devienne la
parallele t = h a I'axe z, la quantité du 0z est complétement éliminée.
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Alors si nous posons dans la formule (6) ¥ = 0 elle devient la formule (2')
de POISSON. En effet elle exprime la valeur de u par les valeurs de cette inté-
grale pour t = h.

5. Les valeurs de du 0z sur s peuvent s’éliminer aussi en d’autres cas. Nous
allons démontrer qu’elles peuvent s’éliminer
sur toute partie CD de s qui est un seg-
ment de ligne droite telle que toute Iaire
o est située d'un coté de cette droite. Pre-
nons en effet le point M"™ symétrique du
point M' par rapport au point E. M' étant
interne au segment AB , M" sera externe.
C’est pourquoi, si z! , tl sont les coordonnées
de M' et 22, tl celles de M", en remplacant
dans la formule (6) z! par z2 on passe a la
formule (6").
Le premier membre peut se décomposer
en deux parties, l'intégrale qui est étendue
a CD et toute la partie résiduelle. En appelant | cette derniére, on aura

ou I' et I" sont les valeurs de | si I'on se rapporte respectivement aux points
M' et M". Ajoutons la premiére équation a la seconde aprés avoir multiplié
celle-ci par une quantité constante —ec. Le second membre sera u (z! ,tl)
et dans le premier membre le coefficient de du 0z sous I'intégrale deviendra

Pour éliminer du/oz le long de I'intégrale étendue a CD il suffit d’annuler
ce coefficient. Posons donc

On tire de la en appelant ze la coordonnée du point E et h la longueur M*M"

Mais la droite CD passe par le point E; c’est pourquoi son équation est

a étant une quantité constante.
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Il suffit donc de prendre

pour faire I'élimination de du/dz.
La méthode qu’on a suivie est bien une méthode des images, car on peut
appeler le point M" I'image du point M' par rapport au point E.
Si la ligne s est formée de plusieurs droites on peut appliquer dans cer-
tains cas le principe des images successives pour
éliminer du cz sur toute la ligne s.

Soit d formée par trois droites AC, CD , DB
dont CD est paralléle & z, alors la méthode peut
servir pour tout point M' d’'une maniére trés sim-
ple. L’on trouve dans ce cas un nombre infini
d’images.

6. Ce que nous avons exposé jusqu’ici nous

prouve qu'une méthode tout a fait analogue a

celle qu'on emploie dans le cas des équations du

type hyperbolique peut étre aussi employée dans

celui des équations du type parabolique, en tenant compte des lignes carac-
téristiques.

Cependant nous pouvons bien facilement nous convaincre que par cette
méthode on n’épuise pas les propriétés les plus importantes de I'équation (I"),
et que la méthode méme est impuissante a nous en dévoiler les plus cachées.

En effet nous avons montré des le 2iéme paragraphe le résultat obtenu par
POISSON, c'est a dire que I'intégrale générale de I'équation (1) peut s’expri-
mer par une fonction arbitraire ou par deux fonctions arbitraires. Or la for-
mule (6) peut nous conduire a l'intégrale (2), comme nous avons déja vu,
mais elle ne nous améne pas a I'intégrale (3). Méme en tachant de faire coin-
cider la ligne s avec I'axe des z on n’arrive pas a cette formule.

On serait conduit a cette conclusion, que les équations du type paraboli-
qgue n'offrent pas de prise aux méthodes modernes d'une maniére compléte,
et que par exemple les anciennes méthodes de POISSON nous disent davantage.
Il semble donc que les méthodes modernes peuvent nous donner I'explication
d’un gran nombre de faits, mais tous les faits connus semblent ne pas res-
sortir d’elles.

Malgré cela nous allons voir que cette impuissance n’'est qu’apparente
et que nous pouvons réunir dans un ensemble unique tous les faits et par une
seule formule embrasser toutes les formules connues. Pour rejoindre le but il
n’y a qu’a aborder les nouvelles méthodes avec une conception nouvelle, c’est
a dire en les étendant aux variables complexes, ce qu'on n’avait pas fait ju-
squ’a présent. L'équation (I') se préte avec beaucoup de facilité a cette géné-
ralisation, car elle n’a que deux variables z et t, et si nous posons t = Xx—iy
en regardant x , y , z comme les coordonnées des points de I'espace, on pourra
se servir des images géométriques dans un domaine a trois dimensions.
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Envisageons une fois encore la fonction qui joue le rble principal dans
ces recherches, c’est a dire

Nous verrons dans la lecon suivante que c’est la polydromie de cette fonction
qui a I'importance la plus grande dans tous les résultats que nous allons
obtenir. Cette fonction est en effet polydrome par rapport a la variable t.
Or cette polydromie ne peut pas ressortir si on n’envisage pas t comme une
variable complexe. C’est pourquoi toute la théorie que nous avons développée
qui était batie en dehors de cette propriété était justement incompléte.

Ilieme lecon.

1. La premiére question qui se pose est de voir si I'on peut étendre dans
les intégrales de I'équation (1') de la lecon 10iéme la variabilité de t, c'est a
dire si I'on peut la regarder comme un nombre complexe. A cet effet consi-
dérons les intégrales de I'équation (I) qui est plus simple que l'autre. Il est
facile de démontrer, et d’autre part la chose est connue, qu’elles ne sont
pas en général des fonctions analytiques de t.

Pour s’en persuader d'une maniére tout a fait élémentaire prenons la
fonction

ou ¢ (§) est une fonction finie et intégrable. Si ¢ (§) est définie dans le
domaine (o0, a) on voit aisément que u (z,t)
est définie pour toutes les valeurs positi-
ves de z a l'intérieur de la bande 3! limi-
tée par l'axe t, I'axe z et la droite t — a.
On vérifie qu’a l'intérieur de ce do-
maine u (z,t) est une fonction continue,
que les dérivées 02u 0z2 et Ou ot sont déter-
minées et que l'on a

Cela posé, si nous prolongeons ¢ (§)
entre a et 2 a, alors u (z, t) pourra se pro-
longer a l'intérieur de la bande X2 comprise entre I'axe t et les droites t = a,
t=2a

Dans le domaine formé par I'’ensemble des points internes aux bandes !
et X2 u(z,t) sera continue et vérifiera I'’équation (1). Mais puisque le pro-
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longement de ¢ (§) peut se faire avec la seule condition qu’elle soit finie
et intégrable et que d’autre part elle est tout a fait arbitraire, il s’en suit
gue les valeurs de u en X2 pourront étre changées, celles en >! restant
toujours les mémes.

Si par exemple nous prenons d’abord ¢ (§) = o dans l’intervalle (a, 2a)
et aprés ¢ (§) = 1, les valeurs de u (z, t) en 22 seront changées. Cela prouve
que u (z, t) n'est pas en général une fonction analytique de t.

2. Il faudra donc poser comme une condition nouvelle que l'intégrale
de I'’équation (1) soit une fonction analytique de Z, et de méme si nous envi-
sageons I'équation (1'), il faudra poser deux conditions, c'est a dire que F
et u soient des fonctions analytiques de t = x + iy.

Supposons aussi, en ayant égard a I'équation adjointe (4), queg et v
soient des fonctions analytiques de t = x + iy.

Nous écrirons alors

et I'on regardera x,y , z comme les coordonnées des points de I'espace. Il est
évident que u, v ,F,g seront en général des quantités complexes et on aura

Posons

et, en prenant une surface ¢ ayant deux faces distinctes et pour contour la
ligne s, appliquons le théoréme de STOKES (2iéme lecon § 2) en supposant que
toutes les quantités précédentes soient finies, continues et monodromes sur
la surface o.
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On aura

Or on a bien aisément en vertu des relations (8) et des équations i{)

et (4)

par suite I'égalité (9) deviendra

c'est a dire

3. Cela posé supposons que dans tout le domaine a trois dimensions que
nous envisageons u ,T soient finies, continues et monodromes. Prenons

étant

Si la droite x = x0,y =yo rencontre la surface, o, la formule (10) n’est
pas applicable, car pour x = xo0,y =Yy0 la fonction v a une singularité. Mais
elle n'est pas applicable en d’autres cas ou la méme droite ne rencontre pas la
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surface. En effet supposons que la surface soit limitée par deux lignes, et qu’en
conséquence le contour s soit formé de deux parties, et supposons aussi que la
droite X = x0,y = yo passe au milieu du bord interne de la surface, et que
par suite on puisse parcourir sur la surface un cycle fermé ¢ autour de la
droite. Méme dans ce cas la formule ne sera pas applicable, car v sera poly-
drome sur la surface a cause du radical qui parait dans le dénominateur. En
parcourant le cycle ¢ et en prenant les valeurs de v qui se suivent avec
continuité on reviendra au point de départ avec la valeur initiale changée de
signe.

Donc la formule (10) n'est applicable, en prenant v donné par la
formule (11), que si aucun cycle fermé sur la surface n’entoure la droite
X =x0,y =Yy0 et si en méme temps cette droite ne rencontre pas la surface.
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Le contour étant formé par une seule ligne continue et fermée, il suffit
évidemment de la seconde condition, pour que la premiéere soit aussi satisfaite.

4. Prenons maintenant (fig. un contour s formé par une seule ligne
continue, constituée par la courbe MNP et par la courbe M’N'P" reliées
entre elles par les droites PP' et MM" paralléles a I'axe z.

La ligne MNPP'N'M'M sera une ligne continue. Les fleches indi-
guent comment il faut la parcourir. Supposons que nous menions une surface
0 ayant pour contour cette ligne, et ensuite faisons approcher les deux bords
MM' et PP' d'une méme droite HH' du plan xz paralléle a 'axez de ma-
niére qu’ils se disposent le long de cette droite. Mais en méme temps supposons
gue si certaines parties des deux bords se superposent, comme il arrive dans
la fig. b, les deux bords restent toujours distingués comme les bords d’une
coupure, et qu’on doive les parcourir en sens opposé. La méme chose est
indiquée dans la fig. b' ou les dispositions sont changées. Les fleches dési-
gnent toujours la maniére de parcourir le contour. On peut donc regarder
toujours la surface ¢ comme limitée par un contour formé par la ligne conti-
nue et fermée MNPP'N'M'M.

La ligne HH' ayant pour équation

menons une droite parallele KK' dans le plan xz ayant pour équation

qui ne rencontre pas la surface o. Alors on pourra appliquer la formule (10),
et I'on trouvera en remarquant que g =0

ou ! on a désigné par vAo la fonction étant le point de coordon-

nées xo, 0, z1.

5 On peut maintenant distinguer deux cas. Projetons la surface ¢ sur
le plan xy. Dans les figures nous avons désigné la projection par l'aire
hachée. Le point xo, 0 du plan xy peut se trouver entouré par la projection
(fig. b) ou peut ne pas étre entouré par elle (fig. b").

Puisque la fonction v est polydrome et qu’elle change de signe en parcou-
rant un cycle autour de la droite Xx = x0,y = 0, les choses seront différentes
dans les deux cas. Les valeurs de v dans les points de la droite H H' sont
réelles. Prenons ces valeurs positives sur P'P, alors
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dans le premier cas les valeurs de v seront négatives sur MM,
dans le second cas les valeurs de v seront positives sur MM'.

Or déplacons le point Ao sur AoAl paralléle a I'axe x en I'approchant
indéfiniment du point Al sur la droite HH', et supposons que la droite KK’
se déplace avec Ao en restant parallele a I'axe z, et supposons aussi qu’en se
déplacant elle ne rencontre jamais la surface o.

Cherchons les limites de

Il suffit pour cela de faire usage de la formule (I) qu'on a déja employée
dans le § 4 de la 10iéme lecon. Puisque VAo est positif sur PP' on aura

si le point Al est compris entre les points P, P' et si le segment PP' a la
direction positive de I'axe z. On aura au contraire

si le point Al est compris entre les points P, P' et si le segment PP' a la
direction négative de l'axe z. Enfin on aura

si le point Al est externe au segment PP'. (C'est le dernier cas qui se pré-
sente dans les figures b et b, mais on imagine tout de suite comment il fau-
drait dessiner les figures pour que les autres cas se présentent).

Les trois formules précédentes peuvent se réunir en une seule en repré-
sentant par le symbole (p) le numéro = | selon que le segment AIP a la di-
rection positive ou négative de z. On aura alors

Si nous étendons la signification du symbole (p), et si nons supposons
qu’il représente o, si Al coincide avec P, alors la formule précédente nous
donne la limite de l'intégrale méme dans le cas ou Al coincide avec l'un
des points P ou P

Passons maintenant a

si le point xo, 0 est entouré par la projection (ler cas), on a que vAc est négatif
sur MM"', c’est pourquoi
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Si le point xo, 0 n'est pas entouré par la projection (2iéme cas) vAo est
positif sur MM'" et par suite

Les deux formules peuvent se réunir en une seule en indiquant par le

symbole (e) le numero £ | selon que la projection entoure ou n’entoure pas
le point xo,0 et I'on aura

Donc

d'ou l'on tire, en posant

Cette formule est la plus générale possible et comprend toutes les autres.
Il N’y a qu’a la particulariser pour déduire toutes les formules de la théorie.

5. Supposons d’abord que le second
cas se présente. Alors on peut trés bien
imaginer que les lignes MNP et M'N'P’
appartiennent au plan xz de maniére que
0 soit une partie du plan, et l'on peut
supposer que la ligne M'N'P' se rétré-
cisse indéfiniment de sorte quelle se ré-
duise a un point. Alors dans la formule
(1) Tlintégrale étendue a M'N'P' s'an-
nulle, et elle conduit aux formules (6)
et (6") dont la premiére nous améne a la
formule (2') de Poisson.

6. Soit M'N'P' une courbe apparte-
nant au plan paralléle & xy mené par Ao,
alors on démontre facilement que la li-
mite de l'intégrale étendue a la ligne
M'N'P' dans la formule (I1) est nulle. En méme temps on a (m') = (p') = 0,
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par suite la formule (I1) devient

Si M et P coincident on a (m) = (p), donc

Dans le second cas ou () = — | le premier membre est toujours nul.
Envisageons le second cas ou (¢) = 1. Alors

Supposons maintenant que la courbe MNP appartienne a un plan paral-
lele a xy, alors dz = o sur la courbe, et lI'on a

Si ¥ — o la formule se réduit encore et devient

Enfin si nous prenons pour MNP un cercle ayant le centre sur lI'axe
x la formule précédente devient la formule (3") de POISSON.

De méme les formules de SCHLAEFLI peuvent se déduire comme cas par-
ticuliers de celles que nous avons données.

Il faut remarquer que toutes ces formules se rattachent au premier cas,
c'est a dire a celui ou la projection de la surface ¢ entoure le point xo, O.
Or cela ne peut arriver que si I'on suppose que la courbe MNM' n’appar-
tient pas au plan xz. Il fallait donc sortir des valeurs réelles de t pour trou-
ver ces formules, et c’est justement ce que nous avons fait. Ce n’est qu’en
sortant du domaine réel et en pénétrant dans le domaine complexe que la
polydromie de la fonction (7) a pu jouer son role, car la polydromie ne ressort
gu’en parcourant des cycles autour de la droite KK'. Nous avons mis en
lumiére qu,a cette polydromie se rattache tout le succés de la méthode nou-
velle qu'on a employée.

8. Nous finirons en donnant une application de la formule de POISSON, ce
qui nous aménera a revenir sur un point auquel nous avons touché dans la
8iéme lecon (8 1). Nous avons dit qu’il y avait des problémes de la théorie des



X. - Lecons sur l'intégration des équations différentielles, ecc. 137

ondes qui ne ressortent pas des équations du type hyperbolique. Ce sont les
problémes des ondes des liquides incompressibles. Si I'on envisage le cas le
plus général des petites vibrations des liquides assujettis a des forces quelcon-
ques ayant un potentiel, on trouve que le probléeme se réduit a trouver une
fonction V harmonique dans le domaine S occupé par le liquide qui le long
de la surface libre w du liquide vérifie I’équation

et sur les parois rigides ¢ qui renferment le liquide vérifie I'équation 0V on = 0,
n étant la normale au contour dirigée vers l'intérieur de l'espace S, o une
quantité positive, t le temps.

Le probleme dépend de I'équation différentielle de LAPLACE

car V doit étre harmonique. Il est donc rattaché a une équation du type
elliptique. Ce sont les conditions le long de la partie w du contour qui déter-
minent le caractere ondulatoire du mouvement.

Or on démontre que V est déterminée si I'on connait les valeurs Vo et
0Vt = Vb de V et de 9V ot sur w pour t = 0. On peut aussi donner une
méthode générale pour résoudre le probléme. Soit Ua (x,y,z,t) une fonc-
tion harmonique réguliere de x ,y , z dans le domaine S, excepté dans le point
A de coordonnées x!,yl,zl ou lI'on a

Wa (x ,Y , z, t) étant une fonction réguliére. Si nous supposons gue sur  soit
vérifiée I'égalité

et sur o

et pour t = tl sur w Ua et dUA/Ot soient nulles, alors on aura

(Ua) et (0UaDt)o désignant les valeurs de Ua et dUA/Ot pour t = 0. Cette
formule sert pour reconduire le probléme de déterminer V a celui de trouver
Ua, c'est a dire a déterminer une fonction qui a certains points de vue est
analogue a la fonction de Green.

9. Mais laissons de coté la théorie générale qui nous conduirait trop loin,
et envisageons le cas ou le liquide occupe un domaine sphérique et ou w est
toute la surface de la sphére. Supposons aussi que o soit constante de sorte
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que l'on puisse prendre a = 1. Alors sur la surface de la sphére on aura
oV ar= 02V/ot2, r étant le rayon vecteur conduit par le centre de la spheére.
Posons log r — p, et supposons que le rayon de la sphére soit égal I. Alors
I'équation précédente pourra s’écrire

Cela posé, r, 0, ¢ étant les coordonnées polaires, soient Vo (r, 8, ¢) et
Vo(r,0,@) les fonctions harmoniques a I'interieur de la sphére qui sur la sur-
face de la sphére deviennent égales aux valeurs Vo et Vo données de V et de
oV ot pour t = 0 sur la surface méme. On pourra aussi les considérer comme
des fonctions de p, 6, ¢ et I'on écrira Vo (p , 8, @), VI(p, 6, ¢). Regardons 0 et
@ comme des quantités constantes, et déterminons par la formule de POISSON
I'intégrale de I'équation (13) qui pour t = 0 se réduit a Vo(p, 08, @) et dont
la dérivée par rapport a t pour t =0 se réduit V0 (p, 6, ¢). Appelons cette
intégrale VV (p, 0, ¢,t). On voit facilement qu’elle est la fonction qu’on veut
déterminer.

En effet on aura

Mais

par suite I'équation (14) s'écrit

Or r2A?V pour t = 0 devient r2A2Vo =0 et 0 (r2 A2 V) ot pour t = 0 devient
r2A2V0= 0: par suite r2 A2V = 0. Donc V est harmonique, Vvérifie I'équation
— 0V/ot = 02V/ot? a la surface de la sphere et en méme temps V et oV at
pour t = 0 prennent a la surface de la sphére les valeurs données, comme
il fallait démontrer. 1l est facile de vérifier que V est réguliere au centre
de la sphére. Le probléeme est donc résolu.

On pourrait aussi se servir de cette méthode pour calculer la fonction Ua
analogue a la fonction de GREEN et calculer ensuite V par la formule (12).
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Dans mon cours de I'Université de Rome en 1909-10 j'ai calculé effectivement la fon-
ction Ua (11e lecon, § 14) dans le cas de la sphére de rayon R et de a constant, en faisant
usage de la méthode des images. C’est pourquoi je développe Ua dans une série

On trouve:

rA', étant la distance du point x ,y ,z au point image A' de A par rapport a la sphére,
| la distance de A du centre. On a apres:

p étant le rayon vecteur.

La méthode des images donne aussi la solution si le fluide occupe I'espace compris dans
une demisphére, le plan diamétral étant rigide, et en d’autres cas analogues, faciles a
reconnaitre.

NOTE ADDITIONNELLE A LA 5ieme LEGON.

Communication faite le soir du 2 Mars.

1. Rappelons la formule bien connue de trigonométrie

on peut en tirer que si

on doit avoir

Posons maintenant
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I’équation (1) s’écrira

Donc si cette égalité est vérifiée on doit avoir

Rapportons-nous a deux axes coordonnés x,y, et soitsun arc de la courbe ayant pour
équation (2), M un point de la courbe, M! et Ma ses projections sur
les axes; alors OM! et O M2 seront les amplitudes des deux inté-
grales qui paraissent dans la formule (3).

Le théoreme de trigométrie peut s’énoncer en disant: si on
déplace le point M sur la courbe s, la somme dex intégrales

étendues respectivement & OM! et OM?2 est constante.

2. Passons a une extension de ce théoréme au cas de trois
variables. Envisageons les trois intégrales

ou b, b2, b3, B1, B2, B3; A, M, v sont des quantités constantes et A + y + v =0. Prenons la
surface algébrique ayant pour équation par rapport aux axes coordonnés X ,y , z

et menons une ligne quelconque sfermée sur cette surface. Soientsl , s2 , s3 les projections de cette
ligne sur les plans coordonnées, et supposons que nous étendions les trois intégrales (4) aux aires

01, a2, a3 renfermées dans ces projections. Alors la somme des trois intégrales (4) ne changera pas
en déplacant et en déformant la ligne s sur la surface (5).
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La démonstration de ce théoreme ne présente pas de difficultés. Il donne évidemment
une extension du théoréme élémentaire de trigonométrie par I'emploi des fonctions de lignes.
Le remarque la plus intéressante a faire est que la surface algébrique constitue une liaison
algébrique entre les trois ligne dont dépendent les trois intégrales. Ce théoreme peut bien se
généraliser.

Voir Volterra, Un teorema sugli integrali multipli. «Atti della R. Accad. di Torino»,
1897. [In queste «Opere»: vol. I, XXV, pp. 329-335].
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