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zak¥ad Teorii Komstrukcji,IPPT PAN

ANALIZA NUMERYCZNA POWLOKI CYLINDRYCZNEJ:
STATECZNOSY POCZATKOWA POD OBCIAZENIEM
WIATREM

1. WSTEP

Problem statecznego zachowania si¢ powlok cylindrycznych
pod dzialaniem wiatru wiaze sig 2z projektowaniem takich
konstrukecji inzynierskich jak np, zbiorniki na ciecze, silosy
itp, Ze wzgledu na duze znaczenie praktyczne tych konstrukcji
pewstato wiele prac, grownie eksperymentalnych i numerycznych,
ilptyczacych zagadnienia statecznosci, g

Badania cksperymentalne, przeprowadzane na modelach
wnieszczanych w tunelu aerodynamicznym, mialy dwojaki cel:

p/ okreslenie rozktadu parclia na powierzchni cylindrycznej
przy opiywie powietrza {np. Zidétko [ 23] ), ktéry to rozkiad
moze stanowié¢ podstawe do -analiz numerycznych statecznosci,
bgdz

b/ bezposrednie wyznaczenie obciazenia krytycznego (np.

Kundurpi i in. [ 13]) .

Prace numeryczne bazuja w wiekszodei na klasycznej, zapropo-
nowanej przez Koitera[ 11] , koncepcji statecznosci poczatko-—
wej. Rezultaty tych analiz, dla powlok obciazonych wiasrem sq
wyzsze lub nizsze od wynikéw doéwiadczalnych, w zaleznosci
od rozkladu ohcigZzen przyjetego do analizy, Stosowane s§ dwa
rodzaje rozktaddéw obcigzen:

a/ niesymetryczny odpowiadajacy rezultatom badan dofwiadczalnych;

b/ psiowosymetryczny rozktad zastepczy, wykorzystywany ze
wzgledu na zwigzane 2z nim uproszczenia obliczen,
Przyjg¢cie do analizy osiowosymetrycznego obcigzenia zastep-
czego prowadzi do rezultatow nizszych od otrzymanych doswiad-
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czalnie (paer Kundurpi i in. [ 13] ). Prace bazujace na tym
zalozeniu zazwyczaj wykorzystuja rozwinigcia wektora postaci
wyboczenia w skonczony szereg Fouriera w Kierunku obwodowym,
¢trzymuje si¢ wtedy ciag zadan jednowymiarowych, Ktore
nastepnie sa rozwiazywane analitycznie | Kundurpi i in. [ 13]),
przy pomocy metody roéznic skonczonych (Bushnell [4 ]), lub
metod catkowania numerycznego( Kalnins [ 9 ]).

Wyjatek stanowi praca Wildego i1 Sawickiega [ 22] s W Ktorej
do analizy wplywu imperfekcji poczatkowych na wartosc obeia-
zenia krytycznego, zastosowano dwuwymiarowg metodg¢ roznic
skouczonych, ;

Ze wzgledu na niesymetri¢ rzeczywistego rozkradu parcia
wiatru na obwodzie powloki wrasciwsze jest przyjecie osiowo-
niesymetrycznego obciazenia obliczeniowego. Dla takiego
obcigzenia z analizy statecznosci poczatkowej otrzymuje sie
wartosci wyzsze od doswiadczalnych,

Uwzglgdnienie niesymetrii stanu pordwnawczego sit btonowych
znacznie komplikuje obliczeniowsg strone analizy, Z tego powodu
rozwigzanie analityczne otrzymal Almroth[ 1] tylko dla uprosz-~

czonego obcigzenia w postaci
{1:1) P{9)=PD+P1'LO.§9

Form¢ wyboczenia przyjeto jake podwdjne szeregi trygzonometrycz-
ne i w oparciu o metode¢ Rayleigha - Ritza okreslono obciagze-
nie Kkrytyczne,
W pracy Maderspacha i in., [ 16] przy uzyciu tej samej metody
ale juz na drodze numerycznej, otrzymano rozwiazanie dla
wigkszej liczby wyrazow rozwinigecia funkcji obciazenia co
pozwolito lepiej uwzglednié charakter obcigzenia wiatrem,
Rozwinigcia w szereg Fouriera w Kierunku obwodowym stoso=-
wano iacznie z innymi metodami w kierunku tworzacej: z rozkla-
dem w szereg potegowy ( Kundurpi i in, [ 13]), oraz z metods
réznic skonczonych ( Sheinman i in. [ 18 ]). Metoda zastoso-
wana w pracy [ 1&1 stanowi uogdlnienie sposobu rozyigzywania



wykorzystanego przez Bushnella [ 4 r do problemu osiowosyme-
trycznego.

Bardzo interesujgcs metode rozwiagzania problemu zaprezento—
wat Bushnell w pracy [ S ] )y W ktérej powiloke cylindryczng
aproksymowano wycinkiem torusa o bardzo duzym promieniu. W
pracy tej wykorzystano z pewnymi modyfikacjami metod¢ zastoso-
wang przez Kalninsa { 9] yktory zagadnienie statyczne dla
poﬁlok osiowosyme trycznych poddanych niesymetryczoym obecigze—
nicm rozwiazal stosujac rozwinig¢cia w szereg Fouriera wzdiuz
obwodu i wielosegmenfiowsg metode¢ calkowania numerycznego
wzdiuz tworz&eej powtoki, W analizie statecznoéci postaé wybo-

-czenia rozwija sig w szereg Fouriera wzdiuz duzego obwodu
torusa, a calkowanie numeryczne odbywa si¢ wzdluz malego
obwodu torusa, ktdéry odpowiada kierunkowi obwodowemu cylindra,

Najbardziej istotne, ze wzgledu na me tode zastosowana w
niniejszej pracy, s3 pozycje Wanga, Billingtona [20] oraz
Langhaara i Millera [ 14] . W pracach tych koncepcj¢ rozwinig-
cia w szereg Fouriera w Kierunku obwodowym polaczono Z metoda
zakYadania l’ormAv utraty statecznosci wzdluz tworzacej, Wy-
korzystano formy otrzymane z analizy powloki obciazonej réwno-
miernym cisnieniem, ktére po znormalizowaniu postuzyty do
okreslenia odpowiednich catek wzdiuz tworzgcej.

Przyblizone rdwnanie problemu otrzymanoc przez catkowanie
rownania statecznosci wzdiuz tworzacej i przyrdwnanie catki

do zera. W ten sposdb "rozmyto" czlony residualne bedace
wynikiem przyjecia rozktadow z analizy symetrycznej, Analiza
powyzsza bazowata na wariancle réwnau teorii powlok Timoshenki
uproszczonych przez Wanga, Lee i Billingtona [21] /przyjecie
zatozenia o niewydtuzalnosci w kierunku obwodowym/, W konsekwen-
¢ji wyeliminowano skledowg wektora przemieszczen w kierunku
obwodowym co pozwolito zredukowaé¢ liczbg réwnai i warunkéw
brzegowych oraz obnizyé rzad réwnadi rézniczkowych problemu,
Jest to istotne ze wzgledu na przyjety w tych pracach sposéb
tworzenia ostatecznego ukladu réwnan,

Nalezy zauwazyé, 2ze koncepecja rozwiniecia poszukiwanych
funkcji w szeregi Fouriera przynajmniej w jednym kierunku
/podobnie jak w zagadnieniu osiowosymetrycznym/ jest stosowana



nieomal we wszystkich pracach dotyczacych obcigzenia nie-
symetrycznego, Wyjatek stanowig pozycje Brendela i Ramma

[2, 3] M ktérych stosuje sig trojwymiarowe zdegenerowane
elementy skounczone,

Zamierzeniem niniejszej pracy jest wybdr takich metod
analizy stateczmosci poczatkowej, ktdre pozwola analizowaé
przypadki o dowolnych warumkach brzegowych i réznych rozkiadach
grubosci. Ze wzgledu na wiele zalet wybrano metode, w ktorej
do rozwigzania zadania niesymetrycznego wykorzystuje sige formy
utraty statecznosci wzdiuz tworzacej otrzymane w zadaniu
symetrycznym (Wang, Billington [ 20] oraz Langhaar, iiller
[ 14]]. W celu zwiekszenia mozliwosci tej metody sformulowano
ja nieco inaczej. Zrezygnowano w- zadaniu osiowosymetirycznym zZ
zaktadania postaci rozwiazania jako kombinacji liniowej funkcji
wykladqiczych i trygonometrycznych,

Wi e Aope WA Tl A et

(1.2)
Ay e Y + Ayg-cos Sky‘Au Sth ey
gdzie:
y= x/R ‘. — bezwymiarowa wspolrzedna wzdluz tworzacej;

3§k-t7k;:-§k - pierwiastki rdéwnania charakterystycznego,

Zamiast tego, rozwinigcia w szereg Fouriera wykorzystano racz-
nie z metodg roéznic skoﬁczonycthushnell[ 4]), ktora umozliwia
uwzglednienie dowolnego, ograniczonego tylko gestoscig siatki,
rozktadu gruboséci po tworzacej,
Podkresli¢ nalezy, e powyzsze numeryczno-analityczne
me tody sa szczegdlnie efektywne w zagadnieniach lokalnej
utraty statecznosci, do ktdrych mozna zaliczyé problem statecz-
nosci powroki cylindrycznej pod dziataniem wiatru,
W oparciu o wymienione metody zbudowano programy na BMC i
rozwigzano dwa przyklady,
~“Pierwszy przyklad postuzyl de oceny jakosci rezultatow, przez



porownanie z wynikami otrzymanymi za pomoca innych metod,
Ponadto w ramach tego przykladu zestawiono rezultaly otrzymane
dla wariantow Donnella i Sandersa-Koitera roéwnan teorii powlok.
Jako drugi przykiad analizowano powloke o tej samej geometrii
co w przyktadzie pilerwszym lecz skokowo zmiennej grubosci.
%inioski dotyczg wplywu rozktadu grubosci na wartofé¢ obciagzenis
krytycznego i posta¢ utraty statecznosci,

2, RDOWNANIA STATECZNOSCI POCZATKOWEJ DLA POWLOK
CYLINDRYCZNYCH

W niniejszej pracy przeprowadzono analizg statecznosci
powtoki pod dziataniem obcigzen martwych, zaproponowang priez
Koitera [11] . W analizie tej przyjmuje sie nastgpujace
zalozenia: i
() czefé¢ obrotowa deformacji przedwvboczeniowej moze byé

pominigta., Ten sam efekt uzyskuje sie przyjmujac, ze
konfiguracja przedwyboczeniowa pokryva sie¢ 2z konfigura-
cja poczatkows,
{11) sily blonowe przed wyboczeniem sg funkcjami liniowych
miar odksztalcenia.
Uwzglednienie zatozenia (i) linearyzuje rownania problemu
natomiast zalozenie (ii) pozwala sprowadzié problem do
postaci uogdlniornego zagadnienia na wartosci wtasne,
Powyzszg analize mozna interpretowac [ T 10] jako analize
Jednoznacznosci rozwiazania liniowego zagadnienia statycz-
nego lub jako analize stabilnoscl tego rozwigzania /wylacznie
dla uktadéw dyskretnych i powlok malowyniosiych/. Poszukiwane
obeigzenie krytyczne stanowi odpowiednio: punkt bifurkacji
rozwigzania lub, jezell zastosowadé kryterium dynamiczne wg
Lapunowa oraz norm¢ energetyczng W przestrzeni przemieszczen,
punkt rozdzielajacy stabilne 1 niestabllne odcinki rozwigzania.
Nie jest z gory rozstrzygnigta kwestia stabilnosci w punkcie
krytycznym; warunek wystarczajgacy podany zostal przez Koitera
o218,

Rownania statecznosci poczgtkowej dla powtoki cylindrycznej



otrzymuje si¢ w oparciu o warunek stanu Ekrytycznego.
(2.1) §(P,)=0

gdzie: F% - jest druga rdzniczkg przyrostu energii
: potencjalnej P . Przy czym przyrost ten
jest skutkiem kinematycznie dopuszczalne]
deformacji od polozZenia réwnowagl do poloze-
. nia sasiedniego, Na skutek zalozenia ( 1)
o deformacji przedwyboczeniowej, w wyrazeniu
na Fi zaniedbuje sig¢ sktadowe styczne Pu
wektora dbrotu charakteryzujgce deformacje w
potozeniu roéwnowagi. ; 3
W niniejszej pracy analiz¢ statecznodci przeprowadzono dla
dwoch wariantéw teorii powlok: teorii powlok malowyniostych
Donnella [ 8 ] oraz teorii Sandersa [17] . Wyrazenia na
drugg rozniczke przyrostu emergii potencjalne] podane zostaty
dla powiok malowyniosiych w pracy [ 11] a dla teorii Sandersa
w materialtach konferencyjnych [ 19] . W rownaniach Sandersa
przyjeto dodatkowo, ze sktadowa (D3 wektora obrotu /prosto--
padta do powlerzchnl srodkowej/dla deformacji zwiazanej z :
wyboczeniem jest malg tego samego rzedu co odksztalcenie
€4p oraz co kwadrat skiadowych (P4 stycznych do powierz-
chni érodkowej. Pozwala to pominagé czlony zawierajace ((p;)2
tak , ze wyrazenia dla drugiej rézniczki przyrostu energii
potencjalnej, w obydwu wspomnianych wariantach teorii, rdznig
sie wylgcznie skladowymi QDi wektora obrotu.
Postaé drugiej rézniczki przyrostu energii potencjalne]
jest nastgpujaca:
2
P=J ['E‘ Sgbenal I éy_ﬁ:‘-é s Va1 lds %
(2.2) S :

%g NV“ P Pa dS



gdzie:

€up = % (uq,p “Upya) * Dag W

Ayp= — (Pu.”s

8 aB
Nd = E l,u.EA/u

€ap, X4p - liniowe miary odksztalcen i zmian
krzywizny powloki

PJdB - sily blonowe

W, Ug - skladowe wektora przemieszczen od konfiguracji
poczgtkowe) do konfiguracji sgsiedniej

Edﬁl’u - tensor sprezystosci‘materialu powtoki

h - grubogé powloki

Pu - oznacza sktadowe wektora obrotu /styczne

do powierzchni srodkowej/
% teorii powlok matowyniostych Donnella

(2.3) (Pda— w’d‘

natomiast w teorii Sandersa
(2.4) P> — Wya *bag uf

Zatozenie ( ii) pozwala wyrazié¢ stan si} blonowych
w naste¢pujace) postaci:

(2.5) W

N:,p jest stanem pordwnawczym sit btonowych .wyznaczonym
na pod'stawie liniowej analizy statycznej dla obcigzenia jedno-
stkowego. Analiza statecznosci poczatkowej sprowadza sie do
wyznaczenia z warunku (2.1) wartoéci mnoznika A charakteryzuja-
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cej stan krytyczny tzn. 2N

Po dyskretyzacji drugiej rdézniczki przyrostu energii
potencjalnei powloke traktuje sig jak uktad sprezysty o n-
stopniach swobody, W efekcie deformacja powtoki.charakteryzowana
jest przez wspdéirzedne uogdélnione Gk o k=1, 2oy B mierzone
od konfiguracji réwnowagi. Nalezy zaznaczyé, Ze interpretacja
wspétrzednych uwogélnionyck jest rdézna w zagadnieniach omawia-
nych w rozdziatach 3 i 4, i

Zz warunku minimum drugiej rdézniczki przyrostu energii poten-
cjalnej (2.1) otrzymujemy jednorodny ukiad n liniowych réwnan

zagadnienia
(2.6) ([K]+1[K6]){q}={0}

gdzie:. [ K] =~ symetryczna i dodatnic okreflona macierz
sztywnosci sprezystej

[ p(s] - symetryczna maclierz napr¢zen poczatkowych
; :9'\}- wektor wspdtrzednych uogdl-

{Cl}={C;4,.. nionych

Rozwigzanie powyzszego uogélnionego zadania na wartosci wtasne
stanowi n par Lo gt gdzie A, to wartosci
wlasne, a Kt }L odpowiadajgce im wektory wlasne,
"Najmniejsza dodatnia wartosé A to obcigzenie krytyczne
min (=X, , a odpowiadajgcy jej wektor wiasny to postac
utraty statecznosci,
Przeprowadzenie powyzszej analizy nie rozstrzyga kwestii

czy wyznaczony punkt krytyczny jest stabilny w sensie Lapunowa,
Jednak poniewa2 dla analizowanych przykladow istnieja rezultaty
doéwiadczalne wiec mozna wnioskowaé o stabilnoécl bez odwolywa-
nia sie do odpowiedniego twierdzenia Koitera [ 12 ] .
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3. ANALIZA STATECZNOYCI DLA OSIOWOSYMETRYCZNEGO OBCIAZENIA
ZASTEPCZEGO

Pomimc, Ze obcigZzenie wiatrem jest osiowoniesymetryczne,
pewns wartos¢ uzyteczng ma analiza oparta na zalozeniu osiowo-
symetrycznego obcigzenia zastepczego, Przyjecie takiego
obcigzenia, ktdoremu odpowiada osiowosymetryczny stan pordéwnaw-
czZy PJ:A , prowadzi do wartosci obeiazenia krytycznego
nizszych od otrzymanych eksperymentalnie, Zalety powyzszego
uproszczenia uwidaczniajg si¢ w analizach numerycznych opartych
na rozwinigciu form, utraty statecznosci w -szereg Fouriera w
kierunku obwodowym powioki, Przyjmijmy, Ze forma utraty statecz-
nosci jest nastepujaca:

!
wix,@l=we(x} + X w,,_(x)~ cosng

n=4
(3.1) L :
u(x,¢)=1%(¥)+ 2 Up(x)-sin ng
n=14
i
v(x,_(P)'—‘v‘,(x) + Y, valX) cosng
n=4q
gdzie >()q9 - wspiirzedne cylindryczne: potudnikowa i
katowa
L - liczba fal % kierunku obwodowym

Dla powyzszych reprezentacji i statej wartoéci sit brono-~
wych w kierunku obwodowym druga .rdézniczka przyrostu energii
potencjalmej (2,1) jest wielomianem trygonometrycznym 2-go
stopnia, Wykonanie catkowania wzglg¢dem ¢/ prowadzi do dekom-
pozycji funkcjonatu Fﬁ na funkcjonaty skladowe (F;)j
zvigzane z deformacje, przy utraclie statecznosci, w postaci
pojedyrczej harmoniki j ¢

L
(3.2) Bl SR,
40

Otrzymane funkcjonalty sktadowe, Zalezne wylacznie od
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wspéirzednej X , brzeksztaicono do postaci algebraicznej za
pomocg metody rdznic skoneczonych. W pierwszym etapie wybrano
punkty wezlowe i przydzielono im wzajemnie roztaczne lecz
pokrywajace caty obszar, przedzialy catkowania. Nastepnie w
otoczeniu kazdego punktu weziowego rozwinigto funkcje Mq(x),

le(X) 4 V?CX) w szereg Taylora i wykonano calkowanie
wzdluz x , % przedziarach przypisanych tym punktom,

W ostatnim etapie pochodne w punktach weztowych zastapiono
operatorami rdéznicowymi, ktdére tworzono W oparciu o warunek
minimum btedu, jednak inaczej niz w pracy Liszki i Orkisza
[ 15] . Nie przytaczajgc tutaj tego warunku, zwigzle opiszemy
model rdznicowy i sposdb tworzenia oparatordw.

W modelu réznicowym, /patrz rys,1i/, rozrézniono dwa rodzaje
punktéw: weztowe ( 4,B,C) oraz obliczeniowe (1,2,3,4) . Punktom
weziowym przypisano obszary calkowania i w punktach tych
zdefiniowano operatory réznicowe, ktdére byly wyrazone za pomoca
wielkodeci w punktach obliczeniowych, Przyjeto, Ze punkty wezlowe
sa rozmieszczone, rownomiernie, a punkty obliczeniowe znajduja
sie¢ na granicach przedziatéw catkowania, Warunki brzegowe
uwzgledniono operujgc wielkosciami w punktach obliczeniowych.

Operatory réznicowe tworzono w dwéch etapach, Na poczatku
pierwszg pochodng, np. w punkcie B, wyrazono za pomoc§ wielkosci
w sasiednich punktach obliczeniowych 2 i 3

(3.3) f..(B) = L (£(3)-F(2))

gdzie: { - dowolna skladowa wektora przemieszczenla,
a A - odlegtosé punktéw obliczenio-
wych,

Jest to klasyczny operator réznicowy dla pierwszej pochodnej.

W kolejnym etapie, druga pochodng otrzymano 2z warunku minimum
btedu, przy czym pierwsza pochodna wykorzystywana byla w

postaci réinicowej, W efekcie druga pochodna w punkcie B wyrazo=
na jest za pomocay wielkosci w punktach 1,2,3,4,

Jezell punkt B jest odpowiédnio odlegly od brzegu obszaru
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A 8 C < punkty weztowe

3 4 = punkty obliczeniowe,

--}-———--}q——-n--l--——-———ﬂA = a -« obszary catkowania

Rys, 1. Schemat obliczeniowy : numeracja puhktbw i przydziaz
obszaréw catkowania ,

S f

© —— h, F

|y '—hal x

= =

) p—=1h ' )
2R

Rys. 2. Geometria powloki .
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wtedy postaé operatora dla drugiej pochodnej jest nastgpujaca:

(544) faulB) =5 (F(4) - F(2)-£(3)+Fl4))
Zastosowanie powyZszych operatoréw zapewnia gradkie rozwigza=-
nia zagadnienia na wartoscl wlasnme dla powiok o statej grubosci,
podobnie jak operatory Klas;ezne dla siatek naprzemiennych
zaproponowane przez Bushnella i in, w [ 6 J o

‘Ostatecznie otrzymalidmy zdyskretyzowany funkcjonat drugiej
rézniczki przyrostu energii potencjalnej (Fi)j , ktory
zwigzany jest z formg utraty statecznosci, odpowiadajaca j-
tej harmonice, Obliczenie wariacji tego funkcjonaiu wzglegdem
skyadowych wektora, opisujgcego form¢ utraty statecznosci,

prowadzi do warunkow:
o 2

(3.5)° MI =0 j= 0yt .{-4,...)5r
e
9z
gdzie:
}"e{wj.,,v‘,'.,,u.}‘,,..-,er,\/jr,u}'f}

q;z - sk!adow§ wektora formy utraty statecznosci odpowiadaja-
cego Al tej harmonice, w punkcie obliczeniowym

{ - liczba wyrazéw rozwimiecia w szereg Fouriera

7 - liczba punktdéw obliczeniowych.
W rezultacie g warunku (3,5) otrzymujemy uogélnione zagad-
nienie na wartosci wlasne (2,6) . Rozwiazujac ( L+1) takich
zagadnied, znajdujemy dla kazdego minimalng wartosé wiasng i
odpowiadajgcy wektor wrasny. ObcigZenie krytyczne okreslamy
nastgpujaco:

(a.‘u) Age=min Aj 5 " 2; 20 J=0y et
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a postaé utraty statecznosci jest charakteryzowana, w kierunku
obwodowym, przez odpowiadajacg obcigZeniu krytycznemu harmonike,
Obie macierze zagadnienia (2.6) : infinitezymalna [ K1 i
naprezed poczatkowych L P(e] sg dla tego problemu macierzami
pasmowymi, co wplywa bardzo korzystnie na efektywnosé metody,

4, ANALIZA STRTECZNOSCI DLA OBCIAZENIA NIESYMETRYCZNEGO

W przypadku niesymetrycznego obciazenia powtoki witasciwsza,
od zaprezentowanej w poprzednim rozdziale, jest metoda
uwzgledniajgca niesymetrig stanu pordéwnawczego sit btonowych,
Obcigzenie krytyczne, wyznaczone na podstawie analizy z nie-
symetrycznym stanem PJ:ﬂ Jest wyisze od rezultatéw
eksperymentalnych,

Zatézmy, ze skladowe wektora postaci utraty statecznosci
s aproksymowane skonczonymi szeregami Fouriera:

L
WX, 0) = Wo(X) + 2 Wn(x) 03 n@

naq

(4.1) ulx,p) "'-UO(X_)*ZL: Up (X)) s ngp
ned

L -
vix,p) = \/,,(><)+”Z-:1 Va(X) osny

gdzie: x‘(P - wspdtrzedne cylindryczne;poludnikowa i
kgtowa
{ - liczba fal w kierunku obwodowym .

Réwniez stan pordéwnawczy si} blonowych przyjeto w postaci
szeregu Fouriera

N0 TN 2 ENE 0T, cosing

(4.2) Nf,z(Y.‘P)'=[N?(X)]°*§[N?{X)]n © cos NP

nwyq

; k
NoOx, @)= IN"(x)]+ Z [NG(x)], - sin np
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Dla powvzszych aproksymacji we wzorze {2.2) wyrazenie pod-—

catkowe drugiego czionu

(4.3) 7 g N3® @, pg do

jest wielomianem trygonometrycznym 3-go stopnia. W konsekwencji
macierz naprezen poczqtkoiych [ K 6] , utworzona z tego
cztonu nie jest macierza jednopasmowa, Nie mozna, jak uprzednio,
rozlozyé¢ catego zagadnienia na podzagadnienia 1 analizowac
ﬁroblemu przez rozwiazanie ciagu zadau sktadowych o duzo mniej-
szych rozmiarach, Koniecznosé rozwiazywania od razu carego
zagadnienia powoduje znaciny wzrost rozmiardw rozwigzywanego
zadania, w pordwnaniu z zagadnieniem osiowosymetrycznym., Z

tego wzgledu zrezygnowano z lacznego zastosowania rozwinigé

w szeregi Fouriera (4.1) , ( 4.2) 1 aproksymac}i metoda
réznic skonczonych w kierunku tworzacej,

W celu zmniejszenia rozmiaréw zadania wykorzystano koncepcjg
przyjecia wektora formy utraty statecznosci w kierunku LtWorza-
cej powroki [ 20,14] s+ Oznacza to, Ze w rozwinigciu (4.1)
przyj¢to nastepujace relacje:

_ Wi(x) = wj WJ(X)
(4.4) S (x) = uj ﬁj(X)

vj (%) = vj - vy ()

gdzie:
AL w?(x)
Bt e
\‘Jj(xruan)
W (%) =
J ) ujs(an.x)‘

(4.5) ol
V3 Sl Ahly
vj (X) Vjs(xma.x)
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przy czym indeks JI odpowiada indeksowi o lub m 1lub n .

Funkceje qu(x),-ﬁj(x ))ca (x) sa znormalizowanymi wektorami
whasnymi vﬁ‘(x},uj(x),yfh)zadania dla symetrycznego stanu
pordwnaweczego a Wi, Y, v to wspotczynniki, ktére

tworzy¢ beda niewiadomy wektor wtasny zadania,

Przyjg¢cie wektora formy utraty statecznosci z zadania osicwo-
symetrycznego, rozwliazanego przy uzyciu metody rdéznic skonczo-
nych w kierunku tworzgcej, pozwala uwzglednié miedzy innymi
skokowe zmienng grubos$é powloki w tym kierunku,

Zatozenie wektora formy utraty statecznosci, poprzedzone
rozdzieleniem zmiennych, umozliwia znaczne uproszczenie
funkcjonatu przyrostu drugiej rdozniczki energii potencjalnej,
Ubliczajac catki w Kierunku obwodowym wykorzystuje sie¢ najpierw
toZzsamosci trygonometryczne typu

'

(4-.5) coad-cos,6=%[w$(d+ﬁ)+ co.s(d.-:B)]

" w celu zredukowania wielomiandw trygonometrycznych 3-go stopnia
do wielomiandéw 2-go stopnia, a nastgpnie'korzysta sig¢ z orto-
gonalnosei funkcji trygonometrycznych w przedziale { 0,2 % ).
Etap powyzszy poprzedzony jest okresleniem catek w kierunku
tworzacej; poniewaz zardéwno stan pordwnawczy sit jak i formy
utraty statecznosci okreélono w oparciu o model réznicowy,
potrzebne catki obliczono numerycznie wykorzystujgc wartosci
w wezlach siatki.,

Nastg¢pnie dokonano warlacjf potencjatu 2-giej rézniczki
przyrostu energii potencjalnej wzgledem wsp6tczynnikéw Hg )

1Lj i \v' co prowadzito do warunkéw

(4:7) 9_(_’31._). =0

j-D,.'..,l



Chals

przy czym
qu'e{Wo,uo,VnJ--'3WLJu[iVI}

Ostatecznie musimy rozwigzaé jedno zadanie ( 2,6) na wartogci
wlasne o rozmiarze 3-(L*4) . Poniewaz w niektdrych zagad-
nieniach z géry mozna okresjyié charakter deformacji przy
utracie statecznosgci, istnieje mozliwo$¢ pominigcia pewnych
wyrazoéw szeregu (4.1) . Pozostawienie wylacznie istetnych
‘harmonik umozliwia dalsze zmniejszenie rozmiardow zadania.

5, PRZYKLADY NUMERYCZNE

W oparciu o metody opisane w rozdziatach 3 i 4 zbudowano
programy numeryczne do rozwigzania postawionych zagadnien,
Programy napisano w jgzyku FORTRAN i uruchomiono na maszynie
cyfrowej ODRA 13035.

Przyktad 1

W celu dokonania oceny jakosci rezultatéw otrzymywanych za
pomocg przygotowanych programéw obliczono powtokeg, ktéra byra
juz analizowana w pracach [13] 1 [ 2] . Jest to powroka cylin-
dryczna otwarta od géry, o statej grubosci, ze swobodna gérng
a utwierdzong dolna krawedzia,rys.2, Dane geometryczne i
materiatowe dla tej powloki sg nastepujace:

R=40 [1n] (101.6 lea])

by = b, = hy = h, = ho=h= 0,1064 [in] (0.2703 [cm])
L =120 (in] (304.8 {em])

E=3 . 10" [ps1] (0,2108 + 107 [ kG/em®])

¥ = 0,3

Przyjeto, %e obcigzenie wiatrem jest stale wzdiuz wysokosci
cylindra natomiast w kierunku obwodowym ma postac:
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(5.1) Clp)l= 2 Caicosng

przy czym kat CP jest odmierzany od plaszeczyzny symetrii
obcigzenia, Wspérczynniki Ca ustalono na podstawie badan
modelowych w tunelu aerodynamicznym g

C, ==0.220 , C, =-0,338 , C, =-0,533 ,
Cq =—0.471 , C, =-0,166 , Cg =+0,066 |,
Cq =+0,055

Rozktad parcia wiatru C(¢» pokazano na rys,3. Wartos¢ maksymal-
na C(Qp) jest réwna-1,607 dla @“Oo .

Dla zadanej powloki i obciazenia przeprowadzono liniowg
analize statyczng w celu okreslenia stanu poréwnawczego sil
btonowych, Lo analizy tej wykorzys tano program bazujacy na
rozwinieciu funkcji przemieszczen w szereg Fouriera i metodzie
réznic skoriczonych,

W analizie statecznosci pod dzialaniem zastgpcZego,osiowo-

- symetrycznego obclazenia wykorzystano metody obisane W rozdziale
3. Bionowy stan si} pordwnawczych generowano w oparciu o

wektor przemieszczen otrzymany w analizie liniowej dla zerowe]j
harmoniki obciazenia. Zastosowano model réznicowy sktadajacy
sig z 11 wezlow obliczeniowych, co daje okoto 30 niewiadomych

% zadaniu, ZaloZono wektor formy utraty statecznosci w postaci
szeregu cosinusowego /patrz wzér (3.1)/, dla n = 1, .44,9.
Poszukujac obciazenia krytycznego przeprowadzono 9 analiz dla
wektora formy utraty statecznodci w postaci poszczegdlnych har-
monik, Otrzymano obcigzenie krytyczne réwne Aw = 2,108 ,
ktére odpowiada harmonice dla n=6, jako formie utraty statecz-
noéci w kierunku obwodowym, Zpormalizowany rozkiad postaci
utraty statecznosci wzdiuz tworzgcej przedstawiono na rys.4.

Na rysunku tym zamieszczono rdwniez znormalizowane przemiesz-
czenie odpowiadajace harmonice dla n=0, na podstawie ktdrego
generowano stan pordwnawczy sit blonowych

W analizie uwzgledniajgcej niesymetrie obciazenia, do
utworzenla stanu pordéwnawczego sit bronowych, wykorzystano
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Rye. 4, Znormalizowane przemieszcsenia dla n=4 /linia ciggla/

4

i postaé utraty statecznodci dla n=6 /linia przerywana/,
Powzoka o atatej grubodel .
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rezultaty liniowej analizy statycznej otrzymane dla wszystkich
harmonik rozwinigcia (5,1) . Podstawg analizy z niesymetirycz-
nym stanem porownawczym stanowl zalozenie, 2e w kierunku
tworzacej formy wektora utraty statecznosci s takie same jak
otrzymano w analizie osiowosymetrycznej. Wektora utraty statecz~
nosci poszukiwano jako szerego cosinusowego,

Wykorzystujge rezultaty zawarte w pracy [ 13] ograniczono g
sie wyracznie do istotnych, dla zadane]j geometrii harmonik tj.
dla n=3, ...,9 ; co prowadzi do zadania z 21 niewliadomymi.

Przeprowadzono analizy dla wariantdéw rownan Donnella i
Sandersa /patrz rozdz,2/. Znormalizowang sktadowag nbrmalna

W wektora postaci utraty statecznosci, dla rodwnan
Donnella przedstawia rys.5. Postaé¢ otrzymana dla réwnan
Sandersa /ktdérej nie naniesiono na rys,5/ niewiele rozni sie
od niej. Obliczone obcigzenia krytyczne zestawiono w tablicy "1

z rezultatami otrzymanymi eksperymentalnie oraz za pomoca
réznych metod obliczeniowych i wariantdéw rdwnadi przez innych
autoréw, ’

Zestawienie w tablicy 1 potwierdza pdprawuoéé programow,
. zbudowanych w oparciu o opisane uprzednio metody., Rezultaty
analizy z osiowosymetrycznym obcigZzeniem zastepczym niewiele
réznig sie {( <3 %) od rezultatéw otrzymanych metodg roz-
wini¢é w szeregi Fouriera, Bardzo dobre, w pordwnaniu z wynika-

mi pracy [ 13] , sa rezultaty analizy dla obciazenia niesymetrycz-
nego. % pracy tej stosowano rozwinigcia w szeregli Fouriera w
kierunku obwodowym oraz aproksymacje szeregiem potegowym S5-go
stopnia w kierunku tworzacej. Stosujgqc metodg zakladania
postaci utraty statecznosci otrzymalidmy identyczng wartosé
obeciagzenia krytycznego, Wartosé ta jest nizsza o okolo 27 %
od obcigzenia krytycznego otrzymanego W pracy [ 2] za pomoca
zdegenerowanych, tréjwymiarowych elementéw skonczonyech, Nalezy
zaznaczyé, ze rezultat autora jest blizszy wynikom doswiadczal-
nym, W analizowanym przykladzie rezultaty oblicgen numerycz—
nych przeprowadzonych przez autora sg wyzsze oraz nizsze o
okoto 30 % od wartosci eksperymentalnej. Mozna oczekiwaé
~zbieznosci wynikdw tych dwéch typéw analiz gdy grubosé powioki
male je,
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Przyktad 2

Zastosowane me tody wyznaczania obciazZenia krytycznego daja
moz1liwos¢ analizowania powlok o nierdwnomiernym reozkladzie
gruboéci. W celach pordéwnawczych przeprowadzono obliczenia dla
powtoki, ktdéra rézni sie¢ od tej z przykladu 1 wylgcznie skokowo
zmiennym rozktadem grubosci., Szerokosé poszczegdlnych paséw
wynosi d=24 [ in] ( 60.96 [cm]) a grubosci sa nastgpujace:

b, = 0,1596 [in] (0.4054 [cm])

n:_ = 0,1330 [1in] (0.3378 [em])
h, = 0,106¢ [in] (0.2703 [ecm])
h, = 0,0798 [ 1in] lo.2027 lem])
hg = 0,0532 [1in] (o0.1351 feml)

Grubosci paséw malejg skokowo od krawedzi iamocowanej do
krawgdzi swobodne],rys.2.,Pozostale parametfy powloki oraz
obcigzenie sa takie same jak w przyktadzie 1.

Srednia grubos$é obydwu powlok, tej z przykladu 1 i z przyk-
¢ radu 2, jest identyczna, Mozna zatem, powloke o statej grubosci
traktowa¢ jako zastepczg dla powtoki o skokowo zmiennej grubosci,
Powloka zastg¢pcza jest czeasto przyjmowana w uprosiczonych
analizach inzynierskich; interesujgca jest zatem kwestia jakie
powoduje to niedokladnosci, W niniejszej pracy pordwnano pod—
stawowe rezultaty analizy statecznosci dla powloki rzeczywistej
i zastg¢pczej tzn, wartoscl obecigzer krytycznych i postaci
utraty statecznosci,

W analizie powloki o skokowo zmiennej grubesci zastosowano
ten sam model réznicowy co w przyktadzie 1, lecz o 21 punktach
obliczeniowych, Rozklad wezléw siatki zapewnia, 2ze na pojedyincizy
pas przypadaja 4 obszary catkowania wzdiuz tworzgcej oraz, ze
w poszczegélnych obszarach gruboéé powtoki jest stata,

Analize statecznodci z zastgpczym osiowosymetrycznym obcig-
zeniem przeprowadzono w oparciu ¢ roéwnania powiok Sandersa,
natomiast analize¢ dla obcigzenia niesymetrycznego bazujac na
wariancie rdéwnar Donnella, Otrzymane wartosci obcigzenia krytycz-
nego zamieszczono w tablicy 2 a skladowg W -ekﬁora przemieszczen
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i formy utraty statecznosci dla harmoniki n=7 pokazano na rys.6.

Tablica 2, Wartosci obcigzen krytycznych A dla powtoki
o statej i skokowo zmiennej grubosSci.

obcigzenie
grubosé
symetrytzne niesymetryczne
stata 2,108 3.860
zmienna é 0,879 o 0,920

Ponizej pokonamy pordwnania obcigzen Krytycznych 1 postaci
utraty statecznosci dla powlokl rzeczywistej i zastepczej,
Wyznaczone obcigzenia kryviyczne dla powloki o skokowo zmienne]j
grubosci sg w istotny sposob nizsze od tych dla powloki o
stalej grubosci, Dla obcigZenia symetrycznego stanowiag ok,

41 %, @ dla niesymetrycznego 24 % wartosci krytycznej dla
powtoki o statrej grubosci., Stad wniosek, Ze poslugiwanie sig
w analizie powloka zastgpczg prowadzi do znacznego zawyzZenla
wartosci obcigzenia krytycznego,

Zmniejszy}a sig¢ rdéznica pomiedzy wynikami analizy dla
‘obcigzenia symetrycznego i niesymetrycznego: dla powloki o
statej grubosci stosunek obeiazen krytycznych wynosi
3,860/2,108 = 1,83, dla skokowo zmiennej jest rdwny 0,920/
/0,879 = 1,05 , Efekt powyzszy zwigzany jest z dwukrotnym
wzrostem wiotkosci powtoki R/h, od warto<ei 376 do nartosci
752 lub najcieiszego pasa powioki o zmiennej grubosci,

Porownujdc znormalizowane przemieszczenia i formy utraty
stotecznosei (rys.4 i 6) , stwierdzié mozna rdznice w rozkiadzie
tych wielkosci wzdiuz tworzacej, odpowiadajace rdéznicom w
rozkladzie grubosci,

Porénnanic przezieszczer gdrnmej krawedzi (rys. 5 i 7), poka-
zuje roznice ksztattu.w strefie czotowej, w poblizu plaszczyz-
ny symetrii obciazénia, Wielkosci maksymalne przemieszczen,
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Rys. 6. Inormalizowane przemiessczenia dla n=0 /linia ciggaZ
i postaé utraty statecznodci dla n=7 /linia przerywans/,
PowXoka o skokowo zmiemnej grubosci .
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dla ¢P= 600, sg podobne, Dla skladoweq W Wynoszg one: dla
powloki o statej grubosci -0,403 [1n]:(-1.024 [cm])a dla
powtoki o zmiennej grubosci -0,410 [ in] (-1,041 [ cm]), Jezeli
traktowac wartosé¢ dla powtoki o zmiennej grubosci jako dokiad=-
ng to wartos¢ dla powroki o statej grubogci rézni sie od niej
o 1,7 %. To samo pordéwnanie okazuje si¢ mniej korzystne dia
tworzgecej Q7=O°; przemieszczenia wynoszg odpowiednio =0,325
[ in] (-0.826 [cm])oraz 0,149 [in] ( -0,378 [cm]) co daje brad
wzgledny okoto 118 %.

Analizujge formy utraty statecznosci gdérnej krawedzi obu
powlok (rys. 5 7)zauwaZyé mozna,ze posta¢ odpowiadajaca
powloce o zmiennej grubosci charakteryzuje sie wieksza iloscig
matvch fal oraz, Ze w strefie czolowe] fale sg bardzie]j zaggsz-
czone, Zjawisko to jest spowodowane wigkszg wiotkoscia gornych
pasow powtoki o zmiennej grubosci; zauwazono to w pracy [ 2:
analizujac dwie powioki o statej grubosci rozniace sie para-
metrem R/h.

6, UWAGI KONCOWE

W niniejsze) pracy, w ramach deterministycznego podejscia
do zagadnien statecznosci powlok cylindrycznych obciazonych
wiatrem, zostaly zaprezentowane dwa sposoby okreslania obcigzen
krytycznych. Pierwszy polega na analizie dla osiowosymetrycz-
nego obcigzenia zast¢pczego, a drugil na analizie uwzgledniajg-
cej niesymetrig¢ obcigzenia, Oba §posoby bazujg na koncepcji
statecznosci poczatkowej., W celu dokonania wyboru metod, przydat-
nych do rozwiazania rdéwnarn odpowiadajgecych wspomnianym sposobom,
dokonano przegladu prac dotyczgcych tej tematyki, Przy wyborze
metod kierowano sig¢ tym aby prowadzily one do zadan o niewiel-
kich rozmiarach, dajgcych si¢ efektywnie rozwigzad,
Z tego wzgledu wybrano metody pétanalityczne oparte na rozwinig-
ciach w szeregi Fouriera. Ze wzgle¢du na koniecznosgé analizowa-
nia ‘powtok o skokowo zmiennej grubosci, przy rozwigzywaniu -
zadania bsiowosymetrycznego, posiuzono sig¢ dodatkowo dyskretyza-
cja réznicowa, Zadanie niesymetryczne sformutowano w taki
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sposdb, ze wykorzystywane sq rozklady postaci utraty statecz-
nosci wzdiuz tworzacej otrzyvmane w zadaniu symetrycznym,
Powoduje to, Ze zagadnienie na wartosci wtasne dla}problemn.
niesymetrycznego jest niewielkich rozmiardw, co jest istotne
poniewaz macierz naprezet poczatkowych nie ma charakteru pasmo-
T Wego, :

Przygotowano programy numeryczne hazujace na powyZszych
metodach i obliczono dwa przyk}ady. Pierwszy dotyczacy powioki
o statej grubosci wykazal, e dokiadnos¢ otrzymanych wynikow
jest bardzo dobra w pordwnaniu z wynikami innych metod.
wartosci krytyczne dla symetryéinego i niesymetrycznego-obcig-
zenia roznia sig¢ o okolo 30 % od wartosci eksperymentalnej
stanowiac jej dolne i gdrne oszacowanie, Drugi przyktad stanowi
powloka o tej samej geometrii lecz o skokowo zmiennej gruboéci.
Poniewaz Srednia gruboséé obydwu powlok byra taka sama, dokonano
poroéwnan traktujac powloke o starej grubosci jako zastgpcza
dla powloki o skokowo zmiennej grubosci, Stwierdzono znaczng
réznice w otrzymanych wartosciach obcigzenia krytycznego.
Uznacza to, Ze zasadnosSc postugiwania sig powloks zastgpcza
Jjest ograniczona do przypadkow gdy grubosci paséw sa mniej
zroznicowane niz w analizowanym przykladzie.

http://rcin.org.pl
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Spis tresci

wstep

Rownania statecznosci poczatkowej dla powlok
cylindrycznych.

Analiza statecznosci dla osiowosymetrycznego

ohbcigzenia zastgpczego,

str.

11

Analiza statecznosci dla obcigzenia niesymetrycznego. 1%

Przyklady numeryczne,
Uwagi koncowe.
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