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Obliczanie wspétczynnika korelacji wielorakiej oraz btedu
standardowego oceny prostej regresji wielorakiej przy
stosowaniu rachunku krakowianowego w biometrii

Wstep

Postugujac sie krakowianowg metoda pierwiastka kanonicznego ! dla
obliczania wielkosci zaleznosci réznych wymiaréw ciata karpi, mozna
tatwo dojs¢ do obliczenia wspétczynnika korelacji wielorakiej oraz btedu
standardowego oceny odchylenia $redniego wielorakiego przy stosowaniu
metody krakowianowe;.

Metode krakowianowego pierwiastka stosujemy najczesciej do ukia-
déw symetrycznych, tj. takich, jakie najczeSciej spotykamy w biometrii,
a zwihaszcza w badaniach, jakie przeprowadzamy w Zakiadzie Biologii
Stawow PAN w Krakowie nad morfologig karpi. Chodzi tu zwilaszcza
0 powigzania morfologiczne ciata karpi z cechami uzytkowymi, tj. gospo-
darczo waznymi. Metody statystyczne znajdujg tu petne zastosowanie.
Wprowadzenie przez Banachiewicza rachunku krakowianowego do ma-
tematyki daje nam nowe, petniejsze mozliwosci stosowania analizy bio-
metrycznej, a zwlaszcza analizy wielorakiej. Jak wiadomo, obliczanie
wspotczynnika korelacji wielorakiej, ktéry oznaczamy jako R, ma zna-
czenie tam, gdzie bierzemy do analizy regresji wiekszg ilos¢ zmiennych.
Jezeli blizszy on jest jednosci, znaczy to, ze wzieliSmy do analizy danej
wspotzaleznosci odpowiednio duzg ilos¢ zmiennych; znaczy to tez, ze tym
petniej zastosowaliSmy analize regresji wielorakiej. Jezeli wartos¢ jego
oddala sie od jednosci, znaczy to, ze nie wszystkie czynniki zostaty

| Por. T. Banachiewicz, Sur la résolution des équations normales de la méthode
des moindres carrés (O rozwigzywaniu réwnan normalnych metoda najmniejszych
kwadratéw), Warszawa 1950, Cracow Observatory Reprint nr 26 oraz J. M. Wiodek,
Krakowianowa metoda rozwigzywania réwnan regresji wielorakiej w zastosowaniu
do badan biometrycznych w rybactwie. ,,Biuletyn ZBS PAN“ nr 2, Listopad — Gru-
dzien 1954, Krakoéw.

Biuletyn nr 4 10



146 J. M. Wiodek

uwzglednione w analizie. Wielko$¢ zatem wspétczynnika korelacji wielo-
rakiej wskazuje na to, ze jakie$ czynniki, ktére majg wptyw na wspotza-
lezno$¢, pozostaty poza analizg. Wspdtczynnik korelacji wielorakiej ujmuje
tacznie zaleznos¢, jaka zachodzi miedzy jedng zmienng a szeregiem zmien-
nych z drugiej strony. Tg jedng zmienna, czyli zmienng zalezng, jest
w naszych badaniach gtdéwnie waga karpi, poniewaz jest to cecha, o ktorg
nam najbardziej chodzi ze wzgledéw uzytkowych.

Obliczanie wspotczynnika korelacji wielorakiej ma wiec znaczenie dla
odpowiedzi na pytanie, czy wzieliSmy dostatecznie wielkg ilos¢ czynni-
kéw do analizy, czy poza analizag nie pozostaly jeszcze jakie$ inne
czynniki.

Majac obliczony krakowian pierwiastkowy {k}, oraz réwnanie regresji
wielorakiej z jego wspotczynnikami regresji czgstkowej 2 mozna bardzo
tatwo oblicza¢ R po rozwigzaniu réwnan normalnych metodg pierwiastka
krakowianowego.

Oprocz wspotczynnika korelacji wielorakiej mozna tez tatwo przysta-
pi¢ do obliczania miary dyspersji wokot ptaszczyzny regresji dla wielu
zmiennych — od razu po rozwigzaniu ukiadu réwnan normalnych. Te
miare dyspersji nazywamy btedem standardowym oceny prostej regresji
wielorakiej lub wielorakim odchyleniem $rednim. Wielorakim, poniewaz
uwzglednia wspétdziatanie wielu zmiennych. Wielorakie odchylenie $red-
nie jest przydatne ze wzgledu na ocene dopasowania ptaszczyzny regres;ji
do danych empirycznych.

Dla obu omawianych wielkosci wychodze ze wzoréw podanych w pod-
reczniku statystyki F. C. Millsa3. W pracy tej postuguje sie tym samym
przyktadem, co poprzednio 4

Obliczanie wspdtczynnika korelacji wielorakiej

Wychodze ze wzoru na wspOtczynnik korelacji wielorakiej, podany
przez Millsa5

@
gdzie

(czyli $rednia arytmetyczna), 2

? Por. ,,Biuletyn ZBS PAN" nr 2, s. 47.

3 Por. F. C. Mills, ,,Statistical Methods*, s. 543.

4 Por. ,,Biuletyn ZBS PAN“ nr 2, Krakéw 1954 s. 33.
5 F. C. Mills, ,,Statistical Methods*, s. 539.
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wobec tego

Jezeli podzielimy licznik i mianownik wzoru Millsa (1) przez N, czyli
przez ilos¢ przypadkéw, to dostaniemy

©)

Jezeli przyjmiemy oznaczenie, ktére podatem w pracy poprzedniej 6.
to dostaniemy

Wobec tego odchylenie srednie:

Po wstawieniu powyzszych przeksztatcenn do wzoru (3) otrzymamy

©)

Gdy przyjmiemy oznaczenia wspoétczynnikdw regresji czastkowej ta-
kie jak w poprzedniej pracy 7, to dostaniemy réwnanie (5) w postaci

(6)
gdzie

Przyjrzyjmy sie wzorowi (6); widzimy, ze na to, by obliczy¢ wspot-
czynnik korelacji wielorakiej musimy mie¢ obliczone:

1) wspoétczynniki regresji czastkowej (niewiadome z réwnan normal-
nych),

6 Por. ,,Biuletyn ZBS PAN“ nr 2, s. 36.
1 Por. ,,Biuletyn ZBS PAN" nr 2, s. 36.
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2) elementy danych P, M oraz W dla zmiennej zaleznej; wszystkie te
elementy mamy dane, poniewaz sg konieczne do znalezienia niewiado-
mych,

3) odchylenie S$rednie dla zmiennej zaleznej.

Rozpatrzmy teraz krakowian, na podstawie ktorego obliczamy wspot-
czynniki regresji czastkowej 8, w postaci symbolicznej

W kolumnie wyrazéw wolnych znajduja sie elementykivn Sg to te
same elementy danych, co elementy oznaczone przez P. Tylko dla odréz-
nienia kolumny wyrazéw wolnych wprowadzitem oznaczenie W. Sub-
skrypty wiec odnoszg sie do tych samych zmiennych, co przy elemen-
tach P.

Na podstawie krakowianu {P + W} widzimy, ze wszystkie elementy,
gdzie wymnazano kolumne zmiennej zaleznej (waga karpi) przez pozo-
state, znajdujg sie w kolumnie wyrazéw wolnych i ze sg oznaczone
przez W. Wobec tego mozemy zmieni¢ oznaczenie P wystepujace we
wzorze (6) na W i dostaniemy

)

Na to wiec, by obliczy¢é wspétczynnik korelacjji wielorakiej musimy
pomnozy¢ elementy kolumny wyrazéw wolnych przez odpowiednie wspo6t-
czynniki regresji czastkowej, odja¢ od tego kwadrat Sredniej arytmetycz-
nej i podzieli¢ przez kwadrat odchylenia Sredniego. Wz6r (7) mozna tatwo
przedstawi¢ w formie krakowianowej. Widzimy bowiem, ze elementy

8 Por. ,,Biuletyn ZBS PAN“ nr 2, s. 37.



Obliczanie wsp6tczynnika korelacji rachunkiem krakowianowym 149

wiersza wspotczynnikéw regresji czgstkowej sg pomnozone przez ele-
menty kolumny sumowej W, a nastepnie dodane, czyli mamy do czy-
nienia z sumomnozeniem. Wobec tego czynno$¢ te (mnozenie kolumny
wyrazOw wolnych przez wiersz wspoétczynnikOw regresji czgstkowej) mo-
zemy zapisa¢ w sposOb nastepujacy:

(®)

Jest to krakowianowy wzér na wspoétczynnik korelacji wielorakiej
dla szczeg6towego wypadku, gdzie wystepujg wartosci P oraz W, tj. ele-
menty danych podzielone przez ilos¢ wypadkéw (N). Oczywiscie, ze mo-
zemy przedstawi¢ wzor dla ogélnego wypadku, wéwczas

©)
gdzie

L = kolumna wyrazéw wolnych (elementy podzielone przez N),

N = ilos¢ wypadkow,
= zmienna zalezna,
™ = wiersz wspoétczynnikéw regresji czgstkowej.

Jak wida¢ z poréwnania wzoréw (8) oraz (9), postugiwanie sie krako-
wianami {P + W} jest wygodniejsze takze w wypadku obliczania wspoét-
czynnika korelacji wielorakiej.

Bardzo wazng zaletg wzoru krakowianowego (8) jest to, ze licznik tego
wzoru da sie obliczy¢ jednym ciggiem na maszynie do liczenia, najpierw
wymnazajac pierwszy wyraz licznika, a nastepnie odejmujac kwadrat
Sredniej arytmetycznej.

W krakowianie {P + W} nie wystepuje ani M2t ani ¢2t Sa to war-
tosci pomocnicze, ktére musza juz byC obliczone, gdy przystepujemy do
obliczania wspoétczynnika korelacji wielorakiej. Wartos¢ M2t bardzo
tatwo obliczyé, wystarczy bowiem podnies¢ do kwadratu element Mt
ktéry jest pierwszym elementem kolumny wyrazéw wolnych {W}. War-
tos¢ 0t mamy zwykle dang z podstawowej analizy statystycznej, wobec
czego nie powinnismy mieé¢ dodatkowej pracy.

Zastosowanie metody krakowianowej do obliczania wspétczynnika ko-
relacji wielorakiej i do przedstawiania go w formie wzoru krakowiano-
wego daje uproszczony schemat myslowy. Wzér (8) jest duzo tatwiejszy
do zapamietania niz wzér (7) lub (1).



150 J. M. Wiodek

Przyktad obliczenia wspodoitczynnika korelacji
wielorakiej

Postuguje sie tu przyktadem, jaki umiescitem w numerze 2 Biule-
tynu 9. Badamy, jak wielki bedzie wspotczynnik korelacji wielorakiej,
jezeli w analizie uwzgledniliSmy 4 czynniki, mogace mie¢ wptyw na wage.
Sg to: najwieksza dtugos¢, najwieksza wysokos¢, grubo$¢ oraz dtugosc
jelita.

Kolumna wyrazéw wolnych 10 przedstawia sie nastepujaco:

a wiersz wspotczynnikéw regresji czastkowej

Wiemy z podstawowej analizy statystycznej, ze:

Mamy wiec wszystkie elementy potrzebne do obliczenia wspotczyn-
nika korelacji wielorakiej. Obliczenie ma nastepujaca postac:

Stad

Jak widaé¢, umieszczam tu w liczniku kolumne niewiadomych, skut-
kiem tego zapisujemy to krakowianowo {x}. Poniewaz zwykle mnozymy

9Por. ,,Biuletyn ZBS PAN“ nr 2, s. 47.
10 Por. ,,Biuletyn ZBS PAN" nr 2, s. 38 lub 47.
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kolumne wyrazéw wolnych przez wiersz niewiadomych, dlatego zapisu-
jemy to we wzorze jako {Wtx}.

Wartos¢ wspotczynnika tu obliczonego jest bardzo bliska jednosci, co
wskazuje na wysoka wspotzalezno$é taczng miedzy czterema zmiennymi
a waga karpia. Wskazuje to tez, ze wybrano wiasciwe czynniki morfolo-
giczne do badania tej wspotzaleznosci.

Obliczanie btedu standardowego oceny prostej
regresji wielorakiej (odchylenia sSredniego
wielorakiego)

Podobnie jak dla wspétczynnika korelacji wielorakiej mozemy podaé
wzory krakowianowe rowniez dla miary dyspersji wokét ptaszczyzny re-
gresji wielorakiej. Wychodzimy podobnie jak dla wspétczynnika korelacji
wielorakiej ze wzoru, ktéry znajdujemy u Millsa 1l

Poniewaz wedtug Millsa 2 W! = 1, wobec tego, stosownie do ozna-
czen, ktdre poprzednio przyjeliSmy, dostaniemy

Po przyjeciu tych oznaczen wzor (10) otrzyma postaé

Podzieliwszy licznik i mianownik tego wzoru przez N dostajemy

12)
Przyjmujac te same oznaczenia co we wzorze (7) dostaniemy
(13)
w postaci ogoélnej za$
(13a)

| Por. Y. C. Mills, ,Statistical Methods*, s. 646.
I Tamze, s. 642 i nast.
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gdzie Z jest n-tym wspotczynnikiem regresji czastkowe;.
Wartos¢ nie zmieni sie, jezeli wzoOr przedstawimy tak

(13h)

Rozpatrujac powyzsze wzory widzimy, ze na to, by obliczy¢ kwadrat

wielorakiego odchylenia $redniego, trzeba odja¢ od Sredniej sumy kwa-

dratéw zmiennej zaleznej (tj. w naszym wypadku P2) iloczyn wspétczyn-

nikow regresji czastkowej i kolumny wyrazéw wolnych. Skutkiem tego
w postaci krakowianowej wzor (13b) przedstawia sie nastepujaco:

(14)

Jedynag wartoscig, jakiej nie znamy jest P2 Wartos¢ te zwykle juz
mamy z podstawowej analizy statystycznej, gdy przystepujemy do obli
czania wspotczynnikdw regresji czgstkowej.

W przypadku gdy nie mamy do czynienia z krakowianem {P + W)
wzor na S przybiera takg postaé:

(15)

Wazng zaletg wzoru (14) jest to, ze mozna oblicza¢ warto$¢ S2 na ma-
szynie do liczenia jednym ciggiem, nie dopisujgc nic na boku. Majac juz
gotowag wartos¢ elementu {Wtx} mozna bez trudnosci obliczy¢. S2

Przyktad obliczenia btedu standardowego oceny
prostej regresji wielorakiej (wielorakiego
odchylenia S$Sredniego)

Postuguje sie tym samym przyktadem co poprzednio. Poniewaz R zo-
stato obliczone, mamy wiec dang wartos¢ {Wtx}

Wéweczas

czyli

Porownujac wielkos¢ S z ¢ dla naszego przyktadu

widzimy, ze w tym wypadku ptaszczyzna regresji wielorakiej reprezen-
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tuje wage karpi o okoto 4,5 razy lepiej niz Srednia arytmetyczna wagi
karpi, poniewaz rozrzut danych jest o okoto 4,5 razy mniejszy.

Jezeli poréwnamy inne odchylenia srednie wagi karpi z wielorakim
odchyleniem srednim, to zobaczymy, ze wielorakie odchylenie Srednie
jest zawsze mniejsze. Ponizej podaje tablice poréwnawcza.

Poréwnanie odchylen $rednich z wielorakim odchyleniem $rednim
dla wagi ogolnej karpi polskich (odtowy 1952 r.)

Odchylenie $rednie wokét — Wielorakie odchylenie

Skad pobrano karpie llos¢ Karpi Sredniej arytmetycznej Srednie$,2...8
do pomiaréw wagi 0go6lnej karpit

ZespOt Leki 60 153,87 33,02

.,  Ochaby 40 139,41 31,15

,  Zator 30 142,16 28,76
Razem 3 zespoly 130 160.08 34,76
Stawy duze, powyzej 5 ha 40 153,50 34,15

, Mmate, ponizej 5 ha 90 160,01 31,68

,» nawozone P20% 60 153,63 31,98

., hie nawozone P205 70 164,62 36,96

Tablica ta zostata sporzadzona na podstawie badan biometrycznych,
jakie przeprowadzano w zakladzie ZBS nad powigzaniami cech uzytko-
wych karpia z jego cechami morfologicznymi. Materiaty do tej tablicy
zostaty zebrane w O6wczesnych gospodarstwach Polskiej Akademii Umie-
jetnosci w 1952 .

Jak to wida¢ na podstawie oznaczenia wielorakiego odchylenia $red-
niego, brano w analizie biometrycznej réwnoczesnie 8 zmiennych pod
uwage. Odchylenie srednie jest tu wieksze o okoto 4,5 razy od wielora-
kiego odchylenia sredniego. Wszystkie wielorakie odchylenia Srednie byty
obliczane metodg rachunku krakowianowego podang w tej pracy. Stoso-
wanie tej metody do badan biometrycznych, gdzie uwzgledniamy wiek-
szg ilos¢ zmiennych réwnoczes$nie, umozliwia nam praktyczne jej za-
stosowanie.
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ZUSAMMENFASSUNG

J. wiodek, Berechnung des Koefizienten der mehrfachen Korrelation und des
mittleren quadratischen Abweichung der mehrfachen Regression bei Anwendung
von Krakowianerrechnung in der Biometrie

Der Verfasser gibt eine Methode zur Berechnung des Koefizienten der mehr-
fachen Korrelation und des mittleren quadratischen Abweichung der mehrfachen
Regression (die mehrfache Streuung) mit Hilfe von Krakovianerrechnung, bekannt.
Die Anwendung dieses Rechnungssystems zu biometrischen Forschungen erleichtert
im grossen Masse die Durchfihrung der Berechnungen. Der Verfasser erklart die
Methode ausfihrlich auf einem von den* Forschungen Uber Korrelation zwischen den
Nutzmerkmalen des Karpfen und seinen morphologischen Kennzeichen enthnommenen
Beispiel.

Ausserdem vergleicht er die Streuung der Abweichungen um dem arithmeti-
schen Mittel mit der mehrfachen Streuung, die er bei Anwendung der Krakowianer-
rechnungsmethode erhalten hat.

Die mehrfache Streuung ist ca 4,5 mal kleiner als die einfache Streuung infolge
dessen die Variabilitdt des gegebenen Kennzeichen genauer erfasst ist.



