LE VARIETA A CURVE SEZIONI ELLITTICHE

Le ricerche dei professori Castelnuovo ed Enriques sulle su-
perficie e sulle varieta tridimensionali a curve sezioni ellittiche fa-
cevano prevedere che aumentando la dimensione il numero dei casi
possibili di varieta a curve sezioni ellittiche dovesse andare dimi-
nuendo.

Questo lavoro conferma appunto una tale previsione, in quanto
dimostra che, eccettuate le forme cubiche, le quartiche intersezioni
di due quadriche e le varieta costituite da una ool ellittica di spazi
lineari, non si hanno, all’infuori dei coni, altre varietd a curve se-
zioni ellittiche la cui dimensione superi 6.

Piu precisamente, riunendo in un enunciato unico i risultati di
guesta Memoria con quelli gia ottenuti dai Professori Castelnuovo
ed Enriques, si ha il seguente teorema:

Ogni Vkn irriducibile non conica di Sr a curve sezioni ellittiche é:

a) una ool ellittica di Sk-1, oppure

b) una forma cubica di Sk+1, oppure

c) ¢ razionale ed ¢ proiezione di una Win normale non conica
di uno spazio a n—+k — 2 dimensioni, con k qualunque se n=14 ¢
con k<6 se 4<n <9

Le Wnk normali non coniche di Sn+k-1 si riducono poi:

¢') per n =4 ¢ k qualunque alle Wnk basi dei fasci di quadri-
che di Sk+2;

c") per k=2 [compreso il caso di n =3 che rientra in b) e
di n—4 che rientra in c')] alle Wn2 di (n=<0) studiate dal prof.
Del Pezzo ¢ rappresentabili sul piano o mediante il sistema di tutte
le cubiche piane per 9 — n punti base, 0 anche, se n = 8, mediante il
sistema di tutte le quartiche piane con due punti doppi assegnati ;

c") per k=3 ed n=> 4 alle W3 determinate dal prof. Enri-
ques, le quali danno luogo a sei tipi (generali) diversi, cioe a un tipo
pel quale n =5, tre tipi pei quali n =6 ¢ infine due tipi pei quali
si ha rispettivamente n =7, 8;
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clV) per K=4,5,6 ed n=25, alla Ws6 di S9 che rappresenta
nel solito modo la varieta delle rette di un S4 e alle W5 ¢ Bie
se ne ottengono tagliandola mediante spazi a 8 ¢ 7 dimensioni;

cv) per k=4 ed n =6 alla we4 (di S8) del prof. Segre, che
rappresenta, senza eccezione, le coppie di punti di due piani, e alla

@i S8) intersezione residua di un cono W54 projettante da un piano
una superficie di Veronese e di una quadrica che passa pel vertice di
W5 ed ha comune con esso uno dei suoi oo2 coni quadrici a quattro
dimensioni.

Particolari piu minuti sui vari tipi possibili, come anche le ne-
cessarie citazioni bibliografiche, si troveranno a suo luogo piu in-
nanzi; qui basti aver presentato, per comodita del lettore, in rapido
quadro riassuntivo, le varie ricerche che esauriscono ormai la que-
stione della determinazione delle varietda a curve sezioni ellittiche.

Aggiungeremo soltanto che mediante i risultati di questo la-
voro si puo passare facilmente alla determinazione dei tipi, irridu-
cibili per trasformazioni cremoniane, di sistemi lineari (semplici e
di grado n==3) di forme di un Sr a curve sezioni variabili ellitti-
che, e che lo studio delle Wk5 (k < 6) mentre da luogo a nuove pro-
prieta, che pajono interessanti, dello spazio rigato a quattro dimen-
sioni, conduce, per k =3, a una costruzione diretta di un notevo-
lissimo gruppo oo3 di trasformazioni cremoniane incontrato per la
prima volta dai professori Enriques e Fano.

§ 1.

Generalita

1. Consideriamo una varieta qualsiasi irriducibile Vi, d’or-
dine n e dimensione li, appartenente a uno spazio Sr, che dagli
Sr-k+1dello spazio ambiente sia tagliata in curve ellittiche.

Se r > k =1, proiettando la Vnk da un Sr-k-2 generico sopra
un Sk+l si ottiene in quest’ultimo spazio una V*lk, in corrispon-
denza birazionale con Vnk, che dai piani dello spazio stesso ¢ ta-
gliata in curve ellittiche d’ordine n, quindi :

Ogni Vnk (irriducibile) di Sr(r > k + 1) a curve sezioni ellittiche
si puo trasformare birazionalmente in una ipersuperficie V*nk di un
Sk+1 a sezioni piane ellittiche.

2. Cido posto, sia Vkn una forma (0 ipersuperficie) irriducibile
di Sk+1 a sezioni piane ellittiche e supponiamo di tagliarla con un
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piano generico. La sezione sara una curva ellittica d’ordine n e
quindi, se n > 3, ammettera una curva aggiunta d’ordine n—3, @n-3
che non la incontrerd in alcun punto fuori dei punti multipli.

Ora dico che, se Vkn non & una ool ellittica di Sk-1 , al variare
del piano secante la curva ¢@n-3 descrive una ®n-3k sub-aggiunta a
Vkn, ossia una forma d’ordine n—3 che nelle varieta multiple di
Vkn di dimensione k — 1 (e non, eventualmente, in quelle di dimen-
sione minore) si comporta come le forme aggiunte a Vkn inoltre
tale ®n-3k non taglia Vnk fuori delle varieta multiple.

Supponiamo che il teorema sia vero per le Vk-In di Sk e dimo-
striamolo vero anche per le Vkn di Sk+1; dopo cio, essendo vero per
k = 2, per una nota dimostrazione del prof. Castelnuovo (1), sara
vero in generale.

Per questo si considerino nello spazio ambiente Sk+1 un Sk-!
generico e il fascio di iperpiani che lo ha per asse. In ognuno degli
iperpiani del fascio la Vkn avra per traccia una Vk-In che non potra
essere una oo! ellittica di Sk-2 e quindi tale Vk-ln ammettera (per
ipotesi) una forma sub-aggiunta ok3n-3 che non la tagliera fuori delle
varieta multiple. Di piu le ool k3 relative agli ool iperpiani del
fascio taglieranno tutte I'Sk-1 asse del fascio nella stessa ok-3n-3 sub-
aggiunta alla Vnk-1 ove I'asse in discorso taglia la data Vnk; quindi
il luogo di quelle ool 0n-3-3 sara una ®n-3k, purché nessuna di esse
si spezzi nel considerato Sk-1 e in una residua on-3-1 d’ordine n — 4.

Ma si vede subito che nelle ipotesi fatte un tal caso non pud
presentarsi. Se infatti per un Sk-1 generico dell'Sk+1 passasse qual-
che iperpiano secante Vnk in una Vk-1n con una okIn3 sub-aggiunta
spezzata nelSK-1 e in una residua on-3k1, la Vk-In sarebbe tagliata
dalla on31 in tutti i punti della sua intersezione con 1,Sk-1, e quindi
anche in punti esterni alle sue varieta multiple di dimensione k — 2,
cioé essa non sarebbe irriducibile. Allora tagliando Vnk con un S3
generico si otterrebbe una superficie V2n tale che per ogni retta del
suo spazio passerebbe qualche piano secante la V2n in una curva
spezzata, cioé V2n sarebbe una rigata oppure la superficie romana
di Steiner (2).

(1) Sulle superficie algebriche le cui sezioni piane sono curve ellittiche (Rendic.
R. Accad. dei Lincei, 1° semestre, 1894).

(2) Castelnuovo, Sulle superficie algebriche che ammettono un sistema doppia-
mente infinito di sezioni piane riduttibili (Atti della R. Accad. dei Lincei, 1894,
1° semestre).
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Di queste due alternative, la prima contrasta con l'ipotesi che
Vnk non sia una ool ellittica di Sk-1, la seconda (che porterebbe a
n =4 e piu precisamente a coni ottenuti per proiezione da un cono
che proietta da un Sk-3 una superficie di Veronese (1)) con l'ipo-
tesi che Vnk sia a curve sezioni ellittiche, dunque & dimostrato che
il luogo di quelle ool ®n-3-1 & una ®n-3k.

Tale ®n-3k non taglia Vnk fuori delle sue varieta multiple, dun-
gue ogni piano dell'Sk+1 taglia Vnk e ®n-3k in una curva d’ordine n
ellittica e nella corrispondente curva aggiunta @n-3 d’ordine n — 3;
e questo basta per dimostrare il teorema enunciato.

3. Consideriamo ora una Vnk di Sk+1 a curve sezioni ellitti-
che che non sia una ool ellittica di Sk-1 e dimostriamo che, se n>3,
si pud sempre costruire un sistema lineare con+k-2 di W%  sub-ag-
giunte a Wk che tagliano su Vnk, fuori delle varieta multiple di
dimensione k — 1 (eventualmente esistenti), un sistema lineare
oon+k-2 di Vn-1k .

Poiché il teorema é vero per k = 2 (nel qual caso, anzi, si ri-
conosce (2) che per ognuna delle @n-2, sezioni di Vn2 coi piani dello
spazio ambiente, passano ool superficie ®n-22. sub-aggiunte a Vn2),
per dimostrarlo in generale bastera far vedere che esso e vero per
una Vnk di Sk+1 quando sia vero per una Vnk-1 di Sk, e riguardo a
guesta sara inoltre lecito supporre che per ogni Vn-2k1 sub-aggiunta
a una sezione iperpiana passino ool Vn-2k1 sub-aggiunte a Vnk-1

Consideriamo dungue un Sk-1 generico di Sk+1, la varieta Vnk-1
secondo cui esso taglia Vnk e una ®R-2 sub-aggiunta a questa. Un
iperpiano a che passi per I'Sk-1 taglia Vnk in una Vnk-1 che con-
tiene la Vnk-2 quindi per la On-%2 passano ool On2-1 sub-aggiunte
alla Vnk-1 e di queste ool Onk1 una potra essere fissata imponendo
che essa tocchi in un punto A di On2-2 esterno alla ®n-3k sub-ag-
giunta a Vnk un iperpiano T condotto comunque per |,Sk-2 tangente
in A a tn2&l, ma che perd non contenga I'Sk-1 considerato. Va-
riando a intorno all'Sk-1, la ¢n-2%1 cosi fissata descrivera una @K, il
cui ordine X non potra differire da n — 2, perché (non potendo es-
sere evidentemente inferiore a n— 2) se fosse maggiore di n — 2,
per qualche posizione di a la corrispondente ¢n-2-1 dovrebbe spez-
zarsi in un Sk-1 e in una residua On-31 passante per A; e guesto

(1) Enriques, Sui sistemi lineari di superficie algebriche ad intersezioni variabili
iperellittiche (Math. Annalen, Bd. 46), n. 9.
(2) Castelnuovo, loc. cit. n. 2.
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non puod accadere, se, come appunto si & supposto, A non si trova
sulla ®n-3k sub-aggiunta alla Vnk. La & che cosi si ottiene & dun-
gue una ®n-2k che lungo le varieta multiple di dimensione k — 1
di Vnk si comporta come le forme aggiunte; e di tali ®n-2k per ogni
On2k-1 sub-aggiunta a una sezione iperpiana di Vnk ne passano oo ,
perché la costruzione precedente ne fornisce appunto ool quando si
prenda per Sk-I un Sk-1 dell’iperpiano considerato, per %2 la
On-2%-2 secondo cui tale Sk-1 taglia la ¢n-%-2 in discorso e per iperpiano
T uno degli ool iperpiani passanti per I'Sk-1 tangente a o1 in un
punto generico A della ®n-2%-2. Pit di ool ®n-2k per una %l sub-
aggiunta e una sezione iperpiana non possono passare, perché di esse
una sola si spezza nell’iperpiano della sezione e in una residua ®%-3
sub-aggiunta, dunque le ®n-2k sub-aggiunte a Vnk saranno ood+! se
d sono le On%kl sub-aggiunte a una Vnk-1. Ma per ipotesi queste
sono oon+k-3, dunque le ¢n-2k formano un sistema lineare ocon+k-2
ed e chiaro che esse tagliano sulla Vnk un sistema lineare ocon-+k-?
di Vnk-1, poiché n & il numero dei punti in cui si tagliano fuori
dei punti multipli una curva piana ellittica d’ordine n e una sua
curva aggiunta d’ordine n — 2.

4. 1l sistema lineare di Vnk-1 tagliato sulla .Vnk(n= 3) dalle
forme sub-aggiunte di ordine n — 2 éun sistema che contiene le
sezioni iperpiane di Vnk, dunque €& semplice e di gradon e puo ser-
vire a trasformare birazionalmente laVnk in una Wiknormale di
uno spazio a n +k — 2 dimensioni, dicui la Vnk puo pensarsi (a
meno di una trasformazione omografica) come proiezione.

Ora si osservi in primo luogo che se Wnk e la varieta normale
di Sn+k-2 da cui puod dedursi per proiezione la Vnk di Sk+! ottenuta
proiettando sopra I'Sk+1 da punti esterni una V*k di Sr, il sistema
lineare completo che contiene le sezioni iperpiane di V*nk si muta
nel sistema lineare completo che contiene le sezioni iperpiane di Vnk
cioe in quello delle sezioni iperpiane di Wnk; quindi V*nk pud pen-
sarsi anch’essa come proiezione della Wnk da punti esterni. In se-
condo luogo & chiaro che la Wnk normale di Sn+k-2, essendo tagliata
da un Sn in una Wn2 per una osservazione del prof. Enriques (1),
conterra sempre una curva razionale normale irriducibile d'ordine
n—3 o0, se n=28, dordine n — 4, ed ¢ pur chiaro che dallo spazio
di una tal curva la Wnk si proietta biunivocamente sopra un Sk 0

(1) Enriques, loc. cit. al n. 2 di questo lavoro.
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sopra una quadrica di Sk+1. Infatti se la Wnk contiene una curva
razionale normale d’ordine n -3, un Sn che passi per I'Sn-3 di questa
curva taglia Wnk, in una Vnk che puo proiettarsi dall’'Sn-3 biunivo-
camente sopra un piano e se la Wnk contiene una curva razionale
normale d’ordine n — 4 un Sn che passi per lo spazio Sn-4 di que-
sta taglia Wik in una Vnk' che dall’Sn-4 stesso viene proiettata biu-
nivocamente sopra una quadrica.

Possiamo pertanto enunciare il teorema:

Una Vnk di Sr a curve sezioni ellittiche 0 ¢ una ool ellittica di
Sk-1 o, se non ¢ una forma cubica (1), ¢ razionale. In quest'ultimo caso
puo pensarsi come proiezione da punti esterni di una Vnk normale di

B+durve sezioni ellittiche normali.

5. Col prof. Enriques distinguiamo iu specie le Vnk (n > 3) nor-
mali di Sn+k-2 chiamando della 1a specie quelle che contengono delle
curve razionali normali d’ordine n — 3 e della 2a specie quelle che
contengono soltanto delle curve razionali normali d’ordine n — &
e che quindi sono dell’ordine n = 8.

Dimostreremo piu innanzi che quelle di 2a specie per ft > 3
sono tutte dei coni, quindi per il momento rivolgeremo la nostra
attenzione alle Vnk di la specie.

6. Sia Vnk una varieta di la specie e sia Cn-3 una sua curva
razionale normale d’ordine n — 3. Se dall’Sn-3, a che contiene la
Cn-3 si proietta la Vnk sopra un SK, la proiezione risulta, come gia
si @ detto, biunivoca, le Vn2 sezioni della Vnk con gli Sn passanti
per a si proiettano nei piani di Sk e le sezioni di Vnk con gli iper-
piani per a si proiettano negli iperpiani di Sk

Invece un iperpiano generico taglia Vnk in una Vnk-1 che ha
soltanto n — 3 punti comuni con la Cn-3 di a, quindi tale Vnk-1si
proietta in una forma cubica di SK, e si ha il teorema:

Ogni Vnk normale di la specie si pud rappresentare punto per
punto sopra un Sk per modo che le sezioni iperpiane abbiano per im-
magini le forme cubiche di un sistema lineare completo. Era queste
forme ve ne sono ook spezzate in un iverviano qualunque dell’Sk ¢ in
una quadrica fissa V2k-1 .

Alla quadrica V2k-1 che compare in questo enunciato si puo
pervenire anche in altra maniera.

(1) Notisi che se una V3k a curve sezioni ellittiche essa appartiene neces-
sariamente a un Sk+1, cioé & una forma cubica.



LE VARIETA A CURVE SEZIONI ELLITTICHE 189

Essa ¢ infatti la varieta dei punti dell’'SK rappresentativo che
corrispondono ai punti di Vnk infinitamente vicini ai punti della Cn-3
contenuta in a; quindi puo riguardarsi come il luogo degli ool spazi
lineari di Sk i cui punti corrispondono alle direzioni delle tangenti
a Trk uscenti dai punti della Cn-3. Ora le tangenti di Vnk uscenti
da un punto di Cn-3 riempiono un Sk che ha in comune una retta
(cioé la tangente a Cn-3 in quel punto) con a, dunque esse Ssono
proiettate da a secondo spazi a n — 2 dimensioni situati in un
Sn-3+k-4 e che pertanto tagliano lo spazio rappresentativo Sk nei punti
di un Sk-2° Segue da cio che la quadrica VR-1 contiene ool Sk-2 e
quindi essa € specializzata almeno k — 3 volte e ammettera almeno
un Sk-4 doppio.

Se supponiamo che V2k-1 sia irriducibile (e, in generale, questo
appunto accade) e che essa ammetta un Sk-4 doppio ma non uno
spazio doppio di dimensione superiore, essa conterra una seconda
serie ool di Sk-2 e questi Sk-2, come vedremo, avranno nella rappre-
sentazione della Vnk ufficio ben diverso dai precedenti. Risultera an-
che dal seguito che mentre per n = 4, 5 lo spazio doppio della V2k-1
e realmente un Sk-4, in altri casi la dimensione dello spazio doppio
aumenta.

7. Due forme cubiche del sistema rappresentativo di una Vnk
di la specie si tagliano in una Vk-2 immagine della Vnk-2 , sezione
di Vnk con un Sn+k-4 ma tale immagine si ottiene mediante una
proiezione da o, dunque quelle due forme cubiche debbono tagliarsi
fuori della varieta base del sistema, in una varieta d'ordine nie la
varieta base ¢ una VkA2 dell’ordine 9 — n (donde segue che deve
essere N << 9). Questa V9nk2 & naturalmente situata sulla quadrica
V2k-1 che insieme con gli iperpiani di Sk da ook forme cubiche del
sistema rappresentativo, e, come risultera dall’esame dei singoli casi
particolari, passa per lo spazio doppio di V2k-1 .

Riassumendo possiamo dire :

Proiettando una Vnk di 1a specie dall,Sn-3 di una sua Cn-3 razio-
nale normale sopra un Sk si ottiene una rappresentazione biunivoca di
vnk sopra questo Sk. Le sezioni iperpiane di Vnk si proiettano nelle
forme cubiche di un sistema lineare completo avente per varieta base
una \9nk-2 situata sopra una F¥%-1 con un (6 =k — 4) doppio, e la
Vonk-2 passa per questo B

8. Nei numeri successivi enumereremo i vari tipi possibili di
Vnk corrispondenti alle varie ipotesi che possono farsi sui valori di
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k ed n, ma & bene osservare fin d’ora che per n = 4 si hanno delle
VM di dimensione I elevata quanto si vuole.

Infatti per un teorema del prof. Enriques (1), esse si trovano
come la loro curva sezione (spaziale) generica, sopra ool quadriche
e quindi sono le quartiche base di fasci di quadriche. Allora la rap-
presentazione che se ne pud ottenere sopra un Sk proiettandole da
una loro retta ¢ quella che é stata gia studiata dal prof. Rosati in
un suo lavoro di qualche anno fa (2. Essa comprende come caso
particolare una notissima rappresentazione delle rette di un com-
plesso quadratico sui punti dello spazio ordinario.

§ 11

Le V3 normali a curve sezioni ellittiche.

9. Le V3 normali a curve sezioni ellittiche sono state gia enu-
merate dal prof. Enriques in un lavoro citato; qui non si ripren-
dono che per assegnarne delle costruzioni e dimostrarne alcune nuove
proprietad proiettive.

Il prof. Enriques distingue, come gia si é detto, le V3 a curve
sezioni ellittiche in due specie; se immaginiamo di considerare sol-
tanto le V3 normali che non sono coni, le Tr3 di la specie sono :

a) la V& di S6 rappresentata nello spazio ordinario dal sistema
oof dalle superficie cubiche che passano per una quartica di 2a spe-
cie (che pud degenerare, sotto la condizione di mantenersi di 2a
specie) ;

b) la V3 di Sl rappresentata nello spazio ordinario dal si-
stema o7 delle superficie cubiche che passano per tre rette a due a
due sghembe;

c) la V36 di ST rappresentata nello spazio ordinario dal si-
stema ool delle superficie cubiche che passano per una cubica gobba
(che pud degenerare) e hanno in un suo punto fisso un punto
doppio ;

d) la V36 di S7 rappresentata nello spazio ordinario dal si-
stema ool delle superficie cubiche che passano per una cubica piana

(1) Enriques, Sui sistemi lineari di superficie algebriche le cui intersezioni va-
riabili sono curve ellittiche (Rend. R. Acoad. dei Lincei, 1894, 10 som.), n. 3 in nota.
(2) Rappresentazione della quartica, etc. (Annali di Mat., 1 (3) 1899).
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con un punto doppio ed hanno in questo punto un punto doppio
biplanare con un piano osculatore fisso;
e) la Vi1 di S8 rappresentata nello spazio ordinario dal si-

stema oo8 delle quadriche che passano per un punto.

La varieta e) si ottiene, per proiezione da un suo punto, dalla
V8 di S9 rappresentata nello spazio ordinario dal sistema di tutte
le quadriche e questa V38 & I'unica V3 di 2a specie che non sia
un cono.

Questa V8 di S9 & caso particolare della di rappre-

sentata punto per punto sull'Sr cosi che le sezioni iperpiane ab-
biano per immagini le quadriche di Sr, varieta che, per una ragione
ovvia, proporrei di chiamare varieta di Veronese. Per alcune que-
stioni lo studio delle varietda di Veronese non presenta alcuna dif-
ficoltd e basta tener presenti i notissimi lavori dei proff. Veronese
e Segre sulla superficie di Veronese e la Nota del prof. Segre
su «gli ordini delle varieta che annullano i determinanti dei diversi
gradi estratti da una data matrice » (1) per risolverle immediatamente.
Percio credo inutile trattenermi qui sulla V38 di S9, una cui pro-
prieta notevole e non immediata estensione di proprieta analoga per
la superficie di Veronese si trova in una mia Nota recente (2).

10. Volendo considerare un po’ da vicino le proprieta della V35
di S6 del caso a), chiamiamo (in questo n. e nei successivi) K la
quartica di 2a specie base del sistema rappresentativo di superficie
cubiche L e Q la quadrica che la contiene.

Le corde di K sono tagliate dalle superficie L in un sol punto
variabile, quindi rappresentano rette della varieta obbiettiva. Poiché
questa osservazione pud senz'altro invertirsi e poiché 3 ¢ il numero
dei punti doppi apparenti di una quartica di 2a specie, abbiamo :

La V35 contiene oo rette; per ogni suo punto ne passano, in gene-
rale, tre.

Uniperpiano qualunque taglia V35 in una V25 razionale normale,
rappresentata su un piano mediante il sistema lineare oo5 delle cu-
biche passanti per quattro punti, dunque, rammentando una nota
proprieta di questa superficie :

Ogni iperpiano contiene 10 rette del sistema costituito dalle rette
di V& 0 ne contiene infinite.

(1) Renaio, della R. Acc. dei Lincei, 1900, 2° sena.
(2) Scorza, Determinazione delle varieta a tre dimensioni di Sr (r=7) icui S3
tangenti si tagliano a due a due (Renaio. Ciro. Mai. di Palermo, XXV, 1908).
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Per brevita chiameremo A il sistema d’ordine 3 e classe 10 co-
stituito da queste rette.

11. Le rette delle due schiere rigate della quadrica Q secano
K, quelle di una schiera in tre punti, quelle dell’altra in un punto
solo.

Ora la rappresentazione della V% sullo spazio ordinario si ot-
tiene per proiezione dal piano di una sua conica C2, da ogni punto
della quale escono tre rette di A contenute nello S3 ivi tangente
alla V35, dunque :

Le rette di Q, ciascuna delle quali rappresenta i punti di V35
infinitamente vicini a uno dei punti della conica C2, sono date dalle
trisecanti di K e ogni punto di K rappresenta tutti i punti di una
retta di V5.

12. Per precisare ancora meglio questi teoremi, osserviamo che
la V3 contiene un sistema oo4 di coniche tale che per una coppia
di punti generici della V35 passa una conica ed una sola.

Questa osservazione pud giustificarsi in varia maniera. Puo dirsi,
per es., che se O & un punto generico dello spazio ambiente, ogni
iperpiano per O taglia la V3 in una V25 dotata di un sol punto
doppio apparente (1), quindi le ool corde di P3 che passano per 0
stanno in un piano co, e la V3 contiene oo4 curve disposte in piani
di cui ne passa uno ed uno solo per ogni punto dello spazio am-
biente. Ma allora queste cod4 curve sono necessariamente coniche (in
caso contrario ogni corda di V35 sarebbe almeno una trisecante) e
per una coppia di punti generici della V35 non ne passera che una
sola.

Si deduce incidentalmente di qui un teorema noto, del quale
del resto avremmo potuto servirci per dimostrare I'esistenza su K3
di un sistema oo4 di coniche. Si vede subito infatti che le co4 coniche
in discorso sono rappresentate nello spazio ordinario dalle co4 coni-
che quadrisecanti K e quindi :

Per due punti generici dello spazio di una quantica di 2a specie
passa una ed una sola conica quadrisecante la quartica (2).

(1) Sewveri, Intorno ai punti doppi impropri di una superficie generale dello spa-
zio a quattro dimensioni, e @' suoi punti tripli apparenti (Rendic. del Circolo Mat. di
Palermo, t. XV), il. 9.

(2) Teorema del prof. Montesano, cfr. Su i vari tipi di congruenze lineari di
coniche dello spazio (Rendic. della R. Acoad. di Scienze fis. e mat. di Napoli, 1895;
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13. Ci0 posto si pud supporre che la conica C2 sia una qua-
lungue delle oo4 coniche della 75; d’altra parte gli S4 che proiet-
tano dal piano di C2 gli B3 tangenti alla V& nei punti di C2 costi-
tuiscono un cono quadrico che ha per traccia sullo spazio ordinario
rappresentativo la quadrica Q, dunque :

Gli S3 tangenti alla V& nei punti di una sua conica sono proiet-
tati dal piano di questa secondo gli S4 di una schiera di un cono
quadrico avente per vertice quel piano.

Le tracce sullo spazio rappresentativo degli S4 di cui si parla
in questo enunciato, quando ci si riferisca alla conica C2, sono le
trisecanti di K; le tracce degli S4 dell’altra schiera appartenente al
cono quadrico sono le generatrici di Q unisecanti K, quindi tali S4
tagliano la V¥ in una curva del 5° ordine che si spezza in una
conica contata due volte e in una retta residua.

Il cono quadrico in discorso contiene poi la rigata delle rette
di A uscenti dai punti della conica; d'altra parte esso taglia la
V35 in una V0, dunque:

La rigata costituita dalle rette di A uscenti dai punti di una
conica della v & una rigata (razionale, perché in corrispondenza biu-
nivoca con K) del 10° ordine avente nella conica una direttrice tripla.

E utile osservare che I’ordine di questa rigata poteva esser cal-
colato diversamente: bastava considerare percido o che un iperpiano
per una conica della V35 taglia la V35 in una V) per la conica con
quattro rette appoggiate ad essa, oppure che un S4 generico taglia
la V¥ in una curva del 5° ordine rappresentata dalla ulteriore in-
tersezione di due superficie cubiche passanti per K, e che tale inter-
sezione & del 5° ordine e del genere 1, per modo da avere 10 punti
a comune con K(1).

14. Se chiamiamo rigate O le rigate costituite dalle rette di A
uscenti dai punti delle oo4 coniche della Vi35, si ha subito che:

Le rigate © costituiscono nella varieta oo? delle rette di A {va-
rieta razionale perché in corrispondenza biunivoca colle coppie di
punti di K) un sistema lineare oo4,

Nota Il). Vedi anche per I’'inversione di questo teorema: Berzolari, Sulle coni-
che appoggiate in piu punti a date curve algebriche (Rendic. del R. Ist. Lombardo,
voi. XXXIII, 1900), nota I, n. 11.

(1) Per la notissima formula (di Noether) che da il genere (virtuale) di
una curva spezzata.

13
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Infatti siano a, b, ¢, d quattro rette generiche eli Vi5. Le prime
tre a, b, ¢ sono congiunte da un S5 che taglia la V¥ in una V2 ra'
zionale normale contenente le tre rette a, b, ¢ e secante la retta d
in un punto D.

Questa V25 contiene un solo fascio di coniche che siano appog-
giate ad a, b, ¢ e di questo fascio una conica passa per D, dunque
la sola rigata 9 che ha questa conica per direttrice tripla passa per
le quattro rette a b, c, d.

Guardando allo spazio rappresentativo si ricava incidentalmente
il teorema:

Data una quantica di 2a specie e quattro sue corde generiche esiste
una ed una sola conica che si avvocai alle quattro corde e tagli la
quantica in quattro punti.

Il grado del sistema lineare costituito dalle rigate ti entro la
varieta delle rette di A si calcola con tutta facilita.

Si osservi per questo che, se k! e k2 sono due coniche generiche di
V35, I'iperpiano che le contiene sega la V3 in una V5 su cui il
k2 (non avendo alcun punto comune) appartengono a uno stesso dei
cinque fasci di coniche in essa contenuti (1. Dunque vi sono quat-
tro rette di /A appoggiate a kIl e k2, cioé le due rigate 9 aventi k!
e k2 per direttrici triple hanno quattro generatrici in comune e il
grado richiesto ¢ 4.

15. Insieme con le rigate 8 giova considerare entro la varieta
N le rigate 81, ciascuna delle quali é costituita dalle ocl coppie di
rette di /A che escono dai punti di una retta della V35 Una rigata

¢ rappresentata dalle corde di K appoggiate a una sua corda
fissa e queste costituiscono una rigata cubica passante per K, dun-
que la rigata obbiettiva costituisce una sezione iperpiana della
V35 ed & una V2 razionale (normale in un S6) dotata di una retta
direttrice doppia :

Si ricava di qui che:

Per ogni retta della V¥ passa un iperpiano che la tocca in tutti
i punti della retta stessa.

Una rigata razionale V25 di S5 che abbia una retta direttrice
doppia & proiezione di una V25 di S6 da un punto del piano di una
sua conica direttrice, dunque sulla direttrice doppia vi sono due
punti uniplanari.

(1) Cfr. Caporali, Sulla superficie del quinto ordine dotata di una curva doppia
del quinto ordine (Memorie di Geometria, Napoli, Pellerano, 1888).
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A due corde generiche di K si appoggia sempre una ed una
sola corda della curva stessa (due in un ente razionale hanno
sempre una coppia comune), dunque:

Entro A le rigate ¢i costituiscono una rete omaloidica.

Infine poiché una conica e una retta generiche della T7% sono
congiunte da un $4 che taglia la P% in due rette ulteriori appog-
giate ad esse, od anche, poiché due rigate corrispondenti a rette
incidenti della V¥ possono considerarsi come costituenti insieme una
rigata 91 si conclude che:

Una rigata 9 e una rigata 9i hanno in generale due rette in
comune.

16. 1 teoremi precedenti danno luogo a una importante dedu-
zione relativamente alla V35

Infatti si immagini di riferire proiettivamente le rigate # agli
iperpiani di un S4. le rette del sistema A verranno mutate nei
punti di una superficie del 4° ordine di S4, la quale conterra oo?
coniche, corrispondentemente alle rigate di A\, dunque questa
superficie, che chiameremo F24 , sara proiezione da un punto esterno
di una superficie di Veronese.

Ora si osservi che le tre rette di A uscenti da un punto della
V3% impongono due sole condizioni a una rigata 9 che debba conte-
nerle, quindi i tre punti di Fl che le rappresentano impongono due
sole condizioni agli iperpiani che debbono contenerli, ossia sono
allineati. Ne segue che, come le rette di A vengono riferite biuni-
vocamente ai punti di F24, cosi i punti della V¥ vengono riferiti
biunivocamente alle sue trisecanti. Ma le trisecanti della F24 costi-
tuiscono il sistema oo3 di rette comuni a tre (e quindi a una rete
di) complessi lineari in S4 (1), dunque:

I punti della T3 possono rappresentarsi biunivocamente sul si-
stema oo3 delle rette comuni a tre complessi lineari di uno spazio a
quattro dimensioni.

17. Per approfondire ancora lo studio delle proprieta della
5, rammentiamo che in una F4 di S4 con oo2 coniche (come del
resto si verifica subito o direttamente o ricorrendo alla rappresen-
tazione della F24 mediante un sistema lineare oo4 di coniche), il piano

(1) Castelnuovo, Ricerche di Geometria della retta nello spazio a quattro di-
mensioni (Atti del R. Ist. Veneto di scienze, lettere ed arti, serie VII, t. 1),
n. 7, 8.
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di una conica taglia ulteriormente la .F4 in un punto, centro del
fascio delle ool trisecanti della superficie situate in quel piano, e
che il luogo dei punti di contatto delle tangenti condotte ad una
conica dal punto in cui il suo piano taglia ulteriormente la F24
¢ una curva del quart’ordine C4 razionale normale. Questa C4 & an-
che il luogo dei punti della F4 per i quali le ool trisecanti ridu-
consi a ool tangenti-secanti e infine il piano tangente alla F> in
un punto della C4 & osculatore a questa ultima (1).

Le trisecanti di F24 che sono delle tangenti-secanti corrispondo-
no, nel modo che si & detto precedentemente, ai punti della Vi da
cui escono due, anzi che tre rette di A, e poiché tali trisecanti si
distribuiscono in ool fasci coi centri nei punti di C4, cosi questi
punti della V35 si distribuiranno sopra ool rette costituenti una
rigata (2), la rigata ® di A che corrisponde ai punti della linea
C4 di F24.

Se h & una generatrice di ®, da ogni punto di h esce una sola
ulteriore retta di /A, come dal corrispondente punto H di F4 (e C4)
escono soltanto delle tangenti-secanti di F24. e come da H esce una,
retta (la tangente alla conica situata nel piano ivi tangente alla
F24, ossia la tangente a C4) che ha un contatto tripunto in H con
F24, cosi vi & su h un punto dal quale non escono ulteriori rette
di A

Se diciamo @ la curva di @ luogo dei punti di Fh da cui esce
una sola retta di /A, per cercare I'ordine di @ converra osservare
che le sezioni iperpiane di Fk corrispondono, nella rappresentazio-
ne dei punti di questa varieta sulle trisecanti di F/, alle congruen-
ze staccate sulla varieta delle trisecanti di F% dai complessi lineari
dell’&4 cui appartiene la F24.

Infatti una tale congruenza é ad es. quella delle trisecanti
uscenti dai punti di una conica di F24 che sono (si vede subito)
tutte e sole le trisecanti della F24 appoggiate al piano della conica,
e quindi appartenenti al complesso lineare speciale che ha un tal
piano per asse, e, per quanto & stato detto, alle rette di questa

(1) Cfr. Segre, Sulle varieta cubiche, etc. (Memorie della R. Accad. delle
Scienze di Torino, 1888) n. 43 e 44; od anche: Bertini, Introduzione alla geom.
proiettiva degli iperspazi (Pisa, Spoerri, 1907), pp. 347-8.

(2) In generale i punti di una retta di A corrispondono alle trisecanti di
F2 del fascio avente il centro in un suo punto. | punti di appoggio di queste
trisecanti sulla F24 fuori del centro del fascio stanno poi sulla conica che rap-
presenta la rigata 9lavente quella retta per direttrice doppia.
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congruenza corrispondono i punti di V¥ situati sulle rette di una
rigata 81, ossia di una certa sezione iperpiana di V35

E allora poiché i punti di ¢ corrispondono alle tangenti di C4,
I'ordine di @ uguagliera il numero delle tangenti di C4 appartenenti
a un complesso lineare, o, in particolare, al numero delle tangenti
di C4 appoggiate a un S2 generico dell’S4 che la contiene. Tale nu-
mero ¢ 6, dunque @ € una sestica razionale normale, perché come
le tangenti di C4 non appartengono ad uno stesso complesso linea-
re, cosi ¢ non & contenuta in un S5.

Si osservi che per trovare i punti di contatto delle 6 tangenti
di C4 appartenenti a un dato complesso lineare basta, per es., co-
struire le coincidenze della corrispondenza simmetrica (3, 3) che si
ottiene sulla C4 chiamando omologhi due punti X ed X' quando X'
sta nell'S3 che contiene le rette del complesso uscenti da X. Ne
segue che se si considera un complesso lineare il quale contenga
tutte le rette del fascio avente il centro nel punto H e situato nel
piano ivi tangente ad F24 essendo questo piano osculatore a C4,
due coincidenze della corrispondenza (3, 3) in discorso cadono in H,
poiché H coincide con due dei punti ad esso omologhi (1). Ma alla
congruenza che un tal complesso lineare stacca dalla varieta delle
trisecanti di F24 corrisponde sulla V% una sezione iperpiana passante
per h, dunque un iperpiano che passi per h ha un contatto bipunto
con @ nel punto che questa curva ha a comune con h, ossia h &
tangente a (p e @ e la rigata (sviluppabile) delle rette tangenti a ¢.

Di qui segue che ® ¢é del 10° ordine e costituisce la completa
intersezione della V3 con la quadrica W rispetto alla quale ogni
punto di @ ha per iperpiano polare I'iperpiano in esso oscula-
tore a @

18. Fra le trisecanti di F24appoggiate a una sua conica generica
due sole sono tangenti a C4, poiché se una tangente a di C4 si ap-
poggia alla conica considerata, tale tangente dovendo avere un
contatto tripunto con F24 in un punto appartenente alla conica sara
una delle due rette tangenti a C4 nei punti ove essa taglia il piano
della conica.

Ohe se poi la conica in discorso &, per es., quella che sta nel
piano tangente a F24 nel punto H, allora I'unica tangente di C4 ap-
poggiata ad essa e quella che tocca C4 nel punto H.

(1) Vedi Berlini, Introduzione, eto., pag. 205.
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Si conclude che gli iperpiani contenenti le rigate fthe hanno
per direttrici doppie le rette di /A appoggiate ad h hanno tutti un
contatto tripuuto con la curva @ nel punto che essa ha a comune
con h, mentre la rigata costituita dalle rette di /A che escono
dai punti dih é la sezione di V¥ con [I'iperpiano osculatore a ¢ in
quel punto stesso.

Ci0 posto, sia d una retta qualunque della V35 e siano h ed i
le due generatrici di ® appoggiate a d. Se H' ed 1" sono i punti
ove h ed i toccano @, gli iperpiani osculatori a @ in H' ed 1' pas-
sano per d, quindi gli iperpiani polari dei punti dh e di rispetto
a @ passano per H' ed I' e, precisamente, il primo passera sem-
plicemente per 1I' mentre avra con @ un contatto 5-punto in H' (1)
e il secondo passera semplicemente per H' mentre avra con @ un
contatto 5-punto in I'.

Ne segue che I’involuzione 116 del 6° ordine e di la specie ta-
gliata su @ dagli iperpiani polari dei punti di d avra per equazione
sull’ente razionale @

XUX2 (KIx14+ k2 x4 = 0

se i punti fondamentali x1 =0 e Xx2=10 sono H' ed I' e quindi
ogni gruppo della 116 sard una sestica ottaedrica, cioé una sestica
binaria costituita da tre coppie separantisi a due a due armo-
nicamente.

Deduciamo di qui che:

La V& di S6 a curve sezioni ellittiche ¢ il luogo dei punti i cui
iperpiani polari rispetto a una curva del 6° ordine razionale normale
¢ tagliano la curva stessa in una sestica binaria ottaedrica.

Le oo3 collineazioni che mutano in sé la curva @ mutano pure
in sé la V35 e viceversa; quindi:

La V& ammette un gruppo oo3 di trasformazioni omografiche in se.

Questo gruppo si riflette nello S3 rappresentativo in un gruppo
oo3 di trasformazioni cremoniane che in una ricerca dei proff. Enri-
ques e Fano si & presentato come uno dei pochi tipi di gruppi
imprimitivi irriducibili (per trasformazioni cremoniane) a gruppi di
Jonquiéres generalizzati (2).

(1) Si ricordi che nella polarita, individuata dalla curva ¢ nello S6 una
retta tangente a @ ha per S4 polare 1'S4 osculatore a ¢ nel suo punto di
contatto.

(2) F. Enriques e G. Fano, Sui gruppi continui di trasformazioni cremoniane
dello spazio (Annali di Matematica, 1897), n. 26. In questo lavoro le equazioni
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19. Abbiamo osservato che una rigata 91 ha per immagine
nell’S3 rappresentativo della V% la rigata di 3° grado costituita
dalle corde di K appoggiate a una sua corda fissa. Finché questa
corda €& generica la rigata di 3° grado ad essa relativa ha in essa
soltanto la direttrice doppia, ma se la corda considerata b ¢ imma-
gine di una retta di A appartenente a ®, da ogni punto della corda
deve partire soltanto una corda ulteriore di K e deve esistere su b
un punto pel quale b sia l'unica corda di K passante per esso;
quindi b deve essere la retta congiungente i punti di contatto di
un piano bitaugeute a K e la rigata relativa a b deve risultare una
rigata di Cayley.

Ora ® essendo situata sulla quadrica ¥ ha in comune quattro
punti con (ogni conica e quindi con) la conica di cui si fa la proie-
zione, dunque I'immagine di ® e una rigata sviluppabile razionale
del 6° grado.

Questo, poiche & chiaro che I'immagine di @ ¢ la sviluppabile
bitaugeute a K, collima col fatto noto che la sviluppabile bitaugeute
di K& del 6° ordine e della 4a classe. 11 suo spigolo di regresso
€ poi una sestica gobba razionale C6, proiezione della sestica
normale @.

Come il gruppo delle trasformazioni proiettive della V35 in sé &
determinato dalla curva @, cosi il gruppo delle trasformazioni cremo-
niane ad esso corrispondente nello spazio rappresentativo si puo
costruire partendo dalla sestica Cé.

Si osservi dapprima che i punti in cui una retta d di A incon-
tra la rigata ® hanno per immagini i due punti uniplanari della
rigata gobba di 3° grado contenente K e avente per direttrice dop-
pia Pimmagine d' di d, ossia le intersezioni di d, con la sviluppa-
bile bitaugeute di K non situate sulla curva K. Le due tangenti
di C'6 passanti poi per questi punti vanno a toccare Cd nei punti
immagini di quelli che @ ha sulle rette di ® tagliate da d.

La definizione di V3, assegnata nel numero precedente da al-
lora il teorema:

Se per un punto qualunque dello spazio (ordinario) contenente K
si conducono le tre corde che vi passano, e poi si costruiscono sullo

della V35 vengono scritte utilizzando la teoria delle forme binarie, ma alle stesse
equazioni si arriva anche tenendo conto del teorema da noi dimostrato che la

V¥ pud rappresentarsi sulla varieta delle rette comuni a tre complessi li-
neari di S4.
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spigolo di regresso C6 della sviluppabile bitangente i punti di contatto
delle tangenti di C6 che si appoggiano a quelle corde fuori di K, si
ottengono sopra C6 tre coppie di punti che si separano armonicamente
due a due.

Allora le oo3 trasformazioni cremoniane in discorso si otten-
gono stabilendo che per ogni trasformazione proiettiva della Cp in
sé stessa si dicano omologhi i due punti X ed X' dello spazio che
danno luogo su C6 a due sestiche binarie ottaedriche corrispon-
denti nella data proiettivita.

20. Passiamo ora alla considerazione della V36 di S7 a curve se-
zioni ellittiche rappresentata dalle superficie cubiche L passanti per
tre rette al, a2, a3 sghembe fra di loro a due a due. La quadrica
Q che passa per al, a2, a} & la quadrica fondamentale dello spazio
rappresentativo che corrisponde ai punti di V36 infinitamente vicini
alla cubica gobba C3 di V¥ da cui si fa la proiezione.

Si riconosce subito che la V36 contiene tre sistemi di rette oo?
tali che per ogni punto della V36 passa una retta per ogni sistema;
tali rette hanno per immagini quelle delle tre congruenze lineari
aventi per direttrici (al, a2), (a2, a3), (a3, al). Poi, siccome ogni su-
perficie cubica L passante per al, a2, a3 contiene due rette appog-
giate a due di queste tre e non alla terza, cosi quei tre sistemi oc?
di rette sono ciascuno della 2a classe.

Un piano dello spazio rappresentativo che passi, per es., per
ai, taglia le superficie cubiche L fuori di al in coniche residue
passanti per i punti ove esso incontra le rette a2, a3: quindi é
immagine di una quadrica V2 di V¥ - Risulta cosi che la V¥ con-
tiene tre fasci di quadriche corrispondentemente ai tre fasci di
piani al, a2 a3.

Le quadriche passanti, per es., per al, a2, poiché con ogni
piano passante per ajd costituiscono una superficie L, rappresente-
ranno le sezioni residue della V36 con gli iperpiani passanti per le
guadriche del fascio corrispondente a quello dei piani per a3; quindi
si avranno sopra V36 tre sistemi oo3 di V4 razionali normali (riga-
te). Ognuno di questi sistemi €& residuo di uno dei tre precedenti
fasci di quadriche rispetto a quello delle sezioni iperpiaue.

Le rette dei tre sistemi di V36 uscenti dai punti della C3 da
cui si fa la proiezione costituiscono tre rigate distinte razionali nor-
mali appartenenti ai tre sistemi ora considerati; ma ai punti di una
generatrice di una di esse non corrisponde nello spazio rappresen-
tativo che un unico punto di una delle tre rette al, a2, a3 .
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Per fissare le idee chiamiamo Al, A2, A3 i tre sistemi di rette
di P¥ rappresentati dalle congruenze lineari (a2, a3). (a3, al) (al, a2);
®l, 02, ®3 i tre fasci di quadriche rappresentate dai piani per
al , a2 & e infine Wi, W2, W3 i tre sistemi lineari oo3 di VU cor-
rispondenti alle rigate quadriche contenute nelle congruenze (02,a3),
(a3,al), (al,a2) rispettivamente.

Allora si vede subito che le rigate Wi sono formate con le rette
del sistema Ai, mentre le due schiere di rette di una quadrica ®i
appartengono I'uno al sistema Ah, l’altra al sistema Afc, se i, h, k
costituiscono una permutazione qualsiasi dei numeri 1, 2, 3.

Una quadrica ®i e una rigata Wi prese insieme costituiscono
una sezione iperpiana di V36 e si tagliano lungo una conica (le ool
coniche direttrici di una Wi sono appunto tagliate su questa dalle
quadriche del fascio ®i).

Due quadriche dello stesso fascio non hanno punti comuni; in-
vece due quadriche di fasci differenti si tagliano secondo una retta
e tre quadriche appartenenti ai tre fasci hanno un sol punto co-
mune. Due quadriche @i sono punteggiate proiettivamente dalle
rette del sistema Ai; etc., etc.

21. Dalle osservazioni fatte si deduce una facile costruzione
proiettiva della V3 che stiamo studiando.

Prendiamo infatti in un ST due S3 indipendenti o', a" e riferia-
moli collinearmente. E chiaro che le rette congiungenti i punti omo-
loghi formano una VY razionale normale contenente ool S3 (di cui
due sono appunto a' e a") e oo3 rette: gli $3 tagliano sulle oo3 rette
ocod punteggiate proiettive e le rette punteggiano collinearmente gli
ool S3. Allora segue subito che, se entro a' e a" si considerano
due quadriche omologhe ®! e ®1" le rette che ne congiungono i
punti omologhi si appoggiano ad ool altre quadriche 01" ... e formano
un sistema Ai di una V36

Gli altri sistemi di rette della V36 sono costituiti dalle rette dei
due sistemi di schiere delle ®1, ®1", ®1™... etc.

I tre fasci di quadriche appartenenti alle V36 permettono di de-
terminare facilmente le trasformazioni proiettive in s¢ della V36. E
chiaro, infatti, che una omografia la quale muti in sé la V36 muta
in se o scambia fra di loro, proiettivamente, i tre fasci di quadri-
che; e d’altra parte se si stabiliscono, per es., delle proiettivita nei
singoli fasci di quadriche ®!, ®2, ®3 verra stabilita fra i punti
della V36 una corrispondenza biunivoca, quando si supponga che
siano omologhi due punti che si trovino su quadriche omologhe dei
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fasci. Tale corrispondenza biunivoca & poi una proiettivita perche
muta la sezione iperpiana formata da tre quadriche prese una per
fascio in una analoga sezione iperpiana, quindi:

La Vi di S7 che stiamo esaminando ammette ooy omografie (costi-
tuenti gruppo) che mutano in sé ciascuno dei tre fasci di quadriche ;
tre sistemi oof di omografie che mutano in sé le quadriche di unfascio
ma scambiano fra di loro quelle degli altri due, e infine un altro si-
stema oos di omografie che scambiano fra di loro i trefasci di quadriche.

22. Non ci fermiamo piu minutamente sullo studio di questa
V36 poiché come & chiaro esso & estremamente semplice. Osserveremo
soltanto che essa pud assumersi come la varieta di S7 rappresentante,
nel modo che fu indicato dal prof. Segre (1), la varieta delle terne
di punti di tre rette; quindi una sua sezione iperpiana, cioé una
F% di razionale normale pud riguardarsi come rappresentante la
varieta delle terne di punti omologhi in tre punteggiate in corri-
spondenza trilineare ; allora lo studio della F26 diventa quello della
varieta di queste terne e viceversa.

In particolare si osservi come il fatto che un iperpiano il quale
passi per cinque punti della V36 la taglia in un sesto individuato
dai precedenti diventa il teorema noto (2):

Date su tre rette a, b, ¢ cinque terne di punti omologhi vi sono
oo2 corrispondenze trilineari che le contengono e le corrispondenze stesse
hanno in comune una sesta terna individuata da quelle.

23. Piu interessanti risultano le V36 di S7 rappresentate nello
spazio ordinario dalle superficie cubiche per una cubica gobba e con
un punto doppio in un punto di questa o dalle superficie cubiche
per una cubica piana nodale con un punto biplanare nel nodo della
cubica e iu esso un piano osculatore fisso.

Cosi ho dimostrato in una Nota gia citata che esse sono insieme
con la V38 di 2a specie e le sue proiezioni sopra un S8 o un $S7 al-
cune delle poche V3 di Sr(r = 7) a S3 tangenti mutuamente secantisi.
Qui piuttosto che riprodurre quel ragionamento preferisco notarne
qualche altra proprieta.

(1) Segre, Sulle varieta che rappresentano le coppie di punti di due piani o spazi
(Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, V, 1891).

(2) Castelnuovo, Studio sulla omografia di seconda specie (Atti del R. Ist.
Veneto di scienze, lettere ed arti, t. V, serie VI), n. 28.
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24. Consideriamo in primo luogo la V¥ rappresentata dalle su-
perficie cubiche L che passano per una cubica gobba K e hanno in
un suo punto O un punto doppio.

Tale V36 contiene due sistemi oo2 di rette : I’'uno, che diremo A,
& rappresentato dalle rette della stella O, I'altro che diremo M, dalle
corde della cubica K. Per ogni punto di V36 passa una retta di A
e una retta di M/, invece in ogui iperpiano vi sono tre rette di /\
e tre rette di M.

I piani dello spazio rappresentativo che passano per O e le qua-
driche che contengono K rappresentano due reti di rigate cubiche
normali di F3, mutuamente residue rispetto al sistema lineare delle
sezioni iperpiane. Le direttrici delle rigate cubiche corrispondenti ai
piani per 0, cioé delle rigate formate con rette di /A appartengono
al sistema M e cosi le direttrici delle rigate riempite da rette di M
appartengono a A ().

Due rigate appartenenti a una medesima rete si tagliano in una
retta che & una loro generatrice comune ; invece due rigate appar-
tenenti a reti diverse si tagliano in una conica rappresentata dalla
conica intersezione di una quadrica per K con un piano per 0.

Pud dirsi pertanto:

Date dice rette della Fu appartenenti a uno stesso sistema esiste
sempre una ed una sola retta dell’altro che si appoggia ad entrambe.

25. Alla V¥ appartengono anche oo4 coniche e per due suoi punti
generici ne passa una ed una sola. Esse sono rappresentate dalle
oo coniche dello spazio rappresentativo che passano per O e si ap-
poggiano in due punti ulteriori a K, e come ognuna di queste sta
sopra una quadrica per V3 e un piano per O, cosi ognuna delle co-
niche di V36 sta sopra due rigate cubiche normali, formate I’'una dalle
rette di /A che escono dai suoi punti e I'altra dalle rette di M che
escono dai punti medesimi.

26. Un iperpiano che contenga una rigata di una rete taglia

(1) La cosa si vede subito nell'S3 rappresentativo. Cosi un piano per 0 taglia
K in due punti ulteriori /A e B e le superficie L in un sistema lineare oo4 di cu-
biche per 0, A, B con un punto doppio in 0. Queste rappresentano adunque le
sezioni iperpiane di una VA3 razionale normale, la cui direttrice ha per immagine
A B e A B ¢ appunto una corda di K. Se si considera una quadrica per K, la di-
rettrice della V3 corrispondente ¢ Funisecante di K che appartiene alla quadrica
ed esce dal punto O.
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V¥ in una rigata dell’altra rete e quindi tocca V¥ in tutti i punti
della conica secondo cui le due rigate si tagliano. Viceversa, un iper-
piano che sia costretto a toccare V36 in due punti taglia la V36 in
una superficie rappresentata da una superficie cubica per K, con un
punto doppio in O e due altri punti doppi A e B, cioé da una su-
perficie spezzata nel piano O A B e nella quadrica che passa per K
ed A, B; dunque :

Se un iperpiano tocca V36 in piU di un punto la tocca in oof e pre-
cisamente in tutti i punti di una conica. Viceversa la V3 ¢é toccata
lungo ogni sua conica da un iperpiano.

27. Siano al,a2,a3 tre rette qualunque di A e ®1,92,d3 le
tre rigate cubiche normali che contengono (come generatrici) a2,a3
a3,al; al,a2, rispettivamente. Se diciamo >1,%2,>3 gli S4 che le
contengono, si puo fissare nell’$? una corrispondenza fra gli /S5 pas-
santi per %,1,>,2,23 chiamando omologhi tre $5 che congiungono
questi tre spazi con una stessa retta di M (l).

Se si conduce per X1 un iperpiano al, esso taglia V¥ in una
rigata residua W! di rette di M che insieme con ®2 e ®3 da I'in-
tersezione completa di V36 con altri due iperpiani a2 e 03, dunque
agli S5 per 21 che proiettano le rette di Wi e formano un fascio
nell’iperpiano al corrispondono nelle stelle Z,2 e £3 gli S5 che proiet-
tano le rette di Wi e formano dei fasci negli iperpiani o2 e a3 ; ossia
le tre stelle 21, 22, e 23 sono riferite omograficamente.

Ne deduciamo, dopo una facile inversione del ragionamento ora
fatto .

Se in un ST si riferiscono proiettivamente gli S5 passanti per tre
S4 generici, le oo rette secondo cui si intersecano le terne di S5 omo-
loghi riempiono una V3 a curve sezioni ellittiche. Essa contiene un se-
condo sistema di oo? rette che ¢ generabile nello stesso modo, e anzi i
tre S4, centri di tre stelle proiettive generanti la Vi6, sono gli spazi
che contengono tre rigate cubiche normali qualunque di una delle due
reti di tali rigate che possono formarsi con le rette dei due detti sistemi.

Poiche una razionale normale di S6, rappresentata su un
piano dal sistema oo6 di cubiche che passano per tre punti, puo sem-
pre pensarsi come una sezione iperpiana della V36, cosi segue

(1) Notisi che ogni retta di M si appoggia in un punto a una rigata cubica
costituita da rette di A
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senz’altro da questo teorema la generazione proiettiva della F% che
fu indicata dal prof. Bordiga ().

28. Una cubica gobba incontra complessivamente in tre punti
due rigate cubiche (di reti diverse) costituenti insieme una sezione
iperpiana : quindi, per un noto ragionamento, incontra in un punto
ciascuna rigata di una rete e in due punti ciascuna rigata dell’al-
tra rete.

Segue che, se si prendono due punti della cubica e si conduce
per essi la rigata della la rete che li contiene, tale rigata contiene
la cubica per intero.

Adunque :

Sulla V36 si hanno due sistemi oof di cubiche gobbe. Fssi sono co-
stituiti dalle cubiche gobbe situate rispettivamente sulle rigate cubiche
normali formate con le rette di A ¢ M. Le cubiche situate sulle rigate
di A sono rappresentate dalle cubiche piane che hanno in O un nodo
e bisecano altrove la cubica K; quelle dell’altro sono rappresentate
dalle cubiche gobbe che passano per O e quadrisecano altrove la cubica
K. Tra le prime si trovano pertanto le cubiche gobbe che hanno per
immagini le rette dello spazio rappresentativo.

29. Dai punti di una cubica gobba situata sopra la V36 escono
due serie ool di rette: una é la serie delle generatrici di una V3
normale, ma I'altra non pud essere che la serie delle generatrici di
una rigata d’ordine piu elevato.

Per trovare quest’ordine supponiamo che la cubica di cui si
tratta si trovi sopra una rigata cubica della rete costruita con rette
di A e, per facilitare ancora piu la ricerca, supponiamo, come € pos-
sibile, che essa abbia per immagine una retta r dello spazio rappre-
sentativo. Allora la rigata delle rette di M uscenti dai punti della
cubica ha per immagine la rigata delle corde di K uscenti dai punti
di r, e questa ¢ dell’ordine 4, ha in K una direttrice doppia e in
r una direttrice semplice.

D’altra parte, due superficie cubiche L si tagliano oltre che in
K in una sestica residua con un punto triplo in O e appoggiata in
altri sei punti a A, quindi questa sestica taglia la rigata quartica
precedente in 4>=<6 — 3>=2 — 6>=2 = 6 punti fuori di Ke lari-
gata di cui questa ¢ immagine & dell’ordine 6.

(1) Bordiga, Di alcune superficie, etc. (Atti Ist. Veneto, t. 1V, serie 6a, 1886).
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In particolare delle due rigate formate dalle rette di A e M
uscenti dai punti della cubica da cui si fa la proiezione della F3
sullo spazio rappresentativo, la seconda, che &€ una V3, Im Per im-
magine il solo punto O, la prima, che & una VI Im Per immagine
la curva K, ogni sua generatrice proiettandosi in un punto di K.
Questo dimostra che la VI appartiene all/57 (altrimenti K sarebbe
una cubica piana) ed & una V¥ razionale normale con ool direttrici
minime d’ordine 3.

Riassumendo abbiamo :

Le rette di V¥ uscenti dai punti di una sua cubica gobba costi-
tuiscono due rigate razionali normali. Una ¢ una V3 e I'altra ¢ una V26
con ool direttrici minime d’ordine 3 ; quest’ultima é incontrata in due
punti da ogni retta del sistema /A se & costituita da rette di M, e vi-
ceversa.

Tenendo presente ancora la cubica gobba da cui si fa la pro-
iezione si ricava inoltre che:

La V3, contata due volte, e la V26 formate dalle rette di Vi
uscenti dai punti di una sua cubica costituiscono la completa interse-
zione della V36 col cono quadrico (cinque volte specializzato) proiet-
tante dallo spazio della cubica gli spazi tangenti alla V36 nei punti

della cubica stessa.

30. Una rappresentazione della V36, di cui stiamo occupandoci,
sopra un S3 pud ottenersi anche in un altro modo, utilizzando la
proprieta che essa contiene oo4 coniche di cui ne passa una per ogni
coppia di punti generici della V36; proprieta che, sotto certe restri-
zioni, & conseguenza dell’altra, di cui pure essa ¢ dotata, che gli S3
ad essa tangenti in due punti generici A e B si incontrano in
un punto.

Consideriamo infatti un punto A della V36 e 1'S3, a, che la toc-
ca in questo punto: allora la V36 & rappresentata biunivocamente
su a quando si faccia corrispondere al punto X di V36, il punto X'
di a ove la tangente in X alla conica di V36 che passa per A e per
X taglia la retta tangente alla conica stessa nel punto A. Infatti per
ogni coppia di punti di V36 passa una sola sua conica e quindi in
particolare per ogni retta di a uscente da A vi & una sola conica di
V36 che le risulti tangente, in /A

31. Per esaminare brevemente le proprieta della rappresenta-
zione cosi ottenuta (1) chiamiamo la ed ma le rette di A e M. rispet-

(1) Una considerazione analoga a quella del testo da subito una costruzione
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tivamente, uscenti dal punto A, e cerchiamo I'immagine di una retta
generica | (o wi) di A (0 M).

Per le due rette la ed | di A passa una rigata cubica F23 di
rette dello stesso sistema avente per direttrice una retta m di M
appoggiata ad la nel punto D, per conseguenza i punti di a corri-
spondenti ai punti di F¥ situati su tale F3 si potranno conside-
rare come ottenuti tagliando il piano m la coi piani tangenti alla
F23 nei suoi singoli punti.

Ma con tale costruzione (2) le generatrici di F3 vengono ad

della nota rappresentazione della superficie di Veronese mediante il sistema di
tutte le coniche di un piano (e piu in generale, di ogni varieta di Veronese me-
diante il sistema delle quadriche di un Sr). Se infatti, preso un punto A della
superficie di Veronese ¢ il piano a ad essa tangente in A, si fa corrispondere
ad ogni altro punto X della superficie il punto X' di a che é il polo della retta
A X rispetto alla conica della superficie che passa per A e per X, si vede che
la corrispondenza fra X e X' & biunivoca senza eccezioni e che le sezioni iperpiane
della superficie sono rappresentate dalle coniche di a.

(2) Se la costruzione indicata nella nota precedente si applica a una F3 di
S4 la conclusione a cui si perviene ¢ del tutto analoga. Se infatti (tenute le no-
tazioni precedenti), D e la traccia della direttrice d sul piano a (per modo che
A D é la generatrice contenuta in a) i piani tangenti alla V23 nei punti di una
generatrice |, formando un fascio di asse | in un S3 passante per d, hanno per
tracce su o i punti di una retta V passante per D, ed V sara I'immagine di |
nella rappresentazione eseguita. Allora una sezione iperpiana qualunque incon-
trando ogni generatrice in un punto e ogni conica della V23 passante per A in
due punti, avra per immagine la curva generata dai fasci A e D di a riferiti in
corrispondenza (1,2) col raggio unito A D: ma questa & una conica per il punto
D, dunque le immagini delle sezioni iperpiane sono le oo4 coniche a per il punto D.

E utile scriver le formule della corrispondenza biunivoca cosi stabilita fra
i punti della Vg3 e quelli del piano a ad essa tangente in A.

Fissando opportunamente i vertici 01234 della piramide fondamentale si
puo fare in modo che le coordinate del punto generico della F.3 siano date, al
variare dei parametri A e y, dalle formule:

x0 =1, xt A, XB=M, XA4=HA

allora il piano 124 risulta tangente alla V23 nel punto 2, e la retta 34 ¢ la di-
rettrice, cosicché possiamo supporre A =2, a = 124 eD=4. Le quadriche:

6] X0x2 — x12= 0 e 2 X0x4 —x1x3 =0

contengono la V23, quindi il piano & tangente alla V23 nel punto Y = yi sara rap-
presentato dalle equazioni degli iperpiani tangenti in Y alle quadriche (1) e (2)
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avere come immagini le rette del piano mla uscenti da D e le se-
zioni iperpiane della V3 vengono ad avere per immagini le coniche
di mla passanti per D, dunque :

Nella indicata rappresentazione della Vi sullo spazio a, le rette
di A vengono rappresentate da rette appoggiate ad la, le rette di M
da rette appoggiate ad ma- Le rette di A (di M) costituenti una F2
passante per la hanno per immagini le rette di un fascio avente il
centro su la (su ma) e situata in un piano per la (per ma) e allorché
la, V23 descrive il fascio delle rigate di A (di M) contenenti la(ma) il
centro e il piano del fascio di rette ora nominato descrivono sii la (ma)
e intorno ad la(ma) due forme proiettive. Per conseguenza le rette di
A e M hanno per immagini in a le rette di due congruenze lineari
speciali aventi per assi la ¢ ma.

ossia dalle
Y2X0—2yixi + yOX2 =0,  y4 x0— y3 xi + yOx4 =0
Le coordinate del punto ove & taglia a sono allora:
X0 =0, x1=yY0, x2 = 2y, x3 =0, x4=y3

e di qui, tenendo anche conto delle (1) e (2), si ricavano le formale della rap-
presentazione :

vyl = x12 vyl = 2xIx2, vy2 =x2; w3 =4 xIx4; vyd=x2xd.
Queste dimostrano che alla sezione di V23 ottenuta coll’iperpiano :
ayl + alyl + o2y2 + a3y3 + odyd =0
corrisponde nel piano a la conica:
400X2+ 2 0lxXI X2+ o2 X2+ 4 o3 xIx4 + 2 o4 x2x4 = 0

conica che taglia la retta 24 = AD nel punto 4= D e nel punto C la cui coor-

dinata  sopra la retta AD é data da La coordinata invece del punto

1 in la retta AD ¢ tagliata dall’iperpiano & é data da quindi le coppie

Al e CD si separano armonicamente ; cioé si ha il teorema:

L’ulteriore punto d’intersezione della retta AD colla conica passante per D e rap-
presentante nel modo che si ¢ detto la sezione della con un iperpiano & ¢ il coniu-
gato armonico di D rispetto ad A e al punto d’incontro di & con la retta AD.
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Per brevita indicheremo nel seguito queste due congruenze coi
simboli [la] ed [ma].

32. Consideriamo ora una V3 di A che non contenga la retta la e
che abbia per direttrice la retta mi di M. Le immagini delle sue
generatrici saranno le rette della congruenza [la] appoggiate alla
retta m? di [ma] che corrisponde ad ml, cioé le rette d’una rigata
Ysuadrica passante per ma, dunque :

Le due reti di V23 della Vi sono rappresentate in a dalle due reti
di quadriche contenute nelle congruenze lineari speciali [la] ed [ma] e
passanti per ma od la rispettivamente, quindi le co4 coniche della V36 sono
rappresentate dalle oo4 coniche appoggiate ad, la ed ma secondo cui si
tagliano a due a due le quadriche di queste due reti.

Due V23 qualsiansi della V36 appartenenti a reti diverse danno,
prese insieme, una sezione iperpiana, e le loro immagini costituiscono
complessivamente una superficie del quartordine, quindi :

Le sezioni iperpiane della V36 hanno per immagini in a un siste-
ma lineare ool di superficie N del quarVordine.

Una qualunque superficie Ni essendo immagine di una sezione
iperpiana, seca un piano 1 che passi per la (od ma), oltre che nella
retta la (0 ma), in una conica residua immagine della linea comune
al considerato iperpiano e alla V23 rappresentata da .m; e daltra
parte le rette della congruenza [la] (od [ma]) non incontrano la super-
ficie N fuori di la (odma),) che in un sol punto ulteriore, dunque:

Le superficie N hanno tutte in la ed ma due rette doppie ed
in A un punto doppio uniplanare col piano osculatore fisso la ma.
Inoltre in ogni punto di la (od ma) uno dei piani osculatori é costituito
dal piano che contiene le rette di [la] (od ma) uscenti dal punto.

Una sezione iperpiana della V36 si pud considerare come il luogo
delle ool cubiche gobbe segnate su di essa dalle ool V23 formate con
le rette di A (di M) che passano per Ia(ma), quindi la corrispon-
dente immagine N & il luogo di ool coniche situate in piani passanti
per la (od ma) e secanti la (od ma) nelle coppie di una involuzione
quadratica avente per punti doppi il punto A e l'intersezione di la
(ma) col considerato iperpiano.

33. Se diciamo f lo spazio su cui la V36 & rappresentata me-
diante il sistema delle superficie cubiche L passanti per la cubica
gobba K e aventi un punto doppio in un suo punto O, tra io spazio
B e lo spazio a dei n. 30, 31 e 32 viene stabilita mediante la Vi
una corrispondenza cremoniana, quando si dicano omologhi due punti
di B ed a che rappresentano uno stesso punto della V.

14
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Poiché i piani di B insieme col cono quadrico projettante K da
0 costituiscono delle superficie cubiche L anzi le superficie cubiche
L che rappresentano le sezioni della V3% con gli iperpiani passanti
per una sua certa cubica gobba C3, cosi ad essi corrisponderanno
in a le superficie N di un sistema lineare oo3 passanti per I'imma-
gine di C3 in a. Tale immagine poi essendo I'ulteriore intersezione,
fuori di la ed ma, di una superficie A con una quadrica della con-
gruenza [ma] passante per ma, € ancora una cubica gobba.

Draltra parte anche in o un piano variabile insieme col piano la ma
contato tre volte costituisce una superficie Ni dunque ai piani di a
corrisponde in B un sistema lineare oo3 di superficie cubiche L e si
conclude che la trasformazione cremoniana di B in o & in un senso
del 4° ordine e nell'altro del 3°

Ora é interessante cercare le formule di una corrispondenza
cremoniana atta a trasformare il sistema di superficie quartiche N
in un sistema di superficie cubiche del tipo L, perche cosi trovere-
mo incidentalmente una nuova proprieta delle superficie N.

34. Per questo, cominciamo dallo stabilire in a un sistema di
coordinate prendendo il punto lama come vertice 1 della piramide
fondamentale, un punto qualunque di la come vertice 2, un punto
qualunque di ma come vertice 3, il piano che contiene le rette di
[la] uscenti da 2 come piano 124, il piano che contiene le rette di
[ma] uscenti da 3 come piano 134, e infine scegliamo il punto 4
(sulla retta intersezione di questi due piani) e il punto unita U, in
modo che il piano 12 U sia quello che contiene le rette di [la] uscenti
dal punto ove 12 taglia il piano 34 U.

Allora, se indichiamo con @3 e @4 delle forme di 3° e 4° or-
dine nelle tre variabili x2, x3, x4, I'equazione di una superficie N
sara intanto del tipo:

axxl+ @3x1 + @4 =0

poiché il punto 1 é per essa un punto doppio uniplanare col piano
osculatore in 123; e poiché essa deve anche avere in 12 e 13 delle
rette doppie mancheranno in @3 i termini in x32, x22x3, x22x4 , x33,
¥ X2, x32x4 e in @4 i termini in x24, x3x3, x23x4 , x34 , x33x2 , Xx33 x4 cioe
I’equazione sara del tipo:

" ax24x12+(bx4 + cx4R2+ dx4®3+ ex2x3x4)x1 + x44 —a— i
1
4+ hx8X3-+iXIX32 + X242 + kxIx42 + XIx3x4 + Mx2xix4 + nx2x3x42 =0,
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Ora si osservi che la proiettivita stabilita dalla congruenza [la]
fra i punti e i piani di la per le ipotesi fatte sulla piramide fonda-
mentale, & rappresentata analiticamente scrivendo che al punto rap-
presentato sopra 12 dall’equazione

Xl — 2= 0
corrisponde nel fascio 12 il piano di equazione:
X3—M=0

quindi se si cerca la conica, residua intersezione di N con questo
piano e poi si cercano le coordinate dei due punti ove essa
taglia la retta 12, le coordinate di uno di questi debbono essere

Ponendo nella (1) x3 = Ax4, dividendo per x{2e poi facendo
x4 — 0 resta:

@) axl+ (c +eNxIx2 i+ A-+J)xI =20

pertanto la (2) deve rimanere soddisfatta, qualunque sia A, ponendo

cioé deve essere
(3) a+e+i=0;, c+1=0; j=0.

Dopo cio la (2) si pud scrivere:

[axl —(IA—¢)x] X1 — M =0

e i due punti che sulla retta 12 hanno per coordinate

debbono corrispondersi in una involuzione quadra-

tica avente un punto doppio in 1, dunque:
4) a+i—0
e, combinando con la prima delle (3),

(5) e =0.
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Infine, osserviamo che la proiettivita stabilita dalla congruenza
[ma] fra i punti e i piani di ma, é rappresentata analiticamente da
una relazione del tipo:

M— U =0

fra il parametro P del punto
Xl—ux3=0

della retta 13 e il parametro 2 del piano corrispondente
X2 — M= 0

v essendo una opportuna costante, poiché per le ipotesi fatte ai
valori 0 e oo di P corrispondono i valori 0 e oo di A

Allora, se nella (1), poniamo X2 = M4 e dopo aver diviso per ¥
facciamo x4 = 0, restera, tenuto conto delle (3), (4) e (5):

a? + dx3xl — (@ —m\—ki=0

e questa equazione deve esser soddisfatta, qualunque sia 2, da

Ci0o porta che deve essere identicamente:

a—HN+([du+mr+k=0
ossia

(6) a(2—1)=0, do+m=0, k0.

Ma a non pud essere zero, perché altrimenti il piano lama si
staccherebbe dalla superficie A, dunque deve essere:

@) v==%1
e per conseguenza:
®) d= m

35. Facciamo vedere, prima di procedere innanzi, che non puo

essere U = + 1.
Per questo osserviamo che I'equazione di una quadrica di [lo]
passante per ma, cioé rappresentante una V3 della V36, ¢ del tipo:

() o (X4 X1 — x2x3) + Pxd+ x4 x3 =0
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e quindi il piano:
X2 — M4 =0

la taglia fuori di ma nella retta ove é tagliato dal piano:
axl + (y — aA) x3 + x4 = O

Ora, se si volesse trovare il valore di A per il quale accade
che questo ultimo piano passa per il punto corrispondente sulla
13 al piano

X2 — M4 =0,

avendosi per tale punto (nell’ipotesi v = 1) si arriverebbe
per A all’'equazione:
aA + (y — aA) = 0,
ciog, non potendo essere y =0 per la genericitd della quadrica con-
siderata, si troverebbe sempre la soluzione A = oo,
Tale conseguenza & per quanto € stato detto nei n. precedenti
assurda, poiché la quadrica generica di [lo] contenente ma deve avere

una delle sue direttrici in una retta generica di [ma], dunque non
puo essere, nel caso nostro,

v=+1
e si conclude che

v=—1d=t m,
ossia che l'equazione d’'una superficie N é del tipo:
axiix12 = (43 + cxdx2 + dx4x3) x1 + fxi + gxd3x2 + hx§ x3 — ax2x2 —

— cxl x3 x4 + dx2 xBx4 + nx2 x3 xi{ = 0.

In questa equazione compaiono omogeneamente otto parametri
lineari, quindi essa & appunto I'’equazione del sistema lineare oo7
di superficie N.

36. Nell’ipotesi v— 1, la quadrica

a (x4 Xt — x2 x3) + P2 = 0,
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gualunque siano a e B, e tale che rispetto ad essa ogni punto di la
(od ma) ha per piano polare (tangente) il piano che ad esso corri-
sponde nel fascio la (od ma), in virtu della congruenza [la] (od [ma]),
quindi la reciprocita che resta determinata fra i punti del piano
lama e i piani della stella avente per centro il punto lama dalle
coppie di forme proiettive ora nominate & contenuta in una (anzi in
ool) polarita dello spazio a.

Invece, nell'ipotesi v = — 1, la reciprocita determinata fra il
piano lama (nel quale le coordinate sono X!, X2, x3) e la stella lama
(nella quale le coordinate di piano sono &, &3, &) dalle punteggiate
e dai fasci proiettivi la, ma é rappresentata dalle formule:

&2=x3 E3=-%x2 & = x1

e quindi & contenuta in un sistema nullo dello spazio a.
Ora le ipotesi v= =1 sono le sole compatibili con Ialtra
a @ 0, quando debba essere:

ajpl—1) =0,

pertanto ricaviamo incidentalmente il teorema:

Date in uno spazio (ordinario) due congruenze lineari speciali con
le direttrici a e b uscenti da un punto O e contenenti entrambe il
fascio determinato da a e b, non esistono, in generale, superficie (irri-
ducibili) del quart’ordine con due rette doppie in a ¢ b, che abbiano
Su queste un contatto tripunto con ogni retta delle due congruenze e
che siano tagliate dai piani per a e b in coniche appoggiate a queste
rette nelle coppie di una involuzione quadratica con un punto doppio
in 0. Fanno eccezione soltanto i casi in cui le due congruenze appar-
tengono al complesso delle rette tangenti a una quadrica, oppure a un
complesso lineare, nei quali ne esistono infinite (oo7) aventi in O un
punto doppio uniplanare col piano osculatore ab.

In particolare deduciamo di qui che le due congruenze lineari
speciali [la] ed [ma] appartengono a uno stesso complesso lineare.

37. La quadrica, della rete (9), rappresentata dall’equazione:
x4Xl— =0

contiene la retta
x1=0 x2=0
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della congruenza [ma], e un piano variabile intorno a questa retta:
Xl —pux2 =0

taglia ulteriormente la quadrica nella retta:
(10) Ix2=0 <2 ‘Mue
Ora consideriamo la superficie N rappresentata dall’equazione:

a0x42% (b0x43+c0x23x2+b0x42x3)x1+g0x43x3-h0x43x3-a0x22x32-c0x22x4+

(11)
—+d0x2x32x4-+d0x2x32x4=0
e cerchiamo le coordinate del punto, comune ad essa e alla retta
(10), non situato sulla retta 12.
Si trova facilmente che tali coordinate sono:

ox!l=-h0p2 ox2=-hOp ox3 =pa[2d0p2 + (b0 + nO)u + gO]
(12)
oxd=2d0p2 (b0 +nO)p g0

e se in queste formule si fa variare il parametro |, il punto corri-
spondente descrive la cubica gobba secondo cui si tagliano, fuori
delle rette la ed ma, la quadrica e la superficie N considerata.

Se nelle (12) si mutano hO, d0, (b0 + n0), g0 rispettivamente in
ol , od0, g (bO + n0), pg0, essendo @ un qualsiasi fattore di propor-
zionalita, la cubica da essa rappresentata non muta, per conse-
guenza l’equazione:

2 x124(bxd3+ cx42x2 + dO 12 x3) X1 +pg0 13 x2 + ph0 x43 x3-

(13) — aX22x3 — cx22x3x4 + edOx2x2x4 + o (00  +n0x2x3x42 =0

coi quattro parametri indipendenti a, b, ¢, 0 rappresenta il sistema
lineare oo3 delle superficie N passanti per la cubica gobba rappre-
sentata dalle equazioni (12).

Scritta la (13) sotto la forma:

all-x22 x32) 2 (>< A ><— x2x3) + cx2x4(x1x4 - x2x3) +

—+ x4[d0x1 x3 x4+ g0 x42x2 + h0 x42x2 + d0x2 x32 + (b0 + n0)x2 x3x4]= 0
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basta porre:
oyl = x12x42 — X2 xi

0y2=x42x1x4—><2x3)
(14)
0y3 = Xx2x4(x1x4-x2x3)

oyt = x4 [d0x1x3x4 + g0xd2x2 + h0x42x3 + d0x2x32 + (b0 + n0) x2x3 x4]

per avere le formule d'una trasformazione cremoniana che muti il
sistema delle superficie N in un sistema di superficie cubiche del
tipo L.

Le formule inverse delle (14) sono le:

™1 =yly3yd + d0yi2y2 + d0yl2y22 + (b0 + nO) y1 y2 y3 + g0 y2y32

™2 = 43R y4 + d0yly2y3 + h0y22y3 + (b0 + n0) y2 y32
(15)
™3 = ylyyd  — g0y22y3

™4 = 2y2 y3yb + d0yl y2 + hOy32 (b0 + n0) y2 y3

dalle quali si deduce che il sistema delle oo3 superficie cubiche cor-
rispondenti nello spazio (yl, y2, y3, y4) ai piani dello spazio
a=(xl, x2, x3, x4) ha per linee basi le rette:

y2= (f=0 € y2=0,y3=0
e la cubica gobba:

wl= —g0hOA; vy2=A[d0g0A2 + (b0 + nO) A + 2] ;
(16)
vy3 = — hOA2 ;vy4 = d0 g0 A2 + (b0 + n0) 1t

Questa cubica gobba passa pel punto (0, 0, 0, 1), come si vede
facendo nelle (16) A = 0, e questo punto & doppio per le superficie
cubiche in discorso.

38. Le cose dette fin qui permettono facilmente di risolvere
un’altra questione sollevata dalla mia Nota gia citata di Palermo.

Risulta da essa che uno dei gruppi piu notevoli di V3 di un
Sr(r=17) a S3 tangenti mutuamente secantisi € quello costituito
dalla V¥ di S7, che stiamo studiando, e dalla V8 di S9 di Vero-
nese € Sue proiezioni su spazi a 7 o 8 dimensioni.
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Nel caso della V38 di S9 due S3 tangenti generici sono tagliati
da tutti gli altri in coppie di punti corrispondentisi in una omogra-
fia: si presenta quindi spontanea la questione di studiare la trasfor-
mazione cremoniana stabilita fra due S3 tangenti generici della
Vi6 dai punti di appoggio di tutti gli altri.

Per questo, osserviamo che se y & I'S3 tangente alla V36 in un
suo punto generico C ed lc, mc sono le rette della V36 uscenti da C,
la V36 puo riferirsi biunivocamente ai punti di y nel modo stesso
che é stato indicato per riferirla biunivocamente ai punti di a e che
due punti di o ey i quali rappresentino uno stesso punto della
V36 sono precisamente due punti di a e y omologhi nella trasforma-
zione cremoniana 2 che si tratta di caratterizzare.

La corrispondenza 2 muta evidentemente le superficie N di a
nelle analoghe N' di y; ma al sistema delle N (delle NY) apparten-
gono i piani di a (di y), insieme col piano lama (Icmc) contato tre
volte, dunque la corrispondenza 2 €, in ambedue i sensi, del
4° ordine.

I piani dello spazio a, insieme col piano la ma, costituiscono
delle quadriche del sistema oo4:

17 bxl x4 + fx8+ gx2 x4 + hx3x4 + nx2x3 =0

la cui equazione si ottiene da quella del sistema N facendovi
a=c=d=0 e sopprimendo il fattore x42e queste quadriche rap-
presentano il sistema oo4 delle sezioni iperpiane della V36 passanti per
le rette la, ma, dunque ai piani dello spazio o corrispondono in vy
ooj superficie N' passanti (oltre che, doppiamente, per Ic, m0) per
le due rette delle congruenze [Ic] ed [mc] (1), rispettivamente, che
rappresentano, in 7, le rette la ed ma.

Nello stesso modo, ai piani di 7 corrispondono in a le super-
ficie N di un sistema omaloidico oo3 avente per rette basi (fuori di
la ed ma) le due rette di [la] ed [ma] immagini di Ic ed mc.

Supponiamo (e con questo non si vien meno in nulla alla gene-
ralitd) che le immagini di Ic ed mc sieno in a precisamente le rette
24 e 34; le superficie N' che le contengono sono allora quelle del
sistema oo4.

a (XAx83— x2xY) + bx1 3 + cx2 x4 (X x4 — x2 x3) +

(18)
dx3 x4 (xIx4  #x x3) + nx2 x3 x42= 0

(1) Cioé delle due congruenze che rappresentano in y i sistemi A e M
della Vi6.
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ed entro questo sistema o004 €& contenuto il sistema omaloidico cor-
rispondente ai piani di Y.

Poiché il sistema (18) & del grado 2 (1) se ne possono estrarre
co3 sistemi omaloidici considerando quelle delle sue superficie che
passano per un punto fissato a piacere in a; ma il sistema dei piani
di y corrisponde a un sistema omaloidico di sezioni iperpiane della
V¥# che si ottiene da quello delle oo4 sezioni iperpiane passanti per
Ic ed mc considerando le sezioni iperpiane che passano per un
punto della V¥ avvicinatosi infinitamente al punto Icmc, dunque,
per avere le superficie N di a corrispondenti ai piani di y, dobbiamo
considerare nel sistema (18) le superficie che passano per un punto
avvicinatosi infinitamente al punto 4, immagine, in a, del punto lc mc.

Considerando che il piano x| = 0 taglia le superficie del sistema
(18), fuori di 24 e 34, nel sistema di coniche:

ax2 x3 -+ cx2 x4 — dx3x4 — nx2= 0

si conclude che, per avere le superficie N richieste, bisogna fare
nella (18) n = 0.

Dopo cio si vede subito che, con una conveniente scelta della
piramide fondamentale in Yy, chiamando y!, y2, y3, y4 le coordinate
correnti di punto in yi le formule della corrispondenza X sono, in
un senso, le formule:

oyl = x1 x43
0y2 = x3 x4 X1 x4 + x2 x3)

(19)
oyd = x2x4 (xI x4 x2x3

oyd = x12 42 — x22 %32

e, nell’altro, quelle perfettamente analoghe:

™l=yl y43

™2 = y3 yi4 (yl y4—+ y2 y3)
(2(

™3 =y2y4 (ylyd — y2y3)

&y — y23/i

(1) Infatti il sistema omologo in y € rappresentato da una equazione ana-
loga alla (1).
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39. Tenendo presente la rappresentazione della V% sopra uno
spazio ordinario mediante le superficie cubiche per K con un punto
doppio nel punto O di K, si trovano subito le omografie dell’S? che
mutano la V36 in seé.

Infatti una tale omografia o

a) scambia in sé i sistemi A e , 0
h) scambia fra di loro A e M.

Nell’ipotesi @) I'omografia considerata Q subordina fra le rette
di A una corrispondenza biunivoca che si riflette in una corrispon-
denza biunivoca fra le rette di O, e questa corrispondenza & una
proiettivita, perche i piani per O rappresentano le V23 di A e que-
ste, per I'omografia Q, si scambiano fra di loro.

Inversamente, si immagini di considerare una qualsiasi proiet-
tivita w fra le rette della stella O. Si avra fra le rette di A una
corrispondenza biunivoca che muta le V23 in V23 e poiché le rette di
M non sono altra cosa che le direttrici delle V23 di A, cosi anche
fra le rette di M si avra una corrispondenza biunivoca, che si tra-
durra in quella fra le corde di K che si ottiene chiamando omologhe
due corde di K situate in piani per O corrispondenti in ®. Ora se
una corda di K descrive una schiera rigata di una delle o2 qua-
driche per K, essa si appoggera costantemente a una .certa retta |
uscente da O; quindi la corda ad essa omologa nella corrispondenza
considerata si appoggera costantemente alla retta ' di O omologa
ad | nella proiettivita w. Cio significa che la corrispondenza co-
struita fra le rette di M muta le V23 in V23 e allora le due corri-
spondenze stabilite in A e M danno luogo a una trasformazione in
se della Tk che e evidentemente contenuta in una omografia dell,S7,
perche una sezione iperpiana della Vi spezzata in due V23 si muta
per essa in una analoga sezione iperpiana.

A una conclusione simile si arriva quando si faccia I'ipotesi b),
purché si tengano presenti due rappresentazioni della Fif del tipo
di quella considerata, per modo che nell’una siano rappresentate da
raggi di una stella le rette di /A, nell’altra da raggi di una stella
le rette di M.

40. Ed ora passiamo a considerare la V36 di S7 rappresentata
sullo spazio ordinario dalle superficie cubiche che passano per una
cubica piana nodale H ed hanno un punto biplanare nel nodo O di
questa cubica e un piano osculatore fisso in un piano co passante
per una delle due rette tangenti ad H nel punto O
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Le rette per O dello spazio rappresentativo corrispondono a
rette della V36 dunque :

Sulla V36 esiste un sistema oo2 di rette, tale che per ogni punto
della V36 ne passa una ed una sola.

Le oo5 superficie cubiche spezzate nel piano della cubica H e
in un cono quadrico col vertice in O rappresentano le sezioni iper-
piane della V¥ ottenute con gli oo5 S6 passanti per una certa retta
d. Poi due coni quadrici col vertice in O non si tagliano ulterior-
mente che in quattro rette, dunque un S5 generico per d taglia la
V36 fuori di d soltanto in quattro rette, ossia:

La V36 ha una retta doppia d ed é formata di oo2 rette appog-
giate tutte a d.

Si trova allora facilmente la classe del sistema di rette della V36,
cioé il numero di esse contenute in un iperpiano.

Infatti un iperpiano generico taglia la V§ in una V6 dotata
di un punto doppio conico e rappresentabile su un piano mediante
un sistema di cubiche con tre punti-base allineati (1), quindi :

Un iperpiano generico contiene tre rette della Vi3 concorrenti in
un punto della retta d.

| piani dello spazio rappresentativo uscenti da O corrispondono
a rigate cubiche normali della V3 e poiche due tali piani presi in-
sieme danno un cono quadrico (degenere) passante per O si con-
clude che:

La v36 ammette una rete di rigate cubiche normali autoresidua
rispetto al sistema delle sezioni iperpiane. Le rigate hanno poi tutte
per direttrice la retta doppia d.

Di qui segue in particolare che gli S3 tangenti alla V¥ nei
punti di una sua rigata cubica stanno tutti in un , e, come ho
dimostrato altrove, questo fatto si riconnette con la circostanza che
essa sta sopra una V4 ottenuta proiettando da d una superficie di
Veronese.

Per stabilire la verita di questa asserzione si immagini di pro-
iettare dalla retta d le oo? rette della V36. Si otterranno, nella stella
dell’$7 avente per centro d, oo2 piani e in questa varieta di piani
esisteranno, corrispondentemente alla rete di rigate cubiche della
V36, o2 coni quadrici con retta doppia. Ma allora la superficie che
si ottiene tagliando con un S5 la varieta di punti riempita da questi

(1) Del Pezzo, Sulle superficie dell,n0 ordine, etc. (Rend. del Ciro. Mat. di
Palermo, 1, 1887).
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oo) piani sara una superficie con oo? coniche e quindi una superficie
di Veronese.

41. Cerchiamo di invertire la considerazione ora fatta e ne ri-
caveremo una semplice costruzione della V36 di cui ci stiamo occu-
pando.

Sia V44 la varieta di ST che si ottiene proiettando da una retta
d una superficie di Veronese, e sia Vi una gquadrica (non specia-
lizzata) che passi per d, tale che dei suoi oo2 piani passanti per d
e costituenti, nell’S5 tangente alla V62 lungo d, una V42 con la retta
doppia d, ool coincidano con gli ool piani della V44 costituenti su
guesta una V32 con la retta doppia d. La residua intersezione
della V4 e della quadrica sara una V3 con retta doppia in d e
si comporra di oo? rette appoggiate a d.

Uno qualungue degli oo2 coni quadrici della V# diverso da quello
contenuto nella VR taglia la V62 in una VM4 dalla quale si stacca il
piano che esso ha a comune con quest’ultimo, quindi taglia la V3
in una VB rigata normale. E dopo cid é facile riconoscere che la V36
ottenuta é proprio quella di cui si & discorso nei numeri precedenti.

42. Anche la ricerca delle omografie dell’S7 che trasformano in
se quest’ultimo tipo di V¥ non presenta alcuna difficolta. Si vede
subito infatti che se una omografia Q dell,S7 trasforma in sé la V36,
per la Q le rette della V3 si scambieranno fra di loro per modo che
ogni VB rigata normale si mutera in un’altra V35 quindi nella stella
0 le rette immagini delle rette della V3 saranno accoppiate in una
corrispondenza proiettiva. D’altra parte questo ragionamento & evi-
dentemente invertibile, quindi :

Le omografie che mutano in sé la V3 formano un gruppo oo8.

§ 111

Le V4 a curve sezioni ellittiche.

43.Supponiamo che V4(m=5) sia una varieta normale di la
specie di Sn+2 a curve sezioni ellittiche, e sia Cn-3 la curva razio-
nale normale dalla quale si suppone di proiettarla sopra un S4.

Le sezioni iperpiane passanti per la Cn-3 sono delle V3n nor-
mali di 1a specie che si proiettano sopra gli $3 dello spazio rappresen-
tativo, quindi se chiamiamo Q la quadrica che appartiene parzialmente
al sistema lineare delle forme cubiche che rappresentano le sezioni
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iperpiane di Vine K la V8-n situata sopra Q e base del sistema
lineare medesimo, basta tener presente I'’enumerazione dei tipi delle
V3n di la specie eseguita dal prof. Enriques per concludere che:
Se si prescinde dalle V4n che si riducono a coni, le sezioni iper-

piane generiche della quadrica Q e della superficie K sono rispetti-
vamente :

a) per n =15 una quadrica ordinaria Q' e una quartica di 2a
specie K';

b) per n = 6 una quadrica ordinaria Q' e una terna di rette
a due a due sghembe; oppure un cono ordinario Q' e una cubica
gobba K'; o infine, una quadrica Q' spezzata in una coppia di piani
e una cubica piana nodale K';

c) per n =7 un cono quadrico ordinario Q' e una conica K';
e in ogni caso la curva K' sara naturalmente situata sulla qua-
drica Q'

44. Per esaminare partitamente i vari casi cominciamo dal sup-
porre che sia n =5.

Allora, poiché la sezione iperpiana generica K ¢ una quartica
di 2a specie, la superficie K sara una superficie del 4° ordine a
curve sezioni razionali e quindi proiezione sopra un S4 da un punto
esterno di una superficie di Veronese o d’una rigata razionale nor-
male del 4° ordine. La prima ipotesi ¢ da escludere perche altri-
menti K 0 non sarebbe situata sopra il cono quadrico Q, o conter-
rebbe una retta doppia e allora starebbe sopra infinite anzi che so-
pra una gquadrica; dunque resta la seconda, cioé K & una rigata
razionale del 4° ordine di 4, dotata di un punto doppio improprio
nel vertice O dell’unico cono quadrico Q che la contiene.

Ne segue che sara dimostrata I'esistenza di una V4 a curve
sezioni ellittiche di ST quando si sia fatto vedere che per una ri-
gata K del quart'ordine di S4 (¢ quindi razionale) passano ool
forme cubiche.

Ora questo pu0 dimostrarsi in doppia maniera; calcolando cioe
la postulazione di K per le forme cubiche del suo spazio, oppure
costruendo direttamente le forme cubiche che passano per K e tro-
vando cosi che esse sono oof.

45. 1l calcolo della postulazione di K si fa rapidamente ricor-
rendo ad alcuni teoremi stabiliti dal prof. Severi.

Si conducano infatti per la superficie K dotata del punto dop-
pio improprio O due forme cubiche generiche L! ed L2 (di tali forme



LE VARIETA A CURVE SEZIONI ELLITTICHE 223

ne esistono certo, poiché il loro sistema deve contenere gli o2 coni
cubici che si ottengono proiettando K dai suoi punti): la loro in-
tersezione residua sara una superficie del 5° ordine Ki con un punto
doppio improprio in O avente a comune con K una curva del 10°
ordine (e della 26a classe) con un punto quadruplo in O (1).

Poiche il punto O presenta evidentemente una condizione agli
iperpiani che debbono contenerlo, segue, per un teorema del prof.
Severi (2), che K e Kl sono entrambe regolari e che per calcolare
la postulazione di K per le forme cubiche si pud far uso della
formula:

facendovi m =4, | =3,p=Pa=0,d = 1. Si trova cosi, come va-
lore della postulazione in discorso, 27, e quindi, le forme cubiche
dell’S4 essendo o034, per la superficie K passano appunto oo7 forme
cubiche.

46. Ma allo stesso risultato si pud arrivare, come abbiamo
detto, per un’altra via, meno rapida, ma assai piu elementare.

Si taglino, per questo, la rigata K e il cono quadrico Q che la
proietta dal suo punto doppio improprio 0, cou un S3 generico a e
siano K, e Q rispettivamente la quartica di 2a specie e la quadrica
sezioni di K e Q.

Nello spazio a per la curva K' passano oo6 superficie cubiche
L' e se si chiamano A, B, C,D i punti ove K' ¢ tagliata da un
piano generico T di a, queste oof superficie L' tagliano T nel sistema
lineare (completo) delle o5 cubiche passanti per A, B, C, D.

Ora si prenda a considerare una determinata superficie di
guelle oo6 e detta Al la sua traccia su m, sia T il piano ad essa tan-
gente in un punto M di A esterno alla conica sezione di T con Q,
e B un S3 generico passante per T. Se a" € un altro S3 del fascio
avente per asse T e T' & la sua sezione con P, T' tagliera 1 nella
retta tangente a Al nel punto M, e in a" vi sara una sola superficie

(1) Severi, Sulle intersezioni delle varieta algebriche, eto. (Memorie dell’Accad.
delle Scienze di Torino, serie 11, t. LII, 1902), § 9. | caratteri di K! sono, ado-
perando le notazioni del prof. Severi, J0 =25, pl' = 10, y2'=8,2'=8, d' =1 es-
sendo Y0 =4, yl =6, u2 =4, v2 =4, d =1 quelli di K.

(2) Severi, Su alcune questioni di postulazione (Rendic. del Ciro. Mat. di Pa-
lermo, XVII, 1903), n. 32.
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cubica L™ che passi per la quartica K", sezione di a" con K, e per
la cubica Al e inoltre tocchi nel punto M il piano T". Variando a"
intorno a T, la superficie L" assumera certe ool posizioni distinte e
riempira una forma Vim, il cui ordine m & appunto 3.

Infatti asserire che m = 3 equivale ad asserire che per nessuna
posizione di a" intorno a m la relativa superficie L" si spezza nel
piano N e in una residua quadrica Q' passante per il punto M e
per la quartica K" sezione di a" con Q, e questo si dimostra facil-
mente per assurdo. Poiché se per una certa posizione di a" avve-
nisse il detto spezzamento, per quella posizione di a", K" o sarebbe
una quartica di 2a specie priva di punto doppio o sarebbe dotata
di un punto doppio. Nella prima ipotesi, K" essendo situata sopra
una sola quadrica, Q" sarebbe la sezione di Q con o" e quindi M
sarebbe situato su Q. nella seconda ipotesi, a" risulterebbe tangente
a K o passante pel suo punto doppio improprio O. Ora di queste
due ultime alternative la prima & da escludersi per ragione analoga
ad altra gia detta (in quanto per essa si arriverebbe a una K"
spezzata in una cubica gobba e una sua unisecaute e quindi situata
sopra una sola quadrica), la seconda porterebbe alla conseguenza
che Q!I' sarebbe una quadrica generica fra le ool passanti per K" e
quindi una quadrica non avente un punto doppio in 0, mentre la
Vim costruita (e quindi Q1") ha necessariamente un punto doppio
in O().

Il ragionamento compiuto mostra che per ogni superficie cu-
bica L' di a contenente K' passa una forma cubica L dell,,4
contenente K e tangente in un punto M di L' a un dato /33 (pas-
sante pel piano T tangente ad L' in M), quindi per ogni superficie
L' di a passano ool forme cubiche contenenti K e K si trova in to-
tale sopra un sistema lineare ool di forme cubiche L.

47. Facciamo ora I'ipotesi n = 6 e supponiamo che le sezioni
iperpiane generiche di Q e K siano una quadrica ordinaria Q' e una
sua terna di rette, sghembe fra di loro a due a due.

Allora K sara una terna di piani di Q passanti pel punto dop-
pio O di Q (appartenenti allo stesso sistema) e un $3 generico per
O seghera Q e K in un cono quadrico e in una terna di rette si-
tuate su questo cono.

(i) Severi, Intorno ai punti doppi impropri, etc. (Rendic. Ciro. Mat. di Pa-
lermo, XV, 1901), n. 14.
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Cio significa che ogni iperpiano dello spazio S8 contenente la V46
che si sta considerando e passante per I,S4 che congiuuge O con lo
spazio della C3 da cui si fa la proiezione, taglia la V46 in una F¥%
conica (1). Per ognuno di questi iperpiani il vertice del relativo cono
Vi6 e il vertice del cono cubico contenuto in quell’S4, dunque anche
Vi ¢ un cono col vertice in quel punto.

48. Supponiamo adesso che, pur essendo n = 6, la quadrica Q
e la superficie K siano tagliate da un iperpiano generico in un cono
guadrico Q' e in una cubica gobba K, Allora K & una V23 rigata
normale con una direttrice d e Q & una quadrica per K con retta
doppia, cioé sara il cono quadrico (doppiamente specializzato) che
proietta le generatrici di K dalla direttrice d.

Segue da cio che sara dimostrata I'esistenza di una Vi a curve
sezioni ellittiche di S8, corrispondentemente alle ipotesi ora fatte,
purché si dimostri che data in un S4 una rigata cubica normale vi
sono oof forme cubiche passanti per essa e aventi una retta doppia
nella sua direttrice d.

Ora si potrebbe comporre una tale dimostrazione imitando il
ragionamento diretto del n. 46, ma preferiamo ricorrere a una via
indiretta che avremmo potuto seguire anche per il caso della V45

Se, per un momento, si suppone che la V46 in discorso real-
mente esista e sia rappresentata dal sistema delle forme cubiche
passanti per una VB3 rigata normale e aventi una retta doppia nella
sua direttrice d, & chiaro che gli oo piani passanti per d dell $ rap-
presentativo saranno le immagini di oo2 piani appartenenti alla Vi ,
e lo stesso potra dirsi degli o2 piani contenenti le coniche della
V23 ; quindi sulla V46 si avranno intanto due serie oo2 di piani tali
che per ogni punto della V46 passa un piano di ciascuna serie.

D’altra parte i piani di due coniche qualunque della V23 sono
tagliati in due sistemi prospettivi da quelli uscenti da d, per
conseguenza i piani di uno almeno (questa restrizione non é che
provvisoria, come vedremo) dei due sistemi di V46 tagliano collinear-
mente i piani dell’altro sistema.

Si conclude che se la V46 in discorso esiste, essa non pud che
coincidere con una nota varieta studiata gia dal prof. Segre e ge-
nerata dai piani che congiungono i punti omologhi di tre piani col-

(1) Enriques, Sui sistemi lineari, etc. (Math. Ann. Bd. 46), n. 15. Notisi che
in questo caso Q & il cono quadrico tangente nel punto doppio O a tutte le
forme cubiche passanti per i tre piani di K.

15
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lineari generici di un S§ o dai piani secondo cui si intersecano gli
tip di tre stelle proiettive di un  aventi per centri tre S5 generici.

Poiché si riconosce subito che proiettando questa V46 di Segre
sopra un S4 dall’S3 di una sua cubica gobba si ottiene una sua rap-
presentazione biunivoca in cui il sistema delle immagini delle sezioni
iperpiane & un sistema oo8 di forme cubiche del tipo considerato in
qguesto numero, si conclude che l'ipotesi quivi fatta porta realmente
a un tipo di V46 non conica a curve sezioni ellittiche (1).

49. Come € noto, la V46 di Segre contiene due serie oo? di pia-
ni in condizioni perfettamente identiche ; quindi i piani di ognuna
delle due serie punteggiano proiettivamente i piani dell’altra.

Tenendo conto della sua rappresentazione sopra un S$4, or ora
indicata, si arriva incidentalmente al teorema:

Due piani passanti per la direttrice di una rigata cubica normale
sono tagliati dai piani delle sue coniche in due sistemi piani colli-
neari (2).

50. Per esaurire la discussione del caso b) del n. 43 vediamo
direttamente se possa esistere una V46 di S8 che da ogni S7 sia ta-
gliata in una V36 a curve sezioni ellittiche dotata di retta doppia
(n. 40, 41, 42).

Se esiste, poiché ogni iperpiano la taglia in una V36 con retta
doppia, essa ammettera un piano doppio 6, e un S6 generico condotto
per ) la tagliera in una residua superficie del 4° ordine F4 che si spezza
in quattro piani. Infatti se si immagina di tagliare tutta la figura
con un St, la V46 da luogo a una V36, I’S6 a un Sh generico passante
per la retta doppia della Vi e la F4 alla residua intersezione della

(1) Una proprieta caratteristica di questa Fi6 é data da un teorema dimo-
strato nella mia gia citata Nota di Palermo.

(2) Non é difficile dimostrare direttamente questo teorema.

Se r ¢ una retta d’'un piano n passante per la direttrice d di unarigata cu-
bica normale V3, da punto di r (come da ogni punto generico dell,N4 contenente
la rigata) esce un piano che sega la rigata secondo una conica. Gli ool piani che
cosi si ottengono corrispondentemente agli ool punti di r riempiono una V3, il
cui ordine x sara quello delle superficie secondo cui e tagliata da un S3 generico
condotto per r. Ma tale superficie & la rigata delle corde appoggiate ad r della
cubioa gobba, sezione dell'S3 stesso con la V23 ed r & una unisecante della cu-

bica, dunque x =2 e quella V3x & un cono quadrico passante evidentemente per

d. Ma allora ogni altro piano passante per d seca i piani della V3x nei punti di
una retta, etc.
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V3, con questo S5, e tale intersezione si compone appunto di quat-
tro rette.

Segue che, eventualmente, la considerata Vi, consta di oo? pia-
ni tutti appoggiati secondo rette al piano doppio d; per modo che
se si fa la proiezione della V46 dal piano d si ottengono in corri-
spondenza ai suoi oo? piani oo2 $3 uscenti da 0 e costituenti una 1'4
appartenente ad $8. Ora tale V¥ é il risultato della proiezione di
una superficie di Veronese del piano 0, e d’altra parte per un
teorema gia citato del prof. Enriques, se la V46 in discorso esiste
deve essere certo situata su qualche quadrica, dunque se la V& esi-
ste essa deve essere intersezione parziale del cono V46 ora nomina-
to con una quadrica passante pel piano 0.

Questo ragionamento indica subito come possono esser costrui-
te le V46 del tipo che si sta considerando.

Assumiamo infatti nell’'S8 un piano 0 e una quadrica generica
Vi) passante per esso. La V2 sara una quadrica non specializzata
ed ammettera ool S3 passanti per d; anzi questi S3 costituendo la
sua intersezione con 1'S5 polare del piano 0 formeranno una V& e
si potranno ottenere proiettando da 0 i punti di una certa conica
k2, situata in un piano indipendente da 0. Ma allora si costruisca
in un S5 indipendente da 0 e passante per k2 una superficie di Ve-
ronese che contenga questa conica: la V¥ proiettante da § la su-
perficie di Veronese taglierd la quadrica V22 nella V& proiettante
k2 da d e in una residua V4 che conterra oo S2 appoggiati secondo
rette al piano 0 (perché ogni S3 per 0 della V54 taglia VI2 in 0 e
in un piano residuo) e che sara evidentemente a curve sezioni
ellittiche normali.

Gli oo? piani della V& ora costruita si distribuiscono in una rete
di V& intersezioni degli oo2 coni quadrici della F# con la V12 fuori
della V& poiettante da 0 la conica k2, e tali V# sono naturalmente
dei coni coi vertici situati su 0. Infatti ciascuna di esse appartiene
a un Sh come il cono quadrico della V% che la contiene e non pud
essere una V3 razionale normale, perché allora non d ma una rigata
quadrica vera e propria sarebbe una sua rigata direttrice d’ordine
minimo.

La rete delle coniche di una superficie di Veronese ¢ autore-
sidua rispetto al sistema lineare delle sezioni iperpiane ed é pure
omaloidica, dunque :

Sulla Vi, ora costruita la rete dei coni Vi é autoresidua rispetto
al sistema delle sezioni iperpiane e due V33 della rete si tagliano fuori
di 0 in un piano.
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In particolare :

Gli 84 tangenti alla V46 nei punti di una sua V33 stanno tutti in
un iperpiano, cioé in un S7.

La rappresentazione della V46 sopra un S4 si ottiene, natural-
mente, proiettandola dall’63 a di una sua cubica gobba C3 situata
sopra una delle V33 che chiameremo A . Ora se si chiama O il punto
ove la C3 taglia il piano & e [ il cono V33 dei piani della Vi
uscenti da O, 'S5 del cono e I’S3 a della cubica C3 stanno in
uno stesso iperpiano (in quello cioé che contiene e A) quindi gli
ool S5 che congiungono i piani di " con a taglianol'S4 rappresen-
tativo nelle rette di una superficie cubica appartenente ad un S3.
Tale superficie K ¢ la varieta base del sistema lineare delle forme
cubiche immagini delle sezioni iperpiane della V46, ed & una rigata
cubica di Cayley.

Questa asserzione pud giustificarsi in doppia maniera. Pud os-
servarsi in primo luogo che gli S5 di " e A hanno in comune 1'S3
determinato dal piano d e dal piano generatore comune a [ e A,
quindi o e I’S5 di " hanno in comune una retta di tale S3, cioe
una retta situata nel cono quadrico che proietta ' da 0. Ma la
proiezione di I da a sopra 1'S3 dell’ S4 rappresentativo, in cui que-
sto ¢ tagliato dall’iperpiano contenente I ed a, & in sostanza la
proiezione da a della rigata cubica normale in cui I" ¢ tagliata da
un S4 generico del suo spazio, e allora tale proiezione, poiché il
punto comune ad a e all’S4 della rigata cubica trovasi sul cono
qguadrico che proietta questa rigata dalla sua direttrice, sara appunto
una rigata di Cayley ().

Ma, volendo, si pud anche osservare che se si chiamano, al
solito, Q e K la quadrica fondamentale e la varieta base nella rap-
presentazione della V46 sopra un S4, le sezioni iperpiane generiche
di Q e K debbono essere una coppia di piani e una cubica nodale
situata in uno di essi e tangente all’altro nel nodo. Ma allora Q
dovra essere una coppia di S3, K una rigata cubica con la diret-
trice doppia nel piano comune di due S3 e di piu tale piano dovra
toccare K in tutti i punti della direttrice doppia. Cio significa
precisamente che K & una rigata di Cayley.

51. Esaurita la discussione per il caso n = 6, facciamo I'ipotesi
che sian=7.

(1) Cfr. Bertini, Introduzione, etc. (Pisa, Spoerri, 1907), pag. 299.



LE VARIETA A CURVE SEZIONI ELLITTICHE 229

Poiche le sezioni iperpiane generiche di Q e K sono un cono
ordinario Q, e una conica K' situata su di esso, Q sara un cono
guadrico a tre dimensioni con una retta doppia e K un cono qua-
drico ordinario situato su Q col vertice V sulla retta doppia. Allora
un iperpiano generico che passi per 1'Sh congiungente V con 1°S4
da cui si fa la proiezione taglia la VI in una V3Tche si rappresenta
sopra un S3 mediante il sistema delle superficie cubiche L! passanti
per due rette, con punto doppio nella loro intersezione e con un
assegnato cono tangente in esso; quindi in una V37 conica (1) e il
vertice di questa V37 conica e il vertice del cono del quart’ordine
che il detto S5 ne contiene. Cio significa che addirittura la V47 &
un cono.

La cosa stessa pud vedersi anche altrimenti.

Il sistema delle immagini delle sezioni iperpiane & un sistema
oof di forme cubiche L con quadrica base K (che & un cono) e con
retta doppia d passante pel vertice V di A. Si trasformi quadrati-
camente 1’S4 rappresentativo in un altro, prendendo nel primo come
punto fondamentale un punto O di d e come quadrica fondamentale
K. Ad una forma L corrispondera una forma L' del 6° ordine da
cui si stacca due volte I'iperpiauo co' corrispondente al punto 0 e
una volta la quadrica proiettante dal punto fondamentale 0" del
secondo S4 la relativa quadrica fondamentale K'. Quindi il sistema
delle L si muta in un sistema di quadriche passanti pel punto fon-
damentale 0' e tangenti nel vertice di K" all’iperpiano co', poiche
se si considera un piano generico m uscente da d, ad esso corri-
sponde un piano m e fra 1T e TU Vi € una corrispondenza quadratica
tale che in ' due dei punti fondamentali vengono a coincidere col
vertice di K", e allora alla retta ulteriore intersezione di n con una
forma L viene a corrispondere in 1, una conica tangente ad co' nel
vertice di K'".

Si conclude che la V47 e rappresentabile punto per punto so-
pra un S4 per modo che le sezioni iperpiane abbiano per immagini
le quadriche passanti per due punti fissi A e B e con un iperpiano
tangente fisso in uno di essi, per es. in A. Ed allora il sistema
lineare di coni quadrici col vertice in A e passanti per B, sistema
lineare 08, rappresenta il sistema delle sezioni della V47 con gli
iperpiani passanti per un punto M da cui escono o3 rette della
V4T (le rette che hanno per immagini quelle dello spazio rappresen-
tativo uscenti da A), cioé la V{7 ¢ un cono.

(i) Cfr. Enriques, loc. oit. al n. 41.
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52. La dimostrazione ora compiuta conduce facilmente alla de-
terminazione delle V48 di 2a specie, di quelle V48 cioé che non con-
tengono delle C5 razionali normali, o, ci0 che fa lo stesso, di quelle

® S0 che sono tagliate da un SY generico in una V38 di 2a
specie.

Ora risulta dalle ricerche del prof. Enriques che una V3 di
2a specie 0 & un cono o é la V38 di Veronese: quindi per dimo-
strare, come gia abbiamo annunciato, che tutte le V48 di 2a specie
sono coni, basta far vedere che & un cono una V4§ di S10 avente per
sezioni iperpiane delle V# di Veronese.

Di questo teorema possono darsi varie dimostrazioni. Puo dirsi
in primo luogo che una V4§ di Sl0 a curve sezioni ellittiche & proiet-
tata da un suo punto generico in una Vi1 di S9 che & pure a curve
sezioni ellittiche; ma allora, come questa V47 & un cono, cosi anche
la V&8 & un cono.

Oppure si puo imitare un ragionamento del prof. Segre, o0s-
servando che le collineazioni fra i due S3 rappresentativi di due V3
di Veronese dauno luogo a ool5 omografie tra i loro spazi ambienti
in cui esse si corrispondono. Per modo che se si hanno due V3% di
Veronese e, considerate due loro sezioni iperpiane, si stabilisce
fra queste la corrispondenza biunivoca in cui si riflette una proiet-
tivita stabilita fra le due quadriche che ne sono le immagini, tale
corrispondenza & contenuta in una omografia tra i due S9 delle V3
in cui queste si corrispondono.

Si osservi ancora che due V3 di Veronese le quali abbiano
due sezioni iperpiane comuni coincidono, poiché un Si generico
dell'SY che le contiene entrambe le taglia in due curve normali
ellittiche dell’8° ordine con 16 punti comuni, cioé in due curve
coincidenti.

Posto cio, sia V48 una varieta dell’S10 tagliata da due iperpiani
generici a e P due V3 di Veronese. Queste due V3 hanno una
loro sezione iperpiana (una V28) comune, quindi resta individuata
una omografia tra i loro spazi a e  in cui esse si corrispondono
e in cui quella V28 & unita punto per punto. Ma allora tale omo-
grafia & una prospettivita e le due V38 stanno sopra un cono W43,
che coincide con la data V38 perché ogni iperpiano tagliera questa
e il cono in due V8 di Veronese con due loro sezioni iperpiane
comuni (quelle contenute in a e f)(l).

(1) 1l ragionamento di Segre € riportato in Bertini, Introduzione, etc. (Pi-
sa, Spoerri, 1907), pag. 312, ed é evidentemente estendibile a tutte le varieta.
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53. Riassumendo la discussione precedente, abbiamo I'enunciato:
Una Vb (n > 3) razionale normale non conica a curve sezioni
ellittiche ¢
a) per n=4una Vlbase di un fascio di quadriche diun S6;
b) per n = 5una Vi5di S7;
c)per n==6la Vi6 di Segre di S8 o la Vi6 (pure diS8)
intersezione parziale di una quadrica e di un cono proiettante da un
piano una superficie di Veronese (1)

54. Le proprieta piu notevoli della V45 di S7, che indiretta-
mente risulteranno anche da un teorema che troveremo piu tardi,
possono dedursi subito dalla sua rappresentazione.

La rigata del quart’ordine K base del sistema di forme L rap-
presentanti le sezioni iperpiane della V45 pud essere di due specie :
pud avere cioé una direttrice rettilinea o ool direttrici coniche (2).
In ogni caso ha perd un punto doppio improprio O che & doppio
anche per tutte le L.

Per semplicita consideriamo soltanto il caso generale nel quale
K contiene oo! coniche (irriducibili) e siano a e b le due generatrici
uscenti dal punto doppio O. Le oo4 corde di K rappresentano un
sistema oo4 di rette di V45 tale che per ogni punto di.Vl5 ne passano
ool costituenti un cono cubico appartenente ad un8 e percido ra-
zionale.

Gli ool coni cubici delle rette uscenti dai vari punti della co-
nica C2 di V45 da cui si intende fatta la proiezione, hanno per im-

\

magini le ool cubiche nodali (col nodo in 0) secondo cui K & ta-

aventi per sezioni iperpiane delle varietd di Veronese. Si arriva con cid a un
teorema che é caso particolare di un altro stabilito dal sig. Tanturri (Giornale
di Matematiche, Napoli, serie 2a vol XIV, 1907).

(1) I risultati di questo lavoro furono gia annunziati in brevissimo riassunto
in una Nota pubblicata nei Rendiconti della R. Accad. dei Lincei (gennaio 1908),
ma quando pubblicai quella Nota mi pareva di poter dimostrare che per n==6
ogni Vin fosse un cono oppure la V46 di Segre e cosi nel teorema ivi enunciato
non compare l’altro tipo di V46 che si trova nel teorema del testo.

Nel senso medesimo va rettificata I’asserzione contenuta nell’'ultima nota a
pie di pagina del lavoro pubblicato nei Rend. del Circolo di Palermo, citato piu
innanzi. Ma si vede subito che tale correzione non ha alcuna influenza sul teo-
rema che da quella asserzione viene dedotto.

(2) Segre, Sulle rigate razionali, etc. (Atti della R. Aocad. delle Scienze di
Torino, 1884).
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gliata dai piani di un sistema del cono quadrico che la contiene (1).
Inoltre essi costituiscono la totale intersezione della V45 col cono
quadrico proiettante dal piano di C2, gli S4 tangenti alla V45 nei
punti di C2, dunque essi riempiono una V30 che ha in ogni punto
di C2 un punto triplo.

Una sezione iperpiaua generica della Vi5 contiene oo4 coniche e
per ogni conica della V45 passano oo4 iperpiani, dunque la V& contiene
un sistema di coniche oo7 e per due suoi punti generici ne passano
ool. Segue per I’osservazione precedente che le rette della V45 si
distribuiscono in oo7 V310 con altrettante coniche triple nelle coniche
della V&

55. Notisi prima di procedere oltre che il luogo delle ool coni-
che della V45 passanti per due suoi punti generici € una quadrica.

Infatti se si immagina di proiettare la V45 da un punto gene-
rico A dello spazio ambiente sopra un S6, per il punto A passano
oo? corde della V45 e ogni S5 condotto per A ne contiene una, dun-
que queste o2 corde riempiono un $3, che avra in comune con la
V45 una superficie. Ma tale superficie non potra essere che una
quadrica, per conseguenza .

La V45 contiene ood quadriche ordinarie. Per ogni coppia di punti
generici di V45 ne passa una ed una sola.

Il fatto che gli o4 S3 contenenti le quadriche di V45 riempiono
semplicemente lo spazio ambiente da luogo al teorema:

Per ogni punto dell, ST passano ool S4 tangenti della Vv45: il luogo
dei loro punti di contatto ¢ una conica : cosicché il sistema ool delle
coniche di V45 puo farsi corrispondere biunivocamente ai plinti di un S7.

Adoperando una locuzione introdotta dal prof. Severi in una
sua Memoria piu. volte citata, questo teorema pud enunciarsi dicendo
che T'ultimo ceto (w3) della V45 & uguale a 2. Crediamo inutile a
qguesto proposito intrattenerci sul calcolo degli altri due ceti: si
trova facilmente wi = 10 e w2 = 8 (2.

(1) L’'immagine di una sezione iperpiana ¢ una forma cubica per K. D’altra
parte quella sezione taglia la conica C2 da cui si fa la proiezione in due punti
da ciascuno dei quali partono tre rette della sezione, quindi I'immagine avra in
corrispondenza due terne di punti doppi diversi da 0 sopra due cubiche piane
di K. 11 che collima con un bel teorema del prof. Severi (Sulle intersezioni, etc.,
n. 22).

(2) Anche per la V35 di S6, studiata precedentemente, i valori dei tre ceti
sono wl = 10; w2 =8; w3 =2. Cio significa, per un teorema del prof. Severi
(loc. cit. n. 3), che la V35 non ha punti doppi impropri.
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Nello spazio rappresentativo le oco4 quadriche della V45 hanno
per immagini le quadriche che passando per O tagliano K in una
quartica gobba dotata di punto doppio e le coniche della V45 hanno
per immagini delle coniche quadrisecanti K, dunque:

Se si considera in un S4 una rigata del quart’ordine vi sono oo4
quadriche ordinarie che la segano in quartiche gobbe nodali,” di tali
quadriche non ne passa che una per due punti generici del™S4. Inol-
tre il sistema ool delle coniche quadrisecanti la rigata ¢ una varieta
razionale.

Due quadriche secanti K in quartiche nodali hanno in totale
quattro punti comuni. Ma di questi uno cade in O, altri due stanno
parimenti su K, dunque non ne resta che uno esterno a K. Cio
significa che:

Due quadriche generiche della V& hanno un sol punto comune.

Se A e B sono due punti generici della V45 la quadrica che
passa per A e B mostra che vi sono due rette di V45 per A che si
appoggiano a due rette della V45 passanti per B; e si potrebbe
vedere che queste sono le sole rette incidenti della V45 uscenti da
A e B rispettivamente, dunque :

1 coni cubici riempiti dalle rette che escono dai punti della V45
si tagliano a due a due in due punti.

56. | coni cubici delle rette di V45 uscenti dai punti di una
sua retta a riempiono una V3 che ha per immagine nello spazio
rappresentativo la V3 delle corde di K appoggiate a una sua corda
generica. Ma questa & una V3 passante per K, dunque quella ¢
una V35 sezione di V45 con un iperpiano ad essa tangente (si rico-
nosce subito) in tutti i punti di a.

57. | piani dello spazio rappresentativo che contengono le ool
coniche di K sono, come & chiaro, immagini di ool piani della V45,
poiché ogni retta di uno qualunque di essi, essendo corda di K, &
immagine di una retta di V45

Ora si consideri la rigata razionale normale VI di S5 da cui
K si pud immaginare ottenuta mediante proiezione da un punto
esterno P. | piani delle coniche di V24 sono i piani secondo cui si
intersecano gli iperpiani corrispondenti di due fasci proiettivi aventi
per assi gli S3 di due coppie di generatrici della V24, quindi il loro
luogo € una V33 razionale normale con oo2 rigate quadriche direttrici
i cui S3 riempiono semplicemente lo spazio ambiente.



234 GAETANO SCORZA

Ne segue che il luogo degli ool piani contenenti leconiche di
K & una V3%, avente un piano direttore doppio nella proiezione
della quadrica direttrice della V33 razionale suddetta, che é contenuta
in un S3 passante per P. Poi siccome questo S3 taglia la V24
una linea e percid in una cubica gobba una cui corda passa per
P, si conclude che il piano direttore doppio della V33 contenente i
piani di K ¢é il piano delle due generatrici di K uscenti dal punto
doppio improprio. Sopra un tal piano, infine, i piani delle coniche
di K tagliano le tangenti di una conica.

Dalle cose dette segue subito che:

Gli ool piani della V45 costituiscono una sezione iperpiana e quindi
il loro luogo é una V¥ razionale (normale in un Si) con un piano
direttore doppio & su cui gli altri piani segnano le tangenti di una
conica, cioé Viperpiano contenente questa V35 tocca la V&5 in tutti i
punti di d.

58. Sulla V36 di S8 studiata dal prof. Segre (1) crediamo inu-
tile trattenerci minutamente. Ricorderemo soltanto che essa puo
rappresentarsi senza eccezioni sulla varieta delle coppie di punti di
due piani, e allora poiché la V3 di S7 con due sistemi di rette A
e M pud sempre riguardarsi come una sezione iperpiana di una tale
V46, si avra che:

La V36 di S7 (a curve sezioni ellittiche) con due sistemi di rette
si pud rappresentare biunivocamente senza eccezioni sulla varieta delle
coppie di punti coniugati in due sistemi piani reciproci.

Cosi una V26 di $% a curve sezioni ellittiche si puo sempre
considerare come la sezione di una V4 di Segre eseguita con un
certo , dunque :

La V% di a curve sezioni ellittiche si pud riferire biunivoca-
mente senza eccezioni alla varieta delle coppie di punti omologhi in
due piani riferiti quadraticamente.

E noto inoltre che gli S5 contenenti le V33 razionali normali
delle V46, oppure gli S3 che ne contengono le quadriche, o infine
gli $4 tangenti alla V4 hanno per luogo una V3; di cui la V46 é da
considerarsi come varieta doppia, dunque :

Il luogo degli S4 contenenti le rigate cubiche normali di una V36
di S7 (a curve sezioni ellittiche) con due sistemi di rette A ¢ M, op-
pure il luogo degli S2 che ne contengono le oo4 coniche, o infine il

(1) Segre, loc. cit., n. 22.
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luogo degli S3 tangenti ¢ una V63, per la quale ¢ doppio ogni punto
della V36.

Questa V63 pud defluirsi, volendo, come la forma riempita dalle
corde della V36 (al pari della V3; rispetto alla V46), e quindi le corde
della V36 non riempiono lo spazio ambiente, ossia essa & priva di
punti doppi apparenti.

Alcune considerazioni che qui non riporto perché non mi ¢
ancora riuscito di presentarle in maniera compiuta, mi fan pensare
che le V3 di Sr(r=7) le cui corde non riempiono una V7 rientrano
fra le V3 a spazi tangenti mutuamente secantisi : se cio fosse il
teorema che ho dimostrato nella Nota di Palermo gia citata, darebbe
una nuova proprieta caratteristica di alcune delle V3 a curve sezioni
ellittiche. Qui mi limiterd a far notare che il luogo delle corde della
V36 con una retta doppia € la V63 proiettante dalla retta doppia la
M4 contenente le corde di una superficie di Veronese, e il luogo
delle corde della V38 di Veronese & una V610(1).

59. Prima di lasciare questo argomento delle V4 a curve se-
zioni ellittiche, osserveremo che esse danno per proiezione da loro
punti delle notevoli forme cubiche di S5.

La V4 di ST proiettata da due suoi punti generici A e B so-
pra un $ da luogo a una V43 con due $3 a e [ immagini dei punti
della V& infinitamente vicini ad A e B, e la quadrica della V45 che
passa per A e B da luogo a una retta | (intersezione di a e f)
doppia per la V43

I due sistemi oo? di quadriche di V45 passanti per A o B, ri-
spettivamente, danno luogo a due sistemi oo? di piani appoggiati
secondo rette ad o o [ rispettivamente, tali che per ogni punto
della V34 passa un solo piano di ognuno dei due sistemi.

Due piani dello stesso sistema non hanno in generale punti
comuni, invece due piani di sistemi differenti hanno sempre un
punto comune.

Chiameremo piani del sistema [a] quelli che tagliano a in rette
e piani del sistema [B] i rimanenti.

I coni cubici delle rette della V45 uscenti da A e B si proiet-
tano in due cubiche gobbe ki3 ekp3 situate in o e P rispettivamente,
le quali hanno due punti comuni su I, come i coni obbiettivi hanno
due punti comuni sulla quadrica passante per A e B.

(1) L’ordine di questa V6 puo calcolarsi mediante le formule date dal prof.
Segre nella Nota citata al n. 9. | piani trisecanti della V38 riempiono poi una V84.
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Un iperpiano che passi per 1’S4 tangente in un punto A alla
V6 e poi passi per un altro punto X della V4 contiene la quadrica
della V45 che passa per A ed X poiché ne contiene il punto X e
due rette per A, dunque la sezione iperpiana della V45 ad essa
corrispondente é riempita da ool quadriche passanti tutte per A .

Ne segue che se si considerano gli iperpiani passanti per B e
per 1S4 tangente alla V45 nel punto A, essi tagliano la V45 in V45
per B con un punto doppio in A che si proiettano in coni quadrici
della V43: precisamente in coni quadrici formati dai piani del si-
stema [0]. Uno di questi coni quadrici sara la residua intersezione
della V43 con un iperpiano (S4) del suo spazio passante per o :
quindi esso conterra un piano di B e avra il vertice su f3.

Anzi, se si osserva che un iperpiano passante per B e per 1' S4
tangente alla V45 in A contiene tre rette della V45 uscenti da B,
di cui due si appoggiano al cono cubico delle rette uscenti da A,
mentre la terza si appoggia in un punto a ciascuna delle ool qua-
driche costituenti la sezione delia V45 col considerato iperpiano, si
conclude che gli ool coni quadrici ora considerati hanno i loro ver-
tici sulla cubica B

Nello stesso modo si dimostra che k3 € il luogo dei vertici dei
coni quadrici intersezioni residue della V& con gli iperpiani passan-
ti per B, e dopo cio e chiaro che k3 e k3 sono linee doppie dellav43.

Notisi che i piani di [a] tagliano a nelle corde di k3 e i piani di
[B] tagliano B nelle corde di kB3 quindi gli S4 che proiettano, per
es., i piani di [o] da due piani di [B] descrivono intorno a questi
due piani due stelle proiettive.

Questo dimostra che la V43 di cui qui si parla ¢ caso partico-
lare della V43 studiata dal prof. Veneroni(l) e generabile mediante
stelle di iperpiani proiettive. La sestica ellittica che nel caso gene-
rale costituisce il solo luogo di punti doppi della V& si spezza qui
nelle due cubiche gobbe ka3ekp3.

60. Molto piu notevole e la V43 di S5 che si ottiene proiettando
da tre suoi punti generici Al, A2, Al la Vi6 di Segre.

Come gia si & detto, questa VI contiene due sistemi oo2 di
piani e tenendo conto, per es., della sua rappresentazione sulla va-
rietd delle coppie di punti di due piani, si vede subito che essa

(1) Intorno ad un fascio di varieta cubiche dello spazio a cinque dimensioni
(Rendic. del R. Ist. Lombardo di scienze e lettere, serie Il, t. XXXVIII, 1905).
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contiene oo4 quadriche ordinarie e oo8 superficie di Veronese per
modo che per due suoi punti generici passa una quadrica e per
quattro punti generici una superficie di Veronese.

Allora i sei piani di Vi uscenti da Al, A2, A3 e le tre qua-
driche passanti per (Al, A2), (A2, A3 e (A3, Al) hanno per imma-
gini nove rette doppie della VI3, e inoltre, i due sistemi di piani
della VI6, le tre reti di quadriche passanti per Al, A2, A3} rispetti-
vamente e la rete di superficie di Veronese passanti per Al A2, A3}
danno luogo a sei sistemi oo? di piani della V{3, i piani di ciascun si-
stema appoggiandosi in punti a tre di quelle nove rette.

La V43 contiene nove S3 congiungenti le nove coppie di rette
sghembe che possono formarsi con le nove rette doppie, etc.,
etc., etc.

Questo basta per riconoscere che la V43 a cui si perviene ¢
quella studiata gia dal prof. Perazzo (1) in una sua Nota del 1901
e della quale pertanto potrebbe rifarsi con tutta facilita la teoria
partendo dalla V46di Segre (2).

§ IV.

Le altre varieta a curve sezioni ellittiche

61. La discussione fatta per le varieta a quattro dimensioni
dimostra gia che una Vkn di Sn+k-2 non conica per k=4 non
pud avere che Il'ordine n =5, 6(3); ma é facile vedere che anche
per n=206 e k> 4 le Vkn si riducono a coni. Sia (poiché basta limi-
tarsi al caso di k =5) V% una varieta a curve sezioni ellittiche di

La sua sezione iperpiana generica sara:

a) una V46 di Segre, oppure
b) una V46 con piano doppio, situata sopra una V# proiet-
tante da un piano una superficie di Veronese ;

() Sopra una forma cubica con nove rette doppie, etc. (Atti della R. Accad.
delle Scienze di Torino, 1901).

(2) Sulle forme cubiche dell'S4 cui danno luogo per proiezioni le F3 a curve
sezioni ellittiche non giova fermarsi dopo la nota ed esauriente trattazione del
prof. Segre. Pure non sara fuor di luogo notare incidentalmente come lo studio
della V33 di S4 con 10 punti doppi diventi rapidissimo quando si consideri la
V33 come proiezione da cinque suoi punti generioi della V38 (di S9) di Veronese.

(3) Infatti per n = 6 ogni sua sezione con un Sn+2 € una ~4 normale a curve
sezioni ellittiche e tale V4n per n> 6 & un cono.
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e non saranno possibili altri casi se non si vuol supporre fin
dal principio che V5% sia un cono.

Nell'ipotesi a) la V56 sara rappresentabile punto per punto sopra
un S5 e le sezioni iperpiane avranno per immagini le forme cubiche
di un sistema lineare o9 passanti per una varieta K del 3° ordine
e a tre dimensioni situata sopra una quadrica Q. Di piu le sezioni
iperpiane generiche di K e di Q dovranno essere una rigata cubica
normale e il cono quadrico a tre dimensioni con retta doppia che
la proietta dalla sua direttrice. Ma allora Q dovra avere un piano
doppio W e K dovra essere il luogo di ool piani appoggiati ad
secondo rette. D’altra parte una V& di Sb riempita da ool piani, che
non sia la F3 razionale normale (¢ K non sara una tale V33 per-
ché ha un piano direttore) non pud essere che un cono proiettante
da un certo punto O una rigata cubica normale, quindi K coincidera
con un tal cono e Q sara la quadrica con piano doppio che lo pro-
ietta dal suo piano direttore.

Cio posto si consideri in un S9 una W56 ottenuta proiettando
da un punto V una V46 di Segre e presa una sua qualunque cubica
gobba C3 si immagini di proiettarla dallo spazio di questa (3
sopra un S5.

Da un punto della C3 escono due S3 della W56, cosicché varian-
do il punto su C3, si hanno due serie ool di S3, il luogo dell,una(l)
essendo una V&3 conica col vertice V proiettante da V una V3 razionale
normale di un S5, il luogo dell’altra essendo una V4 conica proiet-
tante da V una V36 razionale normale (luogo di ool piani) di un $8.
Segue allora che I'immagine della V43 nell*S5 su cui si fa la proie-
zione sara un piano passante per I'immagine V' di V, poiché la
V@ sta in un S6 passante per C3, e che I'immagine della V46 & una
V33 conica col vertice in V', ogni S3 della V46 avendo per immagine
un S2 della V33, poiché sta con la C3in un S6. Ma allora il sistema
delle forme cubiche rappresentante le sezioni iperpiane di W5 & uu
sistema riducibile per trasformazione omografica al sistema di forme
cubiche della V56 prima considerata, dunque V56 € un cono al pari
di W56.

Nell'ipotesi b) la V3% dovendo esser tagliata da ogni iperpiauo
in una V46 con un piano doppio, dovra possedere un S3 doppio 9 ;

(1) Da un teorema dimostrato precedentemente (n. 29) segue che una
V46 di Segre contiene due sistemi ool0 di cubiche gobbe e che i piani della

V46 uscenti dai punti di una sua cubica gobba riempiono due V3, distinte, razio-
nali normali, la prima dell’ordine 3, la seconda dell’ordine 6.
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e dovendo esser tagliata (si vede subito) da ogni ST per 9 in quattro
S3, si comporra di o2 S3 appoggiati a & secondo piani. Di piu. gli
oo4 S4 proiettanti da 0 questi o2 S3 saranno gli S4 proiettanti da
d i punti di una certa superficie di Veronese.

Ognuno degli oo2 coni quadrici proiettanti da & le coniche di
questa superficie conterra della V56 una V4 che, dovendo esser ta-
gliata da ogni iperpiano in una V33 conica, sara una V# ottenuta
proiettando da una certa retta una rigata cubica normale, dunque
avremo in 9 oo2 piani, tracce su 0 degli oo2 &3 della V6, e oo2 rette,
vertici delle oo2 V43 corrispondenti alle oo? coniche della superficie
di Veronese. Poiché ogni S3 della V% fa parte di ool V43, corri-
spondentemente al fatto che per ogni punto di una superficie di
Veronese passano ool coniche, concludiamo che quelle oo? rette
di & formano una congruenza con oo? piani singolari, cioé una
stella ordinaria di centro V. Ma allora la Vi ¢ un cono di vertice
V, c. d. d.

62. Per dimostrare invece I'esistenza di V% (appartenenti a spazi
a 8 dimensioni) e V56 (appartenenti a spazi a 9 dimensioni) a curve
sezioni ellittiche non coniche, ammettiamo provvisoriamente che una
V56 esista e studiamone le proprieta della rappresentazione sopra
un S6.

La rappresentazione sara ottenuta mediante proiezione dal piano di
una conicadella V56 : le immagini delle sezioni iperpiane saranno forme
cubiche con una V4 base, luogo di ool S3, dotata di un piano dop-
pio d (poiché ogni S4 dell’£e deve tagliarla in una V¥4 con un punto
doppio improprio), e il resto degli iperpiani dell,S6 rappresentativo
rispetto al sistema di queste forme cubiche sara il cono quadrico
proiettante da d la V4.

La Vi, essendo costituita da ool S3, potra considerarsi come
proiezione di una W# razionale normale di ST da un punto esterno
0. Considerando la W4 come rappresentata, nel modo indicato dal
prof. Segre, sopra la varieta delle coppie di punti di una retta, r,
e di un S3, 0, si vede subito che essa contiene oo4 quadriche ordi-
narie, ognuna di esse essendo rappresentata dalle coppie di punti
di r e di una retta di a, e si vede anche che per ogni coppia di
punti della W4 di queste quadriche non ne passa che una sola. Gli
S3 di queste ood4 quadriche riempiono semplicemente I'S7 della W44
quindi la VI essendo ottenuta dalla W4 per proiezione da O con-
terra (come appunto si voleva) un piano doppio 0 e oo4 quadriche
ordinarie.
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Ora & chiaro che gli S3 dell'S6 rappresentativo contenenti le
quadriche di V4 (in particolare, uscenti da d) rappresentano S3 della
V65 e poiché gli S3 uscenti da & tagliano su quattro S3 contenenti
quattro quadriche generiche della V44 quattro spazi omografici, anzi
prospettivi, si conclude che gli oo3 S3 della V& aventi per immagini
gli 0383 dello spazio rappresentativo uscenti da o, formano sulla
Vi un sistema > che si pud immaginare come generato congiun-
gendo i punti omologhi di certi quattro S3 proiettivi, aventi (come
le loro immagini) due a due un punto comune e in esso un punto
unito.

Arrivati a questo punto si potrebbe dimostrare I'esistenza della
V65 facendo vedere che si possono costruire in un S9 quattro S3
proiettivi cosi che gli S3 congiungenti i punti omologhi generino
una V65, ma si pud evitare ogni ulteriore ragionamento osservando
che una V& del tipo di quella che andiamo cercando (e tutte queste
V5 sono proiettivamente identiche) é fornita senz’altro dalla V5
di S9 che rappresenta nella nota maniera la varieta delle rette di
uno spazio a quattro dimensioni.

Allora non solo resta dimostrata I'esistenza delle V% di S8 e
VEs di S9, ma si vede anche la ragione intima di alcune proprieta
proiettive gia esaminate delle V¥ di e della V& di S7e si hauna
via semplice per lo studio della V% di S8 e della V& di S9 (1).

Cosi per es. la Vi di S8 potra rappresentarsi sulla varieta delle
rette di un complesso lineare di S4, quindi conterra un S3 e o043
appoggiati a questo in punti, etc., etc.

Si osservi ancora come dalle cose dette qui intorno alla rappre-
sentazione della V65, della V% e della V& sopra un S6, un S5 0 un
S4 e da quelle stabilite dai proff. Enriques e Del Pezzo intorno
alla rappresentazione delle V¥ e V5 sopra un o un #2, risultino
delle notevoli rappresentazioni:

a) della varieta delle rette di un S4 sopra i punti di un

b) delle rette di un complesso lineare di un S4 sopra i punti
di un S5;

c) delle rette comuni a due, tre o quattro complessi lineari di
un S4 sopra i punti di un S4, di un S3 o di un

Nel 1° caso, le immagini dei vari complessi lineari dell’S4, in
tutti gli altri, le immagini delle intersezioni della varieta considerata

(1) In particolare si potranno scrivere le equazioni della k=654 3, 2
di Sk+3 . esse si otterranno in ogni caso ponendo cinque equazioni quadratiche
fra le coordinate correnti.
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con i vari complessi lineari dell'S4 sono costituite da forme cubiche
a b, 4, 3, 2 e 1 dimensioni.

63. Dimostriamo ora che per k= 6 anche le V di Sk+3 si ridu-
cono a coni, e per questo basta limitarsi al caso in cui k=7.

Supponiamo per un momento che Vb sia una varieta a curve
sezioni ellittiche di S10 e facciamone la proiezione sopra un S7 dal
piano di una sua conica qualunque. La proiezione risultera biuni-
voca e la varieta base del sistema ool° delle forme cubiche imma-
gini delle sezioni iperpiane dovra essere una V4 riempita da c01S4.
Ora se si indicano con m', m", m"™, miV gli ordini delle V1, V2, V3,
V4 direttrici minime che tagliano in So, S1,S2 o S3 gli S4 genera-
tori di una W4 razionale normale di cui questa V% sia (eventual-
mente) proiezione, deve aversi m'==m"—m'=m""'—m"=4 —m""(})
e d’altra parte & impossibile soddisfare a queste disuguaglianze con
numeri interi, dunque la V¥ & necessariamente un cono, e allora se-
gue nel solito modo che anche la V5 e un cono ottenuto proiettando
da un punto una V65 di

64. Riassumendo le ricerche qui compiute possiamo dire:

Una Vin a curve sezioni ellittiche o ¢ una ool ellittica di Sk-4
0, s¢ n > 3, ¢ razionale. In quest’ultimo caso o & un cono 0 & proie-
zione di una Wh normale non conica di uno spazio a n+k — 2
dimensioni.

Le Wkn razionali normali non coniche di Sn+k-2 riducono poi
per k>3 (ed N=3):

a) alle Vkn basi dei fasci di quadriche di un Sk+2,

b) alla V& di S9 che rappresenta nel solito modo la varieta
delle rette di un S4, e alle V% (di S8) e V4 (di S7) che si ottengono
da essa tagliandola mediante spazi a 8 o 7 dimensioni,

c) alla Vi (di S8) del prof. Segre ¢ alla Vi (di S9) interse-
zione residua di un cono Vi proiettante da un piano una superficie
di Veronese ¢ di una quadrica che passa pel vertice di V¥ ed ha
comune con esso uno dei suoi oo2 coni quadrici a quattro dimensioni.

65. Tenendo presente la rappresentazione della V65di S9 sopra
le rette di un S4 si vede Subito che essa contiene oo04 S3. gli ool S3

(1) Bellatalla, Sulle varieta razionali normali, etc. (Atti della R. Accad.
delle Scienze di Torino, Voi. XXXVI, 1901).
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uscenti da un punto qualunque costituendo una V&3 proiettante da
quel punto una V3 razionale normale: tali S3 infatti non sono altra
cosa che le varieta della V65 corrispondenti alle rette dell'S4 uscenti
dai vari suoi punti.

Sulla V& si hanno ancora oo4 quadriche a quattro dimensioni,
per due punti generici della V65 passandone una sola; esse corri-
spondono agli oo4 spazi (ordinari) rigati dell’S4 e quindi si tagliano
a due a due in piani.

Le due V43 costituite dagli S3 che escono da due punti A e B
della V65 si tagliano in una V22, la quadrica V2 passante per A e B
contiene duesistemi ool di S2 passanti per A e due tali sistemi
per B; dei due sistemi per A (o per B) uno é formato di S2 situati
negli S3 per A (o per B), laltro di S? direttori della V43 da essi
costituita; inoltre tale quadrica V2 contiene la V2 secondo cui si
tagliano le due Vi3

Infine si vede facilmente che un iperpiano il quale passi per
I’'S6 tangente in A alla V5 e poi per un punto X della varieta
stessa, contiene la quadrica V& passante per A e per X perche ne
contiene una F% ed un punto: dunque una sezione della V65 con un
iperpiano tangente & composta di ool VI2. Cido che del resto & im-
mediato se si pon mente all’S4 rappresentativo.

66. Ora supponiamo di proiettare la V65 di S9 da due suoi punti

A e B sopraun S7. Siavra una VB con due , che rappresente-
ranno i punti della V& infinitamente vicini ad A e B e che chiame-
remo a e f.

La quadrica (a quattro dimensioni della V& che passa per A e
B, stando in un S5 per A e B, si proietta nell’S3 A comune ad a
e B, e si riconosce subito che ogni punto di A € doppio per
la V63.

Le oo2 V&2 per A danno luogo a oo2 S¢ della V63 costituenti un
sistema [a]; cosi si hanno altri oo2 S4 costituenti un sistema [B].

Gli S4 di [a] si appoggiano ad o secondo S3, e cosi quelli di
[Bl a B.

Due S4 di uno stesso sistema si tagliano secondo una retta: due
S4 di sistemi diversi si tagliano in un piano.

Le due V42 di V65 uscenti dai punti A e B danno luogo a due
V3 razionali normali situate in o e (3; e come le due V&3 hanno co-
mune una V2 sulla F2 per A e B, cosi le due V& ina e B, che
chiameremo e K¢ Banno comune una V2 sull S3\.
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Una sezione iperpiana con punto doppio in A si proietta in
una quadrica contenente ool S4 residua intersezione della V8 con
un iperpiano (S6) del suo spazio passante per o; tale quadrica
V352, contenendo ool S4, ha un piano doppio situato in (3, anzi su
Kf. E lo stesso pud ripetersi per il punto B.

Ne segue che la V63, oltre lo spazio doppio A, ha anche due
V33 doppie, Ka3 e KB3, le quali si tagliano su A in una quadrica or-
dinaria; gli $4 di [a] tagliano B nei piani di KB3 e a negli S3 con-
tenenti le quadriche (ordinarie) di , € analogamente per gli S4
di [B], etc., etc.

Tutto cid dimostra che la V8 in discorso &€ caso particolare del-
la V88 che si ottiene in un §7 come luogo degli S4 secondo cui si
tagliano gli iperpiani omologhi di tre stelle proiettive aventi per
centri tre S4.

Tale V83 contiene due sistemi oo?2 di S4 e ha una V¥ doppia a
curve sezioni ellittiche con due sistemi di rette; quindi essa non é
altra cosa che la varieta delle corde di questa Vi (n. 58).

Il suo studio, allora, ¢ implicitamente contenuto in quello della
V13 contenente le corde di una V46 del Segre, forma cubica che da
per sezione con un S5 la forma studiata dal prof. Veneroni nel
lavoro che gia abbiamo avuto occasione di citare.

Notisi che se si volesse considerare la forma cubica generata
da tre stelle proiettive di iperpiani di un S9 aventi per centri tre
S6 (e lo stesso dicasi per spazi di dimensione piu elevata) questa
non presenterebbe piu alcun interesse, perché si ridurrebbe ad un
cono; ad un cono, ciog, proiettante dal punto comune ai tre S6
una VB di Segre.

Palermo, marzo 1908.
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