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Sur Pecoulement de Couette instationnaire d’un fluide de Huilgol

RAYMONDE DROUOT (PARIS)

ON consiDERE le modéle introduit par HuiLGoL pour représenter les fluides incompressibles
du deuxiéme ordre. Ce modéle est défini 4 partir de dérivées objectives du tenseur gauche de
Cauchy-Green et il ne présente pas le caractére instable des fluides du deuxiéme ordre classique
décrit par CoLeEMAN, DUFFIN-MIZEL pour I’écoulement de glissement simple. On montre que
la solution de I'écoulement instationnaire d’un tel fluide occupant le domaine compris entre
deux cylindres coaxiaux, lorsqu’un cylindre est brusquement mis en rotation uniforme, existe,
qu’elle est réguliére et stable. Ces résultats complétent les travaux de TING.

Rozwaza si¢ model wprowadzony przez Huilgola dla opisu plyndéw niedci$liwych drugiego
rodzaju. Model ten jest okredlony w oparciu o pojecie pochodnych obiektywnych lewego ten-
sora Cauchy'ego-Greena i nie opisuje niestalej charakterystyki klasycznych plynéw drugiego
rodzaju, podanej przez COLEMANA, DUFFINA i MizeLA dla przeplywu z prostym poslizgiem.
Pokazano, ze istnieje rozwigzanie niestacjonarnego przeplywu takiego plynu w obszarze za-
wartym miedzy dwoma cylindrami wspoélosiowymi, gdy jeden z cylindréw jest raptownie wpra-
wiony w rownomierny ruch obrotowy, oraz Ze to rozwiazanie jest regularne i stabilne. Wyniki
te uzupelniaja prace TINGA.

O6cyxjaeTca Modess BBefieHHAA ['IOMIOJNIEM JUIA ONMMCAHHMA HECHKHMAaeMBbIX YKHAKOCTeH BTO-
poro posa. 3Ta MOJeNs ONpe/elieHa ONHPAACh HA NOHATHH O0BLEKTHBHEIX NMPOH3BOJHLIX Je-
Boro TeHsopa Koum-I'piHa # 0Ha He ONHMCHIBAET HEMOCTOSHHON XapaKTePHCTHKH KIIaCCHUECKHX
JKHIKOCTEH BTOpPOro pofa, nmpueedeHHo# Komemanom, JAaoousHom # MUSENEM OIS TeueHHS
C TIPOCTBIM CHOJbXKeHmeM. ITokasaHo, WTO CyIeCTBYeT pellleHHe HECTalHOHApHOrO TeYeHHA
TAaKOMH HIKOCTH B 06MacTH cofeprkaBileiics MeXIY NBYMA COOCHBIMH LMJIMHpaMH, KOrja
OHH M3 LIWIHHPOB BHE3AITHO IIPHBOAUTCA B PABHOMEPHOE BpALUATENbHOE IBH}HEHHE, 2 TAKOKE,
YTO 3TO pEUICHHE DPETYJIAPHO H CTabHNEHO. DTH pesyJsLTaThl nomonHAioT paborsl THHTA.

Introduction

DaANs cet article, nous reprenons le modéle proposé par HuiLGoL [1] pour un fluide in-
compressible du deuxiéme ordre. HuILGOL a montré que les équations du mouvement
de ces fluides, pour les écoulements de glissements simple et de Poiseuille non stationnaires,
entraient dans le cadre des travaux de TING [2]. TING obtenait des solutions trés réguliéres,
stables au sens de CoLEMAN, DUFFIN et MizeL (3], pour ces écoulements, en adoptant
la loi de comportement des fluides du deuxiéme ordre classique, avec ’hypothése suivante,
rejetée actuellement : le coefficient du deuxiéme tenseur de Rivlin-Ericksen est positif.
Les fluides représentés par le modéle de HuiLGoL ne présentent pas en particulier I'insta-
bilité décrite par COLEMAN-DUFFIN-MIZEL [3] pour les fluides du deuxiéme ordre classique.
Cette étude a pour but, d’une part de préciser la loi de comportement en introduisant
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d’une autre fagon le tenseur B, de HuiLGoL, et d’autre part de compléter les résultats
de TING en considérant I’écoulement de Couette instationnaire pour le fluide HuiLGoOL.
On montrera dans ce cas I'existence, 'unicité, la régularité de la solution pour des condi-
tions initiales et aux limites moins réguliéres que celles envisagées par TING.

1. Définition du fluide de Huilgol—introduction du tenseur B,)(1)

La loi proposée par HUILGOL s’apparente a celle des fluides du deuxiéme ordre classique
dont I'expression est la suivante :
(1.1) S+pl = no Ay +pAly+ A
ol S désigne le tenseur des contraintes, 4y et Az sont les premiers et deuxiémes tenseurs
de Rivlin-Ericksen, 7o, 4 et ¥ sont des constantes ; 7, étant supposé positif et y négatif.
En effet cette loi a pour expression:

(12) S+PI= 7}0‘4(1)+#A31)+3’B{z)

dans laquelle B, est un nouveau tenseur, 7),, 4 €t » sont des constantes vérifiant la condi-
tion essentielle 7, et » positives. Le tenseur B, est une dérivée seconde objective du tenseur
gauche de Cauchy-Green, soit:

B(v) = F()F (v)

ol F,(7) désigne le gradient de déformation relative. La dérivation par rapport 3 7 n’étant
pas objective, on introduit le tenseur

(13) B,(7) = pi (1) B(*) P,(7)
ol P,(7) est un tenseur qui dépend de £ et 7 tel que P,(f) = I (I tenseur unité). De plus,
on supposera que lors d’un changement de référentiel P,(7) se transforme de la fagon
suivante:

P}(7) = Q(P(1)QT(1);
B, représente le transporté de B, dans un repére de référence lié & Uinstant ¢, repére in-

dépendant de . Les dérivées par rapport & 7 de B,(7) sont alors objectives et les tenseurs
définis par:

1.9 (=" d".B,Sr)] sont objectifs.
dr T=1
On obtient alors pour expression des deux premiéres dérivées:
dB,(7)
(1‘5) - a:f l_: = —A{1)5
d*B, . .
(1.6) dr’,(") = 2P (1) A1y ¥ 241y Pi(t) + A2y +2LLT—2L"L,
ol

By = 20, ] ] 1
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L désigne le tenseur gradient des vitesses. En particulier si ’on choisit pour P,(7) R,(7),
R,(7) désignant le tenseur de rotation, ces dérivées donnent les tenseurs de Rivlin-Ericksen
ou des combinaisons de ces derniers.

Dans I'article de HuiLcoL [1] P,(7) désigne une transformation orthogonale ou non
qui fait passer d’une base définic a I'instant 7 A une base définje a I'instant ¢. Si P,(7) est
orthogonal on retrouve les formules données par Huilgol (2.17) et (2.18).

(1.7 Ay = —By),
(1.8) By = A@y+2LLT —2LTL+2A43y P,—2P, A ;).

L’exemple qui va suivre permettra d’expliciter les quantités P, et B,).

2. Ecoulement de Couette non stationnaire

Equations du mouvement. Formulation du probléme

On utilisera par la suite les coordonnées r, 0, z, e,, €5, e, étant les vecteurs unitaires
de la base naturelle et on supposera le thamp des vitesses de la forme :
2.1) V = ro(r, t)e,.

L’équation de continuité est immédiatement vérifiée. Les matrices qui représentent
les divers tenseurs intervenant dans la loi de comportement ont les expressions suivantes :

dw |
0 T‘F 0
2.2) dw] 2§ B
. = or H
0 0 0
dw \? -
2 "~
( r) 0 0
oo\
(2.3) Aé) = 0 rz(-@- 0 »
. 0 0 0
_ 20 -
0 " otor
Pw dw
2.4 =| r—— 2H— .
@4 Bay=| v ¥ ( or ) 0
0 0 0
La quantité P,(t) qui intervient dans le calcul de By, s’écrit alors :
i 0 —-w 0
(2.5 P=lo 0 0].

0 0 0
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On peut remarquer que, dans ce cas, P,(7) représente la transformation orthogonale

faisant passer de la base orthogonale, e,, e;, e, en le point M occupé par la particule

a I'instant 7, 2 la méme base en le point M’ occupé par la méme particule a I'instant .
La relation (1.2) détermine les composantes du tenseur des contraintes, soit

bw \?
S11+P=#’2(%) sy Saptp= w.z( c:) +2vr ( )

’w
otor ’

(2.6)

Sy3+p =0, S§p;,= "30'65—(: +r S13 =833 =0.

Si 'on suppose que les forces volumiques sont négligeables, les équations du mouvement
se réduisent 2 :

d 1 )
“3?511"'?(311“522)_% = —gro?,
d p _ , 00
2.7 ’5;3124'2313—? =
b _
g

On peut remarquer que la symétrie de révolution de I'écoulement considéré implique

op _ ;
0 = 0 de sorte que:

0
28) S sl = e .

L'utilisation combinée de (2.6) et de la relation précédente permet d’expliciter I'équa-
tion vérifiée par w soit :

d dw Pw ow
2.9 : Ml ] (PR it
@9 ar [""’ o T arar] o
Remarque. Le tenseur des contraintes, pour ce méme mouvement et pour un
fluide du deuxiéme ordre (MARKOVITz-Cowmm [4]) a pour expression

Sato=wtl22) 1Y, & 2| 20
HWres M= +2yr? ) 22+t@ = pr 5o

2

o
otor”’

2

(2.10)
dw
S;3te =0, §;;= ’?or? +yr 813 = S35 =0.

La fonction  vérifie une équation analogue i (2.9) ot il convient de remplacer » par
¥, y €étant négatif. On se propose d’étudier les solutions de (2.9) qui vérifient certaines
conditions initiales et aux limites données. On supposera que le fluide occupe le domaine
compris entre deux cylindres coaxiaux indéfinis de rayons r, et r, avec r, > ry, qu’initiale-
ment le fluide est au repos. A partir de I'instant initial le cylindre extérieur est animé d’une
rotation uniforme £, tandis que le cylindre intérieur est maintenu fixe.
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Le probléme ainsi posé, est formulé ci-aprés :

dw d dw Pw
S = = — - Vil
T ar[ R 6r6r] o™ WER,
(D t>0, or,)=0 of,,1)=20

t=0, w(l,t)=0 pour relr,r)l.

L’équation (2.9) est une équation aux dérivées partielles, linéaire et le probléme (I)
est complétement équivalent au probléme (I') obtenu en faisant le changement de fonc-
tion suivant :

(2.11) w(r, 1) = oo(r, 1)+l (r)
oll w!(r) est la solution stationnaire du probléme correspondant
Qr (r’—r;)
1 -
(212 O ==
00 d 5 00° *w®
. BN T - 3
T ar[ o ara]
) t>0, w"(ri, 1)=0, wo(rz’ 1)=0,

t=0, o0 =—'().

Pour alléger I'écriture, dans la suite, w°(r, #) sera noté w(r, t). On étudiera le probléme
(I)’ et on donnera une formulation faible de ce probléme.

3. Formulation faible du probléme
Notations et définitions des espaces fonctionnels
Soit I = ]ry, ry[, on désignera par :
o L?*(I) I'espace des fonctions de carré sommable sur 1.
Pour u, v éléments de L? (I) on notera :

(u,v) = f uvdr le produit scalaire dans L? (I)
1

et

Fa
172 .
o] = U z:’dr) la norme associée ;

o HY(I) = {Q}ELZ(D, %ey (1)}

r2 ra 5
loli? = (f vdr+ f (%) dr) la norme dans H* (1);
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e 9 (I): I'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur I & support compact ;

HYW) = {v e, LD, o) =o() = 0};

H~Y(I) le dual de H3(1);
t désignera le temps, et t €0, T[T < o0;

I’espace des classes de fonctions ¢ — f(r)de]0, T[ dans Hg(I) mesu-
rables, telles que

120, T; HA(D) = !
. 142
11 20, 7 -1y = (f ﬂfllzdt) < +oo};

(]

L*(0,T; H'(D) = {l’espace des classes de fonctions 1 — g(t)de]0,T]
dans H~! mesurables et telle que

T
Hg"u(o,r;y—iu}) — (of llgll%;—:(ndr}m < CO};

o WO, T)= {fe L2(0, T; Hy(D), —g{ € L*(0, T; H—‘(l))}

avec la norme
2

o

If Iy = {"f ||i,=(o,r;aé(1)) + 117 o, H-’(I))}'

Les diverses propriétés des espaces introduites seront supposées connues [5].
PROPOSITION 1. Le probléme (1) est equivalent au probléme (II) ainsi défini :

Trouver w € L*(0, T; Hy(D)), @ = %}— € L*(0, T, H™'(1)) telle que :

%al(w,v)+ao(w,v) =0,

w(0) = —w'(r).

Ol a, et a, sont des formes bilinéaires symétriques définies sur Hy(I),

F ¢ dw v
= 3 3
3.1) a,(w,v) = f oriwvdr+ fw' e dr,
A dw v
— 3.9 oY
3.2 ap(w, ) = ﬂof P dr.

ry

En effet, en effectuant le produit scalaire, on déduit de (I)’

2
(3.3) (gr"—%(:—, ﬂ) = (%(qo r‘"%—(: +r3 %), 0)Vv e Hy (D),
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d’ou

A ow 4 ow 0Ov
3 3 3
(3.4) {feram¢+fvr e dr}+nofr - =0

(51 ry

Réciproquement : Si dans I'équation

-:—tal(w.v)+ao(w,v) =0 onprend ve2 (D
alors on obtient le probléme (I).

Les formes ay(w, ) et a,(w, v) introduites dans le probléme (II) jouissent d’un certain
nombre de propriétés énumérées ci-dessous :

a) Elles sont symétriques et réelles et ne dépendent pas explicitement de ¢,

Les applications ¢ — a,(w, v) et t = a,(w, v) sont donc continues sur 0, T7.

b) Les formes sont continues sur Hy(I) x Hy(I), c’est-d-dire

(3.5) lay(w, V)| < Cy o] lvll,
(3.6 lao(@, ©)] < Collw] o]
D’autre part 7,, v étant positifs, on obtient facilement les majorations suivantes :
&X) allole < a1(@, ©) < Blolhg
avec
(€X)) o= inf(o,%)r} et f = sup(e,»)r}
(9) (@, ®) > % [0l
avec
3
(3.10) o 5 g0l

1+4(r,—r,)? "
¢) Les formes a, et a, vérifient donc une inégalité du type

(3.11) ao(v, v)+ Aa, (v, ) > 1ay o) 3sq
avec

3
(3.12) A=1leta, = lzLinr(g, »).

L’ensemble des propriétés énoncées permet d’appliquer le théoréme 7.1 de Lions [6]
(p. 70). Ce théoréme permet d’affirmer ’existence d’une solution w e L2 (0, T, H},(I))
du probléme II et assure que Iapplication {0, (0)} — w(f) est continue de
(L*(0, T, Hy(M) x Hy(X)) — L*(0, T, H5(1)); en d’autres termes la solution dépend
continuement des conditions initiales.

Ce théoréme ne donne aucun résultat sur la régularité de la solution et en particulier
sur @. Nous reprenons alors la méthode de FAEDO-GALERKIN [5] qui nous permettra
d’obtenir directement un théoréme d’existence, de régularité et d’unicité de la solution
du probléme (II).
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4. Méthode de Galerkin — théoréme d’existénce
4.1. Solutions approchées

Soit w; ... w, une base orthonormale de Hg(I); V., espace engendré par {w, ... w,}.
On va montrer qu’il existe une fonction unique de la forme

@.1) Ialt) = D gr(t)w:
i=1
telle que
4.2 %ao(ym(f). w;)+ao (¥m(t), w;) = Opourj=1..m,
(4.3) Ym(0) = Z wiwi,  y(0) = 2 piwi € Hy(1) 3
1 1

a, ne dépendant pas de ¢ explicitement, (3.2) peut s’écrire :

m

) DT EED o w+ Y) rOaotm, wy) = 0.
1

i=1

En posant AT la matrice d’ordre m des a, (w;, w;) qui est symétrique, 43 la matrice d’ordre
m des ao(w;, w;) également symétrique, g™ vecteur dont les m composantes sont gf'(t),
I'ensemble (4.2) et (4.3) peut s’écrire :

d m
4.5) A;ﬂ%- +ATg" =0,

(4.6) g"(0) = u™,

™ vecteur de composantes (iy ... iim)-

Le systéme différentiel (4.5), (4.6) a une solution unique si AT est une matrice inver-
sible. Pour ceci, il suffit de voir que la forme quadratique associée est définie positive.
En désignant par ¥ I'élément de R™ de composantes (y;), la forme quadratique associée
s’écrit :

.7 YTA?Y = a, (Zy; Wi 9 wj).
i %

En utilisant la coercivité de a, et le fait que la base {w,} soit orthonormale, nous obtenons
I'inégalité :

4.8) @ Y il* € YTATY < |¥|nlATY |,

Donc (A7)~ existe et de plus nous avons (4.9): |(4T)~!| < %. Une solution y, existe,

Ym constituant approximation de rang m.
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4.2. Estimations & priori de y, (f)dans L(0,T; H (D)

¥m Obtenue au paragraphe précédent appartenant a V,,, on peut remplacer dans I’équa-
tion (3.2) w; par y.(t) et en intégrant sur ]J0, 7] , on obtient :
T

@10) 3 aOnD, D)+ [ (D), 3n)d = 3 a(a(®), 74(0)).

0
En utilisant (2.7) et (2.9), (3.9) fournit I'inégalité

T
(4.11) e [ym(D)?+ o [ 1ym(®)2dt < Blya(O)I2.
0

Lorsque m — 0, ¥,(0) = »(0) dans Hj(I) et pour m assez grand
@“12) 5w o, iy < o 1Ol

Vm(t) est bornée par une constante indépendante du rang m dans L*(0, T, Hy(I)), donc
il existe une sous suite extraite y, — z dans L*(0, T, Hj(I)) faiblement.

Maintenant on va effectuer des estimations & priori semblables pour y.(f) dans L?
(0. T, Hy(D)).

4.3. Estimations a priori de j,, dans L*(0 T, H;5 (I))

Formellement on définit :

4.13) ) = D B Wi,

i=1
Pour ¢ fixe, on va montrer que y,(t) est élément de V,,.
Les g7"(¢) doivent étre telles que la norme

4.14) I5m(I? = D) 1€71? soit finie.
1

En résolvant Péquation (3.5) on déduit
(4.15) &' = —(AD)j' (48),, 8]
Or d’apres (4.9)
1
T < —, 48] < migor].
Donc pour m fini y,, € V., alors on peut répéter les mémes opérations qu’au paragraphe

dy, T
Dm_ et en intégrant sur 10, T7[

précédent en remplagant w; par =

T
@.16) o« [ Iu@Pdt+ 22 a1 <+ a(3m ), 50)),
/]

(4.17) ao(¥m(0), ym(®) < 71073 [ym(0)II*.
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Ce qui entraine que
. 3
(4.18) mOlzx0,7, 30 < Mo~ 1¥m Ol

l7m(0)|| est borné dans L2(0, T', Hy(T)), on peut donc en extraire une sous-suite qui tende
vers g = z dans L*(0, T, Hy(D).

4.4. Montrons que y, — z dans L*(0 T, H; (1)) faiblement z étant solution du probléme
Yu = z; soit j un rang fixé pour u > j
(4.19) By =)

. a; W: Wj +aﬂ(yplw1) S £

En considérant @ € C1(0, T) avec D(T) =0

T,
(4.20) J [al (-‘%:, wj) ®(t)dt+a(y,, w)) (D(r)dt] - 0.
0
En intégrant par parties et en passant i la limite pour x4 — oo

T T

@21 — [ ay(z, wp Byt + [ ao(z, w)D()dt = a,(y(0), w;) D).
0 (1]

Ce calcul donne en particulier pour ® € 2(0, T)

(4.22) Ti—a, (z, w))+ao(z, wj)) = 0 au sens des distributions.

Or les combinaisons linéaires finies des w; sont denses dans Hg(I), il vient alors
d 1
4.23) ?r—al(z,ﬂ)+ao(z, v) =0 Vo e Hy (D).

Il reste & montrer que z vérifie la condition initiale. D’aprés ce qui précéde, z est élé-
ment de W(0, T), donc est une fonction continue presque partout de [0, T]— Ho(D).
En reprenant I’équation (3.21) pour @ € C'(0, T'), &(T) = 0 on obtient

(4.24) a;(2(0), wy) = a,(»(0), w;)Vj.

Les combinaisons linéaires finies de w; sont denses dans H;(I) et d’autre part @, est une
forme définie positive

.25) a,(2(0)-y(0), w;) = 0 = a,(2(0)—(0), v) = OV e Hi(1),
x = z(0)—y(0) = 0;
2(t) est donc solution du probléme II, et y.(¢) - z(¢) dans L*(0, T, Hp(1)) faiblement.
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4.5. Convergence forte de yn(f) — z(f) dans L*(0, T, H3 (1))

Calculons ’expression suivante :

(4.26) ao(Ym—2, Ym—2)dt + %al(y,(TJ —2(T), ym(T)—2(T))

Il
—

en tenant compte de 1’équation vérifiée pour y,, et en passant 2 la limite lorsque m — oo,
on montre sans difficulté que imF = 0.

m=+o0

Les deux formes a, et a; étant coercives on peut donc écrire
lim z 1 dt = 0.
e f h”- o

D’ou la convergence forte de y, — z dans L*(0, T, H(I)). La méthode de Galerkin
permet de montrer I'existence d’une solution au probléme II.

5. Unicité de la solution
Pour démontrer I'unicité de la solution, il suffit de démontrer que pour des données

initiales nulles w(0) = 0, la solution est w = 0 dans W(0, T). Nous utilisons la propriété
W, T) < C°(0, T, Hy(D)

T T
d
6.0 J- —a,(w, wydt+ | ag(w, w)dt =
£ vt |
T
(5.2) a,(W(T), w(D))+ [ ao(w, wydt =
0

En utilisant la coercivité de a, et de @, on peut écrire

(.3) (D)l g + %ol Wlzao, 7, miayy < O-
Ce qui donne ||wﬂ§,(,,',-’ aym) = 0 dans L2(0, T, Hy(D)).

De la méme fagon on obtiendra ||w|| 130, T, HY®) = 0 dans L? ({) T, H5(1)) en substitu-

ant & (5.1) :
T T
f 2 dt+ f ) dt =0
: dtd W, —— df N ag w, d = V.

On en déduit alors que w = 0 dans W(0, 7).

10 Arch. Mech. Stos. nr 5/74
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-6. Comportement de la solution pour ¢ —» oo

Soit z solution du probléme 1I dans W(0, T); z vérifie donc

6.1) %al(z(t),v)-i-ao(z(t), v) =0, VweH;(),

6.2 2 f ao(z(1), z(t))dt + f %al(z(t),z(!))dr =0;
0 (1]

a, et a; étant coercives, on peut de fagon élémentaire déduire :
(6.3) % l|z() 0,5, B30y + {12 = 12(0)]?} < 0.
Considérons la fonction (6.4): t - f(t) = lz(®) s

(6.5) t [ fOdt+a(f(5)~f0)) < 0.
0

La dérivée f'(s) existe au sens des distributions

(6.6) of '(5)+ %0 f15) < 0,

f'(s) est sommable presque partout car elle est majorée par une fonction sommable ;
d % <0
©.7) () <o.

-]
(6.7) entraine que e% f{(r) est une fonction décroissante de ¢ d’ou

6.9) f) < €5 f0), Vi>0.

Pour ¢ — oo f(0) fini, et nous avons

69 1) = 2Ol < €5 120) g

t > 0 = [2(t)|5q = O-

Lorsque ¢ — oo, la solution du probléme II tend vers 0 dans Hj(I), c’est-3-dire que la
solution du probléme I tend vers la solution du probléme stationnaire dans L*(I).

Sans difficultés, on montre la dépendance continue de la solution du probléme II,
par rapport aux conditions initiales.

Finalement pour I'écoulement de Couette plan non stationnaire, avec une méthode
différente de celle utilisée par TING [2], on obtient un théoréme d’existence, d'unicité,
de régularité de la solution pour ce probléme particulier. Ce probléme est tel qu’il n’y
ait pas continuité entre une donnée aux limites w(r,, f) et la donnée initiale :

]imf-ro w("z, t) # ]imf—-org Cﬂ(r, 0)'

Les problémes envisagés par TING ne présentaient pas de telle discontinuité et les
méthodes qu’il mettait en oeuvre excluaient I’étude de tels cas. Le probléme (I) envisagé
constitue ainsi une généralisation aux cas de solutions distributions.
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7. Résolution du probléme par transformation de Laplace

Afin d’obtenir une représentation analytique, qui approche en un certain sens, pour
t > 0, la solution du probléme (I), on peut considérer le probléme (III) suivant :

Trouver w(r, t) telle que

_a_w. — i rsa_w +pr3 azw
o =~ ar| ™ T ator |

w(ry, 1) =0, w(ry,t) = Q(l_e-'ﬁ):

7 étant une constante donnée positive, w(r, 0) = 0.

Le probléme rentre dans la catégorie de ceux traités par TING [2]; et la transformation
de Laplace nous fournit d’ailleurs la solution explicite. On peut alors étudier la dépendance
de la solutjon par rapport & 7. En particulier pour tout ¢ > &, ¢ positif donné, la solution
du probléme III tend vers celle du probléme 1 lorsque = — 0. Nous montrerons que dans
ces conditions la solution de III converge uniformément vers la solution I. Etant assuré
I'unicité de la solution I, on obtiendra ainsi une représentation dans le domaine ou elle
est continue.

a)

Dans la suite on supposera que la solution cherchée est suffisamment réguliére pour
que les opérations effectuées soient justifiées.
Par transformation de Carlson-Laplace [7]

(7.1) W, p) =p [ we, e,
0

le probléme transformé du probléme III s’écrit
A% db

(7.2) r F-{'r?‘*(l“ﬂza) = 0,
ou
(7.3) 0 =rw,
L
(7.4) 8ri,p) =0, 6(2,p) = Qr,— -,
P

désignant la quantité complexe
(1.5) . Y

Mo +p

Dans la suite on posera (7.6) x = «/? avec pour détermination du radical celle qui vérifie

(7.6) - % < argx < %
La solution de (6.3) et (6.4) s’écrit ainsi

10*
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%(,v1 (i) ¥, (xr)— ¥, (xr)) J, (xr))

.7 50, p) = Or,— T :
(p+ ) B smp-vitarps e

ou Jy, ¥, désignent les fonctions de Bessel d’ordre 1, de premiére et seconde espéce.
Le probléme consiste alors a inverser cette fonction en utilisant la formule de Brom-
wich :
i ag+im 5. p)
7.8 - f D) g,
(7.8) or, 1) = 5 5 ! dp
ag—lw

11 faut pour cela a) étudier la convergence de I'intégrale définie par (7.8), b) calculer cette
intégrale par application du théoréme des résidus sur un domaine limité par un contour
défini ci-aprés.

7.1. Etude de la convergence de Pintégrale (7.8)
Les poles de I’expression 9/p sont les zéros de I’expression
1
(7.9 P(P+ ?)(Yl (xr2)Jy (xr) =Y, (xry)Jy (x’z)) =0.

Il existe une infinité dénombrable de zéros de
(7.10) Y (xry)Jy (xrq) = Yy (xr ) J1 (xr2)

qui sont tous réels et simples [8], et notés x; ... x,. Les valeurs p, ... p, correspondantes
sont telles que

.11) -2 <p,<0.
Pour Rep > a5, #p > 0, v/p est holomorphe et il est facile de voir que
0 M
(7.12 Sl 2R
] pl Ipl?

(7.12) entraine que P'intégrale (7.8) converge uniformément en r et £.

7.2. Définition du contour. Calcul de Pintégrale

Le contour considéré est analogue & celui de TING [2], p. 9, modifié toutefois, afin

de prendre en compte le pole p = —1/7 ( étant une constante réelle positive supposée
petite).

En appliquant le théoréme des résidus:
(1.13) . D erdp = X résidus.

i
L+C+AB+CD+Cy

Si 'on reprend les notations adoptées par TING on peut écrire lim J'—E-e"‘ dp = 0 par
R-oo
c
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utilisation du lemme de Jordan; f -E’—e"dp = 0 (la fonction considérée est continue
AB+CD
dans ce domaine).
Les courbes Cy doivent &étre choisies de fagon a ce qu’elles ne rencontrent pas I’axe
réel en un pole.
|

DD (L)

Fic. 1.
Il est possible d’établir [9] (p. 205-206), [10] (p. 128) I'inégalité suivante :
nn+ &
4

u—1

(7.14) 5, i

< TFyXnt1s

en conservant toujours

ol u = T2 5 1. Cedi permet de choisir 7sing = (N+ l) 2

ry 4 ,u—l
les notations de TING [2]. Alors les Cy ainsi définis sont tels que
(1.15) lim | Zerdp = o0.

N=w ¢

Finalement la formule d’inversion (7.13) conduit a

{ ag+ioo .
] g
(716} ‘—27?1;' f Fe"‘dp = X résidus.
ag—loo

7.3. Calcul des résidus

Les poles de ¥/p sont tous simples, p = —1/z, p = 0, p, ... p, correspondant aux
racines de (7.10).

Notons R_; le résidu correspondant & p = —1/7, x_, la valeur de x correspondante,

R, le résidu correspondant 2 p = 0 et R, ... R, les résidus associés a p, ... p,; alors:

Jy(x_yr) Yy (x_yr)— J1(x--1")Y1(x-1f1)
Jixogr) Y (x_yr)=Jy(x_yr) Jy (%, fz) s

(71.17) R, = -0,
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_9n: )

g (R, correspond 4 la solution stationnaire),
271

(118)  Ro

1 .t
T (Mo+9pn) J1(XaT1)J1(XaT2)
( 1) Mo JiGar)—JTiGary)

(7.19) R, = 20r,
n+_;

x (Y1 (6ar) Ty (6ars) = J1 (xa7) Y1 (% 7)) .

La convergence de la série ) R, est obtenue en utilisant le développement asymptotique
1

des fonctions de Bessel, et celui des racines ryx, de I'équation (7.10) [11, 10].
Sans entrer dans les détails de calcul, nous aboutissons au résultat

1
(7.20) n-—= o IR’l = 6(W),

d’ot la convergence de la série.
La solution v(r, ¢) trouvée par la formule d’inversion vérifie les conditions aux limites

v(ry, 1) = 0,9(ry, t) = Qr,(1—e').
D’autre part la condition initiale est vérifiée

(1.21) 9(r, 0) = R4 (0)+Ro+ D, Ry(0) = 0.
1

Ce dernier résultat est obtenu en développant R, et R_,(0) & I'aide des noyaux de HANKEL
[12], p. 305 et 85.

Il est facile de vérifier que dw/dt, dw/dr, 3*w[dr? sont bornées, les hypothéses permettant
d’appliquer la transformation de Laplace sont donc vérifiées & postériori.

7.4. Etude de la dépendance de la solution par rapport & 7

Pour tout £ > 0, pour ¢ > ¢ la fonction (r,,t) - w(r,, t) tend, lorsque 7 tend vers
zéro, vers la fonction échelon 2.
Pour 7 fixé, la solution est donnée par

(7.22) v(r, 1) = Ry(t, )+ Rot+ D) Rult, 7).
1

[-+]
Or la série )} R,(t, T) converge uniformément pour 7 tel que —:— -1 #0
1

=0

lim (;‘ Ru(®) = ; lim R,(%)) V1.
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Par contre R_,(f, 7) dont 'expression est donnée par (6.17) est tel que

lim[limR_, (¢, 7)) # lun[hmR_ @, 7).

=0 10

En se fixant 7 > & et en faisant ensuite tendre 7 vers 0, on obtient alors la représentation
de la solution du probléme I pour toute valeur de ¢ vérifiant ¢ > &

o(r, 1) = Ro+lim D Ry(t, 1),

=0

029 o= 22 ED Z 200, TR o e T e

N(xar) = J1(x6yr) Y1 (Xary) = Y1 (Xur) 1 (Xa71).

Remarque. Pour » = 0 nous retrouvons la solution du probléme I pour un fluide
de Navier-Stokes.

8. Conclusion

Le probléme considéré nous montre qu'il est important de préciser I’espace dans
lequel nous recherchons la solution. Les techniques d’analyse fonctionnelle peuvent se
transposer immédiatement pour les problémes envisagés par TING. A chaque fois nous
obtenons une équation aux dérivées partielles linéaire d’évolution de type parabolique;
le signe du coefficient » joue un role primordial, puisqu’il assure la coercivité des formes
introduites et intervient directement dans I'unicité et I’existence de la solution. En ce
qui concerne la loi de comportement, noug obtenons des résultats tout A fait opposés
a ceux de CoLEMAN-DUFFIN-MIZEL [3]. La solution pour ce modele existe, est unique
et bornée et dépend contintiment des conditions initiales. Cette étude confirme les con-
clusions de Huilgol quant & la validité d’un tel modéle. Cependant il reste & replacer cette
loi de comportement par rapport aux fluides simples en particulier et par rapport aux
divers modeles représentants des fluides non newtoniens.
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