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Sur la rheologie d'un milieu poreux sature consolidant 

J. L. AURIAULT (GRENOBLE) 

L'EnmB de la consolidation d'un milieu bi-phasique-squelette poreux,liquide filtrant-n6ceasite 
la connaissance prealable de la loi de comportement du milieu. Calle-ci est a determiner 
a partir du comportement de chaque phase suppose connu exp6rimentalement. La loi est etablie 
ici pour un squelette quelconque et de I' eau :filtrant, apr6s etude du couplage ph6nomenologique 
et du couplage de volume. Les applications a la M6canique des sols sont envisag6es et on 
retrouve alors comme cas particulier les resultats de M.A. BIOT 

IL EST classique de caracteriser un milieu poreux par ses caracteristiques macroscopiques, 
deduites des proprietes a l'echelle des pores par des operations de moyenne. On introduit 
alors trois echelles distinctes: l'echelle des pores, une premiere echelle macroscopique ou 
le milieu est suppose homogene et une deuxieme echelle macroscopique ou les caracte­
ristiques peuvent maintenant varier d'un point a l'autre et qui permet de traiter le milieu 
poreux comme un milieu continu. 

Dans ce qui suit nous nous placerons toujours au niveau de la premiere echelle macro­
scopique: no us supposerons connues les caracteristiques et les lois de comportement 
a cette echelle de chacun des constituants, pris separement, du milieu biphasique, soit 
qu'elles soient donnees par !'experience soit qu'elles soient deduites par moyenne de 
l' echelle des· grains. 

Le probleme fondamental que nous nous proposons d'aborder est l'etude, a partir 
des donnees precedentes, de la loi de comportement du milieu biphasique, loi qui sera 
aussi definie a l'echelle macroscopique: c'est a ce niveau qu'apparaissent en particulier 
les relations phenomenologiques et les autres couplages qui la determinent. Remarquons 
toutefois que la loi de comportement du liquide filtrant, supposee donnee, depend en 
general de la geometrie des grains du milieu poreux, et peut done faire apparaitre un 
couplage qui n'est pas etudie ici. 

Dans une premiere partie, nous reprenons suivant [1] une etude de P. GUELIN [2] 
basee sur la theorie des melanges polyphasiques de I. PluGOGINE et P. MA.zUR [3]. Nous 
montrons que le couplage phenomenologique entre les lois de comportement est negli­
geable. L'etude met en evidence une equation phenomenologique qui est une generalisa­
tion de la loi de filtration de DARCY. 

Puis nous etudions dans une deuxieme partie le couplage des lois dft au bilan des 
volumes. Nous retrouvons, comme cas particulier, les equations decrites par M. A. BIOT 

[4 et 5] et utilisees par A. M. F'REUDENTIIAL [6] et W. DERSKI [7 et 8]. Nous n'abordons 
pas ici les couplages qui proviennent d'autres bilans comme celui qui decoule du principe 
fondamental de la mecanique. lls apparaissent au niveau de la deuxieme echelle macro­
scopique, c'est-a-dire au niveau des equations d'evolution du milieu et n'ont pas un 
caractere rheologique. 
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Nous nous limiterons d'autre part aux effets purement mecaniques: nous eliminons 
l'eventualite de reactions chimiques et la temperature Test uniforme. Le milieu poreux­
ou squelette -est constitue par le squelette proprement dit et le liquide filtrant adsorbe. 
Celui-ci, quelconque dans la premiere partie, est dans la seconde partie de l'eau pouvant 
contenir des bulles d'air. Les materiaux envisages sont des milieux materiellement simples: 
en particulier les lois de comportement sont des lois locales. Les deformations du squelette 
restent petites et les contraintes initiales (avant deformation) sont negligees. 

1. Couplage phenomenologique 

La consolidation est un phenomene evolutif extremement lent -les deplacements sur 
une annee se mesurent en centimetres - si bien que le systeme reste toujours proche 
d'un etat d'equilibre thermodynamique. On peut alors admettre que la theorie classique 
de la thermodynamique des processus irreversibles s'applique: elle est basee sur le postulat 
que la formule de GIBBS, etablie pour un etat d'equilibre, est toujours vraie au voisinage 
de celui-ci. Autrement dit, la variation d'entropie a l'equilibre et dans son voisinage 
depend des memes variables independantes. 

D'autre part, il est classique de decrire !'evolution du milieu consolidant par les de­
placements de chaque phase, supposes par consequent bien distincts. On definit ainsi un 
mouvement barycentrique pour chaque phase, ce qui justifie l'hypothese d'une forte in­
hibition des transferts de quantite de mouvement entre le milieu poreux et le liquide 
filtrant. 

Le systeme est alors compose de deux fiuides au sens de MAZUR et PluGOGINE [3]: 
le fluide filtrant au sein du fluide poreux. 

11 en resulte que !'equation de GIBBS s'applique au mouvement barycentrique de chaque 
fluide qui possede ainsi un vecteur vitesse propre V 11 , les fluides ex = 1 et ex = 2 etant 
respectivement le milieu poreux - ou squelette et le fluide filtrant. Nous supposons que 
les sources eventuelles sont distribuees uniquement le long des frontieres du domaine 
envisage occupe par le milieu biphasique, si bien qu'elles n'interviennent pas dans les 
equations d'evolution de la masse etudiee. Les differents bilans s'etablissent alors comme 
suit: 

Le bilan de masse 
Pour chaque fluide, il vient 

(1.1) 

oil e~~ est la masse du fiuide ex par unite de volume total et t le temps. Pour !'ensemble 
des deux fluides, on a 

(1.2) 

avec ev = elvl +e2v2. 

~ = - div(ev) 
et 

Le bilan des quantites de mouvement s'ecrit pour chaque fluide 

(1.3) 
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ou y, = tk,,.fdt, F, est la force de volume uniforme et supposee derivee du potentiel 'P 
independamment du temps, P, le tenseur des contraintes partielles du fiuide oc et 1J, la 
source de quantite de mouvement due aux echanges avec l'autre fiuide. 

Pour !'ensemble, le bilan s'ecrit, compte tenu de 1J1 +112 = 0 

(1.4) ey = eF-div P 

oil P est le tenseur contrainte totale. 

Les bilans energetiques 
Le bilan de l'energie cinetique s'obtient en multipliant les deux membres de (1.3) par 

v, et en utilisant (1.1): 

(I. 5) :t u 11• "~) + div ( ~ (e.v~)v.) = -v • div(p .) + e.F. "• -1}." •. 
De meme le bilan d'energie potentielle s'ecrit: 

(1.6) 

Le bilan de l' energie totale resulte de I' application du premier principe. 11 s'ecrit 
sous la forme: 

(1.7) 

oil (!,e,v, provient de la convection et P,v, est lie au travail mecanique. L'energie totale 
par unite de volume ee est la somme des energies interne, cinetique et potentielle: 

ee = };e.e. = };(e.u.+ ~ e.v:+e.'JI.)· 
ot ex 

(1.8) 

D'oil avec (1.5), (1.6) et (1.7) le bilan d'energie interne: 

:t}; e,u, = -div(};(e.e.v.+P.v.- ~ (e.v~.)) +}; (v,divP,+e,F,v,+1J,v,). 
a: a: E. Cl 

So it en utilisant a nouveau (1.8): 

:, };e.u. = -div(};e.u.v.)-}; P. gradv.+ .211•"• 
ex ex I:J a: a: 

oil, pour chaque phase: 

(1.9) :t (!czUa: = -div(eG£uG£v,)-P, gradvG£+1/GEV,+(!, ~G£, 

oil (!,dUG£/dt est l'apport d'energie interne au fiuide oc de la part de !'autre fiuide 
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Le bilan entropique 
En raison de la forte inhibition des ttansferts de quatttite de mouvement, l'equation 

de GmBS s'ecrit pour chaque fhride: 

(1.10) 

d-1 
rds• = du., +Pet~ 

dt dt .. dt ' 

ou s est l'entropie. Nous avons assimile le fiuide filtrant a un fiuide monoconstitue. 
La definition du tenseur des contraintes P:' du fiuide ex a l'equilibre souleve de serieuses 

difficultes. Pour la suite du propos, il suffit d'admettre son existence. Autrement dit on 
suppose qu'il existe un etat d'equilibre correspondant aux sollicitations appliquees a !'in­
stant considere sans que cette correspondance soit prkisee. 

La theorie classique de la thermodynamique postule que (1.10) est vraie au voisinage 
de l'equilibre. 

Les calculs mettent en oeuvre les formules suivantes: 

d-1 
e. di 

e,~= VV11 , 

ds, a ae, 
e .. dt = Tte,s,-s .. Tt+e .. v .. grads., 

= :t e(l.s .. -s(l. aa~· +div(e(l.s .. v .. )-s .. div(e.v .. ) 

qui s't!crit compte tenu de (1.1): 

ds., a d. ( ) e. dt = 7fle,s.+ IV e.s,Vc • 
Une formule analogue vaut pour u •. 

En utilisant le bilan d'energie interne, (1.10) devient apres multiplication par e11 et 
division par T des deux membres: -, 

a d .. ( ) I (P•t h) d I du. TJ•V• 7fie•s• = - IV (!.,S.,1J., +T c -r11 gra V 11 +T(!"{ft +-r· 

Le bilan entropique global peut alors etre mis sous la forme: 

a
a >: e.s. = -div4'+a 
t ""-J 

Cl 

avec 4' = 2e.s .. v. et la source entropique a donnee par: 
Cl 

(1.11) a= ~ 2 (P!'-P.)gradv.+ ~ 2 '1}.v. ~ 0. 

Les relations phinomenologiques 
Le frottement mutuel entre les deux ftuides a pour effet l'entrainement du ftuide le 

plus lent par le fiuide le plus rapide; cela conduit a: 
(1.12) '11 ("1 -vl) ~ 0 si bien que avec }; 'I• = 0 

Cl 
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il vient (1.12) ~ t}.v. ~ 0, ceci quels que soient les autres processus thermodynamiques 
« 

dont le milieu peut etre le siege. Le terme ~ 1J· v.' dit de filtration, ne peut done pas etre 
ex 

couple avec les autres processus. Dans le cas simple etudie ici, les deux termes qui ap­
paraissent dans la source sont done decouples. 

D'apres (1.12), i1 existe une relation fonctionnelle entre les 1J• et les v.: compte tenu 

de ~ 1J• = 0 cette relation peut s'ecrire: 
ex 

(1.13) 

v 1 -v2 et 1J 1 s'annulent simultanement a l'equilibre. D'autre part Z est necessairement 
une fonctionnelle impaire de son argument. Si no us admettons que 'YJ 1 so it zero simple 
de Z, (1.13) peut s'ecrire 

(1.14) V1 -v2 = 'YJ1F(1J1), 

oil F ne depend que du module de 1]1 • Dans le cas lineaire ou F(1J1) = F0 , tenseur du 
deuxieme ordre constant, (1.14) s'6crit en utilisant (1.3): 

(1.15) v1-v2 = Fo(l.>2(Y2-F2)-divP2)· 

Nous retrouvons ainsi la loi de filtration de Darcy, vraie quand le liquide filtrant est l'eau. 
D'apres (1.11) la matrice des coordonnees de F0 est definie positive. 

Remarquons ici que !'existence d'une loi de filtration comme (1.12), qui peut etre 
mise en evidence experimentalement, decoule de la decomposition du milieu biphasique 
en deux ftuides au sens de MAZUR et PluGOGINE. Une telle loi ne peut etre obtenue lorsque 
la theorie est conduite avec un milieu biphasique assimile a un seul ftuide. Ceci peut etre 
considere comme une justification de l'hypothese d'une forte inhibition des transferts de 
quantit~s de mouvement entre chaque phase. 

Compte tenu de (1.12), (1.11) devient 

2 (P:'-P.)gradv. ~ 0 
at 

qui conduit a la loi rheologique partielle "hors equilibre" du systeme sous forme des 
relations fonctionnelles: 

P'f_ll-P1 = Z 1 (gradv1, gradv2), 

P~11 -P2 = Z 2 (gradvtJ gradvz) . 

Mais du fait des faibles valeurs de 1J1 , Z1 et Z 2 sont au deuxieme ordre pres independantes 
respectivement de grad v2 et grad v 1 • Le couplage sur les parties irreversib1es des lois 
rheologiques des deux fluides est negligeable. 

2. Le couplage de volume des lois de comportement 

Description du milieu 
Nous attachant plus particulierement ici a la consolidation des sols, nous introduisons 

quelques hypotheses complementaires. Le squelette est decrit par deux lois de comporte­
ment: un sable, un silt ou une argile sont representes schematiquement comme un assem-
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blage de grains d'une meme substance, obeissant a la loi usuelle de Lame, en contact 
les uns avec les autres. Ainsi les deformations du squelette resultent d'une part des mouve­
ments relatifs des grains et d'autre part des deformations des grains eux-memes, d'ou 
deux lois. Nous admettons que le liquide filtrant d'une part, les grains du squelette d'autre 
part forment separement un milieu isotrope. Le liquide filtrant est constitue d'eau et de 
gaz dissous ou en bulles: la contrainte partielle P 2 est isotrope. 

La contrainte totale Pil dans le milieu bi-phasique peut se decomposer suivant les 
pressions partielles: 

(2.1) 

oil suivant 

(2.2) PiJ = 1: 1J + P~ti, 
oil 1: est le tenseur des contraintes intergranulaires et represente la contrainte moyenne 
exercee par les grains les uns sur les autres et p est la pression effective du liquide filtrant 
ou pression interstitielle. 

Ces contraintes sont reliees aux contraintes partielles de (2.1) par 

(2.3) P111 = 7:t1+(1-n)pt5ll, P2 = np 

oil n est la porosite. 
Le squelette, dont les pores sont remplis d'un liquide a pression nulle a une loi de 

comportement qui peut s'ecrire sous forme incrementale 
lk- -

(2.4) TtJ = -CuJDu"-MllJt 

oil D1 est le tenseur des deformations, t le temps, C1 et M1 des tenseurs incrementaux 
qui peuvent dependre de l'histoire et des valeurs actuelles des deformations et des con­
traintes, mais independants des accroissements de ces grandeurs. D'une fa~n generale 

les accroissements d'une grandeur t/J sont notes ~- Observons que le tenseur des deforma­
tions D1 englobe a la fois les effets de deplacement entre grains et les deformations propres 
de ceux-ci. 

L'application d'une pression interstitielle p provoque une deformation isotrope o. des 
grains suivant la deuxieme loi caracterisant le squelette: 

(2.5) p = K,O. 
D1 et o. sont des parametres caches; nous entendons par la qu'ils sont indiscernables 
dans une evolution. La deformation observee du squelette est definie par le tenseur 

1-n 
Du = Du1 +0. ~IJ -

3
-. 

La loi (2.4) est alors remplacee par 

(2.6) 

Enfin, le comportement du liquide interstitiel isole est suppose elastique: 

(2.7) 

oil Kw est le module de deformation voluminique et e la deformation isotrope. 
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Le coup/age 
Les equations (2.5)-(2.7) ne sont pas independantes. L'espace est suppose complete­

ment empli par les deux fluides. Considerons un volume initial unite de squelette. Le volume 

v de liquide entrant dans ce squelette est d'une part: v = n(O-B) avec e = u1,h u vecteur 
de deplacement du liquide filtrant dans le milieu poreux et () = Du ~iJ et d'autre part: 

v = 0-0,+(pnfKw) qui traduit le bilan de volume de !'evolution en cours et oil vest 
egal a la variation de volume du milieu diminuee de celle des grains et augmentee de 

celle du liquide. On obtient ainsi p = Kw [01 -ne+(n-1)0]. 
n 

Dans I' evolution, la partie isotrope des efforts sur les grains est (i11/3) + p. Leur varia­
tion de volume, rapportee au volume total du milieu biphasique s'ecrit done: 

() 1 - n [- 1 ( 11 - rt P~rk )] , =- Kg P+3 -CtuDkr-Mwt-(1-n)Cw Kg . 

Le bilan de volume devient alors: 

(2.8) 

avec 

A = ~ + 1-n (1- (1-n)C1'u-
1-), 

Kw Kg 3Kg 

(2.6) et (2.8) avec la loi de filtration (1.13) sont les equations qui decrivent, a l'echelle 
macroscopique, le comportement du systeme total. 

Revenant aux pressions partielles, (2.6) et (2.8) s'ecrivent au moyen de (2.3) 

(2.9) - rt- n [ C~'iJ]- - (1-n)
2 

-( C~iJ) 
P111 = -C11 D1t---;r0-n) ~~1 - 3Kg e-M111t+ 3AKg M11rt ~u- 3Kg , 

(2.10) - n2 e n ( c~~~ ) - n M w i 
P2 = -A-A(1-n) ~tr- 3Kg Dtr+--;r(l-n) 3Kg, 

avec 

Crt c't (1-n)
2 

( ,, 1 .. ) ( c~~~ ~ ) 
iJ = UJ+ A CuJ 3Kg -uu 3Kg- utr 

ou, sous une forme plus compacte: 

(2.11) 

(2.12) 

oil les tenseurs Q, N1 , R et N 2 sont definis par cornparaison avec les expressions (2.9) 

et (2.10) de P1 et P2 • 

L'effet de couplage entre les deux phases se traduit par la presence des termes Q, R, N1 

et N 2 et en general le couplage sur les termes de deformation n'est pas symetrique: 

QiJ =F RiJ 
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L'egalite n'est valable que si: C{1
11 = et~ ce qui est vrai en particuUer dans le cas 

de l'elasticite incrementale. Nous retrouvons ici, par une voie plus g~6rak,, un resultat 
de M. A. BIOT [5]. Mais la symetrie du couplage peut exister pour d'autre. lois de com­
portement. 

Les approximatiotU en mecanique des sols 
En ce qui conceme les sols, les grains sont en general tres peu deformables en 

comparaison avec le squelette: les termes 1/Kg et cr'IJ/3 Kg sont alors negligeables. 
(2.9) et (2.10) s'ecrivent alors: 

avec 

- - n -
P111 = -C~D11- A (1-n)61}8-M111 t, 

n3 n -
P2 = - -e--(l-n)6t,Dt, 

A A 

n 
A=- et 

Kw 
Les coefficients de couplage sont alors egaux, quelle que soit la loi de comportement. 
En contrainte intergranulaire et pression interstitielle ces equations deviennent 

i,1 = -Ci,1Du,-M111t, }iA = -(l-n)6t,Dt,-ns. 

Et si enfin l'eau est supposee incompressible: 
11:- - -

"T,1 ~ - Cu1D,t-Mt~1t, (1-n)D,t6,t+ne = 0. 
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