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930.

SUR LA SURFACE DES ONDES.

[From the Annale di Matematica, Ser. 11, t. XX. (1892), pp. 1—18]

1. IL y a, dans les Amnnali dv Matematica, tom. I (1859), deux Notes tres
intéressantes sur cette surface: Combescure, “Sur les lignes de courbure de la surface
des ondes,” pp. 278—285, et Brioschi, “ Osservazioni sulla medesima quistione,” pp. 285—
287. Je me propose de réproduire et développer cette théorie, en changeant les
notations et l'arrangement des recherches de la maniere qui me parait convenable.

2. Je prends a, b, ¢ pour les carrés des semiaxes (¢ >b > c), et j'écris
A B, C=a+b+c, ab+ac+be, abc;

a, B, y=b—c¢, c—a, a—0b,

(a+B+9=0, et ainsi, a=+, y=+ et B, =—a—r, =—, et en magnitude absolue
plus grand que a ou f):

E = 2 iq57 y2 i 22;

s az’ + by* + ¢z,

E=a+c)z®+b(c+a)y*+c(a+Db)2?

et de la réciproquement

Brya? = & — an — be,
yay* = §— by — caf,
aBz? = § — cn — abt.
3. L’équation de la surface est
é”l —&+abe=0,
et de la, en écrivant ¢= En — abe, on obtient pour un point de la surface
Bya* = (€ —a) (9 — bo),
yay* = (¢ —b) (1 — ca),
4B = (£ - ©) (n— ab),
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930] SUR LA SURFACE DES ONDES. 239

équations qui donnent les valeurs des coordonnées (2, y, z) du point en termes de
deux parametres & 7. Je remarque que ces équations donnent

2 y 2?
TR T b e
w? + y? + zﬁ
n—bc n—ca mn—ab

la premiére équation, en y considérant & comme dénotant #*+y>+ 2%, et la seconde
équation, en y considérant » comme dénotant aa®+ by®+ cz’, sont équivalentes l'une
et lautre & l'équation &y — &+ abc=0 de la surface.

4. Je prends A\, p, v pour les cosinus des inclinations de la normale (ou, ce
qui est la méme chose, de la perpendiculaire par le centre sur le plan tangent) aux
trois axes, et v pour le carré de la longueur de ce perpendiculaire, v = Az + uy + v2)*;
on a

Ni= {af+17-—a(b+c)}

Sl bl 8

{bE+n—b(c+a)}

=Z ok +n—c(a+D),
et de la, par Péquation A*+ u*+»*=1, on a
afylr= a (£ -a)(n—bo){aE+n—a(d+ o)f

+B(E—b)(n—ca)(bE+17 -0 (c +a)f

+q (E=c)(n—ab) {ck +1—c(a+D),
équation laquelle (en réduisant & moyen des rélations a+B+y=0, aa+b8+cy=0,
a*a + b*B + ¢’y = — aBy, &c.) devient

aByD?=aBy (&n— C) (n— &+ AE - B);

D=VN{En-C)(n—E+ AE-
5. On trouve de méme maniere

Az + py + vz=ElD_—q,

et 'on a ainsi

aM+b#y+0v2=Z(n—E‘+AE—B),

boxz + capy + abvz = { (n—C)(n—B)—C(n—E+ Af - B)};

ou, en y substituant la valeur de D,

| S I
Az + py + vz, —‘\/’U, "\/n_fg_'_AE_
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240 SUR LA SURFACE DES ONDES. [930

La premiere de ces équations donne

Q)=_.E’";O__
n—E+dE-B’
et de 1a réciproquement
- AE—-B
A+ b 4 cvz= ¢A__’
Az ©Y v Ui Bl
\+4E B =R
B oo s e Loty Dofcs Rt 0«/” £+ At
C Ca’/"y abvz (7’ ) 77 fz_*_AS B E”] O 7
_b(EB—-AE+B)-0 _ '3 E—a.E-b.E—c
e ik : _fsz§+B+ ok .
On a ainsi les formules
M+ py+ vz= o,
are + buy + cvz= ;/1,
v
bcMc+ca,uy+abuz=—7;«/5+B«/?_1—%;
v

et de 14 aussi

a(d+c)Ae+b(c+a)py+c(a+b)ve= nv5+%,
v

6. On peut introduire dans les formules » au lieu de %; les deux parametres
seront ainsi: £, carré de la distance au centre; w, carré de la perpendiculaire sur
le plan tangent.

On a d’abord
n—bc=E—(a+b+c)é+a(b+c)+

~(e-a) {g-b-or E5uET

=§—:%{bc——(b+c)v+vf};

E—a.E—b.E—c
v—§& 3

et ainsi

e (5 E) fbe — (B + ©) v+ vE],

et de méme

oy == foa — ¢ + ot
apr=C= (ab — @+ byv o,

lesquelles sont les expressions des coordonnées £ 7, ¢ en termes des parametres £, v.

www.rcin.org.pl



930] SUR LA SURFACE DES ONDES. 241

e Onig,
vD? = (En—C),
fﬂ—0=‘g’—a.f—b.‘g‘—c.{1+v-%}, =v.§—a;}§i—5b.§—c’
et de la
s (E—a.E—b.E—c\?
D—v( i >

On a aussi

a"f"'”_a(b"‘c):f—b.f—c.(l.{- f—_g>’ =v—_aéﬂ_—_c

_E - 2
et de la d
ol v—a.f—=b.E-c
= v—§ .
ce qui donne :
/877\2=§)v.;f)6 {be — (b + ¢) v + vE},
et de méme
,ya#2=21}‘ v—f)f {ca — (¢ + a)v + vE},
aﬁ,,e:f%;__"l;{ab ~ (a+b) v+,

lesquelles sont les expressions de A, w, v en termes des parametres & .

8. On obtient
Bt gyt ol =g 0O b =6+ Ove el
+B (v —"0){ca —(¢c +a)v+v§
+ 9 (v—c)lab —(a+ b)v + v},

ou, en réduisant comme auparavant,

A2 2 v

v—a+{1—b+v—c=0'

9. Je rappelle que I'équation du plan tangent est
M+,u.3/+vz—\/5=0,

ol v est déterminé comme fonction de A, w, v par I'équation qui vient d’étre donnée;
et quen considérant A, w, », v comme des parametres variables qui satisfont & cette

N

équation et & l'équation A?+ u®+r*=1, lon obtient la surface comme enveloppe de
ce plan tangent.
10. On a ainsi v comme l'une des racines de I'équation quadrique
A2 w? 2
-0 0=0, 056 -
en dénotant par u l'autre racine, on a donc
E—{(b+c) N+ (c+a)u*+(a+b) v} 0+ b\ + cap® + abv* =0 —u . 0 — v,
CXTET, 31

0;
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242 : SUR LA SURFACE DES ONDES.

ut+v= (b+e)NM+ (c+a)p*+ (a+b)r?
, wy , = ben* + cap® + abv?.
La premiere de ces équations peut aussi s'écrire sous la forme
A=y—v= ar? + bu? + e,
et la seconde sous la forme
B—uww =ab+c)N+b(c+a)p*+c(a+b)r®

11. J'observe que A, u, v sont les cosinus des inclinations de la
par le centre sur le plan tangent au point @, y, 2, la longueur de cette

[930

perpendiculaire
perpendiculaire

étant Vv; il y a un plan tangent paralltle qui corresponde aux mémes valeurs de

N, p, v, et évidemment on a alors ¥Yu pour la longueur de la perpendiculaire sur
ce plan tangent parallele; autrement dit, les équations de deux plans tangents sont

AX + puY +vZ—vo =0,
AX + uY +vZ—Vu=0.

Il convient de remarquer qu'on a pris (2, y, 2z) pour les coordonnées du point de la

surface qui est le point de contact du premier de ces deux plans,
deux quantités v et » n’entrent pas symétriquement dans les formules.

et qu'ainsi les

12. En substituant dans l'expression de w+v ou wuw, ou ce qui est plus simple
dans celle de A —u— v, les valeurs de A% w2 »* en termes de v, £ on obtient

afy(4d—u—v)=

v.v_f.aa(v—-a)z{bc--(b+ ¢) v + v}

+Bb (v — by {ca — (¢ + a) v+ vE}
+ e (v— c)? {ab — (a + b) v + vE},

équation laquelle (en rédnisant comme auparavant) devient

A-u—v=4-2v+- {v=a.v—=b.v-c},
v.v—§
c'est-a-dire

(v_-f)(v_u)_:'v—a.v-b.'v—c’

v

équation qui donne dans des formes trés simples, £ en termes de v, u,
termes de v, &

13. On a comme auparavant

MORENE 5 b S 1S
T HAfSR

Jje cherche l'expression de u en termes de £ 5. En écrivant pour abréger

n—E+Af-B=MN,
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930] SUR LA SURFACE DES ONDES. 243

nous trouvons

v—a:%(f—a){ag'f"’)_a(b-*-c)}’
ot =*<g b) bE + 1 =0 (c +a)},

v- c=1%[(f—c){05+n—c(a+b)},

U—E— E—a.f=b.E-p

v =M(f7l—0)

et de la
v—a.v—b.v—c {af+17—a(b+c)}{b‘g’+n b(c+a)}{c’g’+n—c(a+b)}
v.v—§ Mgy -0)

ou enfin, et en restituant pour M sa valeur,

uEn—Cr—lak+n—a®+o)bf+n—cla+b){ck+n—a(+o}
(§n=C){n-&+ AE - B
14. On peut introduire dans les formules w au lieu de § et ainsi exprimer les
coordonnées, &c., en termes des deux parametres v, . On a pour cela

V—u=

E=v_——v.v—u i
donc
b.v—c v—a
E—a= (v—a){1+m}, =—6(T_—u){bc—(b+c)u+uv}.
De plus
be—(b+c)yv+vE=@w—=0b)(v—rc)—v(v—§)
= v—a\_ u—a.v—-b.v—c
=w=b)(v—c)—(v— _u‘—v—b.v—c.<1—v_u>_— i
Done £l
] i a.u—a.v—Db, i _v.é—a.u—a
n—bc—v_s{bc—(b+c)v+v§}— e, e ;
ou enfin, & moyen de la valeur de £—a,
n—bc= (b+c)fu+uv}.
Done
U—a.v—a
—57w2=m{bc—(b+c)u+uv}2,
et de méme
u—b.v—>b

A -—v(v_—u)z {ea = (c +a)u+u?,

--afzt = %ﬁ {ab —(a + b)u + wv}?,

équations qui donnent les coordonnées z, y, z en termes des deux paramétres v, u.
31—2
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244 SUR LA SURFACE DES ONDES. [930

15. De la valeur ci-dessus donnée pour n—bc on déduit celle de n; en effet,

on trouve
n(w—u)=bc(v—a)+ (u—a){—(b+c)v+uw}

= {u*— (a+b+c)u+ab+ ac + be} — abe,
c’est-a-dire

gt 1 Al S5 it
77=v(u Au+ B) C” i AR T b.u c,
v—1u v—u

ainsi # est la méme fonction de v, uw et de v, &
16. De plus

37x2=%—f§{bc—(b+c)v+vg}, =

_u—a.(v—aP.v-b.v—c
v.v—E.v—u

c'est-a-dire ~
—ByNM=u—a.v—a,
et de méme
—yoapt=u—b.v—b,
—aBv*=u—c.v— ¢,
équations qui se déduisent plus simplement des équations
Mo+ o o+ 2 =1,
% 2
+-Ee =1,
v—a v—b wv—c
9] u »?

u—a+u—b+u—

=0.
c

Je rappelle les équations o
AN+ py+ vz= v,

arz + buy + cvz = l,,
Vo

a(b+c)7w+b(c+a),uy+c(a+b)vz=17'\/17+%;
et j'ajoute aussi celles-ci
A* 3 v? =L vV—Uu

(v—a)”+(v—b)”+(v—c)2=v.v—E__v—a.v—b.v—c’

et de méme
x2 #2 VZ V—-U

(u—a)’-'-(u—b)”-*-(u—c)2 T w—a.u=b.u—c¢
17. Formules différentielles. Nous avons

el & sy & vide =0, wdx+ydp+zdv=%%;

2aBy (ardz + budy + cvdz).= %‘ {aE +n —a (b +c)} 2Byzdz + &c.
= 5 laE+n—a@®+0)} {(n—be)dE + (€~ a) dn}
+ 2 g 49 = b (c + )} (0~ ca) dE + (E— b) dn)

+ 3 ok +n = ¢ (a+D)] ((n—ab) dE + (£ - o) da},
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ou, en réduisant comme auparavant,

=BV (= O)dE + (0~ 8+ AE=B)dn),
c’est-a-dire

2 (andxz + budy + cvdz):-\/ g”Tl%deg_‘_ /") Eg+_A§ dn,
ou enfin
axdz + budy + cvdz = — YVvdE + 1}?/2 ;
et de 1a en différentiant 1'équation :
arz + bpy + cvz = %,
on déduit

azd\ + bydu + czdv—%«/vdfﬁ-% %ndv.

v

18. Nous avons de plus
2Byade = (n —be) d€ + (£ — a) dn,

done {(p—=be)dE+ (E—a)d }
Ee B C + a n
4‘B'Yd‘”2 e E a.n— be
et de méme i« ) dE +(E—b)dn)
n —ca i n
dyady® = E—b.n—ca ’
Sapds =i = aB)GE ¥ (- o) dnl’.
E—c.n—ab

et de la, apres les réductions nécessaires,

P-Af+B-u -t
f—a.f-—b.f—cdf+n—bc.n-—ca.n—abdﬂz’

il C—&y 7 =By +AC - CE
)n‘g’—-a,.ef—b.f—-cdf2 n—bc.n—ca. n—abdz

en écrivant la premiére de ces équations sous la forme

ds* = Edg + 2Fdgdn + G,

4( de*+ dy+ d¥)=

4 (adz* +bdy* + cdz

e L C-—§&n
Al G_in—bc.n—ca.n—ab'

19.; De plus, de l’équatlun M4p*+212=1, et des valeurs de u+wv et uv, on déduit

AN+ pdu+  vdr=0,
aNdh + budp + cvdv=4%( du+ dv),
bendh + capdu + abvdy = § (vdu + wdv).
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246 SUR LA SURFACE DES ONDES. [903

20. Equation différentielle des courbes de courbure de la surface. En partant
. de T'équation
[idA 0 dug D i=0)

dz, dy, dz
Ly T
ou plus simplement des équations
d\ : dp 2 dv=de : dy : dz,
équivalentes & cette premiére équation, on déduit
(zd\ + ydu + zdv) (andz + budy + cvdz) — (zdz + ydy + zdz) (aNd\ + budu + cvdv) = 0,
c’est-a-dire
dv

o yls Jia
e (~vvde+ W‘) + dE (du+dv) =0,

ou enfin

dvdn +vdudf =0,
laquelle est la forme la plus simple de I'équation dont il s’agit.

21. On a ici

n=b(f2—AE+B)—C’ 5 v—a.v—b.v—c

v—§ I |

et il sagit de substituer ces valeurs dans I'équation différentielle. J’écris pour un
moment

ou l'on a
H=v(E-AE+B)—C,
=-—v‘g’+Av—B+g;

I'équation devient

—(v—§) {dHdv+ vdEdU} + (dv— dE) (Hdv + vud§) =0,
et I'on trouve ° :
dH = (£ — AE+ B) dv + (2 — ) vdf,
dU=(-g+A-g)dv- odE,
et en substituant ces valeurs, on obtient

W(v—’é)—vU}df’—{(v— £) ({-‘v—g)—vU+H}dvdE+{—(v—E)(E’—AE+B)+H}dv2=O.

Le coefficient de dg* est v* — Av*+ Bv—C, cest-d-dire v—a.v—b.v—¢ ; de méme,
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le coefficient de dv* est & — A+ BE —C, cest-d-dire E—a.E—b.E—c. Le coefficient
de — dvd§ est

<f'02—-0-—§2_v+%\+('u'lf—Avﬂ+Bv—0)+(v’g’2—Av§+Bv—C’),

=& <2v2—Av+g>—Avﬁ+2Bv—30;
I'équation différentielle est donc
(v*—Av*+ Byv—C)dg — {f (202—— Av + %) — Av* + 2By — 30} dvdE
+ (82— A2+ BE-C)dv* =

22. Mais on a identiquement
E—a.v-b.v—c
+E&—-b.v—c.v—a
+E—c.v—a.v-0>

—f.%.v—a.v—b.v—c=f<21;2—Av+g)—dv2+2Bv—30,

donc en divisant par
—Av¥»+Bv—-C, =v—a.v—b.v—c,
I'équation devient

E dfd <E a f b f . g)_*_dzf (ZE bf_c

a v—b v — v—a.v—-b.v—c

23. De méme, en substituant dans 'équation dvdn+vdudf =0 les valeurs

_v(@w—4du+ B) E_v_v—a-.v—b.v—c

V-1 ! V-1

on obtient

(v*— Av* + By — () du? — {u (21}2 —4dv +%> — Av*+2By— 30} dvdu

+ W= Au*+ Bu—C) dv* =
ou, ce qui est la méme chose,

du2—dudv(u_a+u_b+u_°_E)_*_dvg_u—a.u—-b.u—“c
v—a.v—=b.v—¢

v—a v—-b v—c¢c w i

les équations différentielles entre £ v et entre u, v respectivement sont ainsi precisé-
“ment de la méme forme: on peut vérifier sans beaucoup de peine qu’en introduisant
dans la premitre équation u au lieu de & par la substitution

v—a.v—b.v—c¢

E:v- ’

i

on obtient la seconde équation: cest la un théoréme d’analyse assez remarquable.

24. L'équation différentielle en u, v est changée en entrechangeant ces deux
variables: cela doit étre ainsi, car autrement les deux courbes de courbure par le
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248 SUR LA SURFACE DES ONDES. [930

point de contact du plan tangent AX +uY +0Z —Wp=0, et les deux courbes de
courbure par le point de contact du plan tangent paralleéle AX +uY + vZ —Nu=0
seraient paralleles les unes aux autres, ce qui n'est pas en général vrai Pour que
les deux équations soient identiques, on doit avoir

u—a u—>b wu—c w
v—a.v—-b.v—c.( + + ——>
v—a v-b wv—c w

v—a v—b wv—c v
=u—a.u—b.u—-c. + + -—1,
u—a u—>0 u—c u

c’est-a-dire
C C
u (2@2—Av+ ;) — Av*+2Byv—-3C=v (2u2 —Au+a) — Aw?+2Bu - 3C,
ou enfin

(u=v) {2u*— A (u+ v)uwv + 2Buv — C (u +v)} =

w=v donne le plan & linfinité, qui coupe la surface selon les deux coniques imaginaires
P+’ +22=0 et ax®+byt+c2®=0, et aussi les plans tangents singuliers qui touchent
la surface chacun selon un cercle réel ou imaginaire; je n’ai pas considéré la courbe
sur la surface que 'on obtient en égalant & zéro l'autre facteur.

25. Rayons de courbure.

Les équations de la normale au point (#, y, z) sont
X=2—-R\ Y=y—Ru, Z=:2-Ry,

et, en supposant que les coordonnées X, ¥, Z se rapportent & un centre de courbure,
on a

dz=Rd\, dy= Rdu, dz=Rdv,
et de la
adz +ydy + zdz= R (zd\ + ydu + zdv),

cest-a-dire df = @}1); donec R=+v g—f, =60+v, en posant 0=g—§: 0 est donc déterminé,
v

en fonction de & v, par I’équation

oo (E=a LoV E Ly £ b Aol

+
v—a v—b v — v v—a.v—b.v—c¢

1

et les deux rayons de courbure sont alors donnés par la formule R = 6.

26. Surface des centres de courbure. En écrivant pour R sa valeur, = 0 Vv, nous
avons

X=2-MWNv, Y=y—pdvv, Z=z-v0V,

ow X, ¥, Z dénotent les coordonnées d'un point de la surface cherchée; et si nous
formons les expressions =, H, Z analogues & &, 7, & savoir

E= X+ Y4 z,
H = aX?+ bY:+ cZ?,
Z=a(b+c)X?+b(c+a) Y2 +c(a+b) 22
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on obtient sans peine, & moyen des valeurs trouvées pour

Az +py + vz, alz+buy +cvz, aN*+bu?+ v, &e.,

B= E—20v + 6,
b= n — 20y + 6 (4 —u—v),
Z=En+C—-20(q+ C)+ 6 (B—w);

ol comme auparavant

pifEen; bt b0 B pifombohit vay

v—a v—b v—c v—a.v—b.v—c¢

_v(E—AE+B)-C

o+ £
a.v—b.v—c¢

(v—§@-—u)="= ;

v

en éliminant entre ces six équations les cing quantités & #, 6, v, u, on obtient
I'équation de la surface des centres en termes de E, H, Z qui sont des fonctions
données des coordonnées X, ¥, Z d’un point de la surface.

27. Je remarque que les sections principales de la surface des ondes sont des
courbes de courbure de cette surface; en particulier, pour fixer les idées, la section
par le plan z=0, savoir le cercle £#—c=0 et lellipse 5 —bc=0 sont des courbes de
courbure. Pour l'une ou l'autre de ces courbes, il y a une suite des courbes de
courbure de l'autre espéce qui coupent le cercle ou lellipse a angle droit, et qui sont
symétriques aux deux cbdtés du plan z=0. En considérant par exemple lellipse, les
normales a la surface aux points successifs de cette courbe sont situées dans le plan
de zy et se coupent selon une courbe dans ce plan, la développée de I'ellipse, laquelle
est une courbe sur la surface des centres; lordre de cette développée est = 6. Mais,
de plus, chaque normale de la surface & un point (z, y, 0) de lellipse est rencontrée
par les normales de la surface aux points (#, y, +6z) au-dessus et au-dessous du
point de lellipse: les points d’intersection forment une courbe dans le plan de ay,
laquelle est aussi une courbe sur la surface des centres, et de plus elle est une
courbe cuspidale sur cette surface: mnous allons voir que lordre de cette courbe
est =6. De méme pour le cercle, la développée du cercle est le point #=0, y=0,
lequel & ce que je crois doit étre considéré comme cercle infiniment petit (ou deux
droites imaginaires) #*+y*=0; le cercle donne lieu aussi & une courbe qui est une
courbe cuspidale sur la surface des centres, et nous allons voir que l'ordre de cette
courbe est =4. La section de la surface des centres par le plan ay est donc

composée comme suit :

développée de lellipse, ordre 6
courbe cuspidale, ordre 6, trois fois, s 18
développée du cercle, P 2
courbe cuspidale, ordre 4, trois fois, 3 12
38,
C. XIIL 392
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et il parait ainsi que lordre de la surface des centres de la surface des ondes doit
étre = 38.

28. Je m’arréte pour un moment pour considérer la méme théorie par rapport &
Iellipsoide '§+%2+%2=1. La section par le plan z=0 est ici lellipse %2+‘%2=1;
et pour la surface des centres on a dans le plan de ay, la développée d’ellipse,

courbe d'ordre 6, et aussi une courbe cuspidale laquelle est une ellipse. En effet,
pour trouver I'équation de cette courbe, on a pour les coordonnées X, ¥ du point

o la normale au point (2, 7, 2) rencontre le plan z=0, les équations z=X +%z,
y=Y+ Pz; Cest-ddire X =2 (1 o 2), Y=y (1 - %) Dans ces équations @, y se
v

2 2
rapportent & un point de lellipse %+:’i=1; en éliminant entre les trois équations

b
aX? a2 bY! =1, ou ce qui est la méme chose 9—19+b£2—
@=cp” G—op ’ I Al
La section principale de la surface des centres est donc composée de cette ellipse
2 2
trois fois, et de la développée de Uellipse %+‘% =1; lordre de la section, et ainsi

1l

«, y, on obtient

Pordre de la surface des centres, est donc 6 +38.2, =12, comme cela doit &tre.

A |
29. De méme pour la surface des ondes on a z=X + e = Y+ ';_“ 2z, cest-a-dire
w_a:{a‘g’+n—a,(b+c)}
cE+n—c(a+b)

{bE+n—b(c+a)
cE+n—c(a+b) ’

X=

>

Y=y—y

o pour z=0 on a (£—c)(p—ab)=0, équation qui donne: 1° le cercle £—c=0;
2°, Tellipse 7 —ab=0.
1°. Pour le cercle £=¢, en écrivant a*=cf, y*=c¢(1—0), nous avons
n=acld+bc(1—46), =c(b+y0)
et de la
ak+n—al+c)=0b8+cyb,
bE +n—0b(c+a)=0bB+cyd,

c§+n—c(a+b)=c(B+9)
valeurs qui donnent

¥ J(l_il“_cv"} 0, 08
c(B+y0)’ Ve B+ 48’
Y=vw—1_g{1__lz@,+‘cﬁ} Ll N~
c(B+v0)’ Ve B+’
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done
G ¢ iy o A il :
7 ¢ (B+0y
_BY:= R al-L8(1~6) | € 1
¢ (B+90y ° =~ ¢ B+q0’
et de la

(aX— BV =" (X2 1 7;
courbe de l'ordre 4, cuspidale sur la surface des centres.

2°, Pour lellipse n=ab, en écrivant a*=0b0, y*=a(1—0), et de la
E=00+a(1-0), =a—qy0,

on obtient
ak+n—ad+c)=—a(B+y0),
bE+n—0b(c+a)y=—>b(B+y0),
cE+n—c(a+b)=—0b8—cyb,

valeurs qui donnent

X=vive . {1- ol _vigy V819

bR + eyl b8+ oyb
_b(/3+v€)} e 0V1I=0,
AT bl i 2
done
" ot sl T8 S,
58" a2 =" (88 + oy0)”
Ko bB(1—6)—aad _ waG -9
B S Y A D0 Gl
X, eQ-6p
58 az=" BB + oyd)’
et de la

(o +ae) (5 <) =7 g

courbe de l'ordre 6, cuspidale sur la surface des centres.

30. On aurait pu développer la théorie des courbes et rayons de courbure &
moyen de la formule ci-dessus donnée, ds*= Ed£2+ 2FdEdn+ Gdn® (F=0), mais pour
cela il faudrait trouver plusieurs expressions qui ne sont pas encore calculées, savoir
les coefficients des formules

dw = adE + 20/dE dy + o"dip,
dey = BAE +2R'dE dn + B"dn,

A2 = y dE* + 2y dE dn + o 'drp,
32—2
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et puis
B, F, @=Na+pB+vy, A+ pB +vy, N’ +puB" " +vy"

En prenant comme auparavant B pour le rayon de courbure on aurait alors, (Salmon,
Geometry of three dimensions, Ed. 4 (1882), p. 347),

” R, Edg, Gdy ||=0,
EG, Edt+Fdy, FAE+ @dy
et

=0,

' dy, RE -EG RF
‘ —dg, RF, RG'—-EG

formules pour les courbes et rayons de courbure: en particulier, I'équation différentielle
des courbes de courbure peut s'écrire sous la forme

dyt, —dEdy, dg |=0.

Au reste, cette équation en df, dny se déduirait plus simplement de P'équation
dvdn+vdudE=0, en y introduisant les expressions de v, u en termes de &, 7.

31. Courbes géodésiques sur la surface. IL’équation différentielle du second ordre
des courbes géodésiques dépend seulement des coefficients Z, F, G, savoir en supposant
F =0, cette équation est

E dE (— E,dE* + 2G,dE dn + G.dn?)
— Gdn( E,dE+ 2E.dEdn — Gidn?)
+ 2EG ( d§ dn — dn d°¢ ) =0,
ou ce qui est la méme chose

(— EE,, 2EG, - GE,, EG, —2GE,, GG,) (&, dn)+2EG (dfdn —dyd2£)=0,

A\

ol
dE dE dG dG
El; E?: Gl) G2='d—§’ %; 3?, %
respectivement, voir Cayley, “On geodesic lines, in particular those of a Quadric
Surface,” Proc. London Math. Soc., t. 1v. (1872), p. 197, [508]. Nous avons vu que pour
la surface des ondes dont il s’agit les expressions de £, G sont

R she .| 4L ork Ly C—é&n :
E_%f—a.f—l;.f—c’ G_4n—bc.n—ca.n—ab’

et lon obtiendrait de 13 sans peine les expressions des coefficients de la fonction
cubique (= EE,, ...)(d§, dn) qui entre dans 'équation différentielle.
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