





Efektywne metody wyznaczania mediany Kemeny’ego

Whprowadzenie

Istnieje wiele sposobow upraszczania zadartia wyznaczania mediany Kemeny’ego, ktdre

w przypadku ogélnym stanowi problem NP-trudny. W pracy przedstawiono jedng z takich
metod.
Zatozymy, ze dany jest zbidr obiektow &= {0y, ..., On} oraz zbiér ekspertow #= {1, ..., K}.
Zadaniem ekspertéw jest uporzadkowanie zbioru obiektow zgodnie z przyjetym kryterium lub
zbiorem kryteriow. Zaktadamy réwniez, ze wszystkie obiekty ze zbioru ¢ sa poréwnywane
ze sobg oraz, ze w opiniach ekspertéw moga wystgpowac obiekty réwnowazne. W dotychcza-
sowych rozwazaniach postugiwano sig przede wszystkim macierzami poréwnan parami oraz
wyznaczang na ich podstawie tzw. macierza strat R. Celem pracy jest zwrGcenie uwagi na
fakt, ze mozna uzyskaé interesujace wyniki wprowadzajac do rozwazar macierz rozktadu
gtosoéw ekspertow L.

Zaproponowana metoda wykorzystuje twierdzenie Litvaka [3] podajace warunek ko-
nieczny i dostateczny, ktéry musi spetnia¢ uporzadkowanie, aby stanowito mediang. Mozna
pokaza¢ — wykorzystujac to twierdzenie oraz zaleznosci migdzy macierzami R i L — ze wy-
znaczanie mediany sprowadza si¢ do wyznaczenia relacji wigkszosci, jaka powinny spetnia¢
obiekty tworzace szukane uporzadkowanie. Nastgpnie nalezy dokonaé¢ eliminacji ze zbioru
wszystkich mozliwych uporzadkowan » obiektéw tych uporzadkowan, w ktérych wymagane

relacje wiekszosci migdzy obiektami nie sa spetnione. Jezeli w wyniku tego postepowania




otrzymano wigcej niz jedno uporzadkowanie, nalezy wybraé to, ktérego odleglosé (w sensie

Kemeny’ego) od zbioru uporzadkowan podanych przez ekspertéw jest najmniejsza.

1. Definicje mediany Kemeny’ego. Podejscie klasyczne [1]
Oceny pary obiektéw podane przez ekspertéw moga mieé postaé (dla uproszczenia za-
pisu pominigto indeks eksperta):
O;> 0, co oznacza, ze obiekt O; jest - ze wzgledu na przyjgte kryterium (zbiér kryteriéw) —
lepszy od obiektu O,
O;= 0;, co oznacza, ze obiekty O, oraz O; s3 — ze wzglgdu na przyjgte kryterium (zbi6r kry-
teriéw) — réwnowazne,
0;< 0;, co oznacza, ze obiekt O; jest — ze wzgledu na przyjgte kryterium (zbidr kryteriow) —
gorszy od obiektu Oy
Stosowany jest réwniez zapis w postaci uporzgdkowania
P={0,,0,,...,(0,,0,),....0, ,0,}, M
ktdry oznacza, ze obiekt O, jest lepszy od obiektu O, ; obiekty réwnowazne (O, ,0,) sa uje-
te w nawiasach.
Dla ocen par obiektow, ktére podaje ekspert o numerze k, tworzymy macierz poréwnan

obiektéw parami, ktorej elementy sa okre$lone nastepujaco




L jezelio, »* O,
A :[a,;], gdziea,f. =40 jezelio, &* 0, a,=0,i=1,..,n @)
-1 jezelio, <* O,
W dalszych rozwazaniach przyjmujemy, ze eksperci podaja swoje oceny w postaci upo-
rzadkowar,”
Zaktadamy, ze mamy uporzadkowanie P* podane przez eksperta o numerze & oraz dane upo-
rzadkowanie P.
Definicja 1 [1].

Odlegtosé migdzy parg obiektow O;, O; w uporzadkowaniu P oraz parg tych samych obiektéw

w uporzadkowaniu P* jest definiowana nastepujaco:
d,(P,P*) =|a, - af|. @)

Definicja 2 [1].
Odlegloé¢ migdzy uporzadkowaniami P oraz P* jest definiowana nastepujaco:
nl n -l n
d(P,P*)=3.>"d,(P,P*)=) > la, ~a}|. )
i=l i i=1 j>i
Przyjmiemy, ze w uporzadkowaniu P obiekt O; poprzedza O, czyli a;=1. Wprowadza-

my oznaczenie

k

3
t, =!a

i

;-1 k=1...K. (5)

Wspbtezynniki r,,'.‘ moga przyjmowacé nastepujace wartosci

! Majac dane uporzadkowanie mozna na jego podstawie uzyskaé — w sposob jednoznaczny — macierz pordwnan obiektow
parami. Nalezy podkresli¢, e znajomos¢ tej macierzy nie zawsze umozliwia wyznaczenie odpowiadajacego jej uporzadko-
wania. Taka sytuacja ma miejsce, gdy podane oceny par obiektow nie sg przechodnie.
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0 jezelia; =1
r;.; =!a; ——ll =11 jeielia;. =0 . Q)
2 jezeliay =-1

Wzér (4) przybiera zatem postaé

PPy =3 S, —at =5 et -1=5 3 %)
i=l j>i 1

i=l j>i i=l j>i
X

Wprowadzamy oznaczenie 7, = Zr;f . ®)
=1

Definicja 3 [3].
Odlegtosé d(P, P™) uporzadkowania P od zbioru uporzadkowari

P®=(p! .. PX} podanych przez ekspertéw wynosi

arp)=3deph =355 =53, ©
k=1

k=l =t i i=) i

Macierz R=[r;] nosi nazwe¢ macierzy strat. Ze wzoru (6) wynika, ze wartoéci elementéw ma-
cierzy R zaleza wylgcznie od postaci uporzgdkowan podanych przez ekspertéw.

Definicja 4 [3].
Mediang Kemeny’ego nazywamy takie uporzadkowanie P,z
d(P,P®) = mind (P, P®Y, 10

Z definicji mediany Kemeny’ego (10) oraz wzoru (9) wynika, ze zadanie wyznaczenia
mediany Kemeny’ego mozna sprowadzié do takiego przestawienia wierszy i kolumn macie-

rzy R (tzn. zmiany kolejnosci obiektéw), aby suma elementéw r; nad przekatng gtéwna byta




jak najmniejsza. Nalezy podkredli¢, ze istnieje wiele sposobéw upraszczania zadania wyzna-

czania mediany Kemeny’ego. Niektére z nich zostang oméwione w niniejszej pracy.
Definicja 5 [3].

Macierz strat jest przechodnia, jezeli z warunku

S (11)

s

wynika, ze r,

<r , Orazr <r ]
Yty i en

r,; :
il U™ el

L=1,..n,j=1,.n1,8=2,.., (ny).

Warto odnotowaé, ze warunek przechodnio$ci nie wymaga aby s=2. W przypadku
ogbélnym dla K>3 macierz strat odpowiadajaca dowolnym uporzadkowaniom
P™ ={P',...,P*} nie musi by¢ przechodnia.

Definicja 6 [3].

Przyjmujemy, ze zwyciezca w sensie Condorceta jest obiekt, ktéry zdaniem wigkszosci eks-
pertéw (Kw > K/2) poprzedza pozostale obiekty?,

Definicja 7 [3].

Zbiér uporzadkowan ma wlasno$¢ Condorceta, jezeli dla kazdego podzbioru obiektéw istnieje
zwyciezca w sensie Condorceta.

Obiekty bedace zwycigzcami w sensie Condorceta s3 wyznaczane nastgpujgco. Naj-
pierw okresla sie zwyciezce Condorceta dla calego zbioru obiektow {O,} =1, ..., n. Nastep-
nie obiekt ten jest usuwany ze zbioru obiektdw i wyznaczany jest — o ile istnieje — zwycigzca
Condorceta dla (n-1) elementowego podzbioru obiektéw. Tak wyznaczony obiekt jest usuwa-

ny ze zbioru obiektéw i postgpowanie jest powtarzane dla kolejnych podzbiordw.

2 Niektorzy autorzy przyjmuja, ze warunek ten ma postac (K > K/2)
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Twierdzenie 1 [3].
Macierz strat odpowiadajgca uporzadkowaniom P® ={P' .. P*} jest przechodnia wtedy
i tylko wtedy gdy zbidr tych uporzadkowan ma wiasnoéé Condorceta.

Twierdzenie 2 [3].
Jezeli dany zbiér uporzadkowan P™ ={P',...,P*} ma wilasno$¢ Condorceta, to mediane
Kemeny’ego stanowi uporzadkowanie obiektéw P = {0,.0,....,0,,,0, } bedacych zwycigz-
cami Condorceta dla kolejnych podzbioréw obiektow. Dla tego uporzadkowania odleglosc
d(P, P™®) jest kresem dolnym odlegtosci od zbioru uporzadkowan P®, Oznacza sie ja litera
H

Twierdzenie 3 [3].
Jezeli w medianie nie wystgpuja obiekty réwnowazne, wowczas

dp,P®y= Yy, 12)
e

gdzie ],‘,’) - zbiér indekséw (i), dla ktérych w uporzadkowaniu P mamy O, >0, , tzn.

a; =1.

Ta zalezno$é moze by¢ zastosowana do wyznaczenia kresu dolnego H odlegtosci (9). Litvak
wykazal, Ze spetnione jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4 [3].

n

#=5S min(r, 1) (13)

i=l y>i




2. Zastosowanie macierzy rozktadu gloséw ekspertow
W dotychczasowych rozwazaniach postugiwano si¢ przede wszystkim macierzg poréw-
nan parami. Wprowadzajac do rozwazan macierz rozkiadu gioséw ekspertéw mozna uzyskaé

istotne wyniki

Zatozymy, ze dany jest zbiér uporzadkowan n obiektéw podanych przez K ekspertow
P® ={p' .. P¥}. Zatozymy réwniez, ze w opiniach ekspertéw moga wystepowaé obiekty
réwnowazne.
Wprowadzimy oznaczenia:
Iy - liczba ekspertéw, ktérych zdaniem O; > Oy
I; - liczba ekspertow, ktérych zdaniem O; > O; (14)
my - liczba ekspertéw, ktorych zdaniem O; = O), to znaczy, ze obiekty O; oraz Oy sg réwno-
wazne w sensie przyjetego kryterium (zbioru kryteriéw).
Zatem speiniona jest rowno$¢ I+ I + my = K. (15)

Z definicji macierzy strat R = [r]} (6), (8) wynika, ze

o SR IO IS TR a9
& oo, k 0,540, k 0,<t0,

skad

= 0'1,’j+ l'm,j+ 211, (17)

Jezeli w uporzadkowaniach wystepuja obiekty rownowazne zazwyczaj przyjmuje sie — aby

byt spetniony wzor (15) — ze kazdy z obiektéw réwnowaznych otrzymuje %2 giosu eksperta.




Niech [, =1, +0.5m,. (18)

Wéwczas wspélczynniki macierzy strat mozna zapisaé w postaci

rg =20 +0,5mp) =27, (19)
Symbole 7; oraz I, bedg uzywane zamiennie, poniewaz sposéb wyznaczania wspot-

czynnikéw macierzy rozkfadu gloséw ekspertéw zazwyczaj wynika z kontekstu. Mamy wiec

zaleznos$¢ wiazaca macierze strat i rozktadu glosow ekspertow

R=2LT (20)

Zalezno$¢ ta umozliwia sformulowanie podanych przez Litvaka [3] twierdzen dotyczacych

wiasnosci macierzy strat oraz wyznaczania kresu dolnego odleglosci za pomoca macierzy

rozkiadu gloséw ekspertow.

n=l n
Wzér (13) moze by¢ zapisany w postaci H =2 " min(l.1,) 2D

i=l j>i

Odejmujac od wyrazenia (17) réwnosé (15) otrzymujemy

r,»j-K=21j,-+l'm,-j-li,--lﬁ-m,-J-=I,-;—I,-J~=-AI,~- (22)
Tak wige ry =K - Aly, (23)
Ze wzoru (23) wynika takze, ze fr; — i | = 2|Al). 24

Jezeli Al = 0, to {ry — Fj; min = 2, bowiem |Aly [ = 1. A zatem minimalna zmiana odleglosci

migdzy uporzadkowaniami wynosi 2.




3.  Wyznaczanie mediany Kemeny’ego
W pracy Litvaka [3] jest podane twierdzenie majace duze znaczenie praktyczne.
W dalszych rozwazaniach zostanie pokazane, jak zastosowanie tego twierdzenia pozwala
istotnie uproéci¢ proces wyznaczania mediany Kemeny’ego. Rézne wersje tego twierdzenia
byly podawane w kilku pracach, np. Saari, Merlin [4], Truchon {5]. Jednakze ich autorzy nie
odwotywali si¢ do oryginalnej pracy Litvaka opublikowanej znacznie wczeéniej, bo w 1982 r.
Twierdzenie 5 [3].
Zalozymy, ze jest dany zbiér uporzadkowad P™ ={p',...,P¥}, dla ktérego wyznaczono
macierz strat R = [#], i, j = 1, ..., n. Jezeli uporzadkowanie P stanowi mediang tego zbioru

g

]

uporzadkowari, to jest spefniony warunek 7, , v=1,..,n-l 25)

Jezeli dla danego uporzadkowania P jest spetniony warunek (25) a macierz strat R jest
przechodnia, to uporzadkowanie P stanowi mediang zbioru uporzadkowan P®.

Aby zapisaé warunek (25) uzywajac elementéw macierzy rozkladu gloséw ekspertow,
przywolamy wzér (23)

=K- (Zi“‘ [ Zi,,.‘ ). (26)

val

r, )orazr,

fodn

= K - ([iv ivol _1

[T i,

Warunek (25) mozna zatem zapisaé jak nastepuje

K _(1.; i _[i", iv) <K- (Iiw, i _Ii,. iy ) s 27
skad 0<2(/, —L ) (28)
i ostatecznie 0<(/,, -/ ) 29

Warunek (25) jest warunkiem koniecznym, aby uporzadkowanie P byto mediana.
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A zatem (29) jest réwniez warunkiem koniecznym, ktéry musi speiniaé mediana. Konse-
kwencja tego warunku jest wymaganie, aby relacje wigkszosci migdzy parami obiektow —
wynikajace z macierzy rozktadu gloséw ekspertéw — byly zachowane w medianie. A zatem
na podstawie wzoru (29) mozna sformulowad nastgpujacy wniosek.

Uporzgdkowania, w ktorych nie sq spelnione relacje wigkszo$ci wynika-jqce z macierzy roz-

ktadu glosow ekspertow, nie mogg byé¢ mediang.

Podejécie, ktérego podstawe stanowi to stwierdzenie, zastosowat M. Truchon [5] do

uproszczenia procesu wyznaczania mediany Kemeny’ego.

Kolejnosé postgpowania jest nastepujaca:

1° Na podstawie macierzy rozktadu gloséw ekspertéw wyznacza si¢ pary obiektow spelnia-
Jjace relacje wigkszosci.

2° Dla par obiektéw wyznaczonych w punkcie 1° okredla si¢ relacje przeciwna, tzn., jezeli
migdzy parg obiektéw O; oraz O, zachodzi relacje wigkszosci O; =~ O}, to przyjmujemy, ze
O; = Os

3° Ustalamy wszystkie mozliwe uporzadkowania, ktére mogg stanowi¢ mediang.
W przypadku » obiektéw i przy zalozeniu, ze w medianie nie wystepuja obiekty réwno-
wazne, nalezy rozpatrzy¢ n! uporzadkowar.

4° Ze zbioru uporzadkowan wyznaczonych w punkcie 3° usuwamy te, w ktérych migdzy

sgsiednimi obiektami wyst¢puja relacje ustalone w punkcie 2°.




5° Dla uporzadkowan, ktdre nie zostaty usunigte w kroku 4° sprawdzamy, dla ktérego upo-
rzadkowania (dla ktérych uporzadkowan) odlegtos$¢ (9) jest najmniejsza. Uporzadkowa-
nia, ktdre spetniaja ten warunek stanowig mediane Kemeny’ego.
Sprawdzenia, czy jest spetniony warunek z pkt 5° mozna dokonaé na kilka sposobdw,
w szczeg6lnosci majgc wyznaczong macierz rozktadu glosdéw ekspertow L mozna dla kazdego
uporzadkowania P obliczy¢ odlegtosé d(P, Py zgodnie z wzorem
n=l n

ar. P =33, =S Sl -, -1 2 k-5 5w, 60)

=1 j>i i=l i i=l j>i

W przedstawionej procedurze — stuzacej do uproszczenia procesu wyznaczania mediany
Kemeny’ego — zaklada si¢ eliminacj¢ tych uporzadkowan, w ktérych sasiadujace obiekty nie
spelniajg zasady wiekszo$ci wynikajgcej z macierzy rozkiadu glosow ekspertow.,

Jednakze moze zdarzy¢ sig¢ sytuacja, ze w uporzadkowaniach pozostatych po tej elimi-
nacji moga wystepowad pary obiektéw nie zajmujacych sasiednich pozycji, ktore réwniez nie
spetniaja relacji wiekszosci wynikajacych z macierzy rozkladu glosdéw ekspertéw. Dla tych

par obiektéw A/, <0.

A zatem zgodnie z wzorem (30) odlegtosé d(P,P™) bedzie tym mniejsza im suma

n=l n
ZZ Al bedzie mie¢ wigkszq wartod¢. Ze wzgledu na to, ze dla rozpatrywanych par obiek-

i=1 j>i

tow Al, <0, odpowiadajace im skladniki sumy beda powigksza¢ warto§¢ odlegtosci. Mozna

zatem przyjaé, ze uporzadkowanie, w ktérym suma |A1,.j| wyznaczona dla par obiektow nie
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Pary obiektéw, ktére spelniaja relacje wiekszosci s nastgpujace:
01> 0y; O: > Os; 0, 03 Oy > Os; O3> O4 04> 01 (33)
Przyjmiemy, ze mediany dla zbioru uporzgdkowan bedziemy szukaé wéréd uporzgdkowar nie
zawierajacych obiektéw réwnowaznych.

Wiadomo, ze dla 4 obiektéw takich uporzadkowan jest 4!=24. Sg one, jak nastepuje (dla

uproszczenia zapisu pominieto symbol ).

1°0, 0, Oy O, 9° 0, O3 01 O 17 05 0s Or O
220, O Oy Oy 10° 02 O3 O+ O 18° O3 Oy O O
30 03 O, O 11° O Os O1 O 19° Os O; Oz O
4 01 O3 04 O 122 O, 04 O3 O 20° 04 Oy O3 O
5201 Oy O, O 13° O3 O O O4 21° Oy Oy O Oy (34
6 0 Oy O3 O 14° O3 Oy Os O 22° Oy O, O3 O
7° 0, O O3 Oy 15 O3 Oy O; Os 23° Os O3 O O
8 0, O O4 O 16° Oy O 04 O 24° Oy O3 O O

Mediang nie mogg by¢ uporzadkowania, w ktérych relacje miedzy sasiednimi obiektami
sg przeciwne do podanych w (33). Nalezy zatem wykluczy¢ uporzadkowania, w ktérych
a) O > Os; b) O > Oy c) O3> Oy
d) O3> Oy e) Os > Oy; ) O > Os; (35)

Z analizy 24 uporzadkowan wynika, ze



1°

17°

warunek a) wyklucza uporzadkowania 5°, 6°, 8°, 9°, 14°, 15°
warunek b) wyklucza uporzadkowania 7°, 8°, 15°, 18°,21°, 24°
warunek c) wyklucza uporzadkowania 9°, 12°, 13°, 14°, 22°, 23
warunek d) wyklucza uporzadkowania 3°, 6°, 15°, 16°, 20°, 24° (36)
warunek e) wyklucza uporzadkowania 4°, 5°, 14°, 18°,21°, 22°
warunek f) wyklucza uporzadkowania 2°, 6°, 8°, 12°, 23°, 24°
Warunek (33) spelniajg jedynie uporzgdkowania

0,05, 0504 10° 03,0504, 0, 11° Oy, O4, Oy, O3

03,04, 0,0, 19° 04,04, Oy, O3

37

Aby wyznaczyé mediang wystarczy sprawdzié, dla ktdrego z tych uporzadkowan odlegtosé

n=t n

d(P,P®) osiaga wartosé minimalng lub wyrazenic Y " Al, osiaga wartos¢ maksymalna.

il j=itl

Macierze {Al;] dla rozpatrywanych uporzadkowan maja postaé:

(o) Oy | O3 | Oa o 0, | Os | 0o | OF | 2,
0 - 1 1 -1 1 O, - 3 1 -1 3
0 - 3 1 4 Os - 1 -1 0
O3 - 1 ] Os - 1 1
04 - _6__] 0 - 14

Oy { O | OF | O3 | 2,0 Oy | 0a | O] 00} 2,
0, - 1 -1 3 3 (9] - 1 -1 -3 -3
Os4 - 1 -1 Os - 1 -1 0
O, - 1 1 O - l 1
O3 - 4 0, - _2_J




Oy O, 0, O3 il

Oy | - 1 f -1 ] -1 ] -1 | (38)
O - 1 1 2
0, - 3 3

O - 4]

Z poréwnania macierzy . [Al;] wynika, ze mediang stanowi uporzadkowanie

O, Oz, 03, 0.

Jego odleglo$é od zbioru uporzadkowan wyznaczona za pomoca wzoru (30) wynosi

4(42_ D 5— Z ZAI,.J =30-6=24. Kres dolny macierzy strat okreslonej dla uporzgdkowan

J
(31) H=122. Nie istnieje uporzadkowanie dla ktérego d(P,P*™)= H . A zatem uporzadkowa-
nie O, 02, O3, O4 jest mediang, poniewaz odpowiadajaca mu odlegto$¢ od kresu dolnego jest

najmniejsza (i réwna 2).

Przyktad 2.
Zalozmy, ze jest dana macierz rozkladu gloséw ekspertéw wyznaczona na podstawie upo-
rzagdkowan 5 obiektéw, podanych przez 7 ekspertéw.

O] 0,103 04|0s
O (025345

I- 0, (4501355 Ky 27 =35 39)
0|4 40455
O, 3| 2[25[0 45

Os| 21222510

Z macierzy L wynika, ze obiekt O; jest zwycigzca w sensie Condorceta.
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Po wykresleniu go z macierzy (39) otrzymujemy

011 02]| 04 0Os 0y ] 04| Os
O] 0(25(415 O 101415
O, [45[0 (5[5 (40 03045 @1
O4 3 (20145 Os) 212510
Os]2|2]25]0

Kolejnym zwycigzca w sensie Condorceta jest obiekt O,.
Po wykresleniu go z macierzy (40) otrzymujemy macierz (41).
Nastgpnymi zwycig¢zcami w sensie Condorceta sg obiekty O; oraz Oy.

Uporzadkowanie wynikowe ma posta¢ 03, Oz, O1, Os, Os. (42)

Macierz [Al;] uporzgdkowana w podanej kolejnosci obiektéw jest nastgpujgca

O3 | O | O1 | Os | Os ot Bly

Oy | - 1 1 2 3 7
0; T2 313 3 (43)
O - 1|3 4
Os - 2 2

Os - 21










Po wykresleniu go z (47) otrzymujemy

O3

Os

O3

5

Os

48

W macierzy (48) zwycigzcg w sensie Condorceta jest obiekt Os. Uporzadkowanie utworzone

z kolejnych zwycigzcdw w sensie Condorceta ma wiec postaé

01, 04, Oz, Os, Os, Os. (49)
Macierz [Aly] uporzadkowana w podanej kolejnosci obiektow jest nastgpujaca
O | 04| 02| Os| Os | O3 L

0| - 1 313 1 3o

Oy |-1| - |3 ]-1]31{3 8

O | 3|3 - 1 7413 |11 (50)

Os | 3|1 -1] - 1 1 2

Os|-1}|-31{-74}-1] - 1 1

Oy |33 (-3 |-1(-1]-133
Wykorzystujae wzdér  (30) otrzymujemy, 2e dla uporzadkowania (49) odlegtosc
ap.p®) =116 _33_135.



Kres dolny odlegtosci d(P,P®) obliczony na podstawie wzoru (21) wynosi 130. Nie istnicje
uporzadkowanie dla ktorego d(P,P*)=H . A zatem uporzadkowanie (49) jest mediana,
poniewaz odpowiadajgca mu odlegio$¢ od kresu dolnego jest najmniejsza (i réwna 2).

Usuwajgc z macierzy (45) obiekt O otrzymujemy

O, | O3] O4| Os

O, | - [ 71479
0| 4| -]4]5 )
ol 717 -7

Os| 2] 6|4 -

W macierzy (51) zwycigzca w sensie Condorceta jest obiekt O4. Po wykre$leniu go z (51)

otrzymujemy
O, O3 | Os
Oy - 719
S (52)
Os| 216 -

Kolejnymi zwycigzcami w sensie Condorceta sg obiekty O; i Os. Uporzadkowanie
utworzone z kolejnych zwycigzeéw w sensie Condorceta ma wiec postaé

1, Os, O4, 03, Os, Os. (53)
Dla uporzadkowania (53) odlegtos¢ d(P,P*®") wyznaczona za pomoca wzoru (30) wynosi

132 a wigc uporzadkowanie to jest réwniez mediang.
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Usuwajac z macierzy (52) obiekt O, i nastepnie obiekty Os, O4 i Os bgdace kolejnymi

zwycigzcami w sensie Condorceta otrzymujemy uporzadkowanie O, O, Og, Os, Os, O3. (54)

Dla uporzadkowania (54) odlegloéé d(P,P™*) wyznaczona za pomocg wzoru (30) wynosi

136 a wigc uporzadkowanie to nie jest mediang.

Przykiad 4.

Mamy dane uporzadkowania 7 obiektéw podane przez 11 ekspertéw. Sa one, jak nastgpuje:

Pl

PS

P6

PT:

Pt

P

P

H0,,00),(05,0,),0,,0,,0,
104.(0,,0,,0,),0,,0,,0,
(05,04),0,,(0,,0).(G,.0,)
1 05,(0,,0,),(0,,0,),0,,0,
:04,0,,(0,,0,),(0,,0,), 0,

:04,(05,04,0,),(0,,0,), 04 5%

0,,05,(0;,0,),(0,,0,,0,)
02'05'07'(04J06)»(0|103)

0,,(0,,0,,0,).(0,,0,,0,)

10,0,,0,,(05,0),05,0,

(0,,0)),0,.(0,,0,),(0,,0;)

. . - 11
Liczba gloséw wymagana przez zasadg wigkszosci K, > e =5.5.
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Dla czterech z nich

02, 04, 05, OS, 07, OI, 03
Os, Oy, Os, 04,107, O, O3 (58)
Os, Os, Oy, 04,107, O1, Oy

Os, Oz, O4, Os,10y, O1, Oy

—-43=188.

odleglosé d(P,P®) =11 7(72— 1)

Kres dolny odlegtosci d(P, P*?) obliczony na podstawie wzoru (30) wynosi 186 i nie istnieje
uporzadkowanie dla ktdrego d(P,P®)y=H . A zatem uporzadkowania (58) s medianga, po-

niewaz odpowiadajaca im odlegtos¢ od kresu dolnego jest najmniejsza (i réwna 2).

Uwagi koncowe

Zaleznos¢ (20) wiazaca macierz strat R z macierza rozkladu gloséw ekspertéw L umoz-
liwia bezpo$rednie zastosowanie tej ostatniej do wyznaczania mediany Kemeny’ego. Waru-
nek konieczny (29), aby — wynikajace z macierzy L — relacje wigkszoéci migdzy obiektami
byly zachowane w medianie, umozliwia eliminacje ze zbioru rozwazanych n! uporzadkowar
tych uporzadkowari, w ktérych te relacje nie s speinione. Podejscie to w istotny spos6b ogra-
nicza licznoéé zbioru uporzadkowan przeszukiwanych przy stosowaniu przegladu zupelnego
i moze by¢ wykorzystane do efektywnego wyznaczania mediany Kemeny’ego.

Ponadto, w niekt6rych przypadkach, nawet gdy zbiér danych uporzadkowan nie ma

wiasnosci Condorceta, proces wyznaczania mediany Kemeny’ego mozna znaczaco uproscié
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przyjmujac obiekt bliski zwyciezcy Condorceta za tego zwycigzeg w celu utworzenia ciggu
kolejnych zwycigzcéw Condorceta.

Zastosowanie macierzy rozkladu gloséw ekspertéw L jest istotne rowniez z uwagi na
fakt, ze niekiedy macierz ta stanowi jedyne zrédlo informacji o preferencjach ekspertéw (ma-

cierze poréwnaf parami mogg nie by¢ dostepne).
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