





METODA SLATERA

Zatozymy, ze dany jest zbiér obiektow " = {Oy, ..., O,} oraz zbiér ekspertow %= {1, ..., K}.
Przyjmujemy, ze kazdy z ekspertéw podaje uporzadkowanie obejmujace wszystkie obiekty.
Dla uproszczenia przyjmujemy réwniez, ze w tych uporzadkowaniach nie wystepujg obiekty
réwnowazne.

P'={0,,0,,...0, ,0,}

: )
P = {0,-5,0,;,-‘-,0,-,5,,0/;}

Niech /;— liczba ekspertéw ktérych zdaniem O; > O;

Wprowadzamy relacje¢ zwyktej wigkszosci:
s K K e
O > O, jezeli [, > > lub 7, > > +1 przy parzystej liczbie obiektow .

Wykorzystujac te relacj¢ mozna podjac probe uporzadkowania wszystkich obiektdéw Oy, i =1,
..., n. Taka proéba moze uda¢ si¢ lub nie. W tym drugim przypadku dla czesci obiektéw
mozna ustali¢ takie uporzadkowanie, dla pozostatych nie. Przykladem takiej sytuacji moze
by¢ wystepowanie cyklu. Nalezy przy tym podkresli¢, ze cykl moze obejmowaé albo
wszystkie obiekty albo ich czes$é. Przyklad 15 obiektéw, w ktérym wystepuje cykl podat
Truchon [5], przywotujac wyniki zawodow w tyzwiarstwie figurowym.

W pracy Saariego i Merlina [4] podany jest przyktad ocen trzech obiektow, prowadzacy
do cyklu. Liczba ocen podanych przez ekspertéw wynosi 19, czyli relacja wigkszosci ma

miejsce przy liczbie ekspertow > 10.

Przyktad 1.
P PO -0, O
P P’ 0,0, >0,

P*,...,P*:0,>0,0, @
PP, P00 >0,
Macierz rozktadu gloséw ekspertéw dla tych uporzadkowan jest, jak nastepuje

o 0; O3
0, - 11 9
0; 8 - 14 3
O3 10 S -




Mamy wiec nastgpujace zaleznoéci spelniajace relacje wigkszosci:
017 02, 02~ O3, O3 = Oy “
to znaczy wystepuje cykl Oy > Os > O3 = Oy.

A zatem relacja wigkszosci nie umozliwia wyznaczenia uporzadkowania wszystkich

obiektéw. Takich wiasnie sytuacji dotyczy regula Slatera.

Stosujac zasade wiekszosci [2,6] nalezy wyznaczyé uporzadkowania wszystkich obiektéw w
taki sposéb, aby zostala zminimalizowana liczba par obiektéw (O, >~ 0)), dla ktérych
wynikiem poréwnan parami jest O;> O; a dla uporzadkowania wszystkich obiektow
wymagane jest 0; > O; w celu zapewnienia przechodniosci relacji wiekszosci w odniesieniu
do wszystkich obiektéw. Innymi stowy nalezy zmaksymalizowaé liczbe par obiektdw, dla

ktoérych relacja wigkszosci jest zgodna z wynikami porownan obiektéw parami.

Aby sformalizowaé to podejscie wprowadzimy definicje¢ odleglosci w sensie
Kemeny’ego (nazywang dalej odlegloscia Kemeny’ego).
Oznaczymy przez /; liczbe gloséw ekspertéw, zdaniem ktérych O; > O; oraz przez [; liczbe
gloséw ekspertéw, zdaniem ktorych O, > O;. Dla uproszezenia przyjmiemy, ze w ocenach
ekspertdw nie wystepuja obiekty réwnowazne a liczba ekspertéw jest nieparzysta. Zasada
wigkszosci oznacza wiec, ze

0, > Oj _]CZell llj b IJ‘,' lub A],y = lij - lj‘,‘ >0 (5)

Bezposrednim rachunkiem mozna wykazac¢, ze warunek ten oznacza, ze [; > K/2.
W niektorych pracach [np. 2] przyjmuje si¢ warunek
Lz 1y lub Al 20, (6)
Definicja [4]
Niech bedzie dane zbiér uporzadkowan liniowych P®={P! . P¥} oraz dane
uporzadkowanie linjowe P. Odlegto$¢ miedzy tym uporzadkowaniem a zbiorem
uporzadkowan P definiujemy, jak nastepuje

£
d(pP,P*)=3"5(P,P") @

k=1



Definicja [4]
Dla danego =zbioru uporzadkowan P® uporzadkowanie P jest mediana Kemeny’ego,

oznaczang przez KR, jezeli odlegtosé d[P,P*'] jest minimalna ze wzgledu na wszystkie

mozliwe uporzadkowania liniowe.

Reguta Slatera

Przyjmiemy, Ze jest dany skonczony zbidr obiektéw <~ = {Oy, ..., On} oraz skonczony

zbidr ekspertow 7= {1, ..., K}.
Wprowadzimy oznaczenia [2]
% - zbior wszystkich zupelnych relacji binarnych na zbiorze
7= zbidr wszystkich stabych porzadkéw (zupelnych i przechodnich relacji binarnych) na
zbiorze
7 77— zbibr wszystkich porzadkéw liniowych (zupeinych, przechodnich
i antysymetrycznych relacji binarnych) na zbiorze

u={L,,...Ly} € 7 K zbiér u jest nazywany profilem, gdzie Ly, € 7 okreéla indywidualne

urt”

preferencje j-tego eksperta na zbiorze 71 profilu u.

Definicja [2]
Zwykla wiekszo$é stanowi funkcja v: % — 7 taka, ze dla wszystkich we 7* i dla

wszystkich O;, O; € 7, relacja O; = O, zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Al; > 0 D2,

Definicja [2]
Dla wszystkich profili # e 7 X, § € 7 stanowi oceng w sensie Slatera wtedy i tylko wtedy,

gdy dla wszystkich R € 7 'zachodzi nieréwnosé

o{v(u), S]< 6{v(w), R] ®

" W wielu pracach warunek ten ma postaé Al,; > 0 [2].

?) Jezeli w opiniach ekspertow obiekty réwnowazne sa dopuszczalne, wowczas I + [ + my, = K,
gdzie m;; — liczba ekspertow, ktérych zdaniem O; ~ 0, to znaczy, ze obiekty O; oraz O, sg réwnowazne w sensie

przyjgtego kryterium (zbioru kryteriow). Stad Aly =/ — ;= [ — (K - I - my) = 21;; - (K - my). Z warunku Al > 0

m,
L Jezeli my = 0, otrzymujemy kiasycznej warunek zwyklej wigkszosci.

mamy [, >



Jak podkres$lono wyzej, ocena v(u) nie musi naleze¢ do zbioru stabych porzadkdw.
Ocena w sensie Slatera nalezy do zbioru stabych porzadkdéw i jest w sensie odleglosci &
najblizsza v(1).

Wprowadzimy do rozwazan zbior Cg,

Cr. =1{0,,0,} c 7 :v(w) [{0,,0,} = R{0,,0,}] €]
Z podanej definicji wynika, ze zbidr ten zawiera wszystkie pary obiektdw takie, ze relacja
miedzy obiektami stanowiacymi dang parg jest inna dla v(w) i R. Nalezy podkresli¢, ze
uwzgledniamy wszystkie pary obiektdw a nie tylko obiekty sasiednie.

Wprowadzimy do rozwazan funkcje g(R)

g 7 SR, g'(R)= > |al (10)

{0,,0,1eCy,

Lemat [4]
Uporzadkowanie KR € 7 jest mediang Kemeny’ego wtedy i tylko wtedy, gdy dla

wszystkichR e 7

g"(R) < g"(KR) (an

Przyktad 2 [2]

Dane sa uporzadkowania czterech obiektdw podane przez dziewieciu ekspertow.

PP, P00, 0, >0,

P! 10, =0, 0, =0,

PP 0,-0,-0,-0, (12)
P.P* :0,-0,» 0,0,

P° 20,0, =0, > 0,

Zwykla wiekszoéé wynosi 5 > % .

Macierz rozktadu gloséw ekspertéw jest jak nastepuje

O, 0> O3 Oy
o) - 5 5 3
0, |4 - 3 6 (13)
F} 4 3 - 6
Oy 6 3 3 -

Nastgpujace uporzadkowania spetniaja zasade wiekszo$ci:



O1>0y O1>03, 005, 0>04 03>0s 0O4>0 14)
czyli wystepuje cykl

01> 03> 04> 0. (15)
Na podstawie zasady wigkszosci nie mozna wyznaczy¢ uporzadkowania wszystkich
obiektow. Warunkiem utworzenia takiego uporzadkowania jest zmiana relacji migdzy
obiektami (O, O4) z O4 > O} na Oy > O;. Otrzymujemy zatem uporzadkowanie

Oi>03, O>035 0O:>03 0304 O03>04 Os4=<0,. (16)
Uporzadkowanie otrzymane wedhug zasady Slatera ma postac O » Oy > O3 > Oa. A zatem
obiekt O, jest zwycigzca w sensie Slatera.

Relacje (14) i (16) réznia sie tylko co do jednej pary obiektéw. Odleglos¢ Kemeny’ego
mig¢dzy nimi jest wigc réwna 1.

Dla pary (Oy, O4) mamy Alj4 = -3 oraz Alyy = 3.

Do wyznaczenia mediany Kemeny’ego zastosujemy podejscie opisane w [7]. Zgodnie
z podang tam metodologia w uporzadkowaniu bedacym mediang nie moga wystgpowac
relacje przeciwstawne do wynikajacych z zasady wiekszosci. Sa to nastgpujace relacje:
O3>0, O3>0y, O3>0y O4>0; 0O4>03, O1> 04 a7n
Jezeli przyjmiemy, ze w medianie nie mogg wystgpowa¢ obiekty réwnowazne, nalezy
rozpatrzy¢ 24 uporzadkowania. Uwzgledniajac (17) mediang Kemeny’ego moga stanowié

tylko nastepujace uporzadkowania:

a) O, > 0,-03~ 04 b) Oz > O3 = O4 » Oy c) Or> 04> Oy > Os (18)
d) O3> 04> O1 >0, €) Os> 01 Op > O;.
Aby stwierdzi¢, ktére z tych uporzadkowan stanowi mediang Kemeny’ego przeanalizujemy
nastepujaca tablice
iéii:lig;oéci Relacje miedzy parami obiektéw
Uporzadkowanie | Oy > Oy | O1 =031 O3> 031 O3> 04} O3> 04| O > Oy
a) O1>0,[01>03| Oy 03 | O304 | O304 | Os< 0y | gu")=3
b) 01<02 | 01=<05 | 0203 | 0204 | O304 | 04> Oy | gu)=2| (19
c) O1<0y| 0103 | 0203 | 03> 04{ 03< 04| Og> Oy | g(u)=4
d) O1> 02| 01<05 | 07< 05| 02< 04| O3> of Os> O | gu)=7
e) O1>02101=03 | 0= 03| 03 =04 | 03< 04| 04> 0y | g(u*)=6




W tablicy zaznaczono kolorem szarym te pary obicktow, miedzy ktorymi
w uporzgdkowaniach a) + ) zachodzi relacja inna, niz wynikajaca z zasady wigkszo$ci.

Podano réwniez warto$ci funkeji g dla powyzszych uporzadkowan.

Zgodnie z lematem podanym przez Saariego i Merlina [4] mediang stanowi uporzadkowanie
b) O, > O3> Og> O,. Oznacza to, ze obieckt O; bedacy zwyciezca w sensie Slatera jest

przegranym w sensie mediany Kemeny’ego.

Conitzer [6] udowodnil, Zze wyznaczenie uporzadkowania zgodnie z regutq Slatera jest
zadaniem NP — trudnym. W cytowanej pracy wskazal réwniez na mozliwosé ulatwienia

wyznaczania uporzadkowan w sensie Slatera dzigki wprowadzeniu zbioru podobnych

obiektow.

Definicja [6]

Méwimy, ze zbiér <7 sklada si¢ z podobnych obiektow, jezeli dla kazdego O;, Oy € < idla
kazdego Oy € < — ) Oi > O; wtedy i tylko wtedy, gdy O;» O (réwniez O > O;
wtedy i tylko wtedy, gdy O; »~ O;).

Conitzer udowodnit nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie [6]

Jezeli zbiér <} sklada sig z podobnych obiektow, to istnieje uporzadkowanie w sensie
Slatera, w ktérym obiekty ze zbioru /7| tworza ciag nastgpujacych po sobie obiektdéw, innymi

stowy nie istniejg takie obiekty O, O; € #7111 0; € #~ £ takie, ze O; > O > O; .

Przyktad 3.

Zatozymy, ze z zasady wigkszosci wynikaja nastepujace relacje migdzy obiektami zbioru
7= { Oy, 0z, 03, Ou}

O1» 07> 035>0 01> O4 > 03 > O O; = O, (20)

czyli wystepuja dwa cykle.
Latwo wykazaé, ze zbiér 1= {0, Os} zawiera podobne obiekty. Mamy bowiem

= = {0y, O3}. Z relacji (20) wynika, ze O, > 03 1 O3>0, oraz Os > O3 1 Oy > Oy, to

znaczy, ze zbidr | mozna traktowaé jako jeden obiekt.



























