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Streszczenie". Przedmiotem prowadzonych rozwazan jest zagadnienie zarzadzania port-
felem obligacji w warunkach ryzyka nieoczekiwanych zmian poziomu stép procento-
wych oraz ryzyka zmian ksztaltu krzywej dochodowosci, bedacej ilustracja graficzna
struktury terminowej rynkowych stép procentowych spot. W pracy podano opis matema-
tyczny tzw. analizy czynnikowej dynamiki zmian struktury terminowej stép procento-
wych, przedstawiono definicje czynnikowej okresowosci oraz czynnikowej wypuklosci
obligacji, po czym zaprezentowano czynnikowy model immunizacji i optymalizacji
rozpatrywanego portfela. Szczegdlng uwage zwrécono w tym przypadku na mozliwosé
identyfikacji trzech nieskorelowanych czynnikéw wspélnych: czynnika poziomu, czyn-
nika nachylenia oraz czynnika krzywizny. Czynniki te odzwierciedlaja lacznie zmiang
ksztattu analizowanej krzywej dochodowosci, podlegajacej losowym fluktuacjom z
uplywem czasu biezgcego. Analizowany model umozliwia wybdr tych czynnikéw, ktére
maja podlega¢ immunizacji oraz tych czynnikéw, ze wzgledu na ktére rozpatrywany
portfel obligacji bedzie zarzadzany aktywnie.

Stowa kluczowe: analiza czynnikowa, struktura terminowa, ryzyko stopy procentowej,
portfel obligacji, immunizacja i optymalizacja.

1. Wprowadzenie

W pracy, przedstawiono wykorzystanie zaawansowanych metod analizy
stochastycznej do wyprowadzenia modelu czynnikowe]j immunizacji i optymali-
zacji portfela obligacji. Za punkt wyjsciowy do dalszych rozwazan przyjeto tzw.
analiz¢ czynnikowa nieoczekiwanych zmian struktury terminowej rynkowych
stép procentowych spot, a nastgpnie - sformuiowano model dynamiki zmian
zidentyfikowanych czynnikéw wspélnych oddzialywujacych na tg strukture,
okreslony w postaci wektorowego stochastycznego réwnania rézniczkowego.
Wykorzystano w tym celu Lemat J:6 oraz wniosek z niego wyplywajacy. W
rezultacie uzyskano - po przeksztalceniach - model czynnikowy o postaci kon-
cowej pokrywajacej sig ze znanym z literatury przedmiotu modelem, ktérego
wyprowadzenie nie bylo (jak dotad) publikowane. Dowiedziono réwniez, ze
znany dotychczas model Fishera-Weila kwantyfikacji ryzyka stép procentowych
na rynku obligacji - jest szczegblnym przypadkiem analizowanego w pracy

modelu czynnikowego.

* Praca zostala zgloszona do publikacji w czasopismie: "Wspdiczesne problemy
zarzqdzania”, Zeszyty Naukowe Wydziatu Informatycznych Technik Zarzadzania,
WSISIZ, Warszawa, 2011 1.



Rozwazane w pracy podejscie jest kontynuacja wezesniejszych badan pro-
wadzonych w USA (Garbade, 1986, 1989; Litterman, Scheinkman, 1991) i w
Danii (Dahl, 1993). W szczeg6lnosci, dotyczy to merytorycznego uzasadnienia
zasadniczych koncepcji oraz formalnego wyprowadzenia podstawowych
wzoréw prezentowanych (bez dowodéw) w tych pracach. A przede wszystkim,
interpretacji tych zaleznoSci na gruncie metodologii nowoczesnej analizy
stochastycznej. W tym tez sensie, prezentowane w pracy wyniki sa — zdaniem

autora — oryginalne.

Analizowany model immunizacji i optymalizacji portfela obligacji mozna
zaliczy¢ do klasy modeli semi-aktywnych. Uzasadnienie tego faktu jest nastgpu-
jace. Ogdlnie rzecz biorac, pod pojeciem immunizacji portfela obligacji rozu-
miemy takie zaprojektowanie udziatéw warto$ciowych poszczegélnych obligacji
(o réznych terminach wykupu) wchodzacych w sktad analizowanego portfela,
aby wartos¢ globalna tego portfela byta jak najmniej wrazliwa na nieoczekiwane
zmiany rynkowych stdp procentowych. Zagadnienie to rozpatruje si¢ przy
zadanym horyzoncie inwestycyjnym wynikajacym z terminu platnosci przy-
sztych zobowiazan finansowych. W najprostszych modelach immunizacyjnych
zaklada sig, ze w przyszlosci wystepowaé bedzie pojedyncze zobowigzanie.
Natomiast w modelach bardziej ztozonych, podstawowym problemem jest dopa-
sowanie wartosci biezacej strumienia przysztych dochodéw wynikajacych z
faktu posiadania okreslonego portfela obligacji (ptatnosci odsetkowe i wartosci
nominalne) z wartoécia biezaca strumienia przyszlych zobowigzan, rozpatrywa-
nych w dyskretnych punktach czasowych.

Zadanie immunizacji nie ma na ogét jednoznacznego rozwigzania - istnieje
wiele (lub nieskonczenie wiele) portfeli umozliwiajacych dopasowanie przy-
sztych dochodéw do przysztych zobowiazafi. Umozliwia to dodatkowo sformu-
towanie pewnej funkcji celu - np. maksymalizacja zysku lub minimalizacja
kosztu utworzenia okreslonego portfela obligacji. Problematyka immunizacji
sprowadza si¢ w rozpatrywanym przypadku do zagadnienia optymalizacji,
rozwigzywanego za pomocg jednej z wielu technik programowania matema-
tycznego. W zagadnieniu tym problem immunizacji portfela formuluje sie

w postaci okreslonego zbioru ograniczen.




2. Struktura terminowa stép procentowych - zagadnienie wyceny

obligacji

Zagadnienie immunizacji portfela obligacji wiaze si¢ $cile z pojeciem
struktury terminowej stop procentowych. Struktura ta odzwierciedla funkcyjna
zaleznos¢ wysokosci poszczegélnych stdp procentowych od terminéw zapadal-
nosci zobowiazan, dla ktérych te stopy sig rozpatruje. W analizowanym przy-
padku przyjmuje si¢, ze rynkowe stopy procentowe spot 1, rozpatrywane dla
poszczegdlnych terminéw r=1,23,..,T, sa okre$lone przez rentownosci do
wykupu Y7M (yield to maturity) obligacji czysto-dyskontowych. Rentownosci
te stanowia pewien "wzorzec", wedtug ktérego dokonuje si¢ wyceny wszystkich
innych funkcjonujacych w danym sektorze rynku finansowego obligacji wielo-
kuponowych, jak tez i innych instrument6éw finansowych. Mamy wigc

Ts (T)z['bt (7)’--“"0: (T),...,rw (T)] > 4y

gdzie TS - struktura terminowa rozpatrywana jako wektor stop procentowych
spot r,, t=1,...,T - terminy zapadalnoici, 7 - czas biezacy.

Graficznym zobrazowaniem struktury terminowej stép procentowych spot
jest tzw. krzywa dochodowosci. Krzywa ta, przedstawiajaca zalezno$¢
rentownosci do wykupu YTM = r,, obligacji czysto-dyskontowych od terminéw
wykupu tych obligacji £ =1,...,7 - moze mie¢ rézny ksztalt. Moze to by¢ krzywa
rosnaca, malejaca, w przyblizeniu plaska lub tukowata (hump-shaped). Ksztalt
krzywej dochodowosci zalezy od szeregu czynnikéw zwigzanych z funkcjono-
waniem analizowanego rynku finansowego, od biezacej sytuacji gospodarczej
danego kraju, jak réwniez od sektora rynku, dla ktérego krzywa ta jest identyfi-
kowana ( rynek obligacji i bonéw skarbowych, rynek obligacji komunalnych,
korporacyjnych, itp.). Ponadto, ksztalt tej krzywej zmienia si¢ dynamicznie w
czasie — co jest whasnie Zrédtem ryzyka st6p procentowych.

Na rysunku 1 przedstawiono przebiegi krzywych dochodowosci skarbo-
wych papieréw dluznych, ilustrujace stochastyczng dynamik¢ zmian struktury
terminowej stop procentowych spor dla rynku USA na przestrzeni ok. 25 lat;
charakterystyki te zdejmowano w odstgpach comiesigcznych od stycznia 1955
do grudnia 1979. Kazdorazowo, rozpatrywano poziom stép procentowych r,, o
terminach zapadalno$ci — od 1 roku do 10 lat.
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Rys. 1. Ilustracja zmiennosei struktury terminowej dla rynku w USA;
okres: I 1955 — XII 1979 (dane comiesieczne); Zrédto: Haugen (1996), s. 436.

Analizujac powyzsze wykresy, warto zwrdci¢ uwage na nastepujace fakty:

(i) Rozpatrywane krzywe dochodowosci na ogét nie sg plaskie — o ile roz-
patrujemy caty zakres zmiennosci terminéw zapadalnosci.

(if) Mozma zauwazy¢ $cisle dodatnia korelacj¢ pomigdzy zmiennogcia krét-
koterminowych stép procentowych spot — a zmiennoscia stép diugotermino-
wych; a wigc wzrost stép krétkoterminowych powaduje (na ogdl) wzrost stép
diugoterminowych i odwrotnie.

(iii) Dynamika zmian (a wigc i wariancja) stép krétkoterminowych jest
znacznie wigksza w poréwnaniu z przypadkiem stép diugoterminowych. Mozna
tu wiec méwi¢ o wystgpowaniu pewnego wspolczynnika "thumienia” zakresu
zmiennosci stépr,, , niwelujacego wahania tych stép — w miarg, jak przesuwamy
sig¢ w kierunku stép dlugoterminowych. Zjawisko duzej zmiennosci stép krétko-
terminowych thumaczymy silnym wplywem na te stopy okre$lonych — zmien-
nych w czasie — decyzji banku centralnego (lub w Polsce - Rady Polityki
Pienigznej) co do poziomu stép reverse-repo. Natomiast thimienie tej zmienno-
sci, jakie wystgpuje w odniesieniu do stép diugoterminowych — wyjasniane jest
na gruncie tzw. teorii segmentacji rynku.
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(iv) Analizowane przebiegi krzywych dochodowosci sa regularnymi prze-
biegami gtadkimi; a wigc funkcje aproksymujace te przebiegi nie wykazuja zad-
nych "pofalowan" czy tez uskokéw. Tlumaczone jest to z jednej strony —
dziatalnoscig na analizowanych rynkach arbitrazystéw, spekulujacych na warto-
Sciach stopy procentowej; a z drugiej strony — funkcjonowaniem na danym ryn-
ku tzw. teorii oczekiwan (Haugen, 1996).

Jak wspomniano, krzywa dochodowosci stanowi pewien wzorzec stép pro-
centowych spot r, (¢=1,...,T), za pomoca ktérego mozna dokonywaé wyceny
réznych papieréw wartosciowych. Wyceny tej dokonuje si¢ poprzez dyskonto-
wanie w czasie (do chwili biezacej) przysztych wplywéw pienigznych zwiaza-
nych z rozpatrywanym instrumentem finansowym. W szczegéinosci, kazda
obligacj¢ o stalym oprocentowaniu, zwigzang z wyplatami w kolejnych latach
t=12,..,(T ~1) odsetek C oraz w roku T - odsetek C plus warto$¢ nominal-
na N - mozemy rozpatrywaé jako sumg obligacji czysto-dyskontowych.
A zatem, warto$¢ biezaca takiej obligacji jest rwna

=L & N @
I+r, (1+ry,) (I+77)

Warto$¢ tg¢ nazywa sig réwniez czgsto warto$cia wewnetrzng obligacji (intrinsic
value). Natomiast sam wzor (2) jest nazywany wzorem wyceny obligacji.

Okreslenie struktury terminowej stép procentowych przez rentownosci do
wykupu 7,7, %y obligacji czysto-dyskontowych ma zasadnicze znaczenie
nie tylko ze wzglgdu na wyceng wartosci obligacji. Znajac przebieg rozpatrywa-
nej krzywej dochodowosci, a takze dynamike zmian tego przebiegu z uptywem
czasu biezacego, potrafimy oszacowa¢ wplyw zmian rynkowych stép procento-
wych na warto$¢ rozpatrywanych obligacji, a tym samym na stopg zwrotu z
dokonywanych inwestycji.

Ze wzoru wyceny (2) wynika bowiem bezpos$rednio, ze nieoczekiwany
wzrost rynkowych stép procentowych spot r,, t=1,..,T, a wigc przesunigcie sig
krzywej dochodowosci w gérg ~ powoduje spadek warto$ci biezacej P obliga-
cji. Natomiast spadek tych stop procentowych, a wiec ruch krzywej dochodowo-
Sci w dot, powoduje wzrost wartosci biezacej P : Istotne s3 réwniez wszelkiego
rodzaju niespodziewane zmiany ksztaltu struktury terminowej stdp procento-
wych, prowadzace do zmiany nachylenia krzywej dochodowosci, pojawiania sig¢
réznego rodzaju garbéw, itp. Méwi si¢ w tym przypadku o tzw. ryzyku ksztaltu
analizowanej krzywej (shape risk).




Na zakonczenie tych uwag nalezy podkreslié, Ze o ile Znajomo$¢ i umiejet-
no$¢ analizy losowej dynamiki zmian struktury terminowej stép procentowych
jest niezmiernie istotna w przypadku wszelkiego rodzaju inwestycji na rynku
finansowym, o tyle na rynku obligacji — jest to sprawa o zasadniczym znaczeniu.
Wynika to wprost ze wzoru wyceny (2).

3. Kwantyfikacja ryzyka stopy procentowej —
parametry okresowosSci i wypuklosci obligacji

Z przeprowadzonych w poprzednim punkcie rozwazan wynika, ze warto$¢
biezaca (a wiec i skorelowana z nia cena rynkowa) obligacji moze podlegaé
cigglym oraz nieoczekiwanym fluktuacjom - ze wzglgdu na zmiany obowiazuja-
cych w danym momencie rynkowych stép procentowych, za pomoca ktérych
dyskontujemy w czasie do chwili biezacej wszystkie przyszle wplywy pienigzne
zwiazane z posiadaniem obligacji. Czgsto trudne do przewidzenia zmiany ryn-
kowych stép procentowych oraz wynikajace stad zmiany ceny obligacji (czy tez
szerzej - instrumentéw finansowych) sa Zrédtem ryzyka stép procentowych.
Ryzyko to wyraza sie tzw. nieoczekiwang stopa zwrotu z inwestycji (¢nanticipa-
ted return); Elton, Gruber (2003). W zwiazku z tym istotna jest - z punktu
widzenia zaréwno inwestora jak i emitenta - wrazliwo$¢ (lub tez przeciwnie -
odpornosé) wartosci rozpatrywanej obligacji na zmiany rynkowych stép procen-
towych, Parametrami umozliwiajacymi pomiar takiej wrazliwosci jest
okresowo$é! (duration) oraz wypuklo$¢ (convexity) obligacji.

W klasycznych modelach zarzadzania portfelem obligacji, w celu sformu-
towania parametréw okresowosci i wypuklosci przyjmuje si¢ szereg upraszcza-
jacych zatozef zaréwno co do ksztaitu, jak i dynamiki zmian struktury
terminowej stép procentowych; por. Elton, Gruber (2003). Na przykiad, kla-
syczne definicje Macaulaya okresowosci 1 wypuklosci obligacji zwiazane sg z
przyjeciem silnie ograniczajacego zalozenia, ze wszystkie rynkowe stopy pro-
centowe spot r,,— jak réwniez ich przyrosty dr,, - sa sobie réwne, niezaleznie od
terminéw zapadalnoéci zobowiazan, tj.

ry=r oraz dr,=dr, ve=1,.,T. 3

tw pracy, parametr duration obligacji bedziemy nazywali "okresowoseia”. W literaturze polskiej
parametr ten bywa réwniez nazywany “czasem trwania" obligacji. Jest to jednak okreslenie
mylace; mamy bowiem réwniez: “termin do wykupu", czyli time to marurity. Natomiast, stosowa-
ny tez termin “duracja” — jest zdaniem autora nie do zaakceptowania.
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Oznacza to, ze struktura terminowa stép procentowych wyrazona krzywa
dochodowodci obligacji czysto-dyskontowych jest "ptaska", przy czym zachodzi
to dla dowolnej chwili biezacej 7 =1,2,3,.... Z powyzszego zalozenia wynika
bezposrednio, ze jezeli chodzi o zmiany rynkowej stopy procentowej r (w tym
przypadku juz tylko jednej) - to mozliwe sa jedynie réwnolegle przesunigcia w
g6re lub w dét rozpatrywanej krzywej dochodowosci o warto$¢ dr.

Natomiast stosujac prezentowane w dalszej czgdci tego punktu podejscie
Fishera, Weila (1971) zaktadamy, ze krzywa dochodowosci, bedaca reprezenta-
cja graficzng struktury terminowej TS stép procentowych - moze mie¢ dowolny
ksztalt. Natomiast ograniczajacym (i to w znacznym stopniu) zalozeniem jest
przyjecie, ze w dalszym ciggu mozliwe sa wylacznie réwnolegle przesunigcia tej
krzywej, tj.

nELER #ELER oAz dr,=dr, ve=1,.,T, (4
gdzie przez r, oznaczono (dla uproszczenia zapisu) stopy procentowe spof r,, .

Dla analizowanego rynku zaktadamy réwniez, ze obowiazuje ciggta kapita-
lizacja odsetek. Wzdr (2) okreslajacy wartos¢ biezaca obligacji przybiera wow-

czas postac:
T
P=P(r)=P(r,,...,r,,...,rT)=ZC,exp(-r{t), 5)
=1

gdzie C,=C dla¢t=1,...,T -1 oraz C;, =C+ N .
Mozna tatwo zauwazyc, ze w rozpatrywanym przypadku, tzw. czynnik dyskon-
tujacy (1+r)™" zostat — dla ciagtej kapitalizacji odsetek — zastapiony czynni-
kiem dyskontujacym exp(—r,¢).

Dokonujac oszacowania przyrostu dP funkcji (5) za pomocg dwéch pierw-

szych czlonéw szeregu Taylora, mamy

T T
dP=P(r+dr)~P(r)= ,ﬁag gg—P )

®

Mﬂ

(tCe o )dr, +%Zr:(tzc,e"" )(dr,)z.

i 1=l

i

Dzielac obie strony powyzszego wzoru przez P oraz biorac pod uwagg
zatozenie (4),tj. dr, =dr (¢t=1,...,T), otrzymamy




dP T -t 1 T 2 -t 2
- >tCe” /P dr+5 S C, e 1P |(dr). )
1=l 1=l

Wyrazenie w nawiasie okraglym pierwszego cztonu powyzszej zaleznosci defi-
niujemy jako okresowo$¢ Fishera-Weila D,,, obligacji; natomiast wyrazenie w
nawiasie okraglym drugiego cztonu pomnozone przez 1/2 - okresla wypukios§é
Vew - Definiujac dodatkowo wspéiczynnik wagowy

x,éC,e""/P, vt=1,....T, mamy zatem

-

T T
Dpy 28X tCe " IP=Yx1, Vg 2

=1 [

L tZCe""/P=lixtz ®)
21 ' 21=l o

Ponadto, z (7) i (8) mamy nastgpujacy wzlr na oszacowanie nieoczekiwanej
stopy zwrotu z obligacji, wywolanej losowym, réwnolegtym przesunigciem
krzywej dochodowosci (o dowolnym ksztalcie)
P
de—-DFw Xdr + Vg, x(dr)®. ®

Poprzez bezposrednie rézniczkowanie funkcji (5) mozna tatwo sprawdzié, ze
wyprowadzone powyzej zaleznosci (8) sg réwnowazne nastgpujacym definicjom
parametrow Dy, 1 Vg, :
_yoP 1L

&or P’

p
2

n

(10)

3

R |-

M
[S9]

|-

Dy =

Warto podkresli¢, ze przedstawiony powyzej model Fishera-Weila kwanty-
fikacji ryzyka zmiennosci stép procentowych za pomoca parametréw okresowo-
$ci Dy, iwypuklosci V,, obligacji zostat sformutowany przy znacznie bardziej
ograniczajacych zatozeniach (4) — w poréwnaniu z rozpatrywanym w nastgpnym
punkcie modelem czynnikowym dynamiki zmian krzywej dochodowosci. Tak
wiec zdaniem autora — model ten ma w chwili obecnej znaczenie wylacznie

"historyczne".

4. Analiza czynnikowa dynamiki zmian struktury terminowej
stép procentowych
Jednym z nowszych podej$¢ stosowanych dla celéw analizy dynamiki
zmian struktury terminowej stép procentowych sa tzw. modele czynnikowe, w
ktérych wykorzystuje si¢ elementy znanej na gruncie statystycznej analizy wie-
lowymiarowej - teorii analizy czynnikowej (Factor Analysis); Harman (1967).
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Modele te sa najbardziej ogélne w tym sensie, ze w stosunku do dynamiki
zmian stép procentowych spot r, (t=1,...T) nie wprowadza si¢ Zadnych zato-
Zen upraszczajacych, jak to bylo w przypadku podejs¢ klasycznych, rozpatrywa-
nych m.in. w pracach Fishera, Weila (1971), Bierwaga (1987), Eltona, Grubera
(2003) czy tez Fabozziego (2006). W zamian za to stawia si¢ hipoteze, ze zmia-
ny stép procentowych r, dla kolejnych chwil 7=1,2,3,..., sa generowane
przez kombinacjg¢ liniowa pewnej zadanej liczby nieskorelowanych czynnikéw
wspdlnych (common factors) oraz czynnikéw swoistych (unique factors), trak-
towanych jako zmienne resztowe modelu. Nalezy przy tym dodaé, ze analizo-
wane czynniki wspéine nie zawsze majg okreslong interpretacje ekonomiczng
lub jakakolwiek inna; jest to niekiedy mozliwe dopiero po przeprowadzeniu tzw.
rotacji ortogonalnych przestrzeni czynnikowej. Czynniki te stanowia pewien
zbidr "ukrytych" zmiennych, co do ktérych zakliada sig, ze sa one zrédtem okre-
$lonych korelacji pomiedzy uktadem zmiennych pierwotnych, opisujacych dany
system.

Z powyzszego wynika, ze pomimo “zewngtrznego" podobieifistwa odno-
$nych modeli matematycznych - analizowanych czynnikéw wspdlnych nie
nalezy w zadnym przypadku utozsamiac ze zmiennymi egzogenicznymi rozpa-
trywanymi powszechnie w klasycznej analizie regresyjnej. Analiza regresyjna i
analiza czynnikowa to dwie istotnie rézne metody, u ktérych podstaw stoja
rézne zalozenia i przed ktérymi postawiono rézne cele. Celem analizy czynni-
kowej jest zastapienie zbioru duzej liczby wzajemnie skorelowanych zmiennych,
matg liczba ortogonalnych (a wigc nieskorelowanych) czynnikéw, ktére w moz-
liwie maksymalny sposGb przyblizytyby zasoby informacji reprezentowanej
przez zmienne wyjsciowe. Tak wigc ortogonalizacja i znaczne zmniejszenie
wymiarowosci zagadnienia - to dwa cele, jakie postawiono przed analizg
czynnikowa.

W modelu czynnikowym obligacji, wyznaczajacym zaleznos¢ niespodzie-
wanej stopy zwrotu od ryzyka stép procentowych, w miejsce klasycznych defi-
nicji Macaulaya czy tez Fishera-Weila parametréw okresowos$ci i wypuktosci
obligacji - wprowadza si¢ tzw. czynnikowa okresowo$¢ (factor duration) i
czynnikowa wypuklo$¢ (factor convexity). Nastgpnie, analiz¢ niespodziewanych
zmian stopy zwrotu portfela obligacji, spowodowanych zmianami
dr, (r=1,...T) rynkowych stép procentowych, zastgpuje si¢ analiza tych zmian
ze wzgledu na zmiany czynnikéw wspdlnych F, (f =1,...,m}. Czynniki te, jako
wielkosci wspdlne dla stop procentowych r,, nie zaleza od terminéw
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zapadalno$ci t =1,...T ; zalezg one jedynie od czasu biezacego 7=1,2,3,... . W
zwigzku z tym, nie sa w rozpatrywanym przypadku potrzebne dodatkowe,
upraszczajace zatozenia co do ksztattu i dynamiki zmian krzywej dochodowosci
(np. przesuniecia tylko réwnolegte), bedace podstawa do definiowania - oraz
ewentualnej modyfikacji - klasycznych parametréw okresowosci i wypuktosci.
Otrzymane w ten sposéb czynnikowe modele immunizacji nabieraja ostat-
nio coraz wigkszego znaczenia dla teorii 1 praktyki zarzadzania portfelami obli-
gacji; moga one réwniez stanowic podstawg do tworzenia komercyjnych
pakietéw komputerowego wspomagania decyzji w tej dziedzinie. Jak wspomnie-
lisSmy, pierwsze prace z tego zakresu zostaly opublikowane przez Garbade'a
(1986, 1989), Littermana, Scheinkmana (1991) oraz Dahla (1993). Dotyczyly
one czynnikowej analizy struktury terminowej stép procentowych oraz konstru-
owania portfeli immunizacyjnych dla rynkéw obligacji w USA oraz w Danii. W
Polsce, wspdlautorem pierwszych publikacji z tej dziedziny jest autor niniejszej
pracy; Kulikowski, Bury, Jakubowski (1995, 1996), por. réwniez Trzpiot (2009).
Ponizej - oraz w nastgpnych punktach - przedstawimy podstawy teoretycz-
ne rozpatrywanego podejscia. W cytowanych publikacjach zagranicznych pod-
stawy te s3 podane tylko w bardzo og6lnym zarysie - i czgsto, bez uzasadnienia
wprowadzanych wzoréw i zaleznosci. Dlatego, w niniejszej pracy podano nieza-
lezne - od istniejacych, fragmentarycznych publikacji z tego zakresu -
wyprowadzenie od podstaw analizowanych modeli czynnikowych immunizacji i
optymalizacji portfeli obligacji oraz przeprowadzono dyskusje tych modeli.

4.1. Model czynnikowy struktury terminowej

Oznaczymy: X=[r, 1, - macierz obserwacji stép procentowych
r, (t=1,...,T), dla kolejnych chwil 7=1,2,3,....M .

Rynkowe stopy procentowe spot r, (z=1,...,T) traktujemy jako zmienne lo-
sowe, przy czym zaktadamy, ze dysponujemy macierza obserwacji X tych
zmiennych utworzona w ten sposéb, ze f-ta kolumna tej macierzy przedstawia
realizacje zmiennej losowej r, w kolejnych chwilach z=1,...,M . Kolejne
wiersze tej macierzy okreslone s3 wigc przez wektory wierszowe

TS (2)=[7(D)sec s (D)o i (D)) = [Topsevn Topoeees Top 1

reprezentujace zmienno$¢ struktury terminowej stép procentowych TS 'z upty-
wem czasu biezacego 7 (por. tabela 1).




Tabela 1. Posta¢ macierzy obserwacji X =[r,, ] o wymiarze (M XT)

rl ... rl P rT
TS(z=1) ny y hr
15(z=2) e ", hr
TS(7) B . . . o
IS(r=M) I 't yr

i i rr

4 Iy Or

W ostatnich dwu wierszach tabeli 1 podano estymatory wartosci oczekiwa-
nych 7, oraz odchylen standardowych &, zmiennych r,. Na podstawie wartoéci
poszczegdlnych kolumn macierzy obserwacji X mozemy réwniez wyznaczy¢
estymatory wspélczynnikéw kowariancji o,, oraz wspétezynnikéw korelacji
p,; pomigdzy stopami procentowymi 7 oraz r, (t,l=1,...,T). Wspétczynniki
te tworza odpowiednio - macierz kowariancji R oraz macierz korelacji Q o
wymiarach (T xT); postacie tych macierzy przedstawiono w tabeli 2. Sa to
oczywiscie macierze symetryczne oraz dodatnio okreslone (z zatozenia).

Tabela 2. Macierze wsp6lczynnikéw kowariancji R i korelacji Q pomigdzy
zmiennymi 1, r, (f,1=1,...,T)

o Oy .. 0':7_] L pu e P
R: O’.Z] 0.21 :" O~.2T ) Q: p.ZI 1 :" p'ZT (ll)
Ir Opp U%J Pr Pra 1Y

Wyznaczona na podstawie obserwacji macierz kowariancji R (lub - w alterna-
tywnym sformufowaniu problemu - macierz korelacji Q) ma zasadnicze zna-
czenie dla prezentowanej metody analizy czynnikowej; stanowi ona bowiem
punkt wyjsciowy do dalszych rozwaza.

W modelu czynnikowym, stopy procentowe spor przedstawimy w postaci
nastgpujacej kombinacji liniowej ortogonalnych czynnikéw wspélnych oraz

czynnikéw swoistych:
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n=r+o,F+.+a,F +a,F, +ac (12)

tm” m

lab tez - zapisujac to bardziej skrétowo

m

nee S e, VisLoT, a3
f=1

gdzie Ff - czynniki wspéine (f =1,...,m), g, - czynniki swoiste (¢ =1,...,T),
@, - fadunek czynnika wspélnego F, w zmiennej r, (common factor loading),
@, -adunek czynnika swoistego w zmiennej r, (unique factor loading).

W modelu czynnikowym (13) przyjmujemy nast¢pujace zatozenia:

(i) Liczba m czynnikéw wspélnych jest z géry zadana; przy czym m<<T .

(ii) Czynniki wspélne F, (f=1,...,m) s3 wystandaryzowanymi zmienny-
mi losowymi; tj. ff =0, var(F,)=1. Czynniki te s3 wzajemnie nieskorelowa-
ne,tj. P(F,F)=0,V f, k=1..m(f#k), 14)
gdzie przez p(.,.) oznaczono wspdlczynnik korelacji pomigdzy zmiennymi.
Ponadto, czynniki wspélne F, oraz czynniki swoiste £, sa réwniez wzajemnie
nieskorelowane, czyli  p(F,,£)=0; V f=1...m ¢=1..T. (15)

(iii) Czynniki swoiste & (r=1,...,T) sa wystandaryzowanymi zmiennymi
losowymi; tj. & =0, var(g,)=1. Czynniki te sa wzajemnie nieskorelowane,
czyli pL&,)=0,V1,1=1,.T (t#]). (16)

Z przedstawionych powyzej zaloZzen wynika, ze kazdy czynnik wspdlny
F, (f=1..,m) ma te same wartoSci dla wszystkich zmiennych 7,. Z kolei
tadunki czynnikéw wspdlnych a, ¢ =1,..,T;f =1,..,m) sa wielko$ciami spe-
cyficznymi dla kazdej ze zmiennych 7, w tym sensie, ze reprezentujg one wraz-
liwo$¢ zmiany zmiennej 7, ze wzglgdu na zmiang czynnika wspélnego F .
A doktadniej, bezposrednio z postaci modelu czynnikowego (13) oraz z zalozen
(14)-(16) mozna wykaza¢, ze tadunki czynnikowe @, sg réwne wspétczynni-
kom kowariancji miedzy zmiennymi 1, a czynnikami wspélnymi F,; tj.
o, =Cov(r,,F,) ; Jakubowski (2009).

Tak wigc tadunek czynnikowy a,, jest wielkoscig o dowolnym znaku, tj.
&, € (—o0,+°0). Ponadto, biorac pod uwagg, ze czynnik wspélny F, jest
zmienng wystandaryzowana, wspélczynnik korelacji pomigdzy zmiennymi
r, i F, wynosi
am

It
E

p(r F)=a,lo,e[-1,+1], Vi=1...T; f

12




Z kolei kazdy czynnik swoisty £, jest wylacznym atrybutem odpowiadaja-
cej mu zmiennej 7, (t=1,...,T). Gdyby byto inaczej, to czynnik ten nalezatoby
po prostu rozpatrywac jako jeden z czynnikéw wspélnych F, ; stad bardzo waz-
ne jest zaloZenie, ze czynniki swoiste sa wzajemnie nieskorelowane t.
pl€,,€)=0. Wynika stad bowiem bezposrednio, Ze czynnik swoisty £, zmien-
nej r, jest nieskorelowany z pozostalymi zmiennymi 7, , §j.

p(n,€)=0; Vir=1,.T, l#t. (18)
Czynnik swoisty £, mozemy wigc interpretowac jako tzw. ryzyko specyficzne
obligacji czysto-dyskontowej o okresie do wykupu ¢ oraz rentownosci r,
(r=1..,T). Natomiast kazdy z czynnikéw wspélnych F, (f =1,...,m) repre-
zentuje sobg "jeden rodzaj" ryzyka, ktére jest wspdlne dla wszystkich rozpatry-
wanych obligacji.

Z postaci modelu czynnikowego (13) oraz z zatozenia (15) mozna fatwo wy-
kazaé, ze tadunek ¢, czynnika swoistego g, jest liczbowo réwny wspélczynni-
kowi kowariancji pomigdzy czynnikiem £, a zmienng r,; tj. @, =Cov(r,, €,).
Jakkolwiek, z teoretycznego punktu widzenia fadunek @, - jako wspélczynnik
kowariancji - mégtby by¢ wielkoscia 0 dowolnym znaku, w dalszych rozwaza-
niach dodatkowo zatozymy, ze przyjmuje on wartosci wytacznie nieujemne; tj.
&, €[0,+0) (t=1,..,T). Jest to zreszta zgodne z podana powyzej interpretacja.
Ponadto, z faktu, Zze czynniki swoiste sg zmiennymi wystandaryzowanymi wyni-
ka, ze wspétczynnik korelacji pomigdzy zmiennymi 7, i £, wyraza si¢ wzorem

p(r,g)=al0c,€[0,+1], ve=1,.,T. (19)

Podsumowujac przedstawiony powyzej tok rozumowania mozna stwier-
dzi¢, ze metoda analizy czynnikowej wiaze si¢ z zatoZeniem liniowe] reprezen-
tacji zbioru wzajemnie skorelowanych zmiennych 7, - zbiorem zadanej liczby
nieskorelowanych migdzy soba (ukrytych) czynnikéw wspdlnych F, oraz czyn-
nikéw swoistych €, , przy czym przyjmuje si¢, Ze owe "hipotetyczne" czynniki
wspélne sa wlasnie Zrédiem korelacji migdzy zmiennymi 7, (¢=1,...,T). -

Réwnanie modelu czynnikowego (13) zapisane dla kolejnych dyskretnych
chwil r=1,...,M , ma nastgpujaca postaé:

m

ra=h+> a,F, +aE,; t=L.,M; t=1..T. (20)
=1

W réwnaniu tym, r,,, F, oraz £, oznaczajg realizacje (dla z=1,...,M ) zmien-
nych losowych r,, F, oraz & . Jak moina zauwazy¢, wartosci tadunkéw
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czynnikowych a,, oraz a, nie zaleza od czasu biezacego 7=1,..,M ; oznacza
to, ze wartosci tadunkéw czynnikowych sa statym atrybutem rozpatrywanego
modelu (co jest niezmiernie istotne z punktu widzenia dalszych rozwazai). Na-
tomiast same wartosci czynnikéw wspdlnych i czynnikéw swoistych zmieniaja
si¢ oczywiscie z uptywem czasu biezacego 7.

Zadaniem analizy czynnikowej jest wyznaczenie na podstawie zadanej
macierzy obserwacji X - oraz przy zatozeniu liniowego modelu (13) - kolejno

nastepujacych wielkosci:
= macierzy kowariancji R zmiennych r,, t=1,..,7; tj. R=[0, 1, (21)

= ladunkéw czynnikéw wspdlnych o, ¢=L..T, f=1,..,m); tadunki te
tworza tzw. macierz "zmienna-czynnik" o postaci A=[a, ], . (22)

= ladunkéw czynnikéw swoistych @, (t=1,...,T); ladunki te tworza macierz
diagonalna A o wymiarze TxT , tj. A =Diag(e)ryq » (23)

= warto$ci czynnikéw wspélnych F,, (z=1,...M; f =1,...,m) bedacych reali-
zacjami zmiennych losowych F, w chwilach 7=1,...,M; wartoici te tworza
macierz czynnikéw wspéinych o postaci F=[F, 1., 24)

- warto$ci czynnikéw swoistych &, (7=1,..,.M;r=1,..,T); wartosci te tworza
macierz czynnikéw swoistych o postaci E=[€,, Jur - 25)

Dodatkowo, na poczatkowym etapie analizy czynnikowej - wyznaczamy
réwniez macierz korelacji Q =[p,, I, pomigdzy zmiennymi 7, ; jednak nie jest
to bezposrednio niezb¢dne dla identyfikacji modelu czynnikowego (13) (w oma-
wianym wariancie metody). Macierz ta jest natomiast pomocna dla celéw inter-
pretacji otrzymanych wynikéw.

Tak wigc etapem koncowym omawianej procedury jest ekstrakcja wartosci
liczbowych  (tj. ‘przebiegéw czasowych) "ukrytych" czynnikéw wspdinych
F () (f=1...,m) i czynnikéw swoistych £(z) (z=1..,T). vDokonuje sie
tego na podstawie wyjsciowej macierzy obserwacji X oraz przedstawionego
powyzej calego ciagu dosyé rygorystycznych zatozen analizowanego modelu. W
tym tez sensie, prezentowany model czynnikowy mozna zaliczy¢ do klasy
statystycznych modeli "uczacych sig"; por. Koronacki, Cwik (2005).

W procedurze numerycznego rozwiazywania przedstawionego powyzej
zadania istotna rolg odgrywaja wartosci

B} =+ A0 o, 26)

tm ?




gdzie h} - to tzw. zaséb zmiennosci wspdinej zmiennej r, (communality). Bez-
posrednio z modelu (13) wynika, ze
Var(r)=0?=h'+a?, vi=1,...,T. @7

Zas6b zmiennosci wspélnej h,z, bedacy suma kwadratéw wsp6tczynnikéw
kowariancji @,, wszystkich czynnikéw wspélnych .F, (f =1,..,m) ze zmienna
r,, jest wigc pewna miarg okreslajaca jaka czes¢ catkowitej zmiennoscei zmiennej
T, jest wyja$niana przez czynniki wspélne. Wynika to stad, ze catkowita zmien-
no$é tej zmiennej reprezentowana jest przez jej wariancj¢ Var(r,). Podobnie,
warto$¢ o reprezentuje zascb zmiennosci swoistej zmiennej r, - wyjasnianej
przez czynnik swoisty £, (¢=1,..,T).

Podstawiajac na przekatnej gléwnej macierzy kowariancji R o postaci (11)
w miejsce jedynek, wartosci zasobow zmiennosci wspdlnych h,z - otrzymamy
tzw. zredukowanq macierz kowariancji R" ; por. tabela 3.

Tabela 3. Posta¢ zredukowanej macierzy kowariancji R™, gdzie h} =Z;’_I a, .

L S
o I o

R = .zx I vzr @8)
Or Orp l’; _J

Biorac pod uwage wszystkie przedstawione powyzej zaloZenia co do anali-
zowanego liniowego modelu czynnikowego (13) mozna wykazaé, ze zachodzi

R=AAT + 44" =AAT + 2°. 29

Powyzsze réwnanie stanowi reprezentacje macierzowa modelu czynnikowego
(13). Z réwnania tego wynika, ze zadanie analizy czynnikowej sprowadza si¢ w
zasadzie do roziozenia macierzy kowariancji zmiennych r, (+=1,...,T7) na dwie
addytywne sktadowe. Pierwsza z tych sktadowych zalezy wylacznie od fadun-
kéw czynnikéw wspélnych ¢, , natomiast druga - od tadunkéw czynnikéw
swoistych @,. W tym tez sensie réwnania (13) i (29) sa sobie réwnowazne.

Biorac teraz pod uwage, ze dla zredukowanej macierzy kowariancji R"
o postaci (28) mamy R’ =R - A2, z zaleznosci (29) otrzymamy nastepujace
podstawowe rownanie analizy czynnikowej (Harman, 1967):

R =AAT. B0
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Wyznaczenie macierzy ladunkéw czynnikowych A (o wymiarze Txm)
speiniajacej réwnanie (30) ma podstawowe znaczenie dla rozwiazania rozpatry-
wanego  problemu.  Zauwazmy, Ze majac dane fadunki ¢,
(t=1...T; f=1,..,m) czynnikéw wspdlnych mozemy tatwo - na podstawie
wzoréw (26), (27) - wyznaczy¢ tadunki ¢, (t=1,..,T) czynnikéw swoistych, a
tym samym - macierz 4 o postaci (23). Macierz ta jest macierza diagonalng -

na jej przekatnej giéwnej wystarczy wigc podstawi¢ wartosci

a,=ol -h}; 1=1..T, (3D

co wynika bezposrednio ze wzoru (27) oraz z zatozZenia, Zze przyjmujemy o, >0.

Na podstawie znajomoéci macierzy A, znajomosci wyjsciowej macierzy
kowariancji R oraz przy pewnych dodatkowych zatozeniach - mozna z kolei
wyprowadzi¢ nastepujaca zaleznosé okreslajacg wartoé¢ macierzy czynnikéw

wspdlnych F o postaci (24):
F=XR'A. (32)

Majac wyznaczong macierz czynnikéw wspélnych F oraz zdefiniowany
model czynnikowy (20) (tj. tadunki czynnikéw wspélnych i swoistych okreslo-
ne) mozemy - bezposrednio z tego modelu - wyznaczy¢ wartosci €,, macierzy
czynnikéw swoistych E o postaci (25). Stanowi to etap konicowy analizy
czynnikowej rozpatrywanego zagadnienia.

Na zakonczenie powyzszych rozwazan nalezy podkreslié, ze rozwiazanie
podstawowego réwnania analizy czynnikowej jest zagadnieniem zloZonym; ze
wzoréw (26), (28) i (30) wynika bowiem, ze réwnanie to jest nieliniowym réw-
naniem macierzowym o skomplikowanej strukturze. Zagadnienie to nie ma (w
og6lnym przypadku) analitycznego rozwiazania. Warto réwniez zauwazy¢, ze
nie istnieje jednoznaczne rozwiazanie tego problemu. Mozna bowiem latwo
sprawdzié, ze jezeli macierz A spelnia to réwnanie, to réwnanie to jest réwniez
spelnione przez kazde przeksztalcenie ortogonalne AP tej macierzy; gdzie
P - dowolna macierz ortogonalna o wymiarze (;mxm). Wynika stad, Ze istnieje
wiele metod rozwiazywania réwnania analizy czynnikowej (30), w ktérych dla
wyznaczenia macierzy A (z okreslonej klasy rozwiazan) stosuje sie pewne do-
datkowe kryteria. Najpowszechniej stosowana metodg jest w rozpatrywanym
przypadku tzw. metoda gtéwnego czynnika Hotellinga.




4.2 Metoda gtéwnego czynnika. Procedury numeryczne (zarys)

Przedstawimy teraz skrétowo podstawows, ideg metody gléwnego czynni-
ka; bardziej obszerny opis tej metody zawiera m.in. praca Jakubowski (2003).
A mianowicie, postugujac si¢ wzorem (26) na zaséb zmiennosci wspélnej b’
zmiennej r, - mozemy wyznaczyé tzw. ogdlng zmienno$é wspding, charaktery-
zujacg wszystkie zmienne 7, (t=1,..,7), tj.

> h'z=z[iaﬁj=i(2a5 )ziv : 33)
t=1 I=l

= f=1 I=1\r=l

T
gdzie V, =Y a,*. (34)

=1

W powyzszym wzorze przez V, oznaczono wigc czgé¢ ogélnej zmiennoéci
wspélnej V', jaka wyjasniana jest przez czynnik wsplny F, (f =1,..,m). Za-
uwazmy, ze wartos¢ V, jest réwna sumie kwadratéw wspdiczynnikéw kowa-
riancji (Y. kwadratéw fadunkéw czynnikowych) danego czynnika F,ze
wszystkimi zmiennymi 7,; t=1,..,T. Wskaznik V, jest wigc miara udzialu
czynnika F, w wyjasnianiu wszystkich wzajemnych korelacji migdzy rozpa-
trywanymi zmiennymi wyjsciowymi r, (¢=1,...,T ).

Podstawowa idea metody giéwnego czynnika polega na takim doborze
tadunkéw czynnikéw wspélnych F, (f=1,...m), aby udziat V, tych czynni-
kéw w wyjaénianiu ogdlnej zmiennosci wspdlnej V' byt malejacy. A dokfadniej,
postgpowanie rozpoczyna si¢ od okreslenia fadunkéw czynnika pierwszego F,,
ktérego udziat V; w ogdlnej zmiennoéci V powinien by¢é maksymalny tj.
v, =\7l . Nastepnie dobiera si¢ fadunki czynnika drugiego F, tak, aby udziat V,
tego czynnika w wyjasnianiu pozostatej zmiennosci wspdlnej (tj. V—\7l) byt
maksymalny, przy okreslonych uprzednio fadunkach czynnika pierwszego; itd.

W praktyce, metod¢ gléwnego czynnika stosuje si¢ sposéb iteracyjny. To
znaczy najpierw zadaje si¢ pewng poczatkowa warto$¢ 4’ zasob6éw zmiennosci
wspélnej dla kazdej ze zmiennych 7, (t=1,..,T'). Nastepnie, dla zadanej w ten
sposéb macierzy R’ - stosuje si¢ powyzsza metodg w celu wyznaczenia tadun-
kéw ¢, dla wszystkich czynnikéw F,F; ..., F, ; po czym dokonuje si¢ modyfi-
kacji wartosci hf wedtug wzoru (26); tj.

#H" =Z;‘=l(a,§)" , t=1,...,T, gdzie i - numer iteracji, i =1,2,3,....
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Mozna wykaza¢ (Harman, 1967), ze zastosowanie metody gldwnego czyn-
nika na kazdym z etapéw powyzszego procesu iteracyjnego sprowadza sie do
wyznaczania (dla kolejno zadawanych wartoéci h?) wartosci wrasnych A, oraz
odpowiadajacych im wektoréw wtasnych w, zredukowanej macierzy kowarian-
cji R"; r=1,...,m,...,T. Dowodzi sie przy tym, ze w punkcie zbieznosci zasto-
sowanej procedury tylko pierwszych m wartogci wlasnych A, jest dodatnich;
pozostale zas wartoéci A, saréwne zeru (w przyblizeniu); tj.

4>0,..,4,>0, 4,,=0, .., 4. =0.

i
Innymi stowy, zredukowana macierz kowariancji R" staje si¢ — na etapie
koficowym omawianej procedury - macierza dodatnio pétokreslona, przy czym
rzad tej macierzy jest rtéwny # . Dla wartosci ladunkéw ¢, mamy wéwczas:

@, =l A7, i=1..T, f=lL..m, 35)
a7 "

gdzie w,, - t-ta sktadowa wektora wlasnego w, , odpowiadajacego niezerowej
wartoéci wasnej A, macierzy R’ .

Rozpatrujac wyniki koncowe analizy czynnikowej bierze sig przede
wszystkim pod uwage procentowy udzial P, poszczegdlnych czynnikéw
wspélnych F, w wyjasnianiu ogdlnej zmiennosci wspdlnej V danej wzorem
(33), tj.

B, =V, /V)x100%, f=lL.,m.
Dokonujac analizy uzyskanych wynikéw, wyznacza si¢ réwniez tzw. zasoby
globalnej zmiennosci V,,, zbioru zmiennych wyjsciowych r,r,,...,r, okreslo-
ne przez sume wariancji o, tych zmiennych; tj.

Vow =200 . (36)

&
Nastepnie, mozemy okresli¢ procentowy udzial zasobéw ogélnych zmiennosci
wspdlnej V' w globalnych zasobach zmiennosci V,,, .

P =(VIV,,)x100%. a7

Dany wzorem (37) procentowy wskaznik F, okresla wigc poziom doklad-
nosci z jakim - zgodnie z wprowadzonym modelem czynnikowym - ukfad skore-
lowanych zmiennych wyjéciowych r, (1=1..,7) moze by¢ przyblizony
zbiorem ortogonalnych czynnikéw wspdlnych F, (f =1,...,m). Powyzsze - przy
zalozeniu, ze w analizowanym modelu czynnikowym pominiemy czynniki

swoiste £, ; na przyklad - w celu uproszczenia rozwazan.
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W powyzszym kontekscie, interesujaca jest interpretacja niezerowych war-
tosci wlasnych A, zredukowanej macierzy kowariancji R® . Otéz, z zaleznosci
(34) i (35) - po prostych przeksztalceniach - otrzymamy, Ze
V, =4, (f =1,...,m). Wartos¢ whasna 2, jest wigc liczbowo réwna zasobom
zmiennosci wspélnej V, wyjasnianym przez czynnik F, . Tak wigc biorac pod
uwage zaleznosci (33), (36) i (37) ~ dla procentowego wskaznika P, mamy

P = :11+...ﬂf 2+...1m x100% .
o' +...+0, +...07
Opisana metoda analizy czynnikowej jest oprogramowana w wielu komer-
cyjnych pakietach komputerowych przeznaczonych do zaawansowanych obli-
czen statystycznych; m. in. w pakiecie STATISTICA oraz w pakiecie
STATGRAPHICS - funkcja FACTOR, procedury tzw. rotacji ortogonalnych
przestrzeni czynnikéw wspdlnych - VARIMAX, QUARTIMAX, i EQUIMAX;

por. Jakubowski (2003).

5. Zastosowanie zaawansowanych metod analizy stochastycznej

- czynnikowa okresowo5$¢ i czynnikowa wypuklos$é obligacji

W poprzednim punkcie przedstawiliSmy poszczegéline etapy identyfikacji
modelu czynnikowego (13) rynkowych stép procentowych spot r,, okreslanych
dla kolejnych dyskretnych punktéw czasowych 7=1,2,3,..., na podstawie ren-
townosci do wykupu (Y7M) obligacji czysto-dyskontowych o okresach do wy-
kupu t=1,...,T . Model ten miat posta¢

m

peieSa v, VisloT @9
f=t

Proces identyfikacji modelu polegal w rozpatrywanym przypadku nie tylko
na okresleniu wspdiczynnikéw «,,, @ modelu, ale réwniez na wyznaczeniu
wartosci czynnikéw wspélnych F,(7) (j. macierzy F danej wzorem (32)) oraz
czynnikéw swoistych &,(7) (tj. macierzy E o postaci (25)). Jak juz wspomnie-
li$my, zdecydowanie wyr6znia to powyzsze podejécie od metodologii analizy
regresyjnej, w przypadku ktérej przedmiotem identyfikacji sa tylko wspélczyn-
niki &, (oraz ewentualnie @) modelu liniowego, natomiast £, (f =1,...,m)
traktowane sg jako egzogeniczne zmienne wej$ciowe o okre$lonej interpretacji
ekonomicznej oraz o warto$ciach znanych bezposrednio z przesztych obserwa-
cji. Zauwazmy, ze w przypadku modelu czynnikowego, wartosci "ukrytych"
zmiennych F,(7) wyznacza si¢ dopiero na etapie koncowym konstrukcji

modeln.
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W dalszych rozwazaniach zalozymy (podobnie jak w prezentowanym po-
przednio modelu Fishera-Weila) ciagla kapitalizacje odsetek. Wéwczas, warto$é
biezaca obligacji wielokuponowej, jako funkcja stép procentowych spot r,
(r=1,...,T) - wyraza si¢ wzorem

T
P=P@)=P(n....n,...5)=2.Cexp(~r t). (39)
1=1

Podstawowa idea omawianej dalej metody czynnikowej immunizacji za-
wiera si¢ W nast¢pujacym spostrzezeniu: z wyprowadzonego modelu czynniko-
wego (38) wynika, ze zamiast rozpatrywac zmiany dP wartosci obligacji danej
wzorem (39) ze wzgledu na zmiany 47, mozemy analizowaé analogiczne zmia-~
ny dP ze wzgledu na zmiany dF, (f=1..,m) czynnikéw wspdlnych dla
wszystkich stép procentowych r, (¢=1,...,T). Ze wzoréw (38) i (39) wynika
bowiem, ze warto$¢ biezaca P obligacji mozemy traktowaé jako pewna zlozona
funkcje wektora czynnikéw wspélnych F =[F,,...,F, 1, tj.

P=P(F)=P(F,..,F). (40)

m

Zauwazmy, 2e funkcja P(F) jest ciagta wraz z wszystkimi pochodnymi
czastkowymi dowolnego rzgdu. Z formalnego punktu widzenia, funkcjg te mo-
zemy wigc traktowaé jako pewne gladkie odwzorowanie wektora czynnikéw
wspélnych F w przestrzen R'. Dynamike nieoczekiwanych losowych zmian
wzajemnie nieskorelowanych czynnikéw wspélnych F,(7),...,F, () z uptywem
czasu biezacego 7, wywolujacych okre§lona zmiang ksztattu struktury
terminowej 7.5 (7) - mozna zmodelowaé w postaci nastepujacego stochastycz-

nego réwnania rézniczkowego 16 :
dF, ()= pu,dt+ 0o, dW, (1), v f=1,..,m, 41)

gdzie g, - wspbiczynnik dryfu (drift), o, - wspéiczynnik zmiennosci (volatili-
1y), przy czym fi, , o, sa danymi statymi; W, () - standardowy proces stocha-
styczny Wienera, tj. proces gaussowski o przyrostach niezaleznych oraz
o parametrach W, ~ N(0,7). :

Ponadto  zakladamy, ze procesy Wienera W, (7), W(7)
(f.1=1,...,m; f #1) sa wzajemnie niezalezne. Z formalnego punktu widzenia,
réwnanie (41) okre§la wigc rézniczke stochastyczng dF(z) wektorowego
procesu F=[F,...,F,] o nieskorelowanych wspéirzednych. Wykazemy praw-

dziwo$¢ nastgpujacego lematu.
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Lemat 1. Zalézmy, ze rézniczka stochastyczna dF(r) wektora nieskorelowa-
nych czynnikéw wspélnych dana jest wzorem (41). Wéwczas, rézniczka stocha-
styczna [t6 wartosci biezacej P(F) obligacji wyraza si¢ wzorem:
2 1 n 9P
dP(RY=dP(F,,....F,)= Z Z 37 (dr,)*. (42)

Dowéd (zarys). Wzor (42) wynika z Lematu 70 sformulowanego dla wekto-
rowych proceséw stochastycznych; Sobczyk (1996), s. 132. A mianowicie, przy
przyjetych przez nas zatozeniach co do wektorowego procesu F(7) oraz o r6z-
niczce stochastycznej dF(z) danej wzorem (41) - z Lematu /t6 mamy: dla
dowolnej, ciaglej wraz z drugimi pochodnymi, nielosowej funkcji P [F(7),7],
rézniczka stochastyczna tej funkcji wyraza si¢ wzorem

m " 2
dP [F(r),7]= [ Z 3 Z }‘;Ff ]dea, dw, (43)
E

gdzie 4, , o, ~wsp6lczynniki réwnania (41).

Jak mozna zauwazy¢, rézniczka dP wartosci biezacej obligacji sklada si¢ z
cztonu deterministycznego stojacego przy d7, odpowiadajacego za ewolucje w
czasie (tzw. dryf) tej wartosci oraz z czlonu stochastycznego, obrazujacego za
pomoca rézniczek dW, (f =1,...,m) proceséw Wienera - wplyw czynnikéw
losowych na przebieg tej ewolucji. Z (43), po przeksztatceniach, otrzymamy

dP[F(T),T]——-dz'+§:——(,u/d1'+0',dW I+ = io‘, aFf dr. (44)
1

Wykorzystujac teraz-tzw. prawa mnozenia rézniczki stochastycznej dW(z)
procesu Wienera®, .

[dW@)T =dr, dW(r)dr=0, (d7)’=0,
iloczyn 0'} dt wystgpujacy w ostatnim cztonie wzoru (44) mozemy przedstawié

nastepujgco:
o} dr=p(de) + 2,0,dW,dt+ 0} (dW,) = (udr+0,dW,) . (45)

* Pierwsze dwa z tych wzoréw sa symbolicznym zapisem réwnosci zachodzacych “prawie na
pewno"; tj. z prawdopodobienstwem 1. Natomiast wzér (d7)* =0 jest symbolicznym zapisem
oczywistego faktu, ze (A1)? = 0(AT) ; tak wigc wartos¢ ta zanika, dla AT -5 0.
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Z (44) i (45) mamy wiec

n n 2

dp [F(z), 1]_——d1+2——(u/d1+ade)+ > 2P 4, dT+0,dW,)?

2% OF]
‘Wykorzystujac teraz w powyzszym réwnaniu wzor (41), otrzymamy
dP(F, r)—~d1+z dF +122F2(dF) (46)
f=1

Wyprowadzone réwnanie (46) dotyczy ogélnego przypadku, gdy funkcja
P(-,-) zalezy w spos6b jawny od czasu biezacego 7 . Natomiast dla analizowa-
nej w ninigjszym lemacie funkcji P=P(F), wystgpujaca w tym wzorze
pochodna 0P/d7 zanika i otrzymujemy szukana zalezno$é (42); cn.d.

Zauwazmy, ze wyprowadzony powyzej, na gruncie analizy stochastycznej,
wzlr (42) jest uogdlnieniem klasycznego wzoru na rézniczke zupetng funkcji
wielu zmiennych, rozpatrywanego w przypadku deterministycznym. Réznica
jest taka, ze w przypadku rézniczki stochastycznej [t6 - wystepuje dodatkowo
czion zawierajacy pochodne drugiego rzedu. Warto réwniez podkreslic, ze w
dalszych rozwazaniach dotyczacych zagadnienia immunizacji portfela obligacji,
nie bedziemy wiecej korzysta¢ z réwnania stochastycznego (41) ewolucji cza-
sowej czynnikéw wspélnych F, (f =1,...,m). Tak wigc - dla naszych cel6w -
nie zaistnieje konieczno$¢ identyfikacji parametréw dryfu i, oraz zmienno$ci
co w praktyce mogtoby by¢ dosy¢ kiopotliwe.

Dzielac obie strony réwnania (42) przez P, otrzymamy

| 9P 17 AN 2
P Z[BF PJ F, E,Zﬂ[éF—fFlJ(de)' 47

W powyzszym wzorze, wyrazenie wystepujace w pierwszym nawiasie prosto-
katnym definiujemy jako czynnikowa okresowo$¢ D, obligacji; natomiast wy-
razenie w drugim nawiasie prostokatnym - okreé§lamy jako czynnikowa

wypuklo$¢ V. Mamy wigc

[

2
D,.é—a—Pi, v,éi‘”zi, Vf=1,..m. (48)
39F, P 20F, P
A zatem, z (47) i (48) otrzymamy
7_ —-ZD dF, +Z V,(dF,)*, (49)
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gdzie wielkos¢ dP/P nazywamy niespodziewana stopa zwrotu z obligacji wy-
wotang nieoczekiwanymi zmianami dF, czynnikéw wspélnych (f =1,...,m).

W celu wyznaczenia parametréw okresowoéci D, wypuklodci V,, danych
zalezno$ciami (48), a tym samym obliczenia odnosnych pierwszych i drugich
pochodnych funkcji P(F) danej wzorami (38) i (39), skorzystamy ze wzoréw na
pochodna funkeji ztozonej. Mamy zatem

P Lo &

9P on Ce, 0

oF, %o oF, %O 0

P 9 (o) L aforay

ol alF e tracer. o
1= 1 i 1=

Z (48), (50) i (51) otrzymamy wiec koncowa postaé wzorédw na parametry

D,iV,:
T
D, - P 1 Zta,].C,e""/P, Vf=1l,.,m, (52)
oF, P
a1l 1 2 -
V= 3oF F=—§ra:,,c,e 1P, Vf=l..m. (53)

Wyprowadzone powyzej wzory (49), (52) i (53) stanowia kompletny uktad
zaleznosci, za pomoca ktérych mozemy oszacowac niespodziewang stope zwro-
tu dP/P z obligacji wywotana nieoczekiwana zmiang struktury terminowej TS
stép procentowych spot r,, przy zalozeniu, ze zmiany te sg reprezentowane
przez nieskorelowane wahania de (f =1,...,m) ortogonalnych czynnikéw
wspélnych.

Zauwazmy, ze wzory (52) i (53) na czynnikowg okresowos¢ D, i czynni-
kows wypuklos¢ V, obligacji sa bezposrednimi uogdlnieniami analogicznych
wzoréw (8) definiujacych okresowo$¢ D, i wypuktosc V,,. obligacji, w przy-
padku rozpatrywanego wczesniej modelu Fishera-Weila, sformutowanego przy
zatoZzeniu wytacznie réwnoleglych przesunig¢ dr krzywej dochodowosci.
Z formalnego punktu widzenia, wzory te réznig si¢ tylko tym, ze w przypadku
modelu czynnikowego wystgpuja w odnos$nych zaleznosciach dodatkowo
wspélczynniki (tj. tadunki czynnikowe) ¢, . Réwniez wzdr (49) okredlajacy
niespodziewang stopg zwrotu z obligacji jest bezposrednim uogélinieniem analo-~
gicznego wzoru (9); poréwnanie obu modeli zestawiono w tabeli 4.
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Tabela 4. Poréwnanie modelu Fishera-Weila i modelu czynnikowego

Model Fishera-Weila Model czynnikowy
, 4P w n
iPi=”‘DFwd"+Vﬂv(‘i’)' —=—ZD/ dF/+ZVI(dF/)2
P P =1 I=l
LoP 1 I - a 0P 1 L -
Dy 2= ——==>1tCe"/P= D d————=3ta,Ce"/P=
W ;al‘, P ; i S E)F! P ’Z' e
T T
=Zx,t =Za’,!x,t, Vfi=1..,m

Lol _1¢ Alﬂi—lirzaZCe""'/P*
Z——F=—2—Zt2C,e""/P= TT2Fr P 24 T N

I T
=EZaf/x,t’, Yf=1...,m

14
=sz1t =1

Bardziej wnikliwa analiza poréwnawcza powyzszych podejs¢ prowadzi
jednak do dalszych wnioskéw. Przede wszystkim zauwazmy, ze wspdfczynnik
@, wystepujacy m.in. we wzorze (52) okre$lajacym parametr D, okresowosci
czynnikowej obligacji - moze by¢ dowolnego znaku. Tak wigc wplyw zmiany
dF, czynnikéw wspdlnych na niespodziewang stopg zwrotu dP/P - modelo-
wany za pomocg réwnania (49) - ma o wiele bardziej zfozong nature, w poréw-
naniu z analogicznym wplywem nieoczekiwanego, réwnolegltego przesunigcia
dr krzywej dochodowosci, rozpatrywanego w modelu Fishera-Weila za pomoca
réwnania (9). W tym ostatnim réwnaniu, parametr okresowosci Dy, przybiera

bowiem zawsze wartos$ci dodatnie.

Druga istotng réznica pomigdzy modelem Fishera-Weila a modelem czyn-
nikowym jest to, Ze wprowadzenie definicji zaréwno czynnikowej okresowosci
(52) jak i czynnikowej wypukiosci (53) wiaze si¢ z przyjgciem po m
parametréw D, i V, dla kazdej z rozpatrywanych obligacji wielokuponowych,
poniewaz rozpatrujemy taczne oddziatywanie m czynnikéw wspélnych F,.
Natomiast w przypadku modelu Fishera-Weila (jak tez i w przypadku innych
podejs¢ klasycznych) dla kazdej obligacji definiujemy tylko po jednym parame-
trze okresowosci i wypuklosci. Jednak w przypadku modelu czynnikowego nie
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powinno to by¢ zbyt kiopotliwe, poniewaz - jak wykazuja dotychczasowe do-
$wiadczenia - w praktyce, na rozwinigtych rynkach kapitalowych, wzigcie pod
uwage m= 3+4 czynnikéw prowadzilo do wyjasnienia ok. 95% zasobow
zmiennosci ogdlnej rynkowych stép procentowych spor r, (t=1,..,T).

Réwniez, w opracowanym m.in, przez autora niniejszej pracy modelu
czynnikowym struktury terminowej stép procentowych charakteryzujacej rynek
finansowy w Polsce w okresie marzec 1994 — grudzieni 1996 (dane comiesi¢cz-
ne) wyrézniono 3 istotne czynniki wspdlne. Czynniki te wyjasniaty facznie az
99.93% zasobéw zmiennosci ogdlnej analizowanych stép procentowych; przy
czym czyanik F, wyjasniat 98.3% zmiennoéci, czynnik F, - 1.2% oraz czynnik
F, - 0.5%; por. Kulikowski, Bury, Jaknbowski (1995, 1996).

Biorac dodatkowo pod uwagg, ze na rynkach finansowych rozpatruje si¢
struktury terminowe stop procentowych dla terminéw zapadalnosci od | roku do
30 lat - a wigc w sumie dla 7 = 30 zmiennych r, - otrzymana w wyniku modelu
czynnikowego redukcja liczby zmiennych objasniajacych (przy minimalnej stra-
cie informacji) - jest rzeczywiscie bardzo znaczaca. Wynika to zreszta z samej
specyfiki metody analizy czynnikowej, w ramach ktdrej - jako punkt wyjsciowy
do rozwazan rozpatrujemy na ogét silnie skorelowane stopy procentowe r, .
Zauwazmy, ze gdyby wszystkie wspéiczynniki korelacji p,, pomigdzy anali-
zowanymi zmiennymi r,, 1, (¢,/=1,...,T;t#/) byly réwne jednosci - do anali-
zy uktadu 7" tych zmiennych, wystarczytby jeden czynnik wspélny F|.

W modelu czynnikowym opracowanym dla rynku amerykanskiego zidenty-
fikowano m =3 istotne ¢zynniki wspélne (Litterman, Scheinkman, 1991):
~ F, - czynnik wptywajacy na ogdlny poziom st6p procentowych 7, ;
tzw. czynnik poziomu (leve! factor);
- F, - czynnik wplywajacy na nachylenie krzywej dochodowosci;
tzw. czynnik nachylenia (steepness factor);
= F, - czynnik wplywajacy na stopien zakrzywienia krzywej dochodowosci;

tzw. czynnik krzywizny (curvature factor).

W celu blizszego wyjasnienia takiej wlasnie interpretacji tych czynnikéw,
wygodnie jest przedstawi¢ analizowany dla czynnikéw F,, F, i F, model czyn-
nikowy (38) tak - jak to przedstawiono w tabeli 5.
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Tabela 5. Model czynnikowy dla trzech czynnikéw wspélnych F,, F,, F;

n=n+ o+ o F o F + o

n=h+ oy F 4o P+ o F + o,

n=FE+0,F +a,F +a,F, +ag,

=k toan i+ o R, o P+ opey

Zauwazmy, ze gdy wszystkie ladunki czynnikowe (a,,,...q,,....,05,)
czynnika F, w zmiennych r, (t=1,...,T) s dodatnie - to wzrost lub spadek dF,
warto$ci tego czynnika (przy pozostalych czynnikach nie zmienionych) bgdzie
powodowat jednoczesny wzrost lub spadek poziomu wszystkich analizowanych
stép procentowych spor r,. Czynnik ¥, mozna wigc nazwac - czynnikiem
poziomu.

Ponadto, gdy poczatkowe wartoéci ciggu ladunkéw czynnikowych
(O gy Oy o, Oy ) StOjacych przy czynniku F, sa dodatnie, natomiast
warto$ci koficowe tego ciggu s3 ujemne (lub na odwrét) - to wzrost lub spadek
dF, tego czynnika (przy pozostatych czynnikach nie zmienionych) - bedzie
powodowal zmiang nachylenia analizowanej krzywej dochodowosci. Czynnik
F, jest nazywany w tym przypadku - czynnikiem nachylenia.

Natomiast, gdy skrajne wartosci ciagu tadunkéw czynnikowych
(03,0 ...Cpy ..., 05 ) stojacych przy czynniku F; sa tego samego znaku, na-
tomiast Srodkowe wartosci tego ciagu sa znaku przeciwnego - to wzrost lub
spadek dF, czynnika F, (przy pozostalych czynnikach nie zmienionych) stanie
si¢ przyczyna okreslonego odksztatcenia krzywej dochodowosci w gérg lub w
dét. Czynnik F, mozna wigc nazwaé w tym przypadku - czynnikiem krzywizny.

Calkowity ksztatt analizowanej krzywej dochodowosci wynika wiec z
"liniowego" natozenia si¢ oddziatywan rozpatrywanych czynnikéw wspélnych,
zgodnie z modelem czynnikowym prezentowanym w tabeli 5. Ilustracje gra-
ficzng tych oddziatywan mozna sobie wyobrazi¢ tak, jak to przedstawiono na
rysunku 2. W lewej czgsci tego rysunku zilustrowano dynamiczne zmiany po-
czgtkowo plaskiej krzywej dochodowosci; natomiast w prawej czgsci rysunku -
przedstawiono analogiczne zmiany, przy zatozeniu, ze poczatkowy przebieg tej

krzywej byt nieliniowy.
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F, - czynnik poziomu

m =1
T=7,

T + —>
t t
F, - czynnik nachylenia
7 T
T > -t >
!
F, - czynnik krzywizny
g n
> >
T gl T
t !

Rys. 2. Tlustracja oddzialywan czynnikéw wsp6lnych F,, F, i F; na strukturg termino-
wa stép procentowych; 7 - czas biezacy.
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6. Czynnikowa immunizacja i optymalizacja portfela obligacji

Przedstawimy najpierw czynnikowy model immunizacji portfela obligacji
ze wzgledu na ryzyko nieoczekiwanych zmian struktury terminowej 7:S(r)
rynkowych stép procentowych spot r, (¢=1,..,T). Przyjmiemy, ze dla danego
rynku finansowego obowiazuje ciggla kapitalizacja odsetek, krzywa dochodo-
wosci moze mie¢ dowolny ksztalt oraz dynamika zmian tej krzywej jest zadana

modelem czynnikowym (38).

6.1. Warunki konieczne i dostateczne immunizacji
Naszym zadaniem bedzie konstrukcja takiego portfela P obligacji
O, (i=1,...,N), aby portfel ten zapewnial speinienie przysztych zobowiazai
stojacych przed inwestorem — niezaleznie od nieoczekiwanych, losowych zmian
struktury terminowej TS(7) stép procentowych, jakie moga wystapic
bezposérednio po zakupie portfela P . Innymi stowy, portfel P obligacji powi-
nien by¢ zimmunizowany ze wzgledu na ryzyko stopy procentowej.
Podstawg dalszych rozwazan bedzie zalozenie, ze przyszie zobowigzania

L, (k=1,...,K) stojace przed inwestorem mozemy potraktowac jako istnienie
pewnej wirtualnej obligacji O, o strumieniu finansowym okreslonym przez ten
strumien zobowiazan. W przypadku pojedynczego przysziego zobowiazania
owa "obligacja" O, bedzie w powyzszym ujeciu obligacjq czysto-dyskontowg o
terminie zapadalnosci réwnym terminowi zobowigzania. Z powyzszego wynika,
ze formalnie rzecz biorac, analogicznie jak dla rzeczywiscie istniejacych na da-
nym rynku obligacji (lub portfeli obligacji) — réwniez w stosunku do strumienia
przysztych zobowiazan — mozemy definiowa¢ takie wielkosci, jak warto$¢ bie-
7aca czy tez parametry okresowosci i wypuktosci. Wielkosci te definiowane sa
wedtug identycznych zaleznosci, jak to miato miejsce w przypadku obligacji, tj.
odpowiednio wedtug wzoréw (39), (52) i (53).
Wprowadzimy nast¢pujace oznaczenia:

x, - liczba obligacji O, w portfelu @; x, 20, i=l,...,n,

F=[F, . .F,...F] T wektor nieskorelowanych czynnikéw wspélnych,
P.=P(n,....r,,....1; ) - wartos¢ biezaca obligacji O,, i=1,...,n,

P=3%" xP -wartoi biezaca portfela P obligacji,

P, =P, (#,....1;,...,17) - warto$¢ biezaca strumienia zobowiazan,

Dy,

D,, - czynnikowa okresowos¢ zobowiazania finansowego O, f =1,...,m,
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V,, - czynnikowa wypuklos¢ obligacji O,, f =1,...,m,
V;. - czynnikowa wypukio$é zobowiazania finansowego O,, f =1,...,m.

Biorac pod uwagg, ze dla danego rynku finansowego zidentyfikowano mo-
del czynnikowy struktury terminowej stép procentowych spot r, (¢=1,...T), z
zaleznosci (38) i (39) wynika, ze zaréwno wartodci biezace obligacji
O, (i=1,...,N) jak i warto$¢ biezaca strumienia zobowiazaii O, mozemy trak-
towaé jako ziozone, gladkie funkcje wektora czynnikéw wspdlnych; tj.
P.=P(F) oraz P, =P, (F). To samo dotyczy wartoéci netto W =W (F)
portfela, ktdra definiujemy nastepujaco:

W(F) éW(F,,...,Fm) =P(F)~- P (F) =Z":X‘P‘(F) -~ P, (F). (54)

Podstawowa ide¢ zagadnienia czynnikowej immunizacji portfela 2 mo-
Zzemy teraz wyrazi¢ nastgpujaco. Warunkiem koniecznym wypetnienia zadania
immunizacji jest aby W(F)=0, tj. aby warto$¢ biezaca portfela obligacji byla
réwna wartosci biezacej zobowiazan, czyli P =P, . Wéwczas, o ile w zadanym
horyzoncie czasowym struktura terminowa st6p procentowych si¢ nie zmieni, to
wyznaczona dla tego horyzontu warto$¢ przyszta FV analizowanego portfela
P aktywéw bedzie oczywiscie réwna wartosci przyszlej (FV), zobowiazai,
poniewaz obie (réwne sobie) wartodci biezace P =P, beda kapitalizowane "w
przéd" wedhig tych samych rynkowych stép procentowych spor r, (t=1,...,T).

Natomiast warunkiem koniecznym i jednoczesnie dostatecznym wypetnie-
nia analizowanego zadania immunizacji jest, aby oprécz warunku "wstepnego”
dopasowania wartosci biezacych aktywéw i zobowiazan (tj. W (F)=0) - zacho-
dzito réwniez W (F + dF) 20, przy czym ma to nastapic¢ niezaleznie od kierunku
zmian dF, czynnikéw wspllnych £, (f =1,...,m). A tym samym, ma to nastg-
pi¢ niezaleznie od wzrostu lub spadku poziomu krzywej dochodowosci czy tez —
od sposobu zmiany ksztattu tej krzywej (zmiana nachylenia, pojawianie si¢ réz-
nych "wygarbien", itp.). Wéwczas — o ile powyzsza, nieoczekiwana zmiana
krzywej dochodowosci wystapi tylko jeden raz w zadanym horyzoncie czaso-
wym i to zaraz po nabyciu portfela P - warto$¢ przyszta FV aktywéw bedzie
wyzsza lub réwna wartosci (FV), zobowiazan, z tych samych powodéw — co
poprzednio.

Nalezy w tym miejscu wyraznie podkresli¢, ze w przypadku omawianego
zagadnienia immunizacyjnego nie chodzi nam o $ciste dopasowanie przysztych
strumieni aktywéw (wynikajacych z posiadania portfela P ) do przysziych stru-
mieni zobowiazan (tzw. cash-flow matching). Zagadnienie vzyskania takiego
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$cistego dopasowania strumieni finansowych nalezy do innej klasy probleméw,
rozpatrywanych w ramach konstrukcji tzw. portfeli dedykowanych (dedicated
portfolios); por. Elton, Gruber (2005), Fabozzi, Fong (1994), Fabozzi (2006).
Tak wigc w przypadku zagadnienia immunizacji rozpatrujemy nie tyle $ciste
dopasowanie strumieni aktywéw i zobowiazan — co Sciste dopasowanie wartosci
biezacych tych strumieni.

Stosujac wykazany w punkcie 5 Lemat 1 - w odniesieniu do wartosci netto
analizowanego portfela - otrzymamy, ze rézniczka stochastyczna [to gladkiej
(nielosowej) funkcji W(F) wyraza si¢ wzorem o postaci analogicznej do

wzoru (42), tj.

mo AW 1 aZW )
dAW(F)=W(F+dF)-W(F)=) ——dF, + dr.)*. (55
( f: oF, 2,2. oF} )

Biorac pod uwage definicje (52) i (53) czynnikowej okresowosci oraz czynni-

kowej wypuktosci, otrzymamy

P P,
aF =-D,F, aF, —==-D,P, (56)
9’P 2P,

= = 2Viks F=2V, P (57
ap2 oF]

A zatem, w zaleznosci (55) — biorac pod uwagg (54) ~ mamy

. Py .
i=| f =
o'W n alp
= St = V.,P=-V,P). 59
- N BF’ ORI .

Tak wigc, z (55) oraz (58) i (59) otrzymamy

dWEF)=WF+dF)-WF)=

w (60)
=—Z (Zx D,P, =D, P)dF, +Y (3 x VP =V, P)dF,)".
f=l =l

=1 i=l

Z zaleznosci (60), uwzgledniajac dodatkowo, ze W(F) dane jest wzorem (54),

otrzymamy ostatecznie
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W(F+a’F)=W(F)+dW(F)=(ix,.R -P)+
- 61)
-2 (X mD, P =D,PYdF, + (D xV,P -V, P)dF,),

S =t

=] =1 i=]

gdzie P, = P(F) orazP, =P (F).
Na podstawie zaleznosci (61) formutujemy nastgpujace warunki konieczne
i dostateczne immunizacji portfela 2 :
() WE)=0 czyli > xP(F)=P,. (62)
i=l
Jak juz wspomnieliSmy, jest to pewien "warunek poczatkowy" dla rozpatry-
wanego zagadnienia, bedacy warunkiem koniecznym immunizacji. Warunek
ten oznacza, ze wartos¢ biezaca portfela 2 obligacji powinna by¢ réwna war-
todci biezacej strumienia zobowigzai, dla obowiazujacych w danej chwili ryn-
kowych stép procentowych spot r, (t=1,...,T); czyli — dla zadanego wektora

czynnikéw wspélnych F .
Gy Y xD,P=D,P, Vf=l..m, (63)
i=]

@)  SxV.P2V,P, Vi=l.m. (64)

i=l
Uwzgledniajac warunki (62)-(64) we wzorze (61), otrzymamy wige

m "

W(F'*‘dF):Z (ZXiVJiR_V/LPL)(de)ZZO' (65)
=t =
a ponadto, z definicji, mamy
W(F +dF) £ P(F + dF) - PL(F+dF)=i x, P(F +dF)— P, (F+dF). (66)
i=]
Tym samym, bezposrednio z (65) i (66) wynika, Ze spefniony jest wéwczas wa-
runek immunizacji analizowanego portfela 2 ; tj.

P(F +dF)=Y 2, P.(F +dF)> P,(F + dF) . 67

i=1
Reasumujgc, otrzymalismy, ze o ile warunki immunizacji (62)-(64) sa spel-
nione, to jakakolwiek zmiana dF wektora czynnikéw wspélnych reprezentujaca
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okreslong zmiang struktury terminowej stop procentowych spot { AN ..,rr},
powoduje dodatni przyrost dW =W (F + dF)-W(F) wartosci netto portfela w
stosunku do poczatkowej wartosci W (F)=0. Powyzsze zachodzi niezaleznie od
kierunku zmian poziomu rynkowych stép procentowych r, (¢=1,...,T) czy tez —
od zmiany ksztaitu krzywej dochodowosci. Analizowane zadanie immunizacji
portfela P obligac;ji jest wigc wypetnione dla catego rozpatrywanego horyzontu
inwestycyjnego - o ile tylko bedg jeszcze spetnione dwa dodatkowe warunki.

A mianowicie, o ile owa nieoczekiwana zmiana stép procentowych r, wy-
stapi (jezeli w ogéle) zaraz po zakupie portfela P obligacji oraz — po wystapie-
niu zmiany stép r,, stopy te pozostana nie zmienione az do konca
analizowanego horyzontu czasowego. Warunki te wynikaja bezpo$rednio z
okrestonej niestabilnosci parametréw rozpatrywanego modelu immunizacyjne-
go. Chodzi w tym przypadku o to, ze parametry czynnikowej okresowosci D,
jak i czynnikowej wypuktosci V, dane wzorami (52) i (53), zaleza zaréwno od
biezacego poziomu stép procentowych r, (#=1,.,T) jak i tez — od uplywu cza-
su biezacego 7 (co wynika ze skrécenia terminu do wykupu T wystepujacego
w goérnych granicach sum cytowanych wzoréw).

Tak wiec portfel P raz zimmunizowany (dla chwili 7=0) ze wzgledu na
ryzyko stép procentowych, powinien by¢ z uplywem czasu biezacega okresowo
uaktualniany (tzw. rebalancing) do panujacych w danej chwili warunkéw. Jest
to zreszty cecha wspdlna wszystkich (a wigc nie tylko czynnikowych) modeli
immunizacyjnych. Wptywa to oczywiscie w okreslonym stopniu na koszt ich
obstugi; por. Bierwag (1987).

Interpretacja warunkéw koniecznych i dostatecznych (i)-(iii) czynnikowej
immunizacji portfela P, danych zaleznoéciami (62)-(64), jest nastgpujaca.
Oznaczymy:

w,éx,.P,./P - procentowy udziat obligacji O, w portfelu P ; (68)

Stow=1, wel0l], Vi=i..n. (69)

Uwzgledniajac  dodatkowo warunek konieczny immunizacji (62), tj.
P=Z? x,P, =P, ,mamy w, =x,P,/ P, astad

o %l

x,=wP /P, Vi=1,...,n. (70)
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Podstawiajac (70) do (63) i (64) — po prostych przeksztatceniach — otrzymamy,
ze zaleznosci (if) oraz (iii) sa odpowiednio réwnowazne nastgpujacym warun-

kom:
S wDy=D, , Vf=l..m, (71)
i=1

SwV,2V,, Yf=l..m. (72)

i=t
Mozna wykaza¢ (Jakubowski, 2009), ze czynnikowa okresowo$¢ D, oraz
czynnikowa wypuktoéé V,, portfela P obligacji sa kombinacjami wypuktymi
czynnikowych okresowosci i wypuklosci poszczegdlnych obligacji O,
(i=1,...,n) wchodzacych w sktad tego portfela, tj. uwzgledniajac (69) - mamy

D”,=iw,.Dﬁ oraz v,,,:iw,.vﬁ , Vf=L..,m. (73)
i=l i=lh

Mozna wigc stwierdzié, ze warunek immunizacji (ii) ~ réwnowazny wa-
runkowi (71) - a wigc oznaczajacy dostosowanie czynnikowej okresowosci D,
portfela P obligacji do czynnikowej okresowosci D, zobowiazai, powoduje
identyczng wrazliwos¢ tego portfela i strumienia zobowiazan — na nieoczekiwa-
ne zmiany d4F czynnikéw wspéinych F,F,,....F, . Ze wzoru (49) na niespo-
dziewana stope zwrotu (dP/P) dowolnej obligacji badz portfela obligacji, przy
pominieciu czionu drugiego rzedu — mamy bowiem (w przybliZeniu)

dP "
BT XD (74)

Natomiast warunek (iii) réwnowazny jest warunkowi (72), a wiec, aby
czynnikowa wypuklos¢ V,, portfela P obligacji byla nie mniejsza niz czynni-
kowa wypukios¢ V,, strumienia zobowiazan. Zauwazmy, ze o ile warunek ten
jest spetniony, to losowa zmienno§¢ dF czynnikéw wspdlnych wywotuje do-
datni przyrost dW (F) wartosci netto portfela, przy czym zachodzi to niezalez-
nie od kierunku zmian tych czynnikéw. Wynika to bezposrednio ze wzoru (65),
wobec oczywistej nierdwnosci (a’Fl.)2 >0. W klasycznej teorii zarzadzania
portfelem obligacji, opisane powyzej zjawisko — nosi nazwg fzw. efektu
wypuklosci; por. Elton, Gruber (2003). Tak wigc powyzej wykazali$my, ze efekt
ten wystepuje réwniez w przypadku czynnikowego modelu immunizacji.
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6.2. Optymalizacja portfela zimmunizowanego

Jak mozna tatwo zauwazy¢, warunki konieczne i dostateczne immunizacji
(62)-(64) wyznaczaja tacznie m+1 ograniczen réwnosciowych i nieréwnoscio-
wych na zmienne decyzyjne x, (i=1,...,n), gdzie x, - liczba obligacji O, w
portfelu P . Tak wigc, dla n>2m+1 - mamy wiele (lub nieskoriczenie wiele)
mozliwosci konstrukcji portfela zimmunizowanego, ze wzgledu na ryzyko nie-
oczekiwanych zmian stép procentowych. Pozwala to na sformutowanie dodat-
kowego kryterium wyboru optymalnego — w okre$lonym sensie — portfela P
obligacji. Kryterium to okre§lamy w postaci pewnej funkcji celu
Q(x,,%;,...,%,); przy czym warunki immunizacji (62)-(64) traktujemy jako
ograniczenia (tj. wigzy) analizowanego zagadnienia optymalizacji. Tak wiec, nie
wnikajac glgbiej w szczegély matematyczne okreslenia postaci funkeji Q(-),
zadanie optymalnego wyboru portfela zimmunizowanego mozemy tacznie zapi-
sa¢ nastgpujaco: nalezy okresli¢ takie optymalne wartoéci £, 20 (i=1,...,n) -

aby zachodzito

Q(x,xp,..0x,) —> MAX, (75)
przy ograniczeniach

}u_:P,.x,.=PL; x 20, Vi=l..,n, (76)

i

S DB x=D,P,  Vf=h..m, an

f=]

iv,P,. 52V, P, Yf=1,..,m. (78)

i=l
Zagadnienie optymalizacji (75)-78) jest typowym zadaniem programowa-
nia matematycznego, sformulowanym dla liniowych ograniczen na zmienne
decyzyjne. W praktyce, dla zagadniefi tego typu, jako funkcj¢ celu Q(-) przyj-
muje si¢ np. wewngtrzng stopg zwrotu IRR z portfela (Internal Rate of Return)
lub tez tzw. sktadang stopg zwrotu RCY dla zadanego horyzontu inwestycyjnego
(Realized Compound Yield). Niekiedy, dokonuje si¢ réwniez aproksymacji nieli-
niowej funkcji celu funkcja liniowa ze wzglgdu na zmienne decyzyjne x;
(i=1,...,n), sprowadzajac w ten sposéb zagadnienie (75)-(78) do catkowitolicz-
bowego liniowego problemu optymalizacyjnego; por. Dahl, Meeraus, Zenios
(1993). Powyzsze uwagi, dotyczace formutowania funkcji celu @, odnosza sig
zreszta do catej klasy modeli immunizacyjnych — a nie tylko do analizowanego
powyzej modelu czynnikowego.
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Ponadto, czesto wygodniej jest formutowaé zadanie wyboru portfela zim-
munizowanego jako optymalizacj¢ — nie ze wzgledu na ilodci x; obligacji O, w
portfelu P - a ze wzgledn na wspélczynniki udzialu w, € [0, 1] tych obligacji.
Na przykiad, jak wiadomo, stopa zwrotu z portfela P obligacji, rozpatrywana
dia zadanego horyzontu czasowego jest bezposrednio réwna kombinacji wypu-
kiej (tj. ze wspétczynnikami w;,) stép zwrotu z poszczegblnych obligacji wcho-
dzacych w skiad tego portfela. Tak wigc biorac pod uwage zaleznosci (68)~(70)
oraz (71)-(72), zagadnienie (75)-(78) mozna sprowadzi¢ do nastgpujacej postaci:

Q(w,wy,...,w,) - MAX 79)
przy ograniczeniach Z; w, =1, w, 20, Vi=1l..,n, (80)

i:D/iW,'—‘Dﬂ_, Vf=1..m, 8D

=

Z":Vﬁw,.ZVﬂ_, Vf=1..,m. (82)

=l

Zauwazmy, ze w sformutowanym powyzej zadaniu, nie wystepuje w postaci
jawnej warunek konieczny (76) immunizacji. A wigc aby zagadnienia
(75)-(78) 1 (79)-(82) byly catkowicie réwnowazne, po rozwigzaniu zadania
(79)-(82) — tj. po wyznaczeniu optymalnych wartosci wspétczynnikéw udziatu
w, (i=1,...,n) - nalezy jeszcze dodatkowo wyznaczy¢ optymalne ilosci
X (i=1,...,n) obligacji O, w portfelu P - wedtug wzoru (70), tj. X, =w,P,/F,.

Zachodzi¢ bedzie wéwczas

i£:R=iwiPL=PLiwi=PL’ (83)
= =

i=l
a wigec warunek konieczny immunizacji (76) bedzie spetniony.

Oczywiscie z powodéw praktycznych (na rynku nie mozna kupi¢ utamko-
wej liczby obligacji), wyznaczone w ten sposéb optymalne liczby x; obligacji
nalezy przyblizy¢ do najblizszych liczb catkowitych. Tak wigc uzyskane w po-
wyzszy sposob rozwigzanie analizowanego zagadnienia — bedzie jedynie subop-
tymalne; niekiedy — by¢ moze nawet dosy¢é odlegle od $cisle optymalnego
rozwiazania zagadnienia catkowitoliczbowego typu (75)-(78).

Na zakonczenie warto podkresli¢, ze pominiecie niektdrych ze sformuto-
wanych powyzej ograniczefi, np. dotyczacych immunizacji rozpatrywanego
portfela ze wzgledu na wybrany czynnik wspélny F, (tj. dla ustalonego f = f;)

- prowadzi do aktywnego zarzadzania portfelem obligacji ze wzgledu na ten
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wiasnie czynnik. Zal6zmy na przyklad, ze dla rozpatrywanego problemu immu-
nizacji zidentyfikowano czynnik F; jako czynnik ogélnego poziomu stép pro-
centowych r (¢t=1,..,T). Jak juz wczeéniej wspomnieliSmy, w praktyce
oznaczac to bedzie, ze fadunki czynnikowe ¢, maja dla wszystkich stép r,
wartosci dodatnie. Tak wiec wzrost czynnika F, powoduje jednoczesny wzrost
wszystkich stép procentowych 1, (t=1,..,T); natomiast spadek czynnika 7 -
wywoluje spadek tych stdp; por. rysunek 2 (czynnik poziomu).

W takiej sytuacji, gdy dysponujemy wiarygodnymi danymi, ze wszystkie
stopy procentowe na przykfad spadna, to mozemy “uwolnié” immunizacjg swe-
go portfela ze wzgledu na czynnik F,. Oznaczac to bedzie pominigcie w ograni-
czeniach (77), (78) modelu - indeksu f =1. To znaczy, portfela P nie
immunizujemy ze wzgledu na czynnik F, poniewaz spodziewamy sig, jak czyn-
nik ten bedzie si¢ zachowywat w przysztosci, dla zadanego horyzontu czasowe-
go. W miejsce immunizacji ze wzgledu na pierwszy czynnik, mozemy natomiast
zastosowac strategic aktywng polegajaca na zakupie obligacji diugotermino-
wych, poniewaz oczekujemy spadku ogélnego poziomu stép procentowych.

Natomiast immunizacj¢ ze wzgledu na pozostate dwa czynniki, tj. czynnik
nachylenia F, oraz czynnik krzywizny F, - pozostawiamy w mocy, poniewaz
nie jeste§my pewni czy spodziewane przesunigcie krzywej dochodowosci TS w
dét nastapi w sposob réwnomierny, to znaczy czy bgdzie to przesunigcie rowno-
legte o stalg warto§¢ dr=const(r); t=1..,T . W ten sposb, spodziewajac si¢
ogélnego spadku stép procentowych i stosujac w zwiazku z tym odpowiednia
strategic aktywna, zabezpieczamy si¢ jednoczesnie przed ryzykiem zmiany
ksztattu struktury terminowej stép procentowych. Mozna oczekiwac, Ze zasto-
sowanie takiego wlasnie postgpowania, polegajacego na powiazaniu aktywnej
strategii zarzadzania portfelowego ze strategia pasywna, dotyczaca czgéciowej
immunizacji (tj. ze wzgledu na wspomniane ryzyko ksztaltu) - bedzie zrédiem
dodatkowych zyskéw, w poréwnaniu ze strategia catkowicie pasywna. Strategia
catkowicie pasywna jest w analizowanym przypadku okreslona przez model
(75)-(78), rozpatrywany dla wszystkich zidentyfikowanych czynnikéw F,
(f =1,..,m) dynamiki zmian struktury terminowej stop procentowych.

Oczywiscie przedstawione powyzej postgpowanie bedzie uzasadnione, o ile
nasze prognozy co do spodziewanego ,,ruchu” krzywej dochodowosci w dét sig
spetnig. Oznacza to, ze dokonujac immunizacji naszego portfela inwestycyjnego
ze wzgledu na ryzyko ksztaftu, musimy jednoczesnie zaakceptowaé okreslone

ryzyko zmiany ogélnego poziomu stép procentowych.
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Reasumujac, mozna stwierdzi¢, Ze przedstawiony powyzej czynnikowy
model immunizacji i optymalizacji portfela obligacjt oferuje nam daleko szerszy
wachlarz mozliwosci w poréwnaniu z modelami klasycznymi, wykorzystujacy-
mi koncepcje¢ Macaulay’a parametru okresowosci i wypuklosci obligacji; badz
tylko pewne modyfikacje tej koncepcji zaproponowane np. przez Fishera, Weila
(1977), Eltona, Grubera (2003) czy tez Zarembe i Smoleiiskiego (2000). W
przypadkn modelu czynnikowego, mozemy bowiem immunizowaé nasz portfel
inwestycyjny nie tylko ze wzgledu na wszystkie zidentyfikowane czynniki dy-
namiki zmian stép procentowych; mozemy réwniez samodzielnie (tj. wedhug
naszego uznania) wybiera¢ te czynniki, ktére maja podlega¢ immunizacji. A to
juz oznacza duzy postep w rozpatrywanej dziedzinie zarzadzania ryzykiem

inwestycyjnym.
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A factor model for bond portfolio management

Abstract. The paper deals with the model of bond portfolio management with
respect to - the risk of unanticipated changes of interest rates level as well as -
the risk of unexpected fluctuations of a yield curve shape; where the yield curve
is a graphical representation of the so called term structure of the market spot
rates. The mathematical description of factor analysis of the dynamics of interest
rates term structure fluctuations is given and the definitions of bond factor
duration and bond factor convexity are presented. Then, the factor model of
bond portfolio immunization and optimization is considered. In particular, the
possibility of identification of three uncorrelated common factors affecting the
yield curve shape changes in time: the level factor, the steepness factor and
the curvature factor - is taken into account. In case of the factor model
presented, we can independently choose these factors that should be immunized
as well as the factors under which the analyzed portfolio will be actively

managed.

Keywords: factor analysis, term structure, interest rate risk, bond portfolio,
immunization and optimization.
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