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Streszczenie: W raporcie przedstawiono ogélny kontekst wspéiczesnych badan nad modelowaniem
proceséw edukacyjnych jako czynnika $wiadomego i celowego ksztaltowania kapitatu ludzkiego.
Omowiono podstawowe mankamenty metodologiczne i merytoryczne obciazajace obecna teorig
modelowania proceséw edukacyjnych. Naleza do nich, przede wszystkim: traktowanie rozmaitych
form kapitalu wystepujacych w procesie edukacyjnym jako wielkoéci wzajemnie od siebie
niezaleznych, utozsamianie poj¢cia funkcji matematycznej z pojeciem funkcji fizycznej oraz
opisywanie procesu wytwarzania wiedzy za pomoca deterministycznej funkcji Cobba-Douglasa.
Oméwiono podstawowe sposoby ustochastyczniania tej funkcji za pomoca sprowadzania jej do modeli
regresyjnych i wskazano metodologiczng ograniczonoéé tego podejscia. Zwrécono uwage na to, ze
podobnie jak w matematyce deterministycznej do konstruowania modeli dynamicznych korzysta sig z
teorii réwnan rézniczkowych, tak do konstruowania modeli dynamicznych w warunkach
przypadkowosci trzeba korzysta¢ z teorii stochastycznych réwnar rézniczkowych. W $lad za literaturg
podano podstawowe wiadomosci na temat tych réwnah i calki stochastycznej Itd, a nastgpnie
wykorzystano je do sformutowania wstepnej koncepcji stochastycznej funkeji produkeji Cobba-
Douglasa. W szczego6inosci wykazano, 2e w przypadku stochastycznym o wyborze konkretnej postaci
funkcji decyduja warunki brzegowe. Rozwazania sa inspirowane przez dotychczasowe do$wiadczenie
w zakresie modelowania proceséw edukacyjnych z uwzglednieniem materialnego i intelektualnego
kapitatu ludzkiego jako istotnego czynnika wytwarzania wiedzy.
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produkcji.

1. Cel, zakres | struktura raportu

W raporcie sg przedstawione wyniki badafi prowadzonych przez autoréw w 2009 r. nad zastosowaniami
podejécia systemowego do analizy i modelowania proceséw edukacyjnych. Procesy te s3 podstawowym trybem
wytwarzania i powigkszania kapitatu wiedzy, zaréwno w ujeciu indywidualnym, jak i spotecznym. Jednostki
edukacyjne sa uwazane za przedsigbiorstwa produkcyjne, ktére w toku wiasciwego sobie procesu
technologicznego, zwanego procesem edukacyjnym, wytwarzaja dobro niematerialne w postaci ustugi
edukacyjnej. Efektern wytworzenia tej ustugi jest wzrost wiedzy i umiej¢tnosci podmiotu, ktéremu zostata
wyswiadczona. W toku procesu edukacyjnego sa zuzywane rozmaite postacie pracy (w tym pracy fizycznej i

umystowej cztowieka) oraz kapitatu (w tym kapitalu osobowego czlowieka oraz kapitatu spolecznego).



Rozdzial 2 jest poswigcony skrétowemu omdwieniu ogélnego kontekstu problematyki modelowania
proceséw edukacyjnych, jako czynnikéw ksztaitujacych kapital ludzki, zaréwno w jego wymiarze
indywidualnym, jak i spolecznym. Na tym tle wymieniamy i charakteryzujemy podstawowe mankamenty
metodologiczne i merytoryczne obecnej teorii modelowania proceséw edukacyjnych. W szczegélnosci
zZwracamy uwage na niepoprawno$¢ utozsamiania pojgcia funkcji matematycznej z pojeciem funkcji
ekonometrycznej, na systemowa sprzeczno$é zalozenia o wzajemnej niezaleznoéci wszystkich form kapitatu i
pracy zuzywanych w procesie edukacyjnym oraz na niewlaciwo$¢ opisywania technologicznego procesu

wytwarzania wiedzy za pomocg deterministycznej funkcji produkcji Cobba-Douglasa.

W rozdziale 3 zwracamy uwage na niewfagciwosé postugiwania si¢ pojeciem modelu ekonometrycznego w
odniesieniu do proceséw edukacyjnych. Przypominamy, ze poniewaz zastosowaniem metod statystycznych w
dziedzinie edukacji zajmuje sie edukometria, wigc nalezy uzywaé pojecia modelu edukometrycznego.
Omawiamy podstawowe wady i zalety modeli edukometrycznych zwracajac szczegélng uwage na koniecznos§é
respektowania ich odmiennosci od abstrakcyjnych modeli matematycznych. Wskazujemy, 2e bezpoérednia
konsekwencja nieprzestrzegania tej konwencji jest utozsamianie pojecia zmiennej zaleznej z pojeciem zmiennej
objasnianej oraz pojecia zmiennych niezaleznych z pojeciem zmiennych objasniajacych. Zwracamy wiec uwage,
2¢ zmienne objasniajace moga, ale nie musza byé zmiennymi niezalemymi w sensie matematyki
deterministycznej. Przypominamy, ¢ w matematyce stochastycznej zmienne objasniajace s traktowane jako

wielkosci losowe i dazy si¢ do tego, by — w miarg moznosci — byly one niezalezme, ale w sensie statystycznym.

Jak juz powiedzieliSmy, jedng 2z tendencji w modelowaniu proceséw edukacyjnych jest rozpatrywanie ich
jako proceséw produkcyjnych i dazenie do opisywania ich dynamiki w kategoriach funkcji produkcji.
Szczegblng uwage przyklada si¢ do wykorzystania dwuczynnikowej funkcji Cobba-Douglasa. W
dotychczasowych zastosowaniach przyjmuje si¢ deterministyczng postaé tej funkcji, a wszelkie elementy
przypadkowosci odwzorowuje si¢ przez nadanie tej funkcji formy modelu ekonometrycznego. Do$wiadczenie
pokazuje, ze przydatno§é takiego modelu jest bardzo mala, bowiem parametry charakteryzujace procesy
edukacyjne nie sa wielkosciami deterministycznymi obciazonymi przypadkowymi bledami, lecz sa z natury
wielkosciami losowymi. Sensowne jest wigc zastanowienie si¢ nad mozliwoécia bezposredniego odwzorowania
tej losowosci w modelach dynamiki proceséw edukacyjnych. Po$wigcamy temu rozdziat 4. Zakladamy, ze w
jaki$ sposéb jest okreslony stan procesu edukacyjnego i przedstawiamy idee konstruowania stochastycznych
modeli dynamiki tego procesu w przestrzeni stanéw. Rozpatrujemy dwie wersje modelu: réznicowq i
rézniczkowa. W rozdziale 5 przyjmujemy, ze — zgodnie z ekonomika edukacji — jedng z gtéwnych
charakterystyk procesu edukacyjnego moze by¢ odpowiednia funkcja produkeji. Zaktadamy, ze z uwagi na rolg,
jaka w procesach edukacyjnych odgrywaja czynniki losowe, powinna to byé funkcja stochastyczna i
przedstawiamy ide¢ skonstruowania takiej funkcji. Poniewaz w rozwazaniach korzysta si¢ z aparatu teorii
stochastycznych réwnan rézniczkowych, wigc w zalaczniku, ktéry jest integralng czedcia raportu,
przedstawiamy podstawowe wiadomosci z zakresu teorii tych réwnan. W szczeg6lnosci podajemy formalng
definicje calki Itd, wymieniamy podstawowe wiasnosci tej calki i przytaczamy treéé lematu It6, stanowiacego

teoretyczna podstawe wszelkich zastosowan stochastycznych réwnaf rézniczkowych.



W rozdziale 6 formulujemy podstawowe wnioski dotyczace mozliwoéci wykorzystania przedstawionych w
raporcie rozwazan teoretycznych w dalszych badaniach nad edukacja, a zwlaszcza w edukometrii i ekonomice
edukacji. Okre$§lamy tez kilka probleméw badawczych, ktérych podjgcie i rozwiazanie jest - naszym zdaniem —
niezbgdne, jedli chee sig sformulowaé podstawy systemowej interdyscypliname;j teorii modelowania proceséw

edukacyjnych.
W wykazie literatury umieszczono jedynie te pozycje, z ktérych bezposérednio korzystano.
2. Potrzeba i ogélny kontekst modelowania proceséw edukacyjnych

Niemal kazda epoka cywilizacyjnego rozwoju spoteczenstw ma jakie$ wiodace hasto, w ktérym wyrazony
jest jej stosunek do czlowieka jako osoby ludzkiej, a takze do spoleczefistwa, jako zbiorowosci ludzkiej
zamieszkujacej dane terytorium, posiadajacej wspélng kulture, wspélng tozsamosé, wiasng sie¢ wzajemnych
stosunkéw spofecznych, wlasna forme organizacyjna w postaci panstwa oraz wilasne instytucje wspomagajace
jege funkcjonowanie. Haslem minionego stulecia byla budowa spoleczefistwa przemystowego.
Charakteryzowalo si¢ ono dominujaca rola przemyshi i rozmaitych zjawisk towarzyszacych procesowi
industrializacji, zaréwno pozytywnych (wzrost produktywnosci, poprawa warunkéw bytowych, urbanizacja itd.),
jak i negatywnych (traktowanie czlowieka przede wszystkim jako no$nika pracy fizycznej i umystowej,
obnizenie znaczenia i roli rodziny, wzrost niesprawiedliwo$ci spolecznej itd.). Haslem obecnego wieku jest
budowa spoteczenstwa postindustrialnego, w ktérym giéwna sita napgdowa rozwoju cywilizacyjnego przestanie
by¢ praca fizyczna, a stanie si¢ praca w sektorze ustug oraz wytwarzanie, przechowywanie, przetwarzanie,
przesytanie i wykorzystywanie informacji. Z uwagi na rol¢, jaka w tym spoleczenstwie bedzie petnic¢ informacja
— a wige | wiedza — nazywa si¢ je tez spoleczenstwem informacyjnym lub spoleczeristwem wiedzy. Pojgcie
spoleczeristwa informacyjnego nie jest nowe, zostalo wprowadzone w 1963 r. przez japonskiego dziennikarza T.

Umesao (zob., np., Tadeusiewicz 2001).

Tworzenie  spoteczefistwa  informacyjnego  wymaga  zorganizowania  multimodalnych  sieci
telekomunikacyjnych zaréwno o zasiggach krajowych, jak i o zasiegu globalnym, zapewnienia nieskrgpowanego
dostgpu do nich wszystkim operatorom, powszechnej dostgpnosci do Internetu, stworzenia sprawnie
dzialajacych rynkéw informacyjnych, wprowadzenia stosownych regulacji prawnych, prowadzenia
odpowiednich badan naukowych itd. Przede wszystkim jednak wymaga zmiany nastawienia jednostek, grup
zawodowych i spolecznych oraz catych spoleczeifistw do zachodzacych proceséw innowacyjnych. Pod wplywem
tych proceséw zmieniaja sig i beda coraz bardziej si¢ zmienialy podstawowe funkcje spoleczenstwa, a zwlaszcza
jego funkcja edukacyjna. Edukacja jest bowiem ta dziedzina, dzigki ktérej jednostki i spoleczenstwa zdobywaja
wiedzeg, nabieraja umieje¢tnosci jej wszechstronnego wykorzystywania, ksztaltuja swoje systemy wartosci oraz
uczg si¢ zasad zawiazywania, utrzymywania i rozwijania stosunké6w spotecznych. Z tego powodu konieczna jest
naukowa refleksja nad rola i znaczeniem edukacji dla powstania, funkcjonowania i rozwoju spoleczefistwa
informacyjnego. Refleksja ta jest rozwijana w ramach takich podej$é, jak teoria kapitatu ludzkiego, teoria

kapitatu intelektualnego, teoria kapitatu spolecznego itp. (zob., np.: Tadeusiewicz 2001).



Prace nad modelowaniem procesu edukacyjnego jako podstawowego trybu wytwarzania kapitatu
intelektualnego sa prowadzone w Pracowni Wspomagania Decyzji w Warunkach Ryzyka Instytutu Badan
Systemowych PAN od 2002 r. Podstawowa metoda badawcza jest matematyczne i systemowe modelowanie
rozmaitych aspektéw procesu edukacyjnego w szeroko rozumianym kontekdcie decyzyjnym. Dotychczasowe
wyniki sa udokumentowane w raportach badawczych (Berezifiski 2002, 2003, 2004; Berezirski, Inkielman i
Wagner 2005a, 2006, 2007; Berezifiski i Wagner 2008c¢) oraz publikacjach (Berezinski i Hotubiec 2004
Berezinski, Inkielman i Wagner 2005b; Berezifski i Wagner 2008a, 2008 b; Berezinski, Holubiec i Wagner
2009). Charakterystyczng cecha przyjetego podejécia jest dazenie do jak najpeiniejszego poznania historii badan
nad edukacja, ocena ich obecnego stanu oraz konstruowanie modeli wspomagajacych ksztaltowanie proceséw
edukacyjnych na réznych poziomach ich szczegélowosci (mikroskopowym, mezoskopowym i
makroskopowym), przy zalozeniu, ze immanentna wiasciwodcia tych proceséw jest niepetnosé i niedokladnosé
ich poznania oraz niepewno$¢ i nieokre§lonosé. Jako sposéb odwzorowywania tych cech w konstruowanych

modelach uznano stochastycznosé.

W toku dotychczasowych prac stwierdzono, ze w badaniach nad modelowaniem edukacji jako procesu
wytwarzania wiedzy niezbednej do ksztattowania rodzacych sie spofeczenstw informacyjnych powstato i
utrwalito si¢ wiele niebezpiecznych mitéw, a takze popemnia si¢ wiele bledéw metodologicznych i
merytorycznych. Ich Zrédlem jest — przede wszystkim ~ niedostrzeganie istotnych réznic i nie zawsze poprawne
widzenie analogii migdzy produkcjg débr materialnych, a produkcja wiedzy. Wskutek tego, poczawszy od
drugiej potowy lat 50. dwudziestego wieku, weiaz z uporem podejmuje si¢ préby skonstruowania ekonomiki
wiedzy w ramach wyznaczonych przez neoklasyczna ekonomikg¢ produkeji débr materialnych, wykorzystujac do
tego rozmaite podejscia matematyczne, z reguly deterministyczne. Najbardziej znanym przykiadem takiego
postepowania jest monografia amerykanskiego ekonomisty, G.S. Beckera, poswigcona teoretycznej analizie
pojecia kapitatu ludzkiego i prébie wilaczenia do wybranych modeli funkcji produkcji elementu
charakteryzujacego rolg czynnika wiedzy w procesach produkcyjnych (Becker 1964). Chociaz byia to proba nie
do korica udana, to jednak znaczenie monografii Beckera trudno przecenié. Przede wszystkim stala si¢ ona
impulsem do szerokiego zainteresowania si¢ $rodowisk naukowych wielu krajéw problematyka kapitatu
ludzkiego, a zwlaszcza ekonomika edukacji. Wielu obecnych badaczy traktuje jednak monografi¢ Beckera w
spos6b zgota niewlasciwy, przypisujac jej — wbrew oczywistym intencjom jej Autora — range jedynej poprawnej
koncepcji teorii kapitatu ludzkiego i traktujgc matematyczno-ekonomiczne modele skonstruowane przez Beckera
oraz wynikajace z nich wnioski jako niemal niepodwazalne prawdy naukowe w tej dziedzinie. Jest to podejscie
krzywdzace dla Beckera, a takze hamujace rozw6j nowoczesnej teorii kapitatu ludzkiego. Znaczenie monografii
Beckera polega przede wszystkim na uprzytomnieniu $rodowisku 20. wiecznych ekonomistéw, zwlaszcza
zwolennikéw szkoly neoklasycznej, ze — wbrew rozpowszechnionemu woéwczas w modelowaniu procesow
produkcyjnych podejsciu — czfowiek angazuje w te procesy nie tylko swoja sil¢ fizyczna, ale takze energig
intelektuaing. Monografia Beckera byla niewatpliwie pierwsza proba systematyzacji Swczesnej wiedzy
ekonomistéw — zwlaszcza poéinocnoamerykanskich - na temat roli oraz znaczenia kapitatu ludzkiego w
produkcji débr materialnych, a zarazem pionierskq proba stworzenia ekonomiki edukacji. Na przetomie lat 60. i

70. dwudziestego wieku monografia Beckera spotkata si¢ z krytyka ze strony wielu $rodowisk. Niestety, nie byta
4



to krytyka konstruktywna. Spowodowata jedynie zaprzestanie prac nad ekonomikg edukacji, a zast6j ten trwat
niemal do poczatku ostatniej dekady dwudziestego wieku. Postep w dziedzinie technik i technologii
informacyjnych oraz ich zastosowan sprawit, ze nie tylko ponownie zwrécono uwage na wiedze jako na jeden z
gléwnych czynnikéw produkcji, ale wrecz uznano ja za podstawows sile napgdowa rozwoju ludzkoéei w 21.
wieku. W naturalny sposéb odrodzila si¢ potrzeba skonstruowania teorii kapitatu ludzkiego. Jedni badacze
przypomnieli sobie o istnieniu monografii Beckera i zacz¢li dostosowywa¢ skonstruowane przez niego modele
do dzisiejszych wymogoéw. Inni zaczeli przenosié na grunt teorii kapitatu ludzkiego modele organizacji i
funkcjonowania przedsigbiorstw produkcyjnych, konstruowane od dziesiatkéw lat dla potrzeb towarzystw
asekuracyjnych i ubezpieczeniowych. Jeszcze inni — ewidentnie wykorzystujac te ostatnie modele — 2aczgli
tworzy¢ whasne, niezwykle uproszczone i nie zawsze poprawne teorie przedsigbiorstw, oparte na koncepcji
niezaleznosci rozmaitych form kapitafu produkcyjnego. Wszystkie te wysitki nie przynosza spodziewanych
efektow, poniewaz u ich podstaw wciaz lezy koncepcja czlowieka jako bytu materialnego, kierujacego sig w
swym postgpowaniu wylacznie przestankami czysto ekonomicznymi. Konieczna jest nowa teoria
przedsigbiorstwa, oparta na zasadzie personalizmu, czyli pojmowania czlowieka jako bytu osobowego, bedacego
jednoscia psychofizyczna. Skonstruowanie takiej teorii wymaga uprzedniego sformufowania personalistycznej
teorii kapitalu ludzkiego. Jej koncepcja zostata zaproponowana przez M. Berezinskiego i D. Wagnera (zob.
Berezinski i Wagner 2008b). Rozwazania prowadzone w niniejszym raporcie sq osadzone w ramach tej
koncepcji i stanowia przyczynek do sformulowania podstaw edukometrii oraz nowoczesnej ekonomiki edukacji,

opartej na personalistycznej teorii kapitatu ludzkiego.

Jak juz powiedzieliémy, dotychczasowe wysitki w tym kierunku nie przyniosty spodziewanych efektow.
Edukometria i ekonomika edukacji wciaz znajdujg si¢ w powijakach. Przyczyn tego stanu rzeczy jest wiele.
Wydaje sig, ze najpowazniejsza z nich jest niemal mechaniczne przenoszenie do ekonomiki edukacji modeli z
innych dziedzin nauki, zwfaszcza z neoklasycznej ckonomii i matematyki, Wprowadza to jednak wigcej
zamieszania niz korzysci przede wszystkim dlatego, ze teorie kapitalu ludzkiego — indywidualnego i
spolecznego — nie tylko nie doczekaly si¢ jeszcze jednoznacznego okreslenia przedmiotu swoich badan, ale — co
gorsza — zamiast podazaé w kierunku stworzenia teorii jednolitej, coraz bardziej oddalaja si¢ od siebie. Nic wigc
dziwnego, 2e podobnie jak to bylo z monografia Beckera, maja one oprécz zagorzalych entuzjastow i
apologetow réwniez licznych przeciwnikéw (zob., np.: Blaug 1987; Block 1990; Marginson 1993). Przeciwnicy
zwracaja uwage na to, Ze bledne jest osadzenie tych teorii w ramach neoklasycznej doktryny ekonomicznej, w
ktorej przyjmuje si¢ wiele matematycznie wygodnych, lecz w rzeczywistosci nierealnych zalozen, a mianowicie,
ze:

1. Rynek funkcjonuje w sposéb bardzo sprawny, a wszystkie podmioty zachowujg si¢ w sposob

racjonalny.

2. Mechanizm cenowy zawsze doprowadza do zréwnowazenia popytu z podaza i to zaréwno w

odniesieniu do czynnikéw produkgji, jak i wytwarzanych débr.

3. Producenci daza do maksymalizacji zyskéw, natomiast konsumenci — do maksymalizacji
korzysci ptynacych z konsumpcji dobr. Korzysci te wyraza si¢ za pomoca funkcji uZytecznoscei.



4.  Wszystkie podmioty dziatajg w warunkach ograniczen budzetowych - nie moga wydawaé wigcej
$rodkéw niz zarobity.

5. Rynek funkcjonuje w warunkach doskonalej konkurencji.

Istotnie, trudno byloby uzasadnié, ze ktérykolwiek z tych postulatéw jest spetniony na rynku wiedzy, ktéra
~ ponadto ~ jest dobrem niematerialnym. Dla przykiadu zastandéwmy si¢ na trzecim z tych postulatéw. W teorii
kapitatu ludzkiego przyjat on form¢ stwierdzenia, ze jednostki edukacyjne daza do maksymalizacji swoich
zyskéw, podczas gdy osoby pobierajace w tych jednostkach nauke sa zainteresowane jedynie maksymalizacjg
wiasnych korzysci materialnych ze zdobycia wiedzy na danym poziomie edukacyjnym. Tymczasem tak nie jest.
Maksymalizacja wylacznie wiasnych korzysci z edukacji bylaby mozliwa tylko w catkowicie zatomizowanej
zbiorowosci ludzkiej, pozbawionej jakichkolwiek wigzi spolecznych. Istnienie i bogactwo tych wigzi ~ to
podstawowe cechy, ktérych posiadanie czyni ze zbiorowosci ludzkiej spolecznos¢, a ze zbioru spotecznosci —
spoteczenstwo. Z tego powodu teoria kapitalu ludzkiego i teoria kapitahu spolecznego nie stanowia swoich

przeciwienistw, lecz wzajemnie si¢ dopetniaja, tworzac petna sprzeczmosci systemowa jedno$é.

Innym przykiadem ilustrujacym mankamenty neoklasycznej teorii kapitalu ludzkiego jest lansowane przez
jej zwolennikow hasto, ze naturalng konsekwencja rozwoju edukacji jest wzrost gospodarczy. To prawda, ze
wyksztatcone spoteczerstwo bardziej $wiadomie, a wige i bardziej efektywnie, uczestniczy w procesie
produkcji, ale przeciez istnieje takze wiele innych czynnikéw, w nie mniejszym stopniu réwnie korzystnie
oddzialujacych na wzrost produkcji. Wydaje si¢ wiec, ze uznajac edukacj¢ uzna za wiodacq sile napgdowg
rozwoju spotecznego i gospodarczego kraju, trzeba réwnoczesnie odpowiedzieé¢ na pytanie, czy — a jesli tak, to
w jakiej mierze — wzrost edukacji bardziej przyépiesza i zwicksza wzrost dobrobytu spotecznego, niz takie
dzialania, jak podnoszenie poziomu zdrowotno$ci spoteczenstwa, poprawa warunkéw mieszkaniowych ludnosci,
zapewnienie wia§ciwych warunkéw pracy i sprawiedliwej ptacy, racjonalny rozwdj technicznej infrastruktury
kraju itp. Powyzszych stwierdzen nie nalezy traktowaé jako podwazajacych potrzebg coraz lepszej edukacji
spoteczeristwa. Chodzi przede wszystkim o zwrécenie uwagi na to, ze nie kazda edukacja staje sie sita napgdowsg
rozwoju. Nawet najwyzszy poziom edukacji spolecznej nie bedzie w pelni uzyteczny, jesli struktura i profil
wyksztalcenia nie beda odpowiadaty rzeczywistym doraznym oraz perspektywicznym potrzebom kraju, jesli nie
beda respektowane dobrze rozumiane podstawowe zasady Zycia spolecznego, a zwiaszcza zasada dobra
wspélnego, zasada pomocniczofci, zasada solidarnosci spotecznej i zasada sprawiedliwosci. Nie wolno
zapomina¢, Ze o poziomie kapitatu ludzkiego nie $wiadczy posiadanie dyplomu ukenczenia studidw wyzszych.
Kazdemu krajowi byli, sq i zawsze beda potrzebni pracownicy fizyczni, technicy, nizszy personel
administracyjny itd. Chodzi o to, zeby w kazdych warunkach cztowiek mial pelng swobod¢ wyboru kierunku i
poziomu swego wyksztalcenia, biorac jednakze pod uwage nie tylko wiasne aspiracje, ale réwniez
uwzgledniajac uwarunkowania wynikajace z zasad zycia spolecznego. Przykiadem skutkéw nieliczenia si¢ z
tymi uwarunkowaniami moze by¢ sytuacja, jak miata miejsce w szkolnictwie wyzszym Stanéw Zjednoczonych
w latach 70. dwudziestego wieku. Ulegajac modzie panujacej wtedy wéréd amerykanskiej miodziezy
zapomniano o0 potrzebie liczenia sie z rzeczywistymi perspektywicznymi potrzebami spoleczenstwa i
wyksztalcono ogromna rzesze historykéw, dla ktérych zabraklo miejsc pracy. Koszty przekwalifikowania tych
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ludzi — a wiazato si¢ to czgsto z koniecznodcia ukoriczenia innego kierunku studiéw — powaznie obciazyly
budzet kraju,

Jeszcze jednym przyktadem wskazujacym na oderwanie neoklasycznej teorii kapitatu intelektualnego od
realiéw rzeczywistosci jest niemal zupelne pomijanie w niej kosztéw naktadéw poniesionych na edukacje w
przesziosci. Wskutek tego rachunki dotyczace ekonomicznej efektywnoséci edukacji na ogot nie méwia nic o
zwrocie netto wydatkéw publicznych po$wigconych na ten cel. A przeciez na wydatki te skladaja si¢ nie tylko
same koszty nauczania, ale takze chociazby suma bezpo$redniej pomocy finansowej udzielanej uczniom lub
studentom (stypendia, zapomogi, nagrody itd.). Poziom tych wydatkéw moze wplywaé zniechgcajaco lub
zachgcajaco na zainteresowanie poszczegdlnych czlonkéw spoleczenstwa — a zwlaszcza miodziezy —~
zdobywaniem wiedzy, ale zasadniczo nie moze bezposrednio wplywa¢ na tempo wzrostu produktu krajowego
brutto (PKB) na gtowe. Co wigcej, nie zawsze sprzyja realizacji zasady wyréwnywania szans edukacyjnych oraz
zasad réwnosci i sprawiedliwodci, zwlaszcza wobec dzieci i mlodziezy mieszkajacych i uczacych sig w

oérodkach i regionach peryferyjnych.

3. O kilku bledach metodologicznych popelnianych w edukometrii i ekonomice edukacji

3.1. Zalozenie o determinizmie funkeji produkeji

Dotychczasowe rozwazania mialy przede wszystkim zwrécié uwage na brak w ekonomice edukacji i w
teorii kapitalu Iudzkiego prac o charakterze metodologicznym oraz na koniecznos$¢ ich podjgcia badz
zintensyfikowania. Nie ulega watpliwosci, ze osnowa tych prac powinna byé metodologia systemowa, ktorej
podstawowym  narzgdziem  badawczym  jest  analiza  systemowa. Poniewaz  podstawowym
zinstytucjonalizowanym trybem zdobywania wiedzy jest proces edukacyjny, obejmujacy wszystkie etapy
ksztalcenia (przedszkole, edukacja wczesnoszkolna, edukacja podstawowa, edukacja gimnazjalna, edukacja na
poziomie szkoly $redniej, edukacja wyzsza i rozmaite formy ksztalcenia podyplomowego), wigc konieczne jest
przede wszystkim przeprowadzenie systemowej analizy tego procesu. Wiele aspektéw tego zadania rozpatrzono
w poprzednich latach przy okazji analizowania i modelowania rozmaitych aspektéw procesu edukacyjnego (w
ramach realizacji odpowiednich zadan badawczych). Wyniki te sa szczegétowo oméwione w cytowanych wyzej
pracach autoréw niniejszego raportu oraz ich wspélpracownikéw, dlatego nie bgdziemy ich tu powtarzac.
Ograniczymy sie do rozpatrzenia trzech systemowych aspektéw procesu edukacyjnego, niezwykle waznych dla
dalszego rozwoju teorii kapitatu Judzkiego: charakteryzowania procesu wytwarzania wiedzy za pomoca
deterministycznej funkcji produkeji Cobba-Douglasa, postugiwania si¢ zlogarytmowana postacia tej funkcji oraz
metodologiczna niepoprawnoscia zalozenia o wzajemnej niezaleinoéci réznych form kapitatu wystgpujacego w

procesach edukacyjnych.

Spojrzymy na jednostkg edukacyjna jako na przedsigbiorstwo ustugowe, ktére w toku wiasciwego sobie
procesu technologicznego, zwanego procesem edukacyjnym, wytwarza produkt niematerialny w postaci ustugi
edukacyjnej. Jedna z podstawowych cech tej ustugi jest tadunek i jako$¢é wiedzy teoretycznej i praktycznej

wynoszonej przez absolwenta oraz umiejetno$é jej stosowania. Modelowanie tak rozumianego efektu procesu



edukacyjnego w zasadzie nie wyszio dotychczas poza wykorzystanie dwuczynnikowej funkcji produkcji Cobba-

Douglasa

Y=F(K,L)y=aK®If, K,L20, @3.1)

gdzie K oznacza naklad kapitatu, L — naklad pracy potrzebny do wytworzenia ¥ = F(X,L), a jest parametrem
skalujacym. W przypadku a+ f>1 mamy pozytywne korzysci skali, w przypadku a+ B8 <1 skutki te sg
negatywne. W klasycznej funkcji Cobba-Douglasa a + =1, czego skutkiem jest brak efektéw skali (tzn.

wzrost K i L o p% powoduje wzrost Y o p% ).

Zastosowanie funkcji Cobba-Douglasa w c¢konomii jest od dawna przedmiotem krytyki ze strony wielu
$rodowisk naukowych. Niestety, na og6} nie jest to krytyka konstruktywna, tzn. wskazujac wady tej funkcji z
reguly nie proponuje si¢ sposobdéw ich usunigcia. Odpowiadajac na zarzuty krytykéw zwolennicy stosowania
funkcji Cobba-Douglasa wyrazaja przekonanie, ze w najgorszym razie mozna jg traktowaé jako pierwsze
przyblizenie nieznanej rzeczywistej funkcji produkcji. Zwracajg tez uwage na liczne badania empiryczne, ktore
zdaja si¢ potwierdzaé jej przydatmosé. O ile mozna zgodzié si¢ z pierwszym z tych argumentdéw, o tyle drugi jest
nie do przyjecia, bowiem nawet najliczniejszy zbiér faktéw empirycznych nie uzasadnia formalnej poprawnosci
zadnej teorii naukowej. W szczeg6blnosci odnosi sie to do funkcji Cobba-Douglasa: oprcz wynik6w
empirycznych przemawiajacych za jej stosowaniem mozna wskazaé co najmniej tyle samo ~ o ile nie wiecej —
przypadkéw jej nieadekwatnosci. Istnieje wiec potrzeba innego niz dotychczas spojrzenia na te¢ funkcje i
radykalnej zmiany jej interpretacji. Zwraca na to uwage, miedzy innymi, wloski ekonomista, P.S. Labini, ktéry —
krytycznie oceniajac entuzjazm tych, ktérzy rozpowszechniaja poglad o niemal uniwersalnej przydatnosci
dotychczasowych wersji funkcji Cobba-Douglasa — wrecz stwierdza: ,,Uwazam, ze fen sukces jest iluzjq i ze z
reguly wykladniki a i fi przyjmujq wartoici niezgodne z rzeczywistym rozkiadem zasobow kapitalu i pracy.
Uwazam tez, ze musimy zwrécic wiekszq uwage na postep tecknologiczny i przyjqé, ze substytucja ma charakter
dynamiczny, a nie statyczny. (..) Co wiecej, jezeli jest prawdq, e wzrost jest z natury procesem

nieréwnomiernym, to musimy przyjqé dynamiczne podejscie wielosektorowe™ (Labini 1995).

Chociaz trudno nie zgodzi¢ si¢ z ta opinia, to jednak trzeba zwréci¢ uwage, ze pominiety jest w niej bodaj
najwazniejszy aspekt proceséw produkcyjnych, tj. stochastyczny charakter czynnikéw produkcji oraz dynamiki
samych proceséw. Nie ma bowiem najmniejszej watpliwosci co do tego, ze jedna z giéwnych przyczyn
niezgodnosci wynikéw teoretycznych otrzymanych za pomocy tej funkeji z dodwiadczeniem jest - z jednej
strony — determinizm funkcji Cobba-Douglasa, a z drugiej nadmiemie wysoki poziom zagregowania
wystgpujacych w niej czynnikéw kapitatu i pracy. W szczegblnosci odnosi sie to do proceséw edukacyjnych, w

ktérych trzeba wyrézniaé rézne formy kapitatu i rézne formy pracy.

Potrzeba takiego zmodyfikowania funkcji Cobba-Douglasa, by w jakiej$ mierze odwzorowywata inherents
stochastycznodé proceséw produkgji, jest odczuwana od dawna i to nie tylko intuicyjnie. Dwaj wybitni
ekonomisci 20. wieku, G. Tintner i J.K. Sengupta, juz bez mala czterdziesci lat temu zwracali uwage na

metodologiczng niepoprawnodé deterministycznych teorii ekonomicznych i pisali: , ,Modele rozwoju
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gospodarczego, ktore staly sig niezwykle popularne (...), sq co najwyzej dynamiczne, ale weiqz deterministyczne.
(...) Moina tlumaczyé, ie deterministyczne modele ekonomiczne muszq byé traktowane, jako majqce do
czynienia z wartoSciami Srednimi zmiennych losowych, ktére faktycznie charakteryzujq system ekonomiczny. (...)
Ale czp jest to zalozenie realistyczne? (...) Proponujemy pdjs¢ tropem wspdlczesnej fizyki i rozpatrywaé zjawiska
ekonomiczne z czysto stochastycznego punktu widzenia, tzn. po prostu traktowaé zmienne ekonomiczne jako
zmienne losowe. (..) Mozna utywaé argumentow, e procesy stochastyczne stanowiq doswiadczalng baze
ekonomii, ze ekonomia powinna nasladowaé fizyke oraz 3e kulturowe opdinienie ekonomii w stosunku do fizyki
Jjest juz wystarczajqeo dlugie i wynosi 50 lat! Trzeba jednak wiedzied, Ze istniejq znacznie wazniejsze przeslanki
przemawiajqce za koniecznosciq uiywania proceséw stochastycznych w analizach zjawisk ekonomiczrych”

(Tintner i Sengupta 1972).

Powszechnie stosowanym formalnym chwytem majacym na celu ustochastycznienie funkcji Cobba-
Douglasa jest postugiwanie si¢ jej wersja logarytmiczna, zazwyczaj rozszerzana przez dodanie skfadnika
reprezentujacego elementy przypadkowosci. Otrzymany w ten sposob model jest wprawdzie formalnie podobny
do modelu ekonometrycznego, ale w istocie nim nie jest. Co najwyzej moze by¢ traktowany jako jedno z ogniw
procesu estymacji wartosci parametrow funkcji Cobba-Douglasa. Trzeba jednak zdawa¢ sobie sprawg z tego, ze
prowadzona w taki sposdb estymacja nie jest w pelni poprawna, poniewaz wymaga operowania
zlogarytmowanymi zbiorami damych empirycznych. Co wigcej, zlogarytmowane wersje funkcji produkcji sa
czgsto blednie traktowane jako funkcje czysto matematyczne. Jak wiadomo (zob., np., Mikusiiiski 1990) istotg
funkcji matematycznych jest powiazanie liczb w pary, w ktérych inna jest rola elementu pierwszego, inna za§
elementu drugiego. Zbior liczb stojacych w tych parach na pierwszej pozycji stanowi dziedzing funkcji, podczas
gdy zbidr liczb stojacych na drugiej pozycji jest jej przeciwdziedzing. Co wigcej, zbior par okreélajacych funkcje
nie moze by¢ zupelnie dowolny: 2ada sig, zeby kazdej liczbie nalezacej do jej dziedziny byla jednoznacznie
przyporzadkowana liczba nalezaca do jej przeciwdziedziny. Funkcje ekonometryczne na ogét nie spetniajg tych
warunkow, poniewaz kazdemu elementowi ich dziedziny z reguly odpowiada wiele mozliwych altermatywnych

elementow przeciwdziedzing.

Jak juz wspomnieliémy, postugujac si¢ pojeciem funkcji trzeba rozrézniaé migdzy funkcjami
matematycznymi, ktére majg charakter abstrakcyjny, a funkcjami niematematycznymi, ktére majg charakter
empiryczny. Najwazniejszym przykladem funkcji niematematycznych sa funkcje fizyczne fizycznymi,
odwzorowujace zaleznosciami zachodzace migdzy wielkosciami fizycznymi. W przypadku funkcji
matematycznych operuje si¢ pojgciami zmiennych zalezniych i zmiennych niezaleznych, natomiast w przypadku
funkcji niematematyczaych uzywa si¢ poje¢ zmiennych objasnianych i objasniajgcych. Ta réznica w
nazewnictwie nie jest przypadkowa. Aby ja wlasciwie pojmowa¢, trzeba przede wszystkim poprawnie rozumie¢
matematyczne pojecia niezaleznodci, zaleznosci, prostopadiosci i ortogonalnoéci. Pojecia te inaczej interpretuje
si¢ w matematyce deterministycznej, a inaczej w matematyce stochastycznej. Inny sens majg pojecia
niezalezno$ci oraz zaleznosci zmiennych deterministycznych, a inny pojecia niezaleznoéci oraz zaleznosci
zmiennych losowych. Inaczej nalezy rozumieé prostopadio$¢ i ortogonalno$é wielkosci deterministycznych, a

inaczej stochastycznych, Mieszanie tych poje¢ czesto prowadzi do formulowania na pozér oczywistych
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stwierdzeri apriorycznych, ktére — zdaniem ich autoréw — powinny leze¢ u podstaw nowoczesnej teorii kapitatu
ludzkiego, a co za tym idzie, réwniez edukometrii i ekonomiki edukacji, faktycznie jednak bezzasadnych i
nierzadko merytorycznie niepoprawnych. Istnieje wigc potrzeba respektowania podstawowych faktow
matematycznych zwigzanych z tymi pojeciami, zwlaszcza w kontekécie tworzenia teoretycznych podstaw

modelowania proceséw edukacyjnych.
3.2. Modele matematyczne a modele edukometryczne

Dziedzing zajmujaca sig zastosowaniami metod rachunku prawdopodobienistwa i statystyki matematycznej
w dziedzinie edukacji jest edukometria (Lulla 1980). Podstawowym celem modelu edukometrycznego jest
udzielenie odpowiedzi na pytanie, jakie powigzania migdzy zmiennymi charakteryzujacymi procesy edukacyjne

ujawniaja si¢ w $wietle przyjetych zalozen apriorycznych i posiadanej informacji statystycznej.

Niestety, w dziedzinie edukometrii zostal popeiniony ten sam blad metodologiczny, ktéry wczedniej
popeliono w ekonometrii. Mianowicie, w edukometrii rozpowszechnit si¢ i utrwalil zwyczaj utozsamiania
funkcji edukometrycznych z funkcjami matematycznymi, a w konsekwencji takze ukiadéw réwnan i
nieréwnosci edukometrycznych z ukladami réwnan i nieréwnosci matematycznych. Pojgcie modelu
edukometrycznego stalo sig synonimem pojecia abstrakcyjnego modelu matematycznego. Utozsamianie tych
pojeé jest jednak takim samym blgdem metodologicznym, jak synonimiczne uzywanie pojgé modelu
ekonometrycznego i modelu matematycznego. W odniesieniu do modeli ekonometrycznych zwracalo na to
uwage w przesziosci wielu wybitnych ekonometrykéw (zob., np.: Goldberger 1966; Tintner i Sengupta, 1972;
Czerwifiski 1982). Trzeba pamigtaé, Ze pojecie funkcji edukometrycznej, tak samo jak ekonometrycznej, jest
blizsze niematematycznemu pojeciu funkcji fizycznej niz abstrakcyjnemu pojeciu funkcji matematycznej. W
odréznieniu od matematyki, ktéra opiera si¢ na systemach abstrakcyjnych aksjomatéw, fizyka opiera si¢ na
postulacie istnienia poznawalnych obiektywnych praw przyrody. Podobnie do fizyki, edukometria opiera si¢ na
postulacie istnienia poznawalnych obiektywnych praw rzadzacych procesami edukacyjnymi, Zgodnie z tymi
koncepcjami istnieje zaréwno uporzadkowana rzeczywisto$é fizyczna, jak i uporzadkowana rzeczywisto$é
edukacyjna. W kazdej z tych rzeczywistoéci zjawiska biegna zgodnie z wiagciwym im rytmem i zgodnie z
pewnymi regulami, nazywanymi — odpowiednio — prawami natury oraz prawami edukacyjnymi. Praw tych nie
mozna dostrzec gotym okiem — ujawnia je dopiero staranna analiza. Srodkiem wspomagajacym tg analize jest
matematyka. Co wiecej, jest rzecza niemozliwa odkrycie i zrozumienie tych praw, jesli nie zna si¢ matematyki i

to na do§¢ wysokim poziomie.

Konstruujac matematyczne modele proceséw edukacyjnych trzeba wiedzie€, ze w matematyce istnieja dwie
tradycje: grecka i babilonska. Wedle pierwszej z nich kazde badanie nalezy rozpoczynaé od sformulowania
takich stwierdzen, ktre mozna przyja¢ za aksjomaty i ~ wychodzac z nich — budowaé odpowiednia teori¢. W
tym kierunku poszia ekonomia matematyczna. W tym kierunku biegna tez préby skonstruowania matematycznej
teorii edukacji. Okazuje si¢ jednak, ze przyjecie nawet najlepszego systemu aksjomatéw nie zawsze jest
gwarancja osiagnigcia sukcesu teoretycznego badZ praktycznego. W dziedzinach empirycznych, takich jak
fizyka, edukometria i ekonometria, trzeba korzysta¢ z metody babilonskiej. R.P. Feynman, jeden z najwigkszych
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fizykéw dwudziestego wieku, charakteryzuje t¢ metode w nastgpujacy sposob: ,,Tak sig zlozylo, ze wiem to i to,
a nawet jeszcze i to, co juz wystarczy, ieby wyprowadzi¢ wszystkie inne twierdzenia. Jutro moge zapomnie¢
Jjednq z tych zasad podstawowych, ale bede pamietal inne, ktére sq rowniez prawdziwe, wiec bede mégt
zrekonstruowaé wszystkie twierdzenia. Nigdy nie jestem pewny, od czego powinienem zaczynaé i na czym
skonczyé. Po prostu zawsze pamigtam dostatecznie duio twierdzer, aby kaidego dnia, gdy zawiedzie mnie

pamigé i zapomne jakqs zasade, moc zrekonstruowac calq wiedze” (Feynman 1965).

Moéwiac o wzajemnych zwigzkach matematyki z fizykq i — przez analogi¢ — z edukometria, trzeba zwrécic
uwage na to, ze o ile matematycy konstruujq abstrakcyjne teorie, ktére mozna wykorzystywaé w praktyce, jesli
tylko system aksjomatéw méwi co§ o rzeczywistodci, to wszystkie poj¢cia uzywane przez fizykow i
edukometryk6w maja znaczenie konkretne. Trzeba tez pamieta¢, ze ani fizyka, ani edukometria nie sg
dziedzinami matematyki, lecz jedynie korzystaja z jej jezyka oraz sposobu rozumowania. Nie mozna tez
zapomina¢, ze rozwazania matematyczne charakteryzuje dazenie do uzyskania jak najwigkszej ogélnosci,
natomiast rozwazania fizyczne i edukometryczne dotycza zawsze przypadkéw szczegdlnych. W odréznieniu od
matematyka, ktérego swoboda rozumowania jest zwigzana systemem aksjomatéw, fizyk i edukometryk na ogét
wiedza, jak mnigj wigcej powinno wygladaé rozwiazanie. Rezygnujac z przestrzegania bezwzglednej $cistosci
matematycznej na ogé! potrafia — przynajmniej czgsciowo ~ odgadnaé postaé rozwiazania i znaleZé odpowiedz
na interesujace ich pytania. Jest to metoda niezwykle skuteczna. Warto pamigtaé, ze P.A.M. Dirac, angielski
dwudziestowieczny fizyk i matematyk, sformutowat prawa relatywistycznej mechaniki kwantowej nie w drodze

wyrafinowanych rozwazan matematycznych, lecz po prostu je odgadujac.

Skoro zadaniem edukometrii jest wspomaganie odkrywania praw rzadzacych procesami edukacyjnymi,
przede wszystkim lokalnych, to warto zastanowi¢ si¢, w jaki spos6b powinien przebiegaé zwiazany z tym proces
badawczy. I znéw warto zwrdci¢ uwage na analogi¢ zachodzaca migdzy fizyka i edukometria, T w jednej, i w
drugiej badacz najpierw stara si¢ odgadna¢ nowe prawo, potem — aby sprawdzié, czy jego hipoteza jest stuszna -
rozwaza mozliwe konsekwencje tego prawa, z reguly przeprowadzajac odpowiednie obliczenia. Otrzymane
wyniki teoretyczne poréwnuje z danymi eksperymentalnymi. Je§li ma miejsce istotna rozbieznos§¢, to
sformulowana przez niego hipoteza jest odrzucana. Aby ten tok postgpowania uznaé za poprawny trzeba
oczywilcie przyjaé, ze zostaly spelnione wszystkie warunki gwarantujace, ze przewidywania teoretyczne sg
rzeczywiscie logiczng konsekwencja przyjetej hipotezy i ze sa naprawde sprzeczne z wynikami starannie
przeprowadzonych obserwacji. Trzeba jednak pamigtaé, ze odrzucenie hipotezy przez test statystyczny,
zwlaszcza na matym poziomie istotnosci, nie zawsze jest réwnoznaczne z jej obaleniem, poniewaz moga istnie¢

przestanki psychologiczne uprawniajace badacza do jej przyjgcia.

Rozpowszechniony jest poglad, ze jednokrotnie ale prawidlowo przeprowadzona procedura testowania
statystycznego definitywnie rozstrzyga o przyjeciu lub odrzuceniu danej hipotezy. Przykiadéw takiego
rozumowania jest wiele. Tymczasem jednokrotne zastosowanie testu statystycznego niczego do kofica nie
rozstrzyga. Nie tylko w ekonometrii roi si¢ od ustalonych w ten wiaénie spos6b faktéw, ktérym zostala
przypisana ranga naukowa, mimo iz jej nie posiadaja. Chociaz zostalo to juz dawno zauwazone i skrytykowane,

to jednak nie przyniosto pozadanego efektu. W szczegolnodci juz czterdziesci lat temu zwracat na to uwagg
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$wiatowej stawy probabilista amerykanski, W. Feller, kt6ry taki sposéb wykorzystania statystyki matematycznej
nazwat skandalem (Feller 1969). L. Kubik, jeden z najwigkszych obecnych probabilistéw polskich pisze: ,.Sqdze,
ze w ciqgu ponad éwieré wieku, ktére minelo od ukazania si¢ artykulu Fellera, skandale te nie zniknely, ale
przeciwnie — nasilily sig. Dzigki powszechnosci stosowania komputerdw wykrywanie (aktéw naukowych) w
opisany sposdb staje si¢ bowiem coraz larwiejsze”. Podaje tez przyklady pokazujace, do jak absurdainych

wnioské6w moze doprowadzié niepoprawnie stosowane wnioskowanie statystyczne (Kubik 1998).

Jak juz powiedzieliémy, wynikiem poprawnie przeprowadzonego badania statystycznego moze by¢
stwierdzenie, Ze testowana hipoteza jest nieprawdziwa. Moze jednak mieé¢ miejsce i taka sytuacja, ze hipoteza
byla poprawnie sformutowana, prawidtowo zostal przeprowadzony proces wnioskowania i wszystkie obliczenia
teoretyczne, a ich wyniki sa zgodne z danymi eksperymentalnymi. Wielu badaczy uwaza, ze $wiadczy to o
prawdziwosci hipotezy. Tymczasem tak nie jest. Swiadczy to jedynie o tym, ze hipoteza ta nie zostata obalona.
W przysziosci bowiem mogg pojawié si¢ obserwacje, w $wietle ktérych okaze sie, ze jest ona bledna. Nigdy
wiec nie mozna do korica udowodni¢, ze hipoteza jest prawdziwa, Pewno$¢ mozna uzyskaé jedynie co do tego,
2e jest ona bledna. Hipoteza uznana za prawdziwa powinna stwarzaé mozliwos¢ przewidywania wynikéw
zdarzen, ktére jeszcze nie zaistnialy. Co wiecej, powinna da¢ sig ekstrapolowaé poza dziedzing, w ktérej zostala

zweryfikowana.

Istotne wplyw na poprawnoé¢ wnioskowania statystycznego ma sposéb sformulowania hipotezy. Hipoteza
powinna byé sformutowana w sposéb jednoznaczny. Nie mozna bowiem obalié¢ hipotezy niejednoznacznej.
Istnieje, na przykiad, wiele niezwykle trudnych do obalenia wskutek ich niejednoznacznoscei teorii kapitatu
ludzkiego lub spotecznego. W wielu z nich mozna przy odrobinie zrgcznosci przedstawi¢ prawie kazde wyniki
empiryczne jako zgodne z postulatami teoretycznymi. Dla przykiadu wyobrazmy sobie studenta, ktéry twierdzi,
ze nie lubi matematyki, poniewaz na wczeéniejszych etapach edukacyjnych nauczyciele tego przedmiotu nie
po$wigcali temu uczniowi dostatecznej uwagi. Gdy jednak po sprawdzeniu okazuje si¢, ze bylo wprost
przeciwnie — nauczyciele po$wiecili mu wystarczajaco duzo czasu i czynili wszystko co w ich mocy, by nauczy¢
go matematyki — wtedy student stwierdza, ze nie lubi tego przedmiotu, bo owi nauczyciele byli dia niego zbyt

wyrozumiali i poblazliwi itd.

4. Tdea stochastycznego modelowania dynamiki procesu edukacyjnego

Istnieje wiele powoddéw, dla ktérych matematyczne modele dynamiki proceséw edukacyjnych powinny
mieé postaé stochastyczna, Sg nimi, przede wszystkim: systemowa zlozono$¢ tych proceséw, niepewnosé
warunkéw, w ktérych sa one realizowane, niepelnosci niedoktadno$é wynikéw pomiaréw edukacyjnych,

nieokreslono$¢ przysztodci itd.

Podobnie jak to si¢ robi w innych zastosowaniach, aby bada¢ dynamike proceséw edukacyjnych trzeba
przede wszystkim wprowadzié pojecie stanu procesu i skonstruowaé réwnanie réznicowe lub rézniczkowe
opisujace zmiany stanu przy pewnych z géry okre$lonych ograniczeniach. Analiz¢ t¢ mozna prowadzi¢ w dwéch
ujeciach: traktujac czas jako zmienna dyskretna lub przyjmujac, ze biegnie on w sposéb ciagly. Rozpatrzymy
odrgbnie kazdy z tych przypadkéw.
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Model réznicowy

Niech x(r) bedzie stanem procesu edukacyjnego w chwili ¢ € T, gdzie T - zbidr chwil, pokrywajacy si¢
ze zbiorem nieujemnych liczb calkowitych. Oznaczmy przez X przestrzen stanéw. W przypadku
deterministycznym formainym modelem dynamiki zmian stanu procesu edukacyjnego jest nastgpujace réwnanie
réznicowe

x(t+ D= f,x(1), teT, 4.1

z warunkiem poczatkowym , gdzie x(0) = xy, przy czym f:TxX > X .

Tego rodzaju modeli jest w ekonomii wiele, jednak w wigkszodci nie zostaly one jeszcze przeanalizowane
pod katem mozliwosci ich wykorzystania do opisu dynamiki proceséw edukacyjnych. Przykiadem takiego
modelu jest trzysektorowy zamknigty makroekonomiczny model wzrostu Keynesa, majacy postaé nastepujacego

ukfadu rownan (zob., np.: Czerwinski 1973; Baumol 1991):

Y, =C +1,+G,

C =a+al.,

(4.2a)

gdzie Y,— wydatki zagregowane, C,— wydatki na konsumpcje, I,— wydatki na inwestycje, G,~ wydatki

rzadowe w roku ¢. Uklad (4.2) jest rtéwnowazny nast¢pujgcemu liniowemu réwnaniu réznicowemu:

Y, =(ag+1,+G)+a¥,,. (4.2b)
! (] ] ] 144=1

Jezeli przyjmiemy, ze w chwili r € T sa dane warto$ci wielkosci J, oraz G, i oznaczmy je, odpowiednio, przez
I,, G,, to spekiaja one réwnanie

Y, =(ag+1,+G)+a¥,,. (4.3)

Jest to liniowe réwnanie réznicowe, bezposrednio nie zalezne od czasu (autonomiczne). Model ten mozna
ustochastyczni¢ stosujac standardowq technike ekonometryczna, polegajaca na wyodrebnieniu po jego prawej
stronie skiadowej losowej reprezentujacej czynnik przypadkowosci (zob., np.: Pawlowski 1978; Stolarska 1987).

Niech U, bedzie zmienng losowa reprezentujacy t¢ skiadowa. Otrzymujemy nastgpujace liniowe stochastyczne
réwnanie réznicowe:

Y, =(ap+1,+G)+a¥,_ +U,. 4.4)

Zazwyczaj przyjmuje sig, ze U, jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie normalnym,
majacych zerowe wartosci oczekiwane i skoficzone wariancje.

Powréémy teraz do réwnania (4.1). W sposéb analogiczny do opisanego mozna réwnaniu temu nadaé

postaé stochastyczng. W tym celu zalézmy, ze x(t +1) jest zmienna losowa postaci
13



x(t+1)= f(t, x())+v(t, x(1)), teT, (4.5)
gdzie f jest érednia warunkowa zmiennej losowej x(r+1) pod warunkiem zajécia x(¢), za$ v jest pewna
zmienna losowa o zerowej wartosci redniej i skoriczonej wariancji. Oznaczmy t¢ wariancjg przez o2 (1,x) .
Zatozmy, ze rozklad warunkowy zmiennej losowej v przy danym x(¢) jest niezalezny od x(s), dla s <t . Przy
tych zalozeniach réwnanie (4.5) jest stochastycznym réwnaniem réznicowym. Co wigcej, z uwagi na przyjgte
zalozenie o niezaleznosci proces {x(f), t € T’} jest markowowski.

Przyjmijmy, ze rozklad warunkowy zmiennej v przy danym x(¢) jest normalny. Skoro tak, to zmienna
losowa

LION
u(t) v (4.6)

ma rozktad normalny o zerowej wartoci sredniej i jednostkowej wariancji. Zauwazmy, ze poniewaz u(t) jest
niezalezne od x(¢), wiec {u(t), teT} jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym

rozkladzie, zerowej wartosci $redniej i jednostkowej wariancji. Po uwzglednieniu (4.6) réwnanie (4.5) przyjmuje

posta¢ nastepujacego stochastycznego réwnania réznicowego.

x(t+1) = f(t,x()) + o, x())u(t), teT, “.7

Z warunkiem poczatkowym x(0) = x,. Jest ono dyskretnym stochastycznym modelem dynamiki zmian stanu
procesu edukacyjnego.
Model rézniczkowy

Przyjmijmy teraz, ze zmienna czasowa ( (1 eT) jest ciagla. Z teoretycznego punktu widzenia przedziat

zmiennodci ¢t moze byé skonczony lub nieskoriczony. W naszych rozwazaniach przyjmiemy, ze T jest
skonczone. Dynamicznym deterministycznym modelem procesu edukacyjnego jest teraz nastgpujace réwnanie

rézniczkowe:
% =fx(), teT, “.8)

z warunkiem poczatkowym x(0) = x,.

Podobnie jak w przypadku dyskretnym, istnieje wiele modeli ekonomicznych, ktére majg postaé
deterministycznych ciaglych réwnai réiiczkowych. Przykladem moze byé neoklasyczny model wzrostu
podany przez Solowa (zob., np.: Czerwiniski 1973; Baumol 1991):
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%”5 =sf(k(t))-nk(t), teT, “49)

z warunkiem poczatkowym 4(0)=k,, gdzie k =4{¢)— kapital na jednostk¢ pracy efektywnej, sf(k(t)) -
inwestycje na jednostkg pracy, nk(t)— inwestycje restytucyjne na jednostke pracy. Model ten jest szczegdlnym

przypadkiem réwnania (4.8).

Istnieje wiele sposobéw wprowadzenia do réwnania (4.8) elementu stochastycznosci. Mozna, na przyklad,

postapi¢ tak: rozpatrzmy dwie chwile, ¢ oraz ¢+ At i weZmy pod uwage réznice

x(t+ A -x() = f(f,x()At+0(4r), teT, (4.10)

gdzie o(4¢) oznacza, ze O(AA:) — 0, gdy At — 0. Deterministyczne réwnanie (4.8) otrzymuje sie, dzielac obie

strony formuly (4.10) przez A¢ i przechodzac po obu stronach otrzymanego wyrazenia do granicy przy
At — 0. Zauwazmy, ze poniewaz (4.10) jest réwnaniem réznicowym, wigc mozna do niego zastosowad

rozumowanie, ktére przeprowadziliémy w przypadku dyskretnej zmiennej czasowej.

Przyjmijmy wigc, ze {v(t), t € T} jest procesem stochastycznym o przyrostach niezaleznych, tzn. ze jezeli
H, jest podzbiorem zbioru R oraz 0S¢, <¢ <..S{, (zob., np.: Gichman i Skorochod 1968; Pugaczew i

Sinicyn 1985), to prawdopodobienstwo P tego, ze w(t,)~v(t,)]€ H;,dla i<k, wynosi:

) -vs e By iskl=T [P -vi)le 3, teT. @.11)

isk
Uwzgledniajac t¢ formule mozna réwnaniu (4.10) nadaé takg postaé:

x(t+A0)=x(t) = fE,x(E)At+v{t+AD—-v(t) +o(4t), teT. (4.12)

Jezeli przyjmiemy, 2e rozklad warunkowy przyrostéw zmiennej losowej v przy danym x(¢) jest normalny, to

vt + A0 =) =o(f, x(Nz(t + A) - 2(0)], teT, 4.13)
gdzie {z(¢), t €T} jest procesem Wienera o zerowej warto§ci oczekiwanej i jednostkowej wariancji (zob., np.:

Gichman i Skorochod 1968; Pugaczew i Sinicyn 1985). Po podstawieniu (4.13) do (4.12) otrzymamy

x(t+At) —x(t) = f(t,x(1))A¢t + o(t, x())[z(t + At) - z()}+ 0(4t), teT. (4.149)

2
W rdwnaniu tym wyraz o(A4t) jest zmienna losowq taka, ze ﬂj;;l — 0, gdy 4r — 0. Zauwazmy jednak, ze

— w przeciwienstwie do sytuacji jaka miata miejsce w przypadku réwnania (4.10) — operacja podzielenia obu

stron rownania (4.14) przez At i przejécia do granicy przy At — 0 jest niedopuszczalna, poniewaZ proces
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z(t+ A8y - z(t)

T nie istnieje (zob., np.: Gichman i Skorochod

Wienera jest nierézniczkowalny, tzn. granica lim
B¢=»0

1968; Pugaczew i Sinicyn 1985). Z tego powodu, w migjsce dzielenia réwnania (4.14) przez At i przechodzenia
do granicy przy 4t— 0 w zwyklym sensie, mozemy jedynie obliczy¢ granicg przy A¢— 0 w sensie
nadawanym temu przejéciu w teorii réwnan stochastycznych. Zanim w nastgpnym punkcie wyjaénimy istote

tego przejécia, zapiszmy réwnanie (4.14) — w sposéb czysto formalny — w nastepujacej postaci:
dx(f) = f(t,x(D)dt + o (6, x(1)dz(t), teT, (4.15)

z warunkiem poczatkowym. Jest to tzw. stochastyczne réwnanie rézniczkowe Itd. Réwnanie to odgrywa
niezwykle wazng role w zastosowaniach, na przyklad w matematyce finansowej (zob., np.: Tarczynski i

Zwolankowski 1999). W rozdziale 5 zwracamy uwage na mozliwo$¢ rozszerzenia zakresu jego wykorzystania
na sfere edukacyjna.
Idea rozwigzywania réwnania (4.15)

Zalézmy, ze t<[0,T] i formalnie scalkujmy obie strony réwnania (4.15) po czasie w tym przedziale.

Otrzymamy nastgpujace réwnanie catkowe

1 )
x(t) = x(0) + If(x,x(s))ds + Ia(s,x(.r)) dz(s) . (4.16)
0 0

Pierwsza calka po prawej stronie tego réwnania jest catka w sensie Riemanna-Stieltjesa. Obliczenie jej wartosci
nie nastrecza wiec wigkszych trudnosei. Klopoty sprawia jednak druga catka, poniewaz dz(f) nie istnieje: z(¥)
jest wprawdzie funkcja ciagla, ale poniewaz jest réwnoczeénie funkcja z nieograniczonym wahaniem, wigc

druga catka nie ma sensu catki Riemanna-Stieltjesa. Konieczne jest wige okredlenie sposobu jej rozumienia.

Jako pierwszy uczynil to amerykanski matematyk i cybernetyk, N. Wiener, ktéry wprowadzil pojecie catki
stochastycznej (Wiener 1923). Koncepcja Wienera zostala uogélniona przez japoniskiego matematyka, K. Itd (Itd
1944). Oméwienie pojecia calki stochastycznej oraz zasad stochastycznego rachunku catkowego mozna obecnie
znalezé w wielu tatwo dostgpnych monografiach (zob., np.: Gichman i Skorochod 1968; Pugaczew i Sinicyn
1985). Formalne okre$lenie catki stochastycznej w sensie Itd, a takze jej podstawowe wlasnosci oraz tres¢
lematu It6 sa podane w zalaczniku umieszczonym na korcu raportu. W tym miejscu ograniczymy si¢ do
przeprowadzenia analizy intuicyjnej. Zaczniemy od rozpatrzenia deterministycznego rozniczkowego modelu

dynamiki procesu edukacyjnego
dx
I=f(’,x), x(0)=x,, teT. 4.17)

W tym przypadku moéwi sig, ze funkcja y(s) jest rozwigzaniem réwnanie (4.17), jezeli dla kazdego s 7
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