





Wplyw wyboru metody wyznaczania oceny grupowej na wynik ekspertyzy

Powszechnie wiadomo, ze przy wyznaczaniu oceny grupowej badz wyniku
glosowania rezultat w istotny sposéb zalezy od zastosowanej metody. Daje to podstawe do
rozwazania problemu, na ile otrzymany wynik odzwierciedla opinie ekspertow (wole
wyborcow) czy raczej cechy zastosowanej metody agregacji ocen ekspertow.

Jezeli nie ma narzuconych ograniczen odnosnie wyboru metody oceny grupowej
w praktyce moze okazacC sig, Ze rozwiazania uzyskane przy uzyciu roznych metod s zgodne
lub zblizone albo catkowicie rozbiezne. W pierwszej sytuacji mozna przyjaé, ze ocena
grupowa wiernie odzwierciedla opinie ekspertow. W szczegolnym przypadku rozne metody
moga wskazywac ten sam obiekt jako zwyciezce. Baharad i Nitzan (2003, 2006) formutuja
warunki, jakie powinny byc spelnione, aby zapewni¢ zgodno$¢ wyboru najlepszego obiektu
Wyznaczonego za pomoca roznych metod.

Mozna rowniez sformutowaé zadanie wyboru takiej metody wyznaczania oceny grupowe;j,
ktora zapewni zgodnos¢ otrzymanego rozwigzania z zalozonymi wczesniej warunkami.
W pracy (1992) Saari przeanalizowal zagadnienie wyznaczania dla danego zestawu ocen
ekspertow wszystkich mozliwych rozwiazan uzyskanych w wyniku zastosowania roznych
metod pozycyjnych. W omawianej pracy jest podana szczegdlowa analiza przypadku trzech

obiektow. W opracowaniu zostanie szczegofowo rozpatrzony przyktad czterech obiektow.

1. Podstawowe definicje

1.1.  Zadanie wyznaczania oceny grupowej
Zaktadamy, ze dany jest zbior n obiektow (7= {O;, O, .., O.} oraz zbior K

ekspertow, ktorych zadaniem jest uporzadkowanie tego zbioru zgodnie z przyjetym kryterium

(zbiorem kryteridow). Zazwyczaj przyjmuje sig, ze obiekt uwazany za najlepszy - w sensie



przyjetego kryterium lub zbioru kryteriow - jest umieszczony na pierwszej pozycji, zas obiekt

uwazany za najgorszy zajmuje ostatnia pozycje.

1.2 Metody pozycyjne wyznaczania oceny grupowej

Rozwazania zostang ograniczone do tzw. metod pozycyjnych, to znaczy takich,
w ktorych ocena obiektu jest wyznaczana na podstawie jego pozycji w uporzadkowaniu.
Z reguty przyjmuje si¢ - dla uproszczenia rozwazan - ze w uporzadkowaniach podanych przez
ekspertow nie wystepuja obiekty rownowazne oraz, ze liczba pozycji we wszystkich
uporzadkowaniach jest taka sama.
Wektor wag (w teorii glosowania nazywany wektor glosowania) ma nastepujaca postac:
w = (wi, .,W,) € R, n
przy czym waga w; — jest to liczba przyporzadkowana obiektowi zajmujacemu pozycje j

w uporzadkowaniu. Zazwyczaj przyjmuje sie, ze ij 2w, Oraz, ze wi >w.

Laczna liczba punktow s;, jakie uzyskuje dany obiekt O; dana jest zaleznoscig

. 1 jezeli obiekt O, zajmuje pozycje j w uporzadkowaniu
s =2 ‘ Shw,, 8 = podanym przez eksperta k (2)
Eea 0 w przeciwnym razie

Zwyciezcg zostaje obiekt, dla ktorego wartosé wskaznika s; jest najwieksza.

Przyjecie konkretnej postaci wektora wag prowadzi do okreslonej metody wyznaczania oceny
grupowej, np.:
w=(1,0,..0) odpowiada metodzie wigkszosci

w=(11,...1,0,...,0) odpowiada gfosowaniu na m kandydatow
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w=(1,1,..1,0) odpowiada metodzie antywigkszosci

w=(n-1, .., n-j, .., 1, 0) odpowiada metodzie Bordy.



Ogolnie wektor glosowania mozna przedstawi¢ jako kombinacje wypukia wektorow
glosowania typu ,glosuj na m kandydatow” (1,0, .., 0), (1, 1,0, ., 0), ..., (1. 1. I, .. 1, 0),
m=1, ... n-1.

Aby zilustrowa¢ prowadzone rozwazania rozpatrzymy przyktad podany w pracy (Saari
2008a).

Przyklad 1

Przyjmiemy, ze jedenastu ekspertow podato nastgpujace uporzadkowania zbioru trzech

obiektow (04, Oy, O3):

liczba ekspertow | uporzadkowanie
3 01>02>03
2 0> O3> O
2 Oz O3> Oy
4 O3> Oz~ Oy

Zastosowanie trzech wybranych metod pozycyjnych prowadzi do nastepujacych wynikow:

liczba punktow .
metoda / wektor wag uporzadkowanie | zwyciezca
O, | O 0O
wiekszosci (1,0,0) S 2 4 Oy~ 03> Oy 0,
antywigkszosci (1, 1, 0) 5 9 8 02> O3> Oy 0,
Bordy (2,1,0) 10 11 12 O3> Oz O O3z

Kazda z zastosowanych metod daje inny wynik. Uporzadkowanie otrzymane przy uzyciu
metody wigkszosci jest przeciwne do uzyskanego za pomoca metody antywiekszosci. Warto
rowniez zauwazy¢, ze zastosowanie metody Condorceta daje w tym przykfadzie wynik
zgodny z otrzymanym metoda Bordy.

Przyktad ten pokazuje, ze nawet w tak prostym przypadku kazdy obiekt moze zostac

zwyciezeg pod warunkiem zastosowania odpowiedniej metody gtosowania.




W swoich pracach (m. in. 1992, 1995, 2008a, 2008b) Saari przeanalizowatl to zagadnienie

szczegdtowo dochodzac do interesujacych wnioskdw, sformutowanych w postaci twierdzen.

1.3.  Definicja profilu

Saari zaproponowal, aby oceny podawane przez ekspertow opisywac za pomocy tzw.
profilu. Profil jest to pelna lista uporzadkowan podanych przez kazdego z ekspertow. Okre-
$lenie profilu wymaga uwzglednienia wszystkich uporzadkowan rozpatrywanych obiektow.
W rozwazanym przypadku, to znaczy przy zalozeniu, ze w uporzadkowaniach nie wystepuja
obiekty rownowazne, liczba wszystkich mozliwych uporzadkowan n obiektow wynosi n!
Liczby uporzadkowan n obiektow z réwnowaznosciami podano w pracy (Bury, Wagner,
2008). Dia n=3 jest 13 uporzadkowan: 6 uporzadkowan bez réwnowaznosSci oraz 7
z rownowaznosciami.

Zatozmy, ze p, oznacza liczbe ekspertow, ktorych opinia ma postac uporzadkowania

P’ (¢=1,.n!). Jezeli liczba ekspertow, ktorych opinie bierzemy pod uwage jest rowna K, to

n!

p.=K. (3)

Profilem p bedziemy nazywaé wektor o n! skfadowych p, p=(pi, ..., pn); profil zawiera —
przy przyjetych zatozeniach — petny opis wynikéw ekspertyzy.

Interpretacja geometryczna uporzadkowan, ktore moga wystapi¢ dla n=3 jest nastgpujaca.
Rozwazmy trojkat rownoboczny. Kazdemu wierzchotkowi trojkata przypisujemy jeden
obiekt. Kazdemu punktowi tréjkata przypisujemy uporzadkowanie obiektow w mysl zasady
.im blizej wierzchotka tym wyzsza pozycja obiektu”. Prowadzimy symetralne bokow

trojkata. Otrzymujemy w ten sposob podziat trojkata na 13 czesci - rys.1.



0,

Rys. 1. Interpretacja graficzna uporzadkowan trzech obiektow.

Szes¢ matych trojkatow reprezentuje uporzadkowania bez obiektow réwnowaznych.
Pozostate szes¢ odcinkéw, bedacych czescia symetralnych, reprezentuje pary obiektow
rownowaznych, Punkt przecigcia symetralnych S wyznacza rownowaznosé wszystkich trzech

[

obiektow.

Trojkat o numerze 1 jest najblizszy wierzchotkowi O), nastgpnie wierzchotkowi O; i jest
najbardziej oddalony od wierzchotka Os, co odpowiada uporzadkowaniu O; > Oy > Os.
Analogiczne rozumowanie prowadzimy dla pozostatych matych tréjkatow, otrzymujac

nastepujace uporzadkowania

trojkat | uporzadkowanie S Sy 0,=0,>0;
1 01> 02>03 $S, O;=03> 0,
2 01~03~02 SS, 0;=03> 0y
3 0;~-0,~0; 0s§ 03> 01~0;
4 03-0,- 0y 0,8 02>0,=04
5 0;>-03>04 0,8 01> 0;~03
6 0;>-0,> 03 S 0120204

0iS; oznacza symetralng poprowadzong z wierzchotka O;, O;S oznacza odcinek taczacy punkt
S z wierzchotkiem O;.
W przypadku czterech obiektow nalezy rozpatrywaé bryle w przestrzeni tréjwymiarowej

majaca postac ostrostupa foremnego o podstawie trojkatnej (czworoscian foremny).
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skiadowe profilu p.

Nastepnie nalezy utworzy¢ trzy funkcje f(p,E:), s=1, 2, 3 okreslajace wynik glosowania
otrzymany przy uzyciu danego wektora wag (czyli konkretnej metody pozycyjnej) do
uporzadkowan {P', P2, P*, P*}.

Zasada tworzenia wyrazen f(p, E:) jest nastepujaca:

dla kazdego uporzadkowania P‘. ¢=1,., 4, skladowe wektora E: zalezq od kolejnosci

L . 1 . .
obiektow w uporzadkowaniu. Dla E: s=1, 2, 3 ulamek - wystepuje na pozycjach
s

odpowiadajacych obiektom zajmujacym pierwszych s miejsc w uporzadkowaniu.

Dla E; jedynka wystepuje na pozycji odpowiadajacej obiektowi zajmujacemu pierwsze
miejsce w uporzadkowaniu.

W uporzadkowaniu P' pierwsze miejsce zajmuje obiekt Oy, stad mamy E; = (1, 0, 0, 0).
Analogicznie dla P2 - E} =(0, 1,0, 0), dlaP’- E/ =(0,0,1,0), dlaP*- E} =(1,0,0,0)

Zatem dla E! mamy

0, 0, Oy O, 0, 0, 0Oy O, 0, 0, O, O, 0, 0, 0 O, O, 0, Gty 0,
——r—— — ——t——

N 2 6 12 4 R
£(p.EL )= 10,0,0 [+ 0,1,0,0 (- 0,0,1,0 - 10,00 | — = 2 0]@3)
17— e T e e T e 2 T

P! p? P P

czyli uporzadkowanie obiektow otrzymane przy uzyciu wektora wag E; ma postaé

01> 03> 03> 0. (24)
Dla E wlamek % wystepuje na pozycjach odpowiadajacych obiektom zajmujacym pierwsze

dwa miejsca w uporzadkowaniu.
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W uporzadkowaniu P! pierwsze dwa miejsca zajmuja obiekty Oy i Oj, stad E} =(

,o)
I 1

. (1 |
Analogicznie dla P? - E} = L1 00] dlap- Ei=| .0~ 0| daP*- E;‘=(—‘0,0,~j.
272 2" 72 2 2

Zatem dla E; mamy

0, 0, 0, 0, O 0, O O Oy U Oy O, 0, 0, 0, O,

1 1
f(pE'z'):i 1‘0,1‘0 +£ i‘lyo‘o +i l‘o’f‘() +£ ,’0,0‘1
17] 2 2 1712 2 1712 2 17( 2 2
&L Pl & L & 5
P' Pt pP? P , (25)

[0 N N A
(5+2+4446 2 5+4 6)_[17 2 9 6
347 34" 34 34

czyli uporzadkowanie obiektow otrzymane przy uzyciu wektora wag E; ma postac

01>03>-O4>-02. (26)
Dla E; utamek 3 wystepuje na pozycjach odpowiadajacych obiektom zajmujacym pierwsze
trzy miejsca w uporzadkowaniu.

W P! pierwsze trzy miejsca zajmujg obiekty Oy, O3 i O, stad E; =(l 0, % l—j

3 3
Analogicznie, dla P?- B4 =( 2 L L o) dap - E=[L oL H awrt-m=[1 Lo ]
3°3°3 P 377373 Y33
Zatem dla E; mamy
0, 0, 0, O, O, 0, 0, O 0, 0, O, 0O, 0, 0, 0, O,
5
fp.E)= 2 Lol b 2p bt dapl gl by 6)1 1,1
YUN703 7373 1737373 17)3°7°3°3 1 17/3°37°3
[ — (S —] T e
5 e > ) an
O, 0, 0, O,
_[(5+2+4+46 2406 5+2+4 5+4+0)_[17 8 11 IS
51 7 st st st 5175151 51

czyli uporzadkowanie obiektow otrzymane przy uzyciu wektora wag E} ma postaé



O)>O4>03>02. (28)
Aby w rozpatrywanym przykladzie wyznaczyé zbior wszystkich mozliwych uporzadkowan

uzyskanych przy uzyciu réznych metod pozycyjnych nalezy - zgodnie z metodologia podang

przez Saariego - wyznaczy¢ funkcje f(p, w;) gdzie wektor wag w; ma postaé

w! = L E' + L,E} + L,E! (29)
przy czym A, +A, +A, =1, (30)
czyli A, =1-(A, +},), (31)
skad wi =0 E] +4,Ei+(1- 4, —A,)E}. (32)

Na podstawie (27), (31) mamy
=12 3 4 L2, 3 4 =1, 2, 3 4
wi =1(1,0,0,0)+ &, (1/2, 1/2,0,0)+ (1 =2, - X,)(1/3,1/3, 1/3, 0)
J=1 =2 =3 =4
1

1 ! 1
=t At (= h = 3), 0% 20+ (=2 = h), 2(1=2, =4,), 0

=1 =2 =3 =4
—~ P
16k 430y 42228 =2, 3A,42-24 -2, 2-2h =24, : (33)
6 ’ 6 ' 6 ’
i1 j=2 =3 it
2440 +0;, 24R,-2 -2X, -
| 2EA AR 24hy =2h 2720 2k (ot W)

6 6 6

Zapis ten pokazuje, jakie wagi sa przyporzadkowywane obiektom zajmujacym poszczegolne

pozycje j=1, 2, 3, 4. Zatem, majac skladowe wektora w; nalezy wyznaczy¢ f(p‘wi).

Biorac pod uwagg postac uporzadkowan {P', P% P’ P} otrzymamy



O,

o, O,
240, =2k 2-20 =20, |

5
)= 5| == 0. T
M
()I 0z l')j ()4
20 2+A, 20, 2+4% +A, 2-2k 2R, ols
17 6 ’ 6 ’ 6 ’
P?
O O, [$N 0,
A12+%, 24, 0 2+4N +A, 22X, -2),
17 6 T 6 ’ 6
W, W, wy Wy
M
0, [eN O, O,
6| 2440 +h, 2-2),-2), o 2+R, 2%,
17 6 ’ 6 T 6
wy w, wy w,
P (34)

Skfadowe wektorowego wyrazenia f(p,w:) sa, jak nastgpuje:

10450, + 200, +4+2A, —4A, +8+4h, —8X, +12+ 6, + 24X, 32+17A,+324,

dla 0, =M (35)
102 102
dla Oy TH2ha+8A +12-120 — 124, 16104, -4, (36)
102 102
- ~ 4, - 5
dla Os: 10+54, ~ 10X +4 4%, — 4L +8+4h, +16), _ 22+ 54, +2), (37)
102 102
dia Oy 1041012—10X1+8—81)(322—8l1 +12+6), ~ 124, 30_3?(312_1%2 38)

Wyrazenie f(p,w!) mozna réwniez okregli¢ w inny sposéb. Wiadomo, ze (Saari, 1992)
flp.w)= (o ME! + 0, ES + 0,2 )= A £ (p. B )+ A f (p. B2 )+ 4, f(p. E2). (39)
Biorac pod uwagg, ze wyrazenie f(p,w? ) jest liniowe oraz uwzgledniajac (27) i (30) mamy
flp.wi )= A (0 Y )+ A (o L+ A f(p, B2 )= A £ (p, B e, £(p B3 J(1 =2, 4, ) (p. E2). (40)

Uwzgledniajac postacie wyrazen f(p, El‘) (23), f(pE:) (25), f(p, E;) (27) mamy



11 2 4 17 2 9 6 17 8 1L 15
f M| =, = =, 0 h, | = =, e = (A =) =, — — = 41
to.w3) I[17’17’17’ ) 2(34 34’ 34 34) a=h 2)[51 51751 51) “h
Poszczegolne sktadowe wektora f(p,w:), maja wigc postac:

7 4-34h, -340 44320, +17,
(i=1) E)‘1+1—7)‘z+(1 A -2 )L_66X1+51A2+3 34N -34h, _ 34+32), 7R, “2)
17 34 102 102

12X, +Gh, +16—16A, — 16X, 16—4?&1-1&)»;

43
102 102 (43)

(1=2) 4>» + X +(I-A, -\ )—

11 _ 24A +27A, +22-22) =224, _ 22+2X, +5A,

4 9

=3) — A+ A, (1A, —Ay)— = = 44

a )17‘ 347 ( ) 102 102 “9

(=) 0-}\1+ix2+(1~x,—‘/\2)2= 183, +30~ 302, ~ 304, _30-308, 124, (45)
34 51 102 102

Otrzymany wynik pokrywa sie z (35)+(38). Mozna zatem — w zaleznosci od postaci zadania -

stosowac jedno z dwu przedstawionych podejsc.
3

Jezell wspotezynniki A; spelniaja warunek Zki =1 to warto$ci tych wspolczynnikdow musza
i=1

naleze¢ obszaru wyznaczonego przez wierzchotki (1, 0, 0), (0, 1, 0) (0, 0, 1) (rys. 2).

Jezeli Az =0,to A +A=1, czyliA; = 1 - A1 (4
Jezelihy=0,to Ay + A3=1, czyliAs = 1 - Ay, (4
Jezelid; =0, to Ay + A=1, czyli A3 =1 - Xy (48)

Rys. 2. Obszar dopuszczalnych wartosci A, i=1, 2, 3.






WB, = 311+2:6+1-0 = 45 (69)

WB,; = 3-242:0+1-6 =12 (70)
WB; = 3-4+2-5+1-2 = 24 (71)
(72)

WRB, =3-0+2:6+1:9=21.
Zatem dla uporzadkowan {P', P?, P, P'} ocena grupowa wediug metody Bordy ma posta¢
0,~-0,>0,>0,. (73)

Aby wyznaczy¢ wartosci parametréw Ay i A; odpowiadajacych metodzie Bordy, nalezy

(321

zauwazyé, ze wektor wi ma posta¢ (4) w”* = (Z T j

W przyktadzie 2 pokazano, ze znormalizowany wektor Bordy moze mie¢ postac (16)

Stosujac  opisane podejscie do wektora W™ oraz rozpatrywanych uporzadkowan

{P*, P%. P’ P*} otrzymamy
- 5
e (L02 22500 A0S o5 00d) g
179 99/ 1719 9 9 1719 9 9, 17\9 9 ¢

Skiadowe tego wektora sa, jak nastepuje

. 55 23 43 65 2546412430 73

=) = -+= 4= +— =" = (75)
179 179 179 17 9 153 153

(i=2) i.0+l.§+i.o+£.l:m+6:£ (76)
17 7 9 17 17 9 153 153

. 5 4

oy 23,2145 6 0 1542420 37 )
179 179 179 17 153 153
5 5

Gty SN, 20 41,63 sednis 27 o8
17 9 17 17 9 17 9 153 153

Zatem uporzadkowanie wyznaczone przez f(p, w® 4) ma posta¢ O, >0, >0, > 0,. (79)

20



Zalozymy teraz, ze wektor w' ' zapiszemy jako sume wektorow E), Ei. E.

53 1 11 111
M ec | 2.2 2.0]=2,01,0,0,0)4+4, = .00+, =, —,~.0]. 80)
amy wie (9’9’9 ) i ) 2[2 2 j ’[3 33 J (

Biorac pod uwage, ze A +h2+Aa=1, latwo wykazac, ze

2 4 3
A==, A, =—, A, == 81
1 9 2 9 3 Q ( )
Na rysunku 3 zaznaczono punkt odpowiadajacy tym wartoéciom A; 1 A2, Dla tego punktu

mamy O, > O, oraz O, > O,. Zatem biorac pod uwage, ze VA,,A, mamy O, > O, mozna

stwierdzic, ze O, = 0, ~ 0, »0,. (82)

Wynik ten jest zgodny z uzyskanym poprzednio.

Uwagi koncowe

Przedstawione przez Saariego geometryczne podejécie do pozycyjnych metod wyznaczania
oceny grupowej stwarza mozliwosci wyjasnienia réznic w ocenach uzyskanych w wyniku
zastosowania réznych metod oraz wytlumaczenia wystepujacych paradoksow. Podejscie to
pozwala rowniez na uwzglednienie mozliwodci wystepowania obiektow réwnowaznych
zaréwno w ocenach ekspertow, jak i w ocenie grupowej. Umozliwia ono probe adpowiedzi na
pytanie, na ile uzyskane za pomoca roznych metod wyniki odzwierciedlaja opinie ekspertow a
w jakim stopniu zaleza od zastosowanej metody.

W pracy przeanalizowano przypadek czterech obiektow oraz podano jego interpretacje

geometryczna.
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