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WYZNACZANIE UPORZADKOWAN n OBIEKTOW

1. Wprowadzenie

Rozpatrzymy uporzadkowanie zawierajace n pozycji. Jezeli przyjmiemy, ze migdzy
kolejnymi elementami tego uporzadkowania moga zachodzi¢ tylko dwie relacje: > lub =, to
liczba mozliwych struktur pozycji, jakie mozna utworzy¢ za pomocg, tych relacji z obiektow

n-1

znajdujacych si¢ na danych pozycjach jest rowna 2. Liczba pozycji zajmowanych przez

znaki relacji w tym uporzadkowaniu wynosi (n-1). Na danej pozycji moze wystepowac tylko

jedna z dwoch postaci relacji, tzn. > lub ~. Wyjasnia to rysunek 1.

Oi, .Oi, Oin.. i
— — — —
1pozycja 2pozycja 3pozycja n-lpozycja npozycja
Rys. 1
Zatem, dla réznych n mamy nastgpujace liczby mozliwych struktur pozycji
n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 )
| ot | s | 0

L2 | Ls=4 | L&8 | Ls16 | Le=32

Nalezy podkreslié, ze nie jest to liczba wszystkich mozliwych uporzadkowan n obiektow
ajedynie liczba struktur pozycji uzyskanych przy zatozeniu, ze na n pozycjach stoja

konkretne obiekty O; ,...,0; .

Przyktad 1.

Zalozymy, ze n=5 oraz ze struktura uporzadkowania jest nastgpujaca

0, =0, » 0, =0; » Oy, (2)
co mozemy rowniez zapisa¢ w postaci (Oi‘ , Oi:) (Oig ,Oi'), 0;,. 3)

5)(3
Liczba uporzadkowan zachowujacych strukturg (2) jest rowna [2) . [ZJ =10-3=30. Pierwsza

. . , 5 . . 3
parg obiektéw réwnowaznych mozna bowiem wybra¢ na [Zj sposobow drugg za$ na (2]

sposobow. Wybranie czterech obiektow determinuje wybor piatego.

Wydaje sie, ze przedstawianie uporzadkowafi poprzez podanie pozycji i wskazanie, ktore
obiekty sa rownowazne, pozwala w przejrzysty sposob wyznaczaé liczbe uporzadkowan
danego typu. Przy zastosowaniu tego podejécia rozpatrywane uporzadkowanie nalezy zapisaé

jak nastepuje: (1, 2), (3, 4), 5, 4)




gdzie 1, 2, 3, 4, 5 oznaczaja numery pozycji, za§ w nawiasach - zgodnie z zapisem (3) - uj¢to
pozycje, na ktorych stoja obiekty rownowazne.

W Zataczniku 1 podano zapis wszystkich mozliwych struktur pozycji odpowiednio dla n=3,
4,5, 617 oraz podano liczby uporzadkowan odpowiadajacych kazdej ze struktur. Ich suma,
dla ustalonego n jest réwna sumie wszystkich uporzadkowan obiektow.

Inne podejécie do zadania wyznaczania uporzadkowan n obiektéw polega na generowaniu
podziatéw zbioru n-elementowego na k blokéw, k=1, ..., n.

Sposéb tworzenia podziatéw zbioru n elementéw na k blokow dla n=3, k=1,...,3,
przedstawiono na rysunku 2 ([Lipski], [Libura, Sikorski]).

n=1 n=2 n=3

{11{2}.{3}
k=3

(1302)

k=

k=2

{1.2},{3}

k=2

1 {123}
k=1

Rys. 2
Liczba wszystkich mozliwych podziatléw zbioru n-elementowego na k blokéw, jest nazywana
n-ta liczba Bella i oznaczana B,. Jedna z zaleznosci definiujacych liczbe Bella jest

nastepujaca [Lipski] B, = ZS (n,k), gdzie S(n,k) jest liczba Stirlinga drugiego rodzaju.

k=0

: . i 3 I(n
Liczby Bella mozna rowniez wyznacza¢ zzaleznoSci rekurencyjnej B, = Z( ,]Bi ,
i=0
przyjmujac Bo=1 [Lipski].
Wartosci liczb Bella dla n=1,...,7 sa nastepujace:

n |1 2]3|als]|e]|7

B, | 1|25 |15]52]203]877



Zasada tworzenia podziatow zbioru n-elementowego na bloki k-elementowe moze by¢
przydatna przy generowaniu wszystkich mozliwych uporzadkowan zbioru n elementow.

W pierwszym kroku generowane sa wszystkie typy uporzadkowan rozumiane jako wszystkie
mozliwe podziaty zbioru n-elementowego; jest ich B, Pewnym ufatwieniem jest
spostrzezZenie, ze element n moze by¢ dodany do danego podziatu zbioru (n-1) elementow na
k blokéw na (k+1) sposobow.

W nastepnym kroku dla kazdego podzialu zbioru n-elementéw wyznacza si¢ wszystkie
permutacje blokow.

W Zataczniku 2 przedstawiono wszystkie podzialy zbioru n elementow (tzn. typy
uporzadkowar) dla n=3, 4, 5 i 6 oraz podano liczbe permutacji dla kazdego typu. Ich suma,

dla ustalonego n, jest rowna liczbie wszystkich mozliwych uporzadkowan zbioru n obiektow.

Liczbe wszystkich mozliwych uporzadkowan (w tym rowniez zawierajacych elementy

réwnowazne) zbioru n obiektow oznaczymy przez s,. Mozna wykazac, ze

Sp = DS, gdzie s, =kIS(n,k), 5)
k=1

symbol S(n,k) oznacza liczby Stirlinga drugiego rodzaju [Lipski, Marek].

Wiadomo [Lipski, Marek], ze dla liczb Stirlinga drugiego rodzaju zachodza nastgpujace

zaleznosci
S(n,n)=1 dlan>0 .
S5(,0)=0 dlan>0 ©
S(n,k)=Sn-Lk-1)+kS(n-1k) dla0<k<n @)
Dla zbioru (n+1) obiektow liczba wszystkich uporzadkowan jest rowna (5)
n+l
Snal =Zk!5(n+l,k). (8)
k=1
Korzystajac z wzoru (7) mamy
Sn+1,k)=5(n,k-1)+kS5(n,k) Q)

skad

n+l n+l1 n+l

Son = :ijm(n +1,k) = ?__}kl [S(n,k-1)+kS(n,k)]= ka!S(n,k— ) +ka! kS(nk). (10)

Na podstawie (5) i (7) mamy



s, = ik!S(n,k) = ik![S(n ~Lk-1)+kS(n-1k)]
k=1 k=1

k=1
bowiem S(n,k) jest okreslone dla 0 <k < n. Mamy wigc

s, = Z [(c+1)+K1K]S (0 -1,k) = Zl kI2k+1DS(-1k).

n-1
k=1 k=1

Przyktad 2.

Zastosujemy wzor (12) dla przypadku n=4. Mamy wtedy
3

sy = D K@k +1)S(3,k) =185(3,) +2/55(3,2) +3175(33) =3-1+10-3+42.1=75.
=

Mamy réwniez

n+l n
Son = 2 KIS(+1K) =Y KISO+Lk)+(@+D!Sh+Ln+1)

k=1 k=1

= (n+1)!+zn:k!5(n +1k)= (n+1)!+ik![5(n+l,k—1)+k5(n,k)]

k=1 k=1

bowiem S(n+Ln+1)=1.

Zatem
5,0 -5, = (04D [ S, k—1)+ KIkS(n, k) -k S(n, k)]
=(n+1) 1+i [KIS(n, k-1)+k!(k-1)S(n,k)]
= @+ )WY K[S(0,k-1)+ (k=1)S(n, )]
k=1
Przyktad 3.

n n n-1 ' n-1
=Y KSm-Lk-1)+> kkSh-1k)= > (k+D!S(n-Lk)+Y kkS(n-1k)
k=1 k=1 k=1

amn

(12)

(13)

(14)

(15)

Zastosujemy wzor (15) do obliczenia réznicy migdzy liczba uporzadkowan dla zbioréw pigciu

i czterech obiektow. Mamy

S5=8, = 5!+7: K[S(@4, -1+ (k-1)S(4,k)]

k=1

= 5H-5(4,0)+ 21[S(41) + S(4,2)]+31[S(4,2) + 25(4,3) |+ 41[S (4,3) +35(4,4)]

Wiedzac, ze S(4,0) =0 oraz, ze 5(4,4) =1 otrzymujemy

(16)



S5—5, = SH215(4,1) + (2H431)5(4,2) + (312 +41)5(4,3) + 413 a7
Wiadomo réwniez, ze [Lipski, Marek] S(4,1) =1, 5(4,2) =7 oraz 5(4,3)=6.
A zatem otrzymujemy
Ss—8, =120+2+8-7+36-6+72=466. (18)
Wiadomo, ze s4=75 czyli ss=541.
Stosujac postgpowanie przedstawione w przyktadzie 3, to znaczy sumujac wspotczynniki przy
tych samych liczbach S(n,k) oraz uwzgledniajac, ze S(n,n)=1 wzor (15) mozna zapisaé
W postaci
Sy =S, =(n+ 1)!+i[k1+(k -2)(k-D!JS(n,k-1)+n!(n-1)

k=1

=(n+1)!+2i(k—1)!(k—1)5(n,k—l)+n!(n—-1) - . (19)

k=1

=2nln +2i(k— DI(k-1)S(n,k—1)

k=1
Podstawiajac k'=k-1 oraz uwzgledniajac, ze S(n,0) =0 oraz S(n,n) =1 otrzymujemy
n-1

Spa =Sy =20In+2> KkS(n,k) = 25" KIkS(n,k). ' (20)

k=1 k=1

Przyktad 4.

Stosujac wzor (20) mamy

= 22 KIkS(n, k) = 2[S(4,1) +2125(4,2) +3135(4,3) + 4145 (4, 4)] @1
=
=2(1+4-7+18-6+96) = 2(1+28+108 + 96) = 466

Wiedzac, ze s4=75 otrzymujemy ss=75+466=541.

Biorac pod uwage, ze S(n,k) mozna takze zapisa¢ w postaci [Lipski, Marek])

S(n,k)=— z( 1)[ ](k (22)
mamy
-5, —ZZklk Z( 1)( )( _221<Z( 1)1( j( (23)

Zatozymy, ze mamy dane uporzadkowanie dla n obiektéw. Zgodnie z wzorem (5) liczba

wszystkich uporzadkowan jest rowna s;.



Jezeli zwiekszymy liczbe obiektow o 1, to liczba sy+1 moze by¢ wyliczona nastgpujaco.

Jeden sktadnik liczby sq+1 jest rowny

(n+1)s, 24)
bowiem w s, uporzadkowaniach (n+1) obiektow bedzie rﬁog%o zajmowac o jedna pozycje
wiecej.

Drugi sktadnik liczby s,+1 mozna okresli¢ jak nastepuje.

Jezeli na przedostatniej i ostatniej (dodanej) pozycji stoi para obiektow réwnowaznych, to

liczba nowych uporzadkowan jest rowna, zgodnie ze wzorem (5)

(n+1)-2 1)\n-1
(nzlj Zk!S(n—l,k):(“;r ]Zle(n—l,k)‘ (25)
k=1 k=1

Jezeli trzy ostatnie (wraz z dodana) pozycje zajmuje trojka obiektéw rownowaznych, to liczba
nowych uporzadkowan jest rowna

(“;rljfklsm—z, k). 26)

Te procedure nalezy powtarza¢ az do uzyskania uporzadkowania zawierajacego (n+1)
obiektéw rownowaznych.

Mamy zatem

n+l + 1 n+l-¢ n-1 1 2
Son =s"(n+1)+2(n e JZk!S(nH—Z,k) :}:[ nr fJZkIS(f,k)
=2 A k=0 2=0 - .

n+1

= @7
lin+1\E
= Z( )Z klS(£,%)
£=0 ﬂ k=0
Przyktad 5.
Dl 4 mamy — uwzgledniajac, Z > 5 ora X S
an= — UWwWz, n (] = Z =
y gledniajac, ze | |=| =l
5 5 5
§,=5,°5 +[Oj0! 5(0,0)+ [1]1! KY(R)) +(2)[11 5@)+21522)]
(28)

5
+(3)[115(3,1)+2!5(3,2)3!5(3,3)]=75.5+1+5-1+10-3+10.13 =541

bowiem S(0,0)=S(11)=5(22)=533)=1; S21)=1531)=15(32)=3.



2. Oszacowanie liczby uporzadkowai

W pracy [Bailey] podano oszacowanie liczby mozliwych uporzadkowan n obiektow przy
zalozeniu, ze w uporzadkowaniach moga wystepowaé obiekty rownowazne. Liczbe te
oznaczamy jako .. Bailey wykorzystat wyniki uzyskane przez J.P. Barthelemy’ego

[Barthelemy]. Postac tego oszacowania jest jak nastgpuje

Bn = 200 2)M+o((n nh. (29)

W pracy tej wykazano, ze dla 1 < n < 15 s, jest liczba catkowita najblizsza do podanego

oszacowania.

Okreslimy zwiazek migdzy oszacowaniami dla n i (n+1) przy ograniczeniu 1 <n < 15. Mamy

Soq =D _(n* Do (30)

2(log2)™*  log2
Jezeli przyjaé, ze 10g2=0,693147, to wzor (30) przybiera postaé

sen =D 5 1 442695(n + 1) G1)
Dla n=1, ..., 7 mamy nastepujace oszacowahia
n=l = =1040626 s, —51 = —0,040686
2-(0,693147)
- | _
n=2 s2= »2—3 =3,002686 =3 s, —s2 =—0,002786
2-(0,693147)
- | =
n=3 s3= il T = 3 =12,996296 ~13 s; —s3 =0,003704
2.(0,693147)* ~ 0,230835
. 41 12 B,
n=4 s4= = =74,99859%4 ~75 s, —s4 =0,001406 . (32
*T2.(0.693147)°  0,160003 L 62
- 51 _
n=5 ss= = 60 =540,998684 ~541  s,—s5=0,001316
2-(0,693147) 0,110906
_ 6! 360 =
n=06 s¢= 5 = =4682,987746 ~4683 s,—s6=0,012254
2-(0,693147) 0,076874
- | 3
n=7 s7= L = 2520 =47292,859154 ~47293 s,—s7=0,140846

2-(0,693147)®  0,053285

3. Dekompozycja liczb Stirlinga drugiego rodzaju

Stosujac wzor (7) mozna dokonywaé rozktadu liczby S(n,k) na sumy sktadnikow

o zmniejszonej liczbie n i roznych wartosciach k.

Mamy bowiem

S(n,k)=5mn-1L,k-1)+kS(n—-1k) (33)
=5mn-2k-2)+[k+(k-D]S(n-2,k-1)+k*S(n-2,k) (34)



=5(n-3,k-3)+[k+(k-1)+(k-2)]Sn~3,k-2)+
([k+(k-D](k-1)+k*}S(n -3,k -1)+k>S(n-3,k)

=Sn-4k—4)+[k+k-1)+Kk-2)+(k-3)]S(n-4,k-3)+
([k+ =Dk -1 +[k+(k-1)+(k-2)](k-2)+k} S(n-4,k-2)+ (36)
([ + (k-D]A - D+ (k-1 + 1} -4,k -1) +k*S(n -4, k)

(%)

Ze wzoréw (33) + (36) bezposrednio wynika, ze liczbg S(n,k) mozna zapisaé w postaci

S(n,k)zaﬁS(n—.&k—€)+aﬁ,15[n—(’,(k—.ﬂ)+1]+aj_ZS[n—E,(k—ﬂ)+2]+...

GB7
+alSn-£,(k—0)+0-1]+a;Sn -0, (k—£)+£]
Wprowadzajac nowe zmienne
n'=n-{ k'=k-¢ (38)
wzér (37) mozna zapisa¢ w postaci
S k)=alS’ k) +al S’k +1)+...+a;S(n k' +£-1)+a,S(n’, k' +£)
] 39
=Y a, ;S k'+])) 39
=0
Mamy roéwniez
4+l
5(n'—1,k'——1)=Zaﬁ:}_j5(n'—l,k’—l+j)4 (40)
=0

Wzbr (40) mozna uzyska¢ z wzoru (39) zapisujac kazdy z jego sktadnikow przy uzyciu wzoru
(7). Powstaje zatem pytanie, jaka jest zalezno$¢ migdzy wspotczynnikami a5 i1 all i
Mozna wykazaé, ze

g =aplk—@+D+jl+az;,  j=loL+], 41)
gdzie al,;=0 dla j<0. (42)
Mozna réwniez wykazaé, ze wspé%czyhniki stojace przy poszczegdlnych sktadnikach wzoru

(37) daja sie zapisa¢ w postaci

ag, = Y k. [k=({-t)]" t=0,..¢, (43)
£-t

gdzie Y v, =t. (44)
j=0

Przyktad 6.

Zgodnie z wzorem (41)

at=ad, [k—4+1]+a] =1(k=3)+(k=2)+ (k-1 +k;



Z wzoru (35) mamy bowiem

al=1, a)=[k+(k-1)+(k-2)]; a; ={[k+(Kk-DIk-1)+k*}; a;=k’. (45)
Stosujac -wzoér (41) mozemy wyznaczy¢ wspotezynniki  stojace przy sktadowych
odpowiadajacych (n-4). Sa one jak nastepuje:

at=al , =alk=k*

at=a¥l, =al [k—(G+D)+3]+al, = {[k+k-DIk-D+K)(k-1)+I’ (46)
at=all, =al(k-4+2)+a] = [k + (k—1)+ (k—2)](k - 2) +{[k + (k= DI(k - 1) + k*}
Przyktad 7.

Zatozmy, ze chcemy wyznaczy¢ wspotezynnik a3. Zgodnie z wzorem (43) mamy £=4, t=2.

Zatem aj, = Y k™(k-1)"(k-2)" 47)
2
pod warunkiem Y v;=2. (48)
j=0

Warunek (48) mozna przedstawi¢ w postaci tablicy

Vo Vi Va
2 0 0
0 2 0
0 0 2
1 1 0
1 0 1
0 1 1
Uwzgledniajac ten warunek we wzorze (47) otrzymujemy
ad =% + (k=1 +(k-2)" +k(k - 1)+ k(k - 2) +(k - 1)(k - 2). (49)
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Zatacznik 1

Zastosowano zapis uproszczony, tzn. (1,2), 3 oznacza uporzadkowanie { (1,2), 3}, gdzie
w nawiasach okragtych ujeto pozycje roéwnowazne. Liczba mozliwych uporzadkowan
obiektéw wyznaczana jest, jak w przykladzie 1. Ich suma, dla danego n, okresla liczbe
wszystkich mozliwych uporzadkowan zbioru n obiektow i wynosi s, gdzie s jest dane
wzorem (5). Struktury tego samego typu zaznaczono wspélnym kolorem (szarym lub biatym).

Struktury pozycji i liczby uporzadkowan
n=3 n=4

1° 1,234 24=4]

:5° 1,2), (3, 4) 6=@)

(1,2,3,4) 1
75

n=5
1° 1,2,3,4,5 120=5!

6 ) .(1, 2),(3,4), 5 3o=@.@
7 (L2,3 &5 30

(1,2,3),(4,5)
(1,2),(3,4,5)

16° (1,2,3,4,5) ]
541

10



Struktury pozycji dla n=6 i liczby uporzadkowan

2 (1,2),3,4,5,6 360=@S!
1(23),4,56 360
1.2, (4,56 360
12,3, (4 5), 6 360

18° (1,2,3),(4,5),6 60:(6)'(3)

19° (1,2, 3),4,(5,6) 60
20° 1, (2 3,4),(5,6) 60
21° (L, 2),(3,4,56 60
22° (1,2),3,(45,6) 60

25° (1,2,3,4),5.6 30=@2‘
26° 1,(2,3,4,5),6 30
27° 1,2,(3,4,5,6) 30

@R o

31° (1,2,3,4,5),6 6




Struktury pozycji dla n=7 i liczby uporzadkowan

22 (1,2),3,4,5,6,7 2520=G)5!
3% 1,(2,3),4,5,6,7 2520
© 1,2,0,4),567 2520
5o 1,2,3,(4,5),6,7 2520
¢ 1,2,3,4,(5,6),7 2520
7 1,234,567 2520

e 12.6.9.6.07  0=7}(3)(

19° 1,(2,3),(4,5),(,7 630

20° (1,2),3,(4,5),(,7 630

21° (1,2),(3,4),5, 6,7 630

27° (1,2,3), 4, 5), 6,7 420=(;’)-(‘2‘)21
28° (L23),4 (56,7 420
200 (1,2,3),4,5,(6.7) 420
30° 1(2,3,4),5,6).7 420
31° 1,(23,4),5,6.7) 420
320 (1,2),G,45),67 420
33° L2.G, 45,67 420
34 (1,2),3,(45,6),7 420
350 (1,2),3,4,5,6,7) 420
36° 1,(2,3),(4506).7 420
37° 1,(2,3),4,5,6,7 420
3%° 1,2,0.4),5,67) 420




Struktury pozycji dla n=7 dok.

420 (1,2,3),(4,5,6),7 140=G)-@)
1,234,567 140

49° (1,2),(3,4,5,6),7 105:@(“)

50° (L,2),3, (45,6, 7) 105
51° 1,(2 3), (45,6, 7) 105
52° (1,2,3,4),(5,6),7 105
53° (1,2,3,4),5,(67) 105

57° (1,2,3,4,5),6,7 42
58° 1,(23,4,5,6),7 42

59° 1,2,(3,4,56,7) 42

62° 1,(2,3,4,5,6,7 7=(6)
63° (1,2,3,4,5,6)7 7




Zatacznik 2.

Generowanie podziatow zbioru ([Lipski], [Libura, Sikorski]).

W tabelach przedstawiono mozliwe podziaty zbioru n elementow (tzn. typy uporzadkowail)
dla n=3, 4, 51 6 na bloki k-elementowe, k=1, ..., n oraz podano liczby mozliwych
uporzadkowan dla kazdego typu. Liczba ta jest rowna liczbie permutacji blokow, z jakich
sktada sie dany typ uporzadkowania (podziat zbioru) n obiektéw. Suma tych permutacji, dla
danego n, okresla liczbe wszystkich mozliwych uporzadkowai zbioru n obiektow i wynosi s,
gdzie s, jest dane wzorem (5). Zastosowano zapis uproszczony: (1,2), 3 oznacza {{01,0},

05}, w nawiasach okraglych (1,2) - odpowiednio {O;,0;} - ujgto obiekty rownowazne.

Typy uporzadkowan (podzialy) oraz liczba mozliwych uporzadkowan (kolumny
zacieniowane) kazdego typu (podziatu) dla n=3, n=4 oraz n=5

n=3 n=4 n=>5

1,2,3,4,5
(1,5).2,3.4
1,(2,5),3,4
1,2,(3,5),4
1,2,3,(4,5)
(1,4),2,3,5
(1,4,5),2,3
(1,4),(2,5),3
(1,4),2,3,5)
1,(2,4).3,5
(1,5),(2,4),3
1,(2,4,5.3
1,(2,4),3,5)
1,2,(3,4),5
(1,5),2,(3,4)
1,(2,5),3,4)
1,2,(3,4,5)

° 1,23 3 1.2,3.4 4

(1,4),2,3 3

1,(2,4),3 3

1,2,(3,4) 3

W W WARAIWL WAR|IWLWWL LA OVGE

(1,3),2,4 3 (1,3),2,4,5
(1,3,5),2,4
(1,3),(2,5),4
(1,3),2,(4,5)
(1,3,4),2,5
(1,3,4,5),2
(1,3,4),(2,5)
(1,3),(2,4),5
(1,3,5),(2,4)
(1,3),(2,4,5)

2° (13)2 2

(1,3,4),2 2

N

(1.3).2.4)

NN WD DN WWWW
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dokonczenie
n=3

n=4

n=5

3° 1,(2,3)

1,(2,3),4

1,(2,3),4,5
(1,5),(2,3),4
1,(2,3,5),4
1,(2,3),(4,5)

9o

(1,4),(2,3)

34°

(1,4),(2,3),5
(1,4,5),(2,3)
(1,4),(2,3,5)

10°

1,(2,3,4)

35°
36°
37°

1,(2,3,4),5
(1,5),(2.3.4)
1,(2,3,4,5)

4° (1,2),3

(1,2),3.4

38°
39°
40°
41°

(1,2),3,4,5
(1,2,5),3,4
(1,2),(3,5),4
(1,2),3,(4,5)

12°

(1,2,4),3

42°
43°
44°

(1,2,4),3,5
(1,2,4,5).3
(1,2,4),3.5)

13°

(1,2),(3,4)

45°
46°
47°

(1,2),(3,4),5
(1,2,5),(3,4)
(1,2),(3,4,5)

52 (1,2,3) 14°

(1.2,3),4

48°
49°
50°

(1,2,3),4,5
(1,2,3,5).4
(1,2,3),4,5)

15°

(1,2,3.4)

51°
52°

(1,2,3,4).5
(1,2,3,4,5)

— R N WM R L D WL L L AN WD DWW WL WL NS

B3=5

B4=15

15

B5=52

S5=541




Typy uporzadkowan (podziaty) oraz liczba mozliwych uporzadkowan (kolumny

zacieniowane) kazdego typu (podziatu) dla n=5 oraz n=6

n=5

n=6

123,45

1,2,3,4,5,6

(1,6),2,3,4,5
1,(2,6),3,4,5
1,2,(3,6),4,5
1,2,3,(4,6),5
1,2,3,4,(5,6)

2°

(1,5),2,3,4

(1,5),2,3,4,6
(1,5,6),2,3,4
(1,5),(2,6),3,4
(1,5),2,(3,6),4
(1,5),2,3,(4,6)

3°

1,(2,5),3,4

1,(2,5),3,4,6
(1,6),(2,5),3,4
1,(2,5,6),3,4
1,(2,5),(3,6),4
1,(2,5),3,(4,6)

4°

1,2,(3,5),4

1,2,(3,5),4,6
(1,6),2,(3,5),4
1,(2,6),(3,5),4
1,2,(3,5,6),4
1,2,(3,5),(4,6)

i

1,2,3,(4,5)

1,2,3,(4,5),6
(1,6),2,3,(4,5)
1,(2,6),3,(4,5)
1,2,(3,6),(4,5)
1,2,3,(4,5,6)

6°

(1,4),2,3,5

(1,4),2,3,5,6
(1,4,6),2,3,5
(1,4),(2,4),3,5
(1,4),2,(3,6),5

(1,4),2,3,(5,6)

7°

(1,4,5),2,3

(1,4,5),2,3,6
(1,4,5,6),2,3
(1,4,5),(2,6),3
(1,4,5),2,(3,6)

8°

(1,4),(2,5),3

(1,4),(2,5),3,6
(1,4,6),(2,5),3
(1,4),(2,5,6),3
(1,4),(2,5),(3,6)




ciqg dalszy

n=5

=6

90

(1,4),2,(3,5)

(i‘,4);‘2,(3‘;sj;6 :
(1,4,6),2,3,5)

(1,4),(2,6),63,5)

(1,4),2,(3,5,6)

10°

1,(2,4)3,5

1,2,4),3,5,6

g o Dt

(1L,6),243,5
1,(2,4,6)3,5

1,(2,4),(3,6),5

1,(2,4),3,(5,6)

11°

(1,5),(2,4),3

(1,5),(2,4),3,6
(1,5,6),(2,4),3
(1,5),(2,4,6),3
(1,5),(2,4),(3,6)

WWAlEDE SR GLLLAR

12°

1,(2,4,5),3

(%)

1,(2,4,5),3,6
(1,6),(2,4,5),3
1,(2,4,5,6),3
1,(2,4,5),(3,6)

13°

1,(2,4),(3,5)

(O8]

1,(2,4),(3,5),6
(1,6),(2,4),3,5)
1,(2,4,6),(3,5)
1,(2,4),(3,5,6)

14°

1,2,3,4),5

1,2,(3,4),5,6
(1,6),2,(3,4),5
1,(2,6),(3,4),5
1,2,(3,4,6),5
1,2,(3,4),(5,6)

15°

(1,5),2,(3,4)

W)

(1,5),2,(3,4),6
(1,5,6),2,(3,4)
(1,5),(2,6),(3.4)
(1,5),2,(3,4,6)

16°

1,(2,5),(3,4)

1,(2,5),(3.4),6
(1,6),(2,5),3.4)
1,(2,5,6),(3,4)
1,(2,5),(3,4,6)

17°

1,2,(3,4,5)

1,2,(3,4,5),6
(1,6),2,(3,4,5)
1,(2,6),(3.4,5)
1,2,(3,4,5,6)

18°

(1,3),2,4,5

(1,3),2,4,5,6
(1,3,6),2,4,5
(1,3),(2,6),4,5
(1,3),2,(4,6),5
(1,3),2,4,(5,6)

BA DA GNWWLWRAWLLWRLWLAAMIEARDDGVWLWAMWLWWRA




ciqg dalszy

n=>5 n=6

k

19° (1,3,5),2,4 83° (1,3,5),2,4,6 4
84° (1,3,5,6),2,4 3

85° (1,3,5),(2,6),4 3

86° (1,3,5),2,(4,6) 3

20° (1,3),(2,5),4 87° (1,3),(2,5),4,6 4
88° (1,3,6),(2,5),4 3

89° (1,3),(2,5,6),4 3

90° 1,3),(2,5),(4,6) 3

21° (1,3),2,(4,5) 91° (1,3),2,(4,5),6 4
920 (1,3,6),2,(4,5) 3

93° (1,3),(2,6),(4,5) 3

94° (1,3),2,(4,5,6) 3

22° (1,3.4),2,5 95° (1,3,4),2,5.6 4
96° (1,3,4,6),2,5 3

97° (1,3,4),(2,6),5 3

98° (1,3,4),2,(5,6) 3

23° (1,3,4,5),2 99° (1,3,4,5),2,6 3
100°  (1,3,4,5,6),2 2

101°  (1,3,4,5),(2,6) 2

24° (1,3,4),(2,5) 102°  (1,3,4),(2,5),6 3
103 (1,3,4,6),(2,5) 2

1040 (1,3,4),(2,5,6) 2

25° (1,3),(2,4),5 105 (1,3),(2,4),5,6 4
106°  (1,3,6),(2,4),5 3

107 (1,3),(2,4,6),5 3

108°  (1,3),2,4).(56) 3

26° (1,3,5),(2,4) 109°  (1,3,5),(2,4).6 3
110°  (1,3,5,6),(2,4) 2

111° (1,3,5),(2,4,6) 2

27° (1,3),(2,4,5) 112°  (1,3),(24,5).,6 3
113°  (1,3,6),(2,4,5) 2

114°  (1,3),(2,4,5,6) 2

28°  1,(2,3),4,5 115°  1,2,3),45.6 5
116°  (1,6),(2,3),4,5 4

117° 1,(2,3,6),4,5 4

118°  1,(2,3),(4,6),5 4

119° 1,2,3),4,(5,6) 4

200 (1,5),(2,3),4 1200 (1,5),(2,3),4,6 4
121° (1,5,6),(2,3),4 3

122°  (1,5),(2.3,6),4 3

1230 (1,5),(23),46) 3




ciqg dalszy

n=5

n=6

30°

1,(2,3,5),4

1,(2,3,5),4,6
(1,6),(2,3,5),4
1,(2,3,5,6),4
1,(2,3,5),(4,6)

31°

1,(2,3),(4,5)

1,(2,3),(4,5),6
(1,6),(2,3),(4,5)
1,(2,3,6),(4,5)
1,(2,3),(4,5,6)

32°

(1,4),(2,3),5

(1,4),(2,3),5,6
(1,4,6),(2,3),5
(1,4),(2,3,6),5
(1,4),(2,3),(5,6)

33°

(1,4,5),(2,3)

(1,4,5),(2,3),6
(1,4,5,6),(2,3)
(1,4,5),(2,3,6)

34°

(1,4),(2,3,5)

o

(1,4),(2,3,5),6
(1,4,6),(2,3,5)
(1,4),(2,3,5,6)

35°

1,(2,3,4),5

1,(2,3,4),5,6
(1,6),(2,3,4),5
1,(2,3,4,6),5
1,(2,3,4),(5,6)

36°

(1,5),(2,3,4)

(1,5),(2,3,4),6
(1,5,6),(2,3,4)
(1,5),(2,3,4,6)

37°

1,(2,3,4,5)

1,(2,3,4,5),6
(1,6),(2,3,4,5)
1,(2,3,4,5,6)

38°

(1,2),3,4,5

(1,2),3,4,5,6
(1,2,6),3,4,5
(1,2),(3,6),4,5
(1,2),3,(4,6),5
(1,2),3,4,(5,6)

39°

(1,2,5),3,4

(1,2,5),3,4,6
(1,2,5,6),3,4
(1,2,5),(3,6),4
(1,2,5),3,(4,6)

40°

(1,2),(3,5),4

w

(1,2),(3,5),4,6
(1,2,6),(3,5),4
(1,2),(3,5,6),4
(1,2),(3,5),(4,6)

WWWRWWLWLWRARBRDEDED VDD WO WWWWARNDND WD WWWWARWWWAMAWWWLAIF
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dokonczenie
n=>5

n=6

41° (1,2),3,(4,5)

—_

(1,2),3,(4,5),6
(1,2,6),3,(4,5)
(1,2),(3,6),(4,5)
(1,2),3,(4,5,6)

42° (1,2,4).3,5

(1,2,4),3,5,6
(1,2,4,6),3,5
(1,2,4),(3,6),5
(1,2,4),3,(5,6)

43° (1,2,4,5),3

(1,2,4,5),3,6
(1,2,4,5,6),3
(1,2,4,5),3,6)

440 (1,2,4),3,5)

(1,2,4),(3,5),6
(1,2,4,6),(3,5)
(1,2,4),(3,5,6)

450 (1,2),3.4),5

(1,2),(3,4),5,6
(1,2,6),(3,4),5
(1,2),(3,4,6),5
(1,2),(3,4),(5,6)

46° (1,2,5),(3,4)

(1,2,5),(3,4),6
(1,2,5,6),(3,4)
(1,2,5),(3,4,6)

47° (1,2),3,4,5)

(1,2),(3,4,5),6
(1,2,6),(3,4,5)
(1,2),(3,4,5,6)

48° (1,2,3),4,5

(98]

(1,2,3),4,5,6
(1,2,3,6),4,5
(1,2,3),(4,6),5
(1,2,3),4,(5,6)

49° (1,2,3,5),4

(1,2,3,5),4,6
(1,2,3,5,6),4
(1,2,3,5),(4,6)

500 (1,2,3),(4,5)

(1,2,3),(4,5),6
(1,2,3,6),(4,5)
(1,2,3),(4,56)

51° (1,23,4)5

(1,2,3,4),5,6
(1,2,3,4,6),5
(1.2,3,4),(5,6)

52° (1,2,3,4,5)

(1,2,3,4,5),6
(1,2,3.4,5,6)

—_— N (%)
NN Nt\)wl\)t\)wuuu#l\)l\)uNwwwuwgmmwmmuuuubuuwhw

Bs=52

20

Bs=203

$6=4683









