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WYZNACZANIE UPORZĄDI<OWAŃ n OBIEKTÓW

1. Wprowadzenie

Rozpatrzylny uporządkowanie zawierające n pozycji. Jeżeli przyjmiemy, że między

kolejnymi elementami tego uporządkowaniamogą zachodzić tylko dwie relacje: >- lub ~ , to

liczba możliwych struktur pozycji, jakie można utworzyć za pomocą tych relacji z obiektów

znajdujących się na danych pozycjach jest równa t 1
-
1

. Liczba pozycji zajmowanych przez

znaki relacji w tym uporządkowaniuwynosi (n-l). Na danej pozycji może występować tylko

jedna z dwóch postaci relacji, tzn. >- lub ~. Wyjaśnia to rysunek 1.
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Rys. l

Zatem, dla różnych n mamy następujące liczby możliwych struktur pozycji

n=2 n=3 n=4 n=5

L 5= 16

n=6
(l)

Należy podkreślić, że nie jest to liczba wszystkich możliwych uporządkowań n obiektów

a jedynie liczba struktur pozycji uzyskanych przy założeniu, że na n pozycjach stoją

konkretne obiekty 0it"'" Oi
n

•

Przykład l.

Założymy, że n=5 oraz że struktura uporządkowaniajest następująca

(2)

(3)

Liczba uporządkowańzachowującychstrukturę (2) jest równa GlGJ= 10·3 = 30 . Pierwszą

parę obiektów równoważnychmożna bowiem wybrać na GJ sposobów drugą zaś na GJ
sposobów. Wybranie czterech obiektów determinuje wybór piątego.

Wydaje się, że przedstawianie uporządkowań poprzez podanie pozycji i wskazanie, które

obiekty są równoważne, pozwala w przejrzysty sposób wyznaczać liczbę uporządkowań

danego typu. Przy zastosowaniu tego podejścia rozpatrywane uporządkowanienależy zapisać

jak następuje: (l, 2), (3, 4), 5, (4)



gdzie 1, 2, 3, 4, 5 oznaczają numery pozycji, zaś w nawiasach - zgodnie z zapisem (3) - ujęto

pozycje, na których stoją obiekty równoważne.

W Załączniku l podano zapis wszystkich możliwych struktur pozycji odpowiednio dla n=3,

4, 5, 6 i 7 oraz podano liczby uporządkowań odpowiadających każdej ze struktur. Ich SUIna,

dla ustalonego n jest równa sumie wszystkich uporządkowańobiektów.

Inne podejście do zadania wyznaczania uporządkowań n obiektów polega na generowaniu

podziałówzbioru n-elementowego na k bloków, k=1, ..., n.

Sposób tworzenia podziałów zbioru n elementów na k bloków dla n=3, k=l, ... ,3,

przedstawiono na rysunku 2 ([Lipski], [Libura, Sikorski]).

0=1

{l}

k=l

0=2

lc=2

0=3

{1},{2},{3}

k=3

k=2

k=2

{1,2},{3}

k=2

{1,2,3 }

k=l

Rys. 2

Liczba wszystkich możliwychpodziałówzbioru n-elementowego na k bloków, jest nazywana

n-tą liczbą Bella i ·oznaczana Bn. Jedna z zależności definiujących liczbę Bella jest

n

następująca [Lipski] B, = :LS(n, k), gdzie Sen, k) jest liczbąStirlinga drugiego rodzaju.
k=O

n (nJLiczby Bella można również wyznaczać z zależności rekurencyjnej Bn+l =:L . B j ,

j=O l

przyjmując Bo=1 [Lipski].

Wartości liczb Bella dla n=l, ... ,7 są następujące:

n 7

877

2



Zasada tworzenia podziałów zbioru n-elementowego na bloki k-elementowe może być

przydatna przy generowaniu wszystkich możliwychuporządkowańzbioru n elementów.

W pierwszym kroku generowane są wszystkie typy uporządkowańrozumiane jako wszystkie

możliwe podziały zbioru n-elementowego; jest ich Bn. Pewnym ułatwieniem jest

spostrzeżenie, że element n mo że być dodany do danego podziału zbioru (n-l) elementów na

k bloków na (k+ 1) sposobów.

W następnym kroku dla każdego podziału zbioru n-elementów wyznacza się wszystkie

permutacje bloków.

W Załączniku 2 przedstawiono wszystkie podziały zbioru n elementów (tzn. typy

uporządkowań) dla n=3, 4, 5 i 6 oraz podano liczbę permutacji dla każdego typu. Ich surna,

dla ustalonego n, jest równa liczbie wszystkich możliwychuporządkowańzbioru n obiektów.

Liczbę wszystkich możliwych uporządkowań (w tym również zawierających elementy

równoważne)zbioru n obiektów oznaczylny przez Sil' Można wykazać, że

n

Sn = ŁSnk , gdzie snk = k!S(n, k),
k=1

(5)

symbol Sen, k) oznacza liczby Stirlinga drugiego rodzaju [Lipski, Marek].

Wiadomo [Lipski, Marek], że dla liczb Stirlinga drugiego rodzaju zachodzą następujące

zależności

S(n,n)=l dla n z O

5(n,0) = O dla n > O

Sen, k) = Sen -l, k -l) + kS(n -l, k) dla O< k < n

Dla zbioru (n+ 1) obiektów liczba wszystkich uporządkowańjest równa (5)

n+l
sn+l = Łk!S(n +l,k).

k=1

Korzystaj ąc z wzoru (7) marny

Sen + l, k) = Sen, k -l) + kS(n, k)

skąd

(6)

(7)

(8)

(9)

n+l n+l n+l n+l
sn+l = ŁklS(n+l,k)= Łkl[S(n,k-1)+kS(n,k)]= Łk!S(n,k-I)+ ŁklkS(n,k) . (10)

k=l k=l k=l k=l

Na podstawie (5) i (7) marny



sn = i= kIS (n, k) = i= kl[S (n - l, k - l) + kS (n - l, k)]
k=l k=l

n n n-l n-l
= LkIS(n-I,k-I)+ L k!kS (n - l, k) = L (k + l)!S (n - I, k) + L klkS (n - l, k)

k=l k=l k=l k=l

bowiem Sen, k) jest określonedla O~ k ~ n. Mamy więc

n-l n-l
Sn = L [(k + l)!+kl k ]S(n -l,k) = L k!(2k + l)S(n -1, k) .

k=l k=l

Przykład 2.

Zastosujemy wzór (12) dla przypadku n=4. Mamy wtedy

(11)

(12)

3

S4 = L k!(2k + 1)5(3, k) = 1!35(3,1)+ 2!5S(3,2) + 3!75(3,3) = 3·1 + 10·3 + 42·1 = 75 . (13)
k=l

Marny również

. n-i-l n

sn+1 = LkI5(n+l,k)= Lk!S(n+l,k)+(n+1)!5(n+l,n+l)
k=l k=l

= (n + 1)!+ i= k!S(n + l, k) = (n + 1)!+i= k![S(n + l, k -l) + k5(n, k)]
k=l k=l

bowiem Sen + l, n + l) = 1.

Zatem

sn+l -Sn ='(n+1)!+i=[kIS(n,k-I)+klkS(n,k)-kIS(n,k)]
k=l

= (n + l)!+i= [le! Sen, k -1) + k!(k -1)5(n, k)]
k=l

= (n +l)!+i=kl[S(n,k-I)+(k-I)5(n,k)]
k=l

(14)

(15)

Przykład 3.

Zastosujemy wzór (15) do obliczenia różnicy między liczbą uporządkowań dla zbiorów pięciu

i czterech obiektów. Marny

SS-S 4 =5!+i=k![S(4,k-I)+(k-l)5(4,k)]
k=l

= 5!+5(4,0) + 2![S(4,1)+5(4,2)]+ 3![S(4,2) + 2S(4,3)]+ 41 [S(4,3) +3S(4,4)]

Wiedząc, że S(4,0) = O oraz, że S( 4,4) = l otrzymujemy

4

(16)



s, - S4 =5!+2!S(4,1) + (2!+3!)S(4,2) + (3!·2 + 4!)S(4,3) + 4!·3 .

Wiadomo również, że [Lipski, Marek] S(4,1) = 1, S(4,2) = 7 oraz S(4,3) = 6 .

A zatem otrzymujemy

Ss- S4 =120 + 2 + 8 . 7 + 36 · 6 + 72 =466 .

(17)

(18)

Wiadomo, że s4=75 czyli ss=541 .

Stosując postępowanie przedstawione w przykładzie 3, to znaczy SUlTIUjąC współczynniki przy

tych samych liczbach Sen, k) oraz uwzględniając, że Sen, n) = 1 wzór (15) można zapisać

w postaci

sn+1 - sn =(n + 1)!+i [k!+ (k - 2)(k -1)1}5(n, k -1) + n!(n -1)
1\=1

n

=(n + I)! + 2L (k -I)! (k -1)S(n, k -1) + n!(n -1)
1\=1

n

=2n!n + 2L(k -1)!(k -1)S(n,k -1)
k=l

Podstawiając k'=k-l oraz uwzględniając, że S(n,O)= O oraz Sen,n) = 1 otrzymujemy

n-l Il

Sn+1 - Sn = 2n! n +2Lk! kS(n, k) = 2LklkS(n, k) .
k=l k=l

Przykład 4.

Stosując wzór (20) marny

4

Ss- S4 = 2L k!kS(n, k) = 2[S(4,1) + 2!2S(4,2) + 3!3S(4,3) + 4!4S(4,4)]
k=l

= 2(1 + 4 · 7 + 18 . 6 + 96) = 2(1 + 28 + 108 + 96) = 466

Wiedząc, że s4=75 otrzymujemy ss=75+466=541.

Biorąc pod uwagę, że Sen, k) można także zapisać w postaci [Lipski, Marek])

S(n,k)=~±(-l)j(l~J(k-jt
k. j=O J

marny

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

ZałożYIUY, że marny dane uporządkowanie dla n obiektów. Zgodnie z WZOrelTI (5) liczba

wszystkich uporządkowańjest równa Sn.



(25)

Jeżeli zwiększymy liczbę obiektów o l, to liczba Sn+l może być wyliczona następująco.

Jeden składnik liczby Sn+! jest równy

(n+1)sn (24)

bowiem w So uporządkowaniach (n+ l) obiektów będzie mogło zajmować o jedną pozycję

więcej.

Drugi składnik liczby Sn+l można określić jak następuje.

Jeżeli na przedostatniej i ostatniej (dodanej) pozycji stoi para obiektów równoważnych, to

liczba nowych uporządkowańjest równa, zgodnie ze wzorem (5)

(
n+ 1J(0+1)-2 (n + 1J n-l

2 '8kI5 (n - l ,k) = 2 '8 kI5 (n - l ,k) .

Jeżeli trzy ostatnie (wraz z dodaną) pozycje zajmuje trójka obiektów równoważnych, to liczba

nowych uporządkowańjest równa

(
n + 1Jn-22: kI5 (n - 2, k) .

3 k=1

(26)

Tę procedurę należy powtarzać aż do uzyskania uporządkowania zawierającego (n+ l)

obiektów równoważnych.

Mamy zatem

n-i-l (n + 1Jn+l-e n-l( n+ l J t
sn+l =sn(n+1)+ L LkI5(n+1- .e,k) =L _ LkI5(f,k)

i=2 .e k=O t=o n + l f k=O .

n-l (n + 1J t=t; J! ~k!5(.e,k)

Przykład 5.

Dla n=4 mamy - uwzględniając, że (~J = GJ oraz GJ = (~J

S5 = S4 • 5+(~} 5(0,0) + G} 5(1,1) +G}15(2,1) + 2!5(2,2)]

+C}! 5(3,1) + 21 5(3,2)3! 5(3,3)] =75·5 + l +5·1 + 10·3 + 10·13 =541

bowiem 5(0,0) =5(1)) = S(2,2) = 5(3,3) = l; 5(2,1) = l; 5(3,1) = l; 5(3,2) = 3 .

6

(27)

(28)



2. Oszacowanie liczby uporządkowań

W pracy [Bailey] podano oszacowanie liczby możliwych uporządkowań n obiektów przy

założeniu, że w uporządkowaniach mogą występować obiekty równoważne. Liczbę tę

oznaczamy jako Sil . Bailey wykorzystał wyniki uzyskane przez lP. Barthele rnyego

[Barthelemy]. Postać tego oszacowania jest jak następuje

- ni
Sil = . 1 + oCen -1)!) .

. 2(log2)11+
(29)

W pracy tej wykazano, że dla 1 :::;; n :::;; 15 SI1 jest liczbą całkowitą najb liższą do podanego

oszacowania.

Określimy związek między oszacowaniami dla n i (n+ 1) przy ograniczeniu 1 :::;; n :::;; 15. Marny

- (n+1)! (n+1)-
SI1+1 = 2(log 2)11+2 = log 2 Sil .

Jeżeli przyjąć, że log2=0,693147, to wzór (30) przybiera postać

- (n +1)- -
SI1+1 = --Sil = 1,442695(n + 1)sl1 .

log2 .

Dla n=1, .. ., 7 marny następujące oszacowania

(30)

(31)

n =1
1

= 1,040626 SI- SI = -0,040686SI =
2· (0,6931 47)2

n=2
2!

= 3,002686 ~3 S2- S2 = -0,002786S2 =
2· (0,693147)3

n =3
3! 3

= 12,996296 ~ 13 S3 - S3 = 0,003704S3 =
2 · (0,693147)4 0,230835

n=4
4! 12

= 74,998594 ~75 S4-S4 = 0,001406S4 =
2· (0,693147)5

. (32)
0,160003

n=5
5! 60

= 540,998684 ~ 541 S5 -S5 = 0,001316Ss =
2· (0,693147)6 0,110906

n=6
6! 360

= 4682,987746 ~4683 S6 -S6 = 0,012254S6 =
2·(0,693147)7 0,076874

n=7
7! 2520

= 47292,859154 ~ 47293 S7- 87 = 0,140846S7 =
2· (0,693147)8 0,053285

3. Dekompozycja liczb Stirlinga drugiego rodzaju

Stosując wzór (7) mo żna dokonywać rozkładu liczby Sen, k) na sumy składników

o zmniejszonej liczbie n i różnych wartościach k.

Marny bowiem

Sen, k) = Sen -1, k -1) +kS(n -1, k)

= Sen - 2,k - 2) +[k + (k -1)]S(n -2,k -1) + k2S(n -2, k)

7

(33)

(34)



=Sen -3, k - 3) +[k +(k -l)+(k -2)]S(n -3, k - 2) +

{[k + (k -l)](k -l) + k2}S(n -3, k -l) + k3S(n -3, k)

=Sen -4, k -4) +[k + (k -1)+ (k - 2) + (k -3)]S(n -4, k -3) +

{[k + (k -l)](k -l) + [k + (k -1) + (k - 2)](k - 2) + k2}Sen - 4,k - 2) +

{{[k + (k -l)](k -l) + k2}(k -l) + k' }S(n - 4,k -1) +k 4S(n - 4, k)

Ze wzorów (33) + (36) bezpośrednio wynika, że liczbę Sen, k) można zapisać w postaci

Sen, k) =a~S(n - .e, k - .e) + a;'_lS[n - .e, (k - .e)+1]+ a~_2S[n -J!, (k -J!) + 2] + ...

+a:S[n -J!, (k - .e) +.e -l] + a~S[n - .e, (k -J!) +J!]

Wprowadzając nowe zmienne

(35)

(36)

(37)

n'=n-.e k' = k- .e (38)

wzór (37) można zapisać w postaci

Sen, k) = a~S(n', k') + a~_lS(n', k' + 1)+...+ a;S(n', k' +.e -1) + a~S(n', k' +J!)
l

= L a~_jS(n', k' + j)
j=O

Marny również

l+l
Sen' -1, k' -1) =L a~:~_jS(n' -l, k' -l + j) .

j=O

(39)

(40)

Wzór (40) można uzyskać z wzoru (39) zapisując każdy zjego składnikówprzy użyciu wzoru

(7). Powstaje zatem pytanie, jaka jest zależnośćmiędzy współczynnikami a~_j i a~:~_j'

Można wykazać, że

gdzie a~+l_j =O dla j ~ O.

j =1,...,J! + l, (41)

(42)

Można również wykazać, że współczynniki stojące przy poszczególnych składnikach wzoru

(37) dają się zapisać w postaci

VO.· ··.Vl-1

l-t

gdzie LV j = t .
j=O

t = O, ...,.e, (43)

(44)

Przykład 6.

Zgodnie z wzorem (41)

a~ = a~+l_l[k - 4 + 1]+ a; =l(k - 3) + (k - 2) + (k -l) + k ;



Z wzoru (35) marny bowiem

a; =1; a; =[k+(k-1)+(k-2)]; a~ ={[k+(k-1)](k-1)+k2
} ; a~ =k3. (45)

Stosując . wzór (41) możelny wyznaczyć współczynniki stojące przy składowych

odpowiadających (n-4) . Są one jak następuje :

a; = a;:~_3 = a;+l_Jk - (3 + l) + 3] + a;_3 = {[k + (k ., l)](k -l) + k2}(k -l) + k3

a~ = a;:~_2 = a~ (k - 4 + 2) + a~ = [k + (k -l) + (k - 2)](k - 2) + {[k + (k -l)](k -l) + k"}

(46)

Przykład 7.

Załóżmy, że chcemy wyznaczyć współczynnik a~. Zgodnie z wzorem (43) mamy .e=4, t=2 .

ZateITI a:_2 = L k"o (k -l)".(k - 2)"2

2

pod warunkiem L Vj = 2 .
j=O

Warunek (48} można przedstawić w postaci tablicy

Vo VI V2

2 O O

O 2 O

O O 2

l l O

l O l

O l l
Uwzględniając ten warunek we wzorze (47) otrzymujemy

ai = k2+ (k _1)2 + (k - 2)2 + k(k -l) + k(k - 2) + (k -l)(k - 2) .
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Załącznik l

Zastosowano zapis uproszczony, tzn . (1,2), 3 oznacza uporządkowanie {(1,2), 3}, gdzie

w nawiasach okrągłych ujęto pozycje równoważne. Liczba możliwych uporządkowań

obiektów wyznaczana jest, jak w przykładzie 1. Ich suma, dla danego n, określa liczbę

wszystkich możliwych uporządkowań zbioru n obiektów i wynosi Sn, gdzie s, jest dane

wzorem (5) . Struktury tego samego typu zaznaczono wspólnym kolorem (szarym lub białym) .

Struktury pozycj i i liczby uporządkowań

13

n=5

la



Struktury pozycj i dla n=6 i liczby uporządkowań

2° (1, 2), 3, 4, 5, 6 360=(~)5!
360

360

360
360

60
60
60
60
60

1, (2, 3), 4, 5, 6

1,2,3, (4, 5), 6
1,2,3,4,

1, 2, (3, 4), 5, 6

(1, 2, 3), 4, (5, 6)

(1, 2), (3, 4, 5) 6
(1, 2), 3, (4, 5, 6)

1, (2, 3, 4), (5, 6)

18° (1,2,3), (4, 5), 6

11



Struktury pozycji dla n=7 i liczby uporządkowań

2° (1, 2), 3, 4, 5, 6, 7

3° 1, (2, 3), 4, 5, 6, 7
4° 1, 2, (3, 4), 5, 6, 7
5° 1,2,3, (4, 5), 6, 7
6° l , 2, 3, 4, (5, 6), 7
7° 1, 2, 3, 4, 5, (6, 7)

27° (1, 2, 3), (4, 5), 6, 7

28° (1, 2, 3), 4., (5, 6), 7
29° (1, 2, 3), 4, 5, (6, 7)
30° l , (2, 3, 4), (5, 6), 7
31° l , (2, 3, 4), 5, (6, 7)
32° (1, 2), (3, 4, 5), 6, 7
33° l , 2, (3, 4, 5), (6, 7)
34° (1, 2), 3, (4, 5, 6), 7
35° (1, 2), 3, 4, (5, 6, 7)
36° l , (2, 3), (4, 5, 6), 7
37° l, (2, 3), 4, (5, 6, 7)
38° 1, 2, (3, 4), (5, 6, 7)

2520=G)5!
2520
2520
2520
2520
2520

630
630
630

420
420
420
420
420
420
420
420
420
420
420
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Struktury pozycj i dla n=7 dok.

49° (l, 2), (3, 4, 5, 6), 7

(l, 2), 3, (4, 5, 6, 7)
l, (2, 3), (4, 5, 6, 7)
(l, 2, 3, 4), (5, 6), 7
(l, 2, 3, 4), 5, (6, 7)

I05=G}(~)
105
105
105
105
105

47293
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Załącznik 2.

Generowanie podziałów zbioru ([Lipski] , [Libura, Sikorski]).

W tabelach przedstawiono możliwe podziały zbioru n elementów (tzn. typy uporządkowań)

dla n=3, 4,5 i 6 na bloki k-elernentowe, k=l, ..., n oraz podano liczby możliwych

uporządkowań dla każdego typu. Liczba tajest równa liczbie permutacji bloków, zjakich

składa się dany typ uporządkowania (podział zbioru) n obiektów. Suma tych permutacji, dla

danego n, określa liczbę wszystkich możliwych uporządkowańzbioru n obiektów i wynosi s. ,

gdzie snjest dane wzorem (5). Zastosowano zapis uproszczony: (1,2),3 oznacza {{OI,02},

03}, w nawiasach okrągłych (1,2) - odpowiednio {OI,02} - ujęto obiekty równoważne.

Typy uporządkowań (podziały) oraz liczba możliwych uporządkowań (kolumny

zacieniowane) każdego typu (podziału) dla n=3, n=4 oraz 0=5

n=3 n=4 n=5

1 11[lł1
1lllltl

k!

11"il
k
5
4
4
4
4

3

4
3

3

1, 2, 3, 4, 5
(1,5),2,3,4
1,(2,5),3,4
1,2/3,5),4
1,2,3,(4,5)
(1,4),2,3,5
(1,4,5),2,3
(1,4),(2,5),3
(1,4),2,(3,5)
1,(2,4},3,5
(1,5),(2,4),3
1,(2,4,5),3
1,(2,4),(3,5)
1,2,(3,4),5
(1,5),2 ,(3,4)
1,(2,5),(3,4)
1,2,(3,4,5)

3 łlłl l~~

k k!

3 1111~

3 lłlli~

1,2,3,4

(1,4),2,3

1,(2,4),3

1,2,(3,4)

3
k k!

1,2,3

(1,3),2 2 (1,3),2,4

(1,3 ,4),2

(1,3),(2,4)

3

2

2 1111 ~~:

(1,3),2,4,5
(1,3,5) ,2,4
(1,3), (2,5),4
(1,3) ,2,(4,5)
(1,3,4),2,5
(1,3,4,5),2
(1,3,4),(2,5)
(1,3),(2,4),5
(1,3,5),(2,4)
(1,3),(2,4,5)

3
3
3

3
2
2 llllll
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dokończenie

n=3

30 1,(2,3)
k k!

n=4

1,(2,3),4

(1,4),(2,3)

1,(2,3,4)

k k!

2

2

n=5

1,(2,3),4,5
(1,5),(2,3),4
1,(2,3,5),4
1,(2,3),(4,5)
(1,4),(2,3),5
(1,4,5),(2,3)
(1,4),(2,3,5)
1.,(2,3,4),5
(1,5),(2,3,4)
1,(2,3,4,5)

k k!

~ Ilłllfł
40 (1,2),3

50 (1,2,3)

(1,2),3,4

(1,2,4),3

(1,2),(3,4) 2

2 rll ;~:
l 1"11 ~~:

15

(1,2),3,4,5
(1,2,5),3,4
(1,2),(3,5),4
(1,2),3,(4,5)
(1,2,4),3,5
(1,2,4.,5),3
(1,2,4),(3,5)
(1,2),(3,4),5
(1,2,5),(3,4)
(1,2),(3,4,5)
(1,2,3),4,5
(1,2,3,5),4
(1,2,3),(4,5)
(1,2,3,4),5
(1,2,3,4,5)
B s=52

~ llitlll
~ 1111111

s5=541



Typy uporządkowań (podziały) oraz liczba możliwych uporządkowań (kolumny

zacieniowane) każdego typu (podziału) dla n=5 oraz n=6

8°

16



i , :
ciqgdalszy

n=5

9° (1,4),2,(3,5)

10° 1,(2,4),3,5

11° (1,5),(2,4),3

12° 1,(2,4,5),3

13° 1,,(2,4),(3,5)

14° 1,2,(3,4),5

15° (1,5),2,(3,4)

16° 1,(2,5),(3,4)

17° 1,2,(3,4,5)

18° (1,3),2,4,5

k k l o "

3 Ilłll ~!~

3 1111 1!~
3 l\łlJffl ll~
3

4

3 ~tllll ll~
3 tlłll i!~
3 1'11 ii~
4 Iłł{ll!~

17

n=6 ·

(1,4X2,(:l;5)~6 O" "

(1 ,4,6),2;(~,5)

(1,4), (2, 6), (~ ,5.)
'(1,4),2,(3,5,6) .

1,(2;4),3 "·~,~ · .:
(1 ,6)/2,4)),~

. 1 ~(2;4;6),3~5 :
1,(2,4),(3,6),5

' 1 , (2 ,4) , 3 ~ (5 ,6)

(1,,5),(2,4},3,6
(1,5,6) ,(2,4),3
(1,5),(2,4,6),3
(1,5),(2,4),(3 ,6)
1,(2,4,5),3,6
(1,6),(2,4 ,5),3
1,(2,4,5,6),3
1,(2,4,5),(3,6)
1,(2,4),(3 ,5),6
(1,6),(2 ,4),(3,5)
1,(2,4,6),(3,5)
1,(2,4),(3,5,6)
1,2,(3,4),5,6
(1,6),2,(3 ,4),5
1,(2,6),(3,4),5
1,2,(3,4,6) ,5
1,2,(3,4),(5,6)
(1,5),2,(3,4),6
(1,5,6),2,(3,4)
(1,5),(2,6),(3 ,4)
(1,5),2,(3,4,6)
1,(2;5),(3,,4),6
(1,6);(2,5),(J,4)
1,(2,5,6),(3,4)
1,(2,5),(3,4,6)
1,2,(3,4,5),6
(1,6),2,(3,4,5)
1,(2,6),(3,4,5)
1,2,(3,4,5,6)
(1,3),2,4,5,6
(1,3,6),2,4,5
(1,3},(2,6),4,5
(1,3),2,(4,6),5
(1,3),2,4,(5,6)

k . '. k!

,0·5 ' ~IIIi~1~2QI~II

" 4, ,'IIIIIIII!IIIII!!llllllll!I!!IIIIII!I ,

.:.filiiiiI ·
4 ~~~tt~~t@~~IIII

~ rilil
~ Itll'll

l ilii
l llłlłl



ciąg dalszy
n=5 n=6

19° (1,3,5) ,2,4

20° (1,3),(2,5),4

21° (1,3) ,2 ,(4 ,5)

22° (1,3,4),2,5

23° (1,3 ,4,5),2

24° (1,3 ,4),(2,5)

k
3

3

3

2

2

k!

1~111!1 il~
1IIItI 1~~

Iflll r~~:
IIIII ~~~:

(1,3,5) ,2,4,6
(1,3 ,5,6),2.,4
(1.,3,5) ,(2 ,6),4
(1,3 ,5) ,2,(4,6)

(1,3},(2,5),4,6
(1,3 ,6),(2,5),4
(1,3) ,(2 ,5 ,6) ,4
(1,3) ,(2 ,5) ,(4 ,6)
(1,3) ,2 ,(4,5) ,6
(1,3,6) ,2,(4,5)

(1,3),(2,6) ,(4 ,5)
(1,3) ,2 ,(4 ,5,6)
(1,3 ,4) ,2,5,6
(1,3,4,6),2,5
(1,3 ,4),(2,6),5
(1,3 ,4),2,(5,6)

(1,3 ,4,5),2.,6
(1,3,4,5,6),2
(1,3 ,4,5) ,(2,6)

(1,3 ,4) ,(2 ,5),6
(1,3 ,4,6) ,(2 ,5)
(1,3,4),(2 ,5,6)

k k!

~ liill1

3
2
2

3
2

2

4 lllłlll iii~

~ 1'111(11

l li"ll

(1,3,5),(2,4),6
(1,3,5 ,6),(2,4)

(1,3,5) ,(2,4,6)

(1,3) ,(2 ,4) ,5,6
(1,3,6),(2,4),5
(1,3),(2,4 .,6),5
(1,3),(2,4),(5 .,6)

(1 ,3),(2,4,~),6

(1,3 .,6),(2 ,4,5)
(1,3),(2,4,5,6)

1,(2 ,3},4,5.,6
(1,6) ,(2 ,3) ,4,5
1,(2,3,6) ,4,5

1,(2 ,3) ,(4 ,6) ,5
1,(2 ,3) ,4,(5 ,6)

(1,5),(2,3),4,6
(1,5,6),(2 ,3),4
(1,5),(2,3,6),4
(1,5) ,(2 ,3) ,(4 ,6)lłll ;!~~

2

3

2

3

25° (1,3),(2,4) ,5

26° (1,3 ,5),(2,4)

27° (1,3) ,(2 ,4,5)

28° 1,(2 ,3) ,4,5

29° (1,5),(2,3),4
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ciąg dalszy
n=5 n=6

k kl k k!

~ IIII1,(2,3,4),5,6
(1,6),(2,3,4),5
1,(2,3;4,6)~5

1,(2,3,4),(5,6)

(1,4),(2,3),5,6
(1,4,6),(2,3),5
(1,4 ),(2,3 ,6),5
(1,4 ),(2,3),(5,6)

(1,4),(2,3,5),6
(1,4,6),(2,3,5)
(1,4),(2,3,5,6)

1,(2,3,4,5),6
(1,6),(2,3,4,5)
1,(2,3,4,5,6)

1,(2,3,5),4,6
(1,6), (2,3,5),4
1,(2,3,5,6),4
1,(2,3,5),(4,6)

(1,5),(2,3,4),6
(1,5,6),(2,3,4)
(1,5),(2,3,4,6)

1,(2,3),(4,5),6
(1,6),(2,3),(4,5)
1,(2,3,6),(4,5)
1,(2,3),(4,5,6)

(1,4,5),(2,3),6
(1,4,5,6),(2,3)
(1,4,5),(2,3,6)

(1,2},3,4,5,6
(1,2,6),3,4.,5
(1,2),(3,6),4,5
(1,2),3,(4,6),5
(1,2),3,4,(5,6)

(1,2,5),3,4,6
(1,2,5,6),3,4
(1,2,5},(3,6),4
(1.,2,5),3,(4,6)

(1,2),(3,5),4,6
(1,2,6},(3,5),4
(1,2),(3,5,6),4
(1,2),(3,5),(4,6)

152°
153°
154°
155°
156°

Illljfl ;~~~

lłfłll1 1 1t~

111111 !:~:

3

3

3

2

2

3

2

2

4 1tłlfl

3

3 1rłllII ;1!~

30° 1,(2,3,5),4

32° (1,4),(2,3),5

31° 1,(2,3),(4,5)

33° (1,4,5),(2,3)

34° (1,4),(2,3,5)

35° 1,(2,3,4),5

36° (1,5),(2,3,4)

37° 1,(2,3,4,5)

38° (1,2),3,4,5

39° (1,2,5),3,4

40° (1,2),(3,5),4
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dokończenie

n=5 n=6
k k! k k!

2 IIIItiliI ~~;:

41° (1,2),3,(4,5)

42° (1,2,4),3,5

43° (1,2,4,5),3

44° (1,2,4),(3 ,5)

45° (1,2),(3,4),5

3

2

3

II(ł'1 1 l1~

IIItli ~~~:

[I[łlłl l ~!~

(1,2},3,(4,5),6
(1,2,6),3,(4,5)
(1,2),(3,6),(4,5)
(1,2),3,(4,5,6)
(1,2,4),3,5,6
(1,2,4.,6),3,5
(1.,2,4),(3,6),5
(1,2,4),3,(5,6)
(1,2,4,5),3,6
(1,2,4,5,6),3
(1,2,4,5),(3,6)
(1,2,4),(3,5),6
(1,2,4,6),(3,5)
(1,2,4),(3,5,6)
(1,2),(3,4),5,6
(1,2,6),(3,4),5
(1,2),(3,4,6),5
(1,2),(3,4),(5 ,6)

~ IlllI"il
~ IIIII
4
3
3
3

46° (1,2,5),(3,4) 2 (1,2,5),(3,4),6
(1,2,5,6),(3,4)
(1,2.,5),(3,4,6)

3
2
2

49° (1,2,3,5),4 2

50° (1,2,3),(4 ,5) 2

51° (1,2,3,4),5 2

52° (1,2,3,4,5)

B5=52

~ 11111111

~ 11111

(1,2),(3,4,5),6
(1,2,6),(3,4,5)
(1,2),(3,4,5,6)
(1,2,3),4,5,6
(1,2,3,6),4,5
(1,2,3),( 4,6),5
(1,2,3),4,(5,6)

(1,2,3),(4,5),6
(1,2,3,6),(4,5)
(1,2,3),(4,56)

(1,2,3,5),4,6
(1,2,3,5,6),4
(1,2,3,5),(4,6)

(1,2,3,4),5,6
(1.,2,3,4,6),5
(1,2,3,4),(5,6)
(1,2,3,4,5),6
(1,2,3,4,5,6)

1111111 1!!~

11111,11 ~~~:

3

47° (1,2),(3,4,5)

48° (1,2,3) ,4,5
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