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DEMONSTRATION
THEOREME DE JACQUES BERNOULLI
_P. m@sxon

Professeur & 1'Université de Gand

TrEorEME. La somme P des valeurs de g — Cﬁ p™q", oit m est
compris entre up — pl, up + pl, p étant égal & m - n et au moins
egal i diz, p et q des quantités positives telles que P + 9= 1 s

e

l %/l’mfer)zeur ou égul a ;g P ql? , est supérieure a
vin \ P eylod— 2

1 —2= et dt — —;——"i—v T = l\/U)p_:
i \/-r[ ) RE—y \/znppq B T o 8 Zpq

et a Uunité pour limite quand w croit indéfiniment (¥).

2

(*) Nous avons publié une esquisse de la présente démonstration dans les
AKTEN DES FNFTEN INTERNATIONALEN KONGRESSES KATHOLISCHER GELEHRTEN ZU
Miinchen von 24. bis 28. september 1900 (Miinchen, 1901, Herder und Co.)
pp 427 et 428. Laplace (Théorie analytique des probabthtls Livre II, n° 16,
pp. 275-284 de la troisieme édition) donne des limites plus rapprochées queles.
nétres, mais il n’a pas vraiment évalué les termes qu’il néglige. Il se contente de
dire (p. ”79{ “ Il serait facile, par I'analyse précédente, d’avoir égard aux termes
de l'ordre et des ordrés supéneurs . En réalité, ce n'est pas du tout facile.
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1. Formules analytiques employées dans la démonstration. 1. Si a
est une quantité positive inférieure a 'unité, on a

W g+ =3—-F+F—F+

=R =R

ol a® ot
@ —lgl—a)=7+7+z+F+

On déduit de (1), (2),
a® a a a
(3) 10g(1-}—a)>a—§=-2-+§(1—a)>§;
8) <log(t—a) <at XA Lot al SIS VR LT
()_Og( it a g( o+ o +.”)_a+2(1——(!).
Enfin, quel que soit «, 6 étant compris entre 0 et 1,
(5) e—“=1—a+52fe"°°‘>1—a.

II. Si N est un nombre entier, on a, d’aprés la formule de
Stirling, sous sa forme élémentaire,

(6) 1.2.3...N>\21N N" 7™,
) 1.2.3... N < V2N N ¢~ "*mrv,

III. En faisant #* = 2, on trouve aisément que

g _1 5 3 _1 5 '__3 =
(8) j‘e t‘alt—20 e‘z2dz—§l'<§>__§\/n‘.

0

IV. Si 2, est une fonction de z décroissante depuis z = 0
jusque x = N —+ 1, N étant entier, on a évidemment

N+1
5- 2 dx.

0

9) 2, + 2 + o>
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V. Enfin, puisque ¢ g M > p=gq, ona
1
(10) M B up = ug = 2,
méme sans supposer p au moins égal a 10.
2. Ona

v 1 1 . m —m—% n -—n_;:.
'1,,.>—==[1_-—, lt,,,, i t, = _> (_> :
V2m upg bp pg_ up g

En effet, d’apres les inégalités (6) et (7),

R 1.2....u 5 \2mp ek
= 9 7
u 1.2...-m- 1--’ \/2.",” m" e—m vgnn”"e n 612():&+‘:.L)

ou

1 1

Cm > 1 1 ¢
PV (@
u u
Par suite,
M
T Cmpmq 1 2mn .

1 8
AT By
Mp Mg

Mais, d’apres (5), on a

u

u
e B > 1 — —— .
12mn

Nous pouvons donc écrire

\/ Z'n upq ( 12mn> b
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Le produit mn des deux quantités m et #, dont la somme est la
constante u, est d’autant plus petit que m — n ou n — m est plus
grand. La valeur la plus petite de mn correspondra donc a I'une ou
'autre des valeurs extrémes que peuvent prendre m et n, savoir,
au plus, up + wl, up — gl pour m, ug— ul, ug + wl pour n. Or

(4p + D) (1g — W) = w* [pg — (p — q) L — I,

(mp — W) (pg+pl) = w2 (pg+(@—9)l—0.
* Le produit 12mn est done égal ou supérieur a

12 (up + ) (g — ) = 1242 (p + 1) (g — ).

Le produit 12 (p + 1) (9 — 1) est aussi d’autant plus petit que
la différence p — g 4 2! entre les deux facteurs p + 1, ¢ — 1
est plus grande. Or, la plus grande valeur que puisse prendre [ est

5 - Par suite,

; 1 1
2p+0a=0512(0+30) (1-30)
=3(1+pq>32.q9 = 6p.

On a done
___ll L Mo 2. f _1_

et enfin

TN . (1——1>t"”
m \/m Bupq m-*
3. Ona t,,1 1<ty ou. 1. En effet, posdns, en général,

— U

tm P 2 §
(o () (e Yo
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Si l'on fait
m = up + x, n = ug —

ona

u=<up+w—,k %>log<1 +£D) + (uq—x-l-é)log(l —f—q>

Pour z = 1, on trouve

o (“p i 3> l°g<1 52 up> (”q >l°g (1

et, d’apres les inégalités (3) et (4),

3\ /1 A N1t e
u1><up+§>(————n>—<uq—-—>[—+————]
uwp  2u*p 2) | ng R
Quzqz(l pq)
3 Ry | 1 1
=1t iy ! +°’uq G- D) T Eag(ag=1)
b S, b o
pp o A dug(ug —1)

~a (')t a b~ rwn)

D’apres (10), up est supérieur a 1, et 1 — l ‘est posmf On a
aussi up

1 1
o o )
P qg—1)~

" En effet, d’apres (10) encore, pg — 1 est positif. L'aprécéi_iente
inégalité peut donc s’écrire successivement &t

q(uq—l)——p§0 uq —p—qsO

gt =1
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ce qui est conforme a l'une des hypothéses de I’énoncé du
théoréme.
On a donc

#, >0, rm ou by < fupe

4. La fonction t,, , @ un seul maxzimum, soit pour x = 0,
soit pour une valeur comprise entre x = 0 et x = p. De I'égalité

T (pp—}—x-{- >log<1 +MP/ ok ( q—x-}—o))log(l

on déduit, par dérivation,

Lt 1
- ou (1 £)-m(1-3) 4G~ )
03( Tip) o8 we) T2pFe ~ mg—z)’

1 11 1 1e '
| A . 1__ 1____ »
- up+x<, i’up+w>+uq—w< 2#9—%)

Si z est positif, méme pour z = ul et I =%q, 2 (ug — 2)

= 2uq — ug = ug est égal ou supérieur a 2; donc " est une
quantité pos1t1ve Si « est négatif, méme pour sa valeur extréme,
'x=—ul_—§pq, 2 (up + ) = 2up — pg est égal ou supé-
rieur & up, lui-méme égal ou supérieur a 2 d’aprés (10); donc
u" est encore une quantité positive. Par suite, «' est une fonction
croissante.

Si p=g¢g=1, pour z = 0, ¥ — 0; «, qui croit sans cesse,
passe donc du négatif au positif pour = 0; # a son minimum en
z =0.etl tup =€ " a sa valeur maxima, savoir 1, aussi pour
T

Si p est supérieur a ¢, on a, pour z = 0,

u’=1 l_i & i)
2\wp pg)
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Pour # = p, on trouve aprés quelques transformations,

1 1 1 1
o g Ca g ats)
= °g<+uq—1’>+2 w-+p Mg—p
Done, d’apres (3),
s 1 1 1
u > =20
2 ug — p+ (up+p uq p "up+p

Ainsi ' passe du négatif au positif, quand « varie de 0 a p; » a
donc un minimum et ¢, p-Lz = € ", UN maximum pour une valeur
X de « comprise entre O et p.

ReMARQUE (*). La valeur mazima de b, | , est infe’rieure a Ve,
supérieure a 1, quand p est > q. En effet, la valeur minima de u,
correspondant a z = X, s’obtiendrait en éliminant X entre les
relations

e dongy <pp +X —}—%) log (1 * %)
+<uq—X+%> ‘°g<1—@' '
= log(l —l—%) i log(l _E(Z)

+§<MP+X ) uq—X>'

L’élimination compléte est impraticable, mais en éliminant

log (1 - %) entre les équations, il vient

e
minima —— 1)1 1 —-—
u (up -+ D log (1 +

_% “q_x+%> (uq—X_up-FX)

>_-<"q +%><uql—x—up-ll-x>'

(*) La démonstration du théoréme de Bernoulli ne repose nullement sur
cette remarque curieuse, mais, comme on le voit, assez difficile & démontrer.
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Je dis que I'on a

(“q—x+'§) (uq—x'—up+x><1

En effet, cette inégalité, aprés quelques transformations, devient

up+4u9X+2X(1—X)<°’u9'+uq

Ona pg* =1, ou pg* =1+ a, a étant: posmf ou nul; X < p
a pour conséquence 4ugX < dupg- < 4u. ‘% ou p, et, par suite,

4qu =unu—2pB, B é_tant positif; ‘X LAy X) est i’nférieurrg a iou
de la forme é — ¥, 1 étant positif. L’inégalité a vériﬁer'péut
s’écrire
W B — 4L — %< W+ a) + g,

c’est-a-dire ' 3

L i T
Mais on a, d'apres 1a formule (10), ug = 2. Donc I'inégalité devient

é'< -4, + 2ue + VB + 2x,

laquelle est évidente.

Il en résulte. que la valeur minima de # surpasse —1, la

valeur maxima de — u est lnfeneure a g9 et, par suite, celle de

tupto €st inférieure & \/e. -
Dans le cas actuel ou n est > ¢, elle surpasse d'ailleurs typ U1,
puisque X n’est pas nul.
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5. Transformation de la somme des t, et des T,. Si pp est
entier, les valeurs de m a considérer dans P = ST,, sont, E(x)
désignant le plus grand entier contenu dans =,

up + 1’ up -5 21 B up + E(P‘l) l

up et i
wp — 1, wp— 2, ..., up— E) )

Dans ce cas,

P =5(ul)
Stn = typ y S [tup+x T tp—z] > S [tup+x + tup—z)-

Si pp n’est pas entier, il y aura entre pp et up 4+ 1 un seul
entier ». On aura

tr > tup 41,

puisque la fonction #,, , . a sa valeur minima, pour = 1, dans
Iintervalle de z =0, a x =1, d’apres les n°s 3 et 4.
On devra donc donner a m les valeurs

r+1, r4+ 2, r 4 3, ete

7 et
\ r—1, r— 92, r —3, etc

comprises entre pp — ul, up -+ pl. )
La fonction ¢,, décroit de part et d’autre & partir de sa valeur
maxima comprise entre tup €t b, 3 donc

tr—l'> tp.p—lv ty -~ tup—{r—‘l“f
te_g > tpp—27 tr+l = tpp+.27
L b g bup—3s ete.. teyg > tupil s ete.

Par suite, la somme de tous les ¢,, a considérer sera supérieure a
. ) x= E (u?) .
' [tup+x i+ tup—x]
On a donc 'aussi
P > [1 ] Sty v
! g TR e Ak ssara

P X ; Lo 2= E(ld) . 4
i [ GPPQ:I \/21\' upg =— 1 [tﬂp+a‘ + pp—x]
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6. Transformation dela derniére somme. Posons

& el
Yo = bupta X tup— .

La moyenne arithmétique de deux quantités est supérieure ou
égale a leur moyenne géométrique (*). On a donc

tuptz + tup—a = 2

p 1 1 > s wgs(ul)
>< Bupg) Vomppg =21 U

Soit
de sorte que
v—( +x+1>lo <1+ﬁ>+<p —x+1>lo <1—i>
up 3 )'08 up p g )08 up
+< —l—x-{--l-)lo (1-}-1)-;-( —x—i—-i—)lo (1—1>
ng 3 )08 g ug g ) 108 g
On trouve, en dérivant deux fois par rapport a z,
4 1 1 1
(o)== + (s~ )
i °g< tip) B ) te\prE T =

+l°g<1+uiq>_log(l_j_q>+%<uqikw o uq-1— >;

wp+a - wp—z  2(wp+2)° 2 (p—a)
SRR BBy g 8
+nq+w+uq—x_§(uq+x)’—2(uq—-’v)*'

(*) Nous avons déja fait connaitre cette transformation dans les ANNALES DE
LA SoCIETE SCIENTIFIQUE DE BruxeLies, 1892, t. XVI, 1% partie, pp. 8587, ou
dans nos Mélanges mathématiques (1883-1898), pp. 79-80.
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La dérivée ¢" est inférieure au second membre o I’on ne laisse
que les termes positifs. On a donc

a 1 1 i 1
<
C<wre T wp—z " mtz T m—s
2u E.’p
=“2p2£x2+ q

—

Or

Qup ®. 2[ jl
Y — =-—1

popt gt upl__ up + 2+ *+
u

p?
2 ®
“E e G

Puisque z a tout au plus la valeur ! égale ou inférieure a 0-1) up,

T ohE oy 5
de sorte que —— est égale ou inférieure & —~, on a
wrp 4

M ey o
o —= < wp T +g +16+ w 3R
Deméme, .

g~ 3.2 8 ol
Wy —a < g T3P
Par suite,
" e 2 8 i 2 8 2* (p*+ ¢%)
V' >z dise ks e it o \E A .
T gt “ TIEE T g T3 T

et, puisque p® + ¢? est inférieur a (p + ¢)* — 1,

8 o

upq+ 3 P
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On déduit de la, en intégrant deux fois de 0 & z,

VI B W 7o A e i
upg 9 WP’ upg 9 wpP’
puis,
LT LA
2 2upq 9 WP’
Sy s e S T
Ys=¢ 2 > e 2upg 9 u’r’¢®,
et, d’apres (5),
Yz > 2y
sil’on pose
- 1 ot

— ¢ 2upq = N
2, = e 2upq (1 3 B

Si 'on introduit 2, & la place de y, dans Vinégalité relative a P
donnée au début de ce numéro, elle devient

P (1 — —1 > ———_2' ‘”§“’z
bupg) \/2miipg .2\

Pour z — O; 2y =1; pour z croissant, 2, décroit. On a donc,
d’aprés la formule (9), en observant d’ailleurs que E(ul) + 1
surpasse ul,

szv(”l) ‘ ﬁ(p.l)+1 -l
Zoet Sl j‘z_,dx - 5zxdx,
g 0 0

) wl 2
- B> J’zxdxal.'“

2=
0

Done enfin
wl

P [1 —J—:l-rg_—w—‘yz,dx oy : :
bupg | Vomupg ()
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7. Premiere estimation de la limite inférieure de P. On a

ul ul

3. o
jzzdx=§e QMPQ(I 3330337
0 0 p q
Mo g2 ® 7z
- 1 —— ot
2 lx — = 2
B> 5 e 2upg dx 9 5 e 2upq o da.
0
Posons
2 272 oY
S T AP TP T=l\/L.
2upq 2upq 2pq

La premiére intégrale du second membre de la derniére égalité
deviendra

V2upq f e dt
0
La seconde prendra la forme

) # dt,
9“pq \V2upq r

et est égale, d’apreés la formule (8), a

1 \/ V2mupg
9upq : YRR 8\/" upq
Done enfin
nl i -~ S5
1 V2m upg
2ydx > 1\/2 5‘ dt £ e 5 B
j. V2upg upg -

0

Il en résulte, pour P, d’aprés la derniére formule du ne 6, la
relation .

‘ S o S A g 4 1 - e
P > I:l 3 "——] g = j' ¢ dt A = —— ki
bupg| | yr ) ‘ 3upg  \/Imupg )
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et, a fortiori,

8 [(=h Tl g 1 9
P>-=je dt———:je L u! :
Vr ) bupg \/r ) 3upg  \/2mppg
Or, on a
T _2 «® _A
%_ etdt<%§eﬁdt=1.
AL/ AL,
Donc enfin,
I e, 1 1 2
P >j_ g Tk S b ek
) 6upq 3upq \/2m upg :
ou

P\s‘me_'gdt— 1. : .
£ : 2upg  V2mupg

0

8. Seconde estimation de la limite inférieure de P. Si u est au
moins égal a 10, on a

1 1
& (e eleere
2upg ~ \/2mpupg

En effet, cette inégalité équivaut & la suivante :

T < 2upq.
Or, d’apres (10), pg = 2 + d, d étant positif ou nul, p =1—g¢

=1—

. Par suite, I'inégalité a vérifier devient

Le produit du second membre est minimum quand les deux
derniers facteurs different le plus possible. La différence entre ces

http://rcin.org.pl
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2.1 %
u

deux facteursest 1 — 2 dont la valeur maxima correspond

a d=0. Alors qz;%,p:l—%,et I'on a

2
2 =4 (1—=).
Mpq ( M)

Cette derniére expression, pour u = 10 (hypothése dont nous
ne nous Sservons qu ‘ici) a une valeur égale ou supérieure a

4 (l ——> ou 3 5 done supérieure & . On a donc

1 1
e
2upg  \/2mupq f

et, par suite, la derniére inégalité du n° précédent donne

= 2
2 e dt — 3

e ;
Vr ) V2upq

9. Théoréme de Jacques Bernoulli. On a évidemment
P<(p+9"=1

Pour u croissant indéfiniment, T croit aussi indéfiniment; on
déduit des inégalités

— 2 3
1>P> f i — ——
\/Tt 0 \/QMPQ

pour p = oo,

d 2 =F
IimP = — dt = 1
Va fe ’

c’est-a-dire le théoreme de Jacques Bernoulli.
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Note sur la valeur approchée de 7,

Dans les traités de Calcul des probabilités, on admet que I'on a
trés approximativement, pour de grandes valeurs de p,
zﬁ
by — ¢ Zupg
tupt+-o = tup—z — € 11~

Nous allons chercher une limite supérieure et une limite infé-
rieure de ces expressions afin de voir jusqu’a quel point est justi-
fiée ’approximation dont il vient d’étre question.

I. Limites de <1 - %>—i y (1 -+ %}yi Les valeurs extrémes

i, Ex- sont 0 et%, cette derniére valeur correspondant au

cas ou 2z = p = g = 2l. Cherchons quelle valeur on peut don-
ner a j et % dans la double égalité

1—jes(+e 7 =1—ke

. x x
représentant — ou —
up

€, quantité inférieure ou égale & > h

9’
La premiére inégalité devient successivement

12 (149 (1 —2je+j2e) = 1+ e (1 — 2j) + € (— 2j+ ) + j*€
0T LA+ R(-2LALNE =1 -2 —je@=i=J0)

On voit d’abord que j ne peut surpasser % La valeur minima

du second membre, pour une valeur donnée de j, correspond a
la valeur maxima de je(2 —j — je), laquelle s'obtient en don-

nant & € sa valeur maxima ;. L'inégalité devient alors

- .~ ilita sposd | | 1i8egota
Ozl—QJ—QJ@—J—gJ):l—3J+yz-

e s
On peul supposer j = g»-Ou.méme.-un- peu plus grand.
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La seconde inégalité devient de méme
1=>(04+e (1—Fke =14 e(1 —2k) + € (— 2%+ k) + k%,
0=1— 2% — ke (2 — k — ke).
Si l'on fait k= %, I'inégalité est vérifiée pour toutes les valeurs
deedeOa %; pour %k < %, I'inégalité n’est plus vérifiée quand e

est trés petit. La valeur % =% est donc la plus petite que l'on
puisse donner & £. '
Nous écrirons donc

¢ ros W 1
t—ze = (1+9 1— 3¢
1 2 2\-f_ 12
R —> ¥ e g
3 up <+up - Nl yip’
{353 2N\ = 1z
1 LSS S S s —.
Hg <+pq) 2ng

1. Limites de (1 — £>-; ) < 1 — ﬁ>_;. On trouve, de méme,
up ug

par les calculs élémentaires que nous supprimons. pour abréger,

5 ges 4 b
1 4e2e S0 — ot ;1+%e,
8 i 2 N 1%
1 -] L — ) S L -
t 8w < up, " 2pp’
Bty s 2\~ _ 1"%
1aprs W] — o | By X ]
T 6 g ( uq> g

L. Limites de w, = (up -+ =) log (1 - p%]) + (up — 2).
2
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log (l — %), x étant nul ou positif. On trouve, pour les dérivées

premiére et seconde de w, ,

g log(l +£}) Te log(I —“i”q->
!

1

4 np+x+u9—x
Or
e i s AR
up + @ up1+£ up Hp o up (up + )
_1_ b 7N T

wp WPt Wt (up F )
Mais pp -+ = est compris entre pp et up 4 - 3 HP3 donce

1 1
< —_—
T T AT upa’
1 1 2.
—_— > — —
wp+2z ~ up *p2+3up
De méme,
1 z*
w—z ng T g TR (uq—f)
L’expression pg — x est comprise entre ng — p.q et ug; done
1 %
ng—z g T T2 93
1
ug — o + 2 +

De ces diverses inégalités, on tire

" x
Wy < ;}3 e 21)1 a + + 2 + q&
1
= — § . ohieaenid 93 3;
upq 3 “qu »—9+ “3])393( P’ + ¢°)
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- 1 x i 1 x z#
w1>;};—-ﬂ+§w+—+(—2+-ﬁ
1 g >
“pq+ppq2(p 9 + ppq<p+,q

On déduit de 14, en intégrant deux fois de 0 a @, w, et w, étant
nuls pour z = 0,

= 10
28 3;
QNPQ - (e r—9 + lﬂpsp"qa(p )
x? xt L
> i + g =0 +W(P +37)-
IV. Limites de w, = (up — =) log (1 — =) + (ug + 2).

log <1 - —>, x étant positif. On trouve de méme, en changeant
p en ¢ et ¢ en p, dans les calculs précédents,

2 at o ;
% < Fuma b”,qz (2 — 9 + TgEms '+ 2(1“),
z 2° ot

2
" aupg g P 9)+W<§PS+”3>'

V. Limites de t,, | 4, t,, . Ona d'abord

(1 ) up+g—sz |/1 2 —up—q—s
fup o = up " Mg

-(+i) ()

Par suite, d’apres I, II, III,
5 2
1 __> Er
< T B Mg/
X € Qupq ﬁnpq s i9h o5 lﬂu“p“q (" 3q)
<1 ) < & ; b
2 up 2 ugq
(P —0) — s @° + )
X € lupq b p‘q A
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De méme,

et —Mp—q—3
xr s [ 1+ xr L]

L s B L
e < up "' Mg
o 1_1>‘§ TR WSS
G R
Par conséquent, d’apres I, II, IV,

Six N faut b
(1+bup/\ 3 ug

1

bp—z <

z2

— RS, o SR s 2 3 3)
X e Qupq+6u”p‘~’q" A L 12;4 p3 (3" +a

1z
>(1+°’up>(1_5u_q>

_z3 = 3
X e ﬂuzw T Guipig 20 mup g )

VI. Conclusion. On voit d’aprés ces caleuls combien il est diffi-
cile de justifier la formule classique
3,‘2

wpta = ¢ Mpq -

Pour qu’elle soit admissible, il faut supposer : 1° “—9;-, iiq tres petits

comparés a l'unité, c’est-a-dire que %, lg soient des fractions trés

2
petites puisque x peut prendre la valeur extréme ul; 2 M”Zz 5 doit

2
étre tres petit comparé a x_‘ AT comparé a 1, c’est-a-dire
upq upq

que piq doit aussi étre une fraction trés petite.

[n résumé, comme la seconde condition implique la premiére,
on doit supposer ! trés petit par rapport a pq.
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Sur une intégrale considérée en calcul des probabilités

On peut trouver une valeur approchée de ’expression

m

E-f-l |
P)= S‘ (1 —2)ydz: 52"‘(1 — 2)"dz,
- SN

0

M
de la maniére suivante. Posons pour abréger,

Y i Gl Ly, 8
p u ’ q p u ’
puis, faisons dans la premiére intégrale,
z2=m4 z, 1—2=9q—=u

Cette intégrale deviendra

+1 +1¢ 2\ r\"
5 (+2)" (@ —x)dx = p"q" (1 —}—1-)) <1 — 6) dzx.
== —1

Pour fixer les idées, nous supposons / tout au plus égal a la
moitié de ¢ et p égal ou supérieur a q.
On a, comme on sait,

/ xm xn x n .”I,‘"’
D)
B a.2 m xZ‘n
“V@—rﬂ, (‘7)

Or, si a est inférieur a I'unité,
2

l(l——a)>—a——2—(laTa).
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Done
1 | x? 1obi 22
g WP log<1 —1-,-2-,> + g Mg log<l —?)
surpasse
1 Mp[ x2 xt ] + 1 };q [~ x2 xt i
9 . R e 9 P Rl e
P (- %) P (=)
g, part gl s A
Y P W YPF—)
S T et d 1 ke 1
2pq APt — o) P 4"} |
On a
1 AL
P (p® — 2% i q (¢* — 2
rP+¢—a s

== & .
g (P* — %) (¢* — 2% " pg (P — D) (" — D)
Par conséquent, on a .

ux? uat

\/<l _§><1 “;_UZ e % TP g )

o

et, puisque e~ * est >1 — q,

2
/1 &5 ‘x_2 m (l o £2)’1 > e— %)q <1 e “vc( N\
\/( P q° dpg (p* — 1) (9" — l”))'

1l en résulte que l'on a

ik ool rt
momn Ql)q 1 ! > dx
e b P
P 33 4 q j‘_{ X 4’[’9 (1}2 lz) ((12 l-) :

1
5‘ 2" (1l —2)"dz
0
L’intégrale eulérienne du dénominateur est égale a

Fm 4 Driw4-1); ¢ 1.2.3...m. 1.2...0 1
Mu+2) i 1.2:3. g1
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Posons dans l'intégrale du numérateur,

R | T

%pq ~ "V2pg’

elle deviendra

2pq fﬂ—"‘dt (1 18 P9 )
\/ u _Te L= (@ —B)

supérieure a

\/?ﬂl j”—t‘l 2pq »q Foreittige
B ek =V p@—0Eg—»m)° i

Or, en faisant £ — \/%, on trouve

5 BBl 15, —
N g = o= = = .= — T —
5. g — 2_{ w “du = |'<2> =3 2|'<2> 1 V.

—®

On a donc enfin

1.2- 3. ...“. - +1 !
R S g e e

X 32 Ye—tz al — 15, Vg
0

4 p(p*-0)(*-0) %

P>

Au moyen de la formule de Stirling, on prouve assez facilement
I'inégalité suivante :

152030 @
12:8. sl mitedi c.m

; 1 ( 1 \
I AT > 1 L e ‘ )
2 \V2mupg 12u(p+10)(q — l))

Le facteur qui précede la parenthése dans I'inégalité relative a P,
est donc supérieur a

_t__L[ v 1 J
TRV lﬂu(p+l)(q—/)

[ 12u (P—H) (¢ —H)J
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On a done

G g
e ot —taqt
vnfe

by . 're-ﬁ dt. ! - L ,
Vr ) 2u(p+)@-)  WpF-B@E-B

Or

O) T 2 ®
il Wantsd et -2 B T Il
\/n!e \/TT_S- \

20+9)@—0> 19(p+éq><q—éq>=3(1+p)q>6pq,

(" —&) (¢ = 1) >(p ~—p>(q e q>=% "ot

Par suite,

15pq. 16
P e —J‘ —t2 . A L
bupq 4u. 9. pig?
9
=;__J‘ —t-dtkL_ﬂ,
\E 6upg  3upg
Comme
1.2 #
e bl
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