XXXIII.

Uber binire trilineare Formen und die Komposition
der binidren quadratischen Formen.
[Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. 129, S.1—34 (1905).]

Bei der Besprechung der in lineare Faktoren zerlegbaren Formen,
welche zu einem endlichen algebraischen Zahlkorper gehoren, habe
ich bemerkt, dafl die drei Formen, deren eine durch eine bilineare
Substitution in das Produkt der beiden anderen iibergeht, im wesent-
lichen, d. h. abgesehen von konstanten Faktoren, umgekehrt durch
diese Substitution bestimmt sind*). In dem einfachsten Falle der
bindren quadratischen Formen ist diese Tatsache zwar nicht aus-
driicklich von Gaul ausgesprochen, aber sie ist vollstindig in der
SchluBbemerkung des Art. 235 der Disquisitiones Arithmeticae ent-
halten, in welchem die Transformation einer Form in ein Produkt
aus zwei Formen durch eine bilineare Substitution in der allge-
meinsten Weise behandelt wird. Bei meinem ersten Studium dieser
Untersuchung erregte die genannte Tatsache meine besondere Auf-
merksamkeit, und ich erkannte bald, dal mit einer solchen gegebenen
Substitution immer zwei andere Substitutionen und drei quadratische
Formen von der Art verbunden sind, dafl jede der drei Formen durch
eine ihr entsprechende Substitution in das Produkt der beiden an-
deren Formen iibergeht. Hat man sich hiervon iiberzeugt, was bei
zweckméfiger Wahl der Bezeichnung keine Schwierigkeit darbietet,
so wird die Losung des allgemeinen von Gaull behandelten Problems
in hohem Grade vereinfacht. Da dies noch nicht bekannt zu sein
scheint, so wage ich es, meine Untersuchung zu veréffentlichen und
dem Andenken an meinen grofien Lehrer Dirichlet zu widmen, der
selbst eine Ehre darein gesetzt hat, durch eine Reihe von Abhand-
lungen das Verstindnis des von ihm am hdchsten bewunderten Werkes
von Gaufl zu erleichtern.

*) Diriphlets Vorlesungen iiber Zahlentheorie, vierte Auflage, § 182, S. 586.
20*
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§ 1.
Wir betrachten im folgenden drei Paare von unabhingigen
Variabeln
(@1, ¥1), (%3, Ya) (%55 Ys)
und zwei Reihen von je vier willkiirlichen Konstanten

O == 0Oy, Gy, Og, Ug,

B =By B1s Bsy Bs-
Bedeutet #, s, ¢, wie immer im folgenden, irgend eine Permutation
der drei Indizes 1, 2, 3 (wihrend der Index O ungeiéndert bleibt),
so diirfen wir jeden aus den Variabeln und Konstanten gebildeten
Ausdruck, der in bezug auf die beiden Indizes s, ¢ symmetrisch
ist, als eine durch den Index r bestimmte Griofle ansehen und dem-
gemil bezeichnen. In diesem Sinne bilden wir drei bindre qua-
dratische Formen F,, F,, F, durch die gemeinsame Definition

Fr S Fr Xy, yr) e Arxz o Brxry'r +01'y3
[

1
( ) 1 e (ﬂsxr + atyr) (ﬂtxr + o‘syr) i (“rxr + ﬁo yr)(aoxr+ ﬁryr)a
wo also
(2) [ A, = BsB: — o0t C; = a4 — BoBr

], -Br S “sﬁs o “tﬂt o “rﬂr T “0#0'

Wir wollen beweisen, dafl diese drei Formen ein und die-
selbe Diskriminante

(3) D= B} —4A4,0, =B} —4A4,0, = B} —44,C,
haben, und dafl jede von ihnen durch eine entsprechende
bilineare Substitution in das Produkt der beiden anderen
Formen iibergeht.

Das erstere folgt leicht “aus einem bekannten Satz iiber partiale
Determinanten. Bildet man aus zwei Reihen von je vier Grofen

p’ pl, p! /, pl ’ l’
q’ ql’ ql', qll ’
die sechs Determinanten

(4) { P f— pql _—qp” Q f— pqll _qpll’ R _— pq”l __qp!ll,
; U —_ p”qlﬂl Ll qllplll’ T —_— plq”I s Lo q,plll, S — plqll 12131 qlp”,
so geniigen die drei letzteren den beiden Gleichungen

Upr ¥y Tp” + Spnl i 0’ Uq,—‘ qur + San pasy 0;
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multipliziert man die erste mit — ¢, die zweite mit p und addiert,
so erhilt man den in Rede stehenden Satz

(5) PU—QT+ RS = o.
Wenden wir ihn auf das Beispiel

[ p=4p, P =a, P =, p" =248,

(6) l e ’ Saad " L] ne K
Q———“o7Q———ﬂ¢,q —""ﬂaaq = — 0Oy

an, so wird zufolge (2):

lP:_AU’ Q:_Ats Rz_%(Bt_*'Bs’
0 5

IU‘:‘_Csa T:_Oh S:""Q‘(Bt_Ba)»
also :

Aaoa i AtCt + %(Bt + -Ba) (Bt g B.s) =0

oder

B} —4 4,0, = B} —4 4,0,

womit unsere Behauptung iiber die Diskriminanten der drei Formen
bewiesen ist. Wir bemerken zugleich, daf diese gemeinsame Dis-
kriminante D), die eine homogene Funktion vierten Grades von den
acht Konstanten «, B ist, nicht identisch verschwindet; denn wenn
man z. B. ¢y, = 8, = 0, alle anderen sechs Konstanten «, § =1
setzt, so werden alle neun Koeffizienten A,, B,, C, gleich 1, also
D= —3.

Um auch die zweite Behauptung zu beweisen, setzen wir zur
Abkiirzung

oF, o o
(8) axr . 2Arxr + Bryf 2 2 2urv 5':;/: oY Brxr + 20ryr 231 2’0,«,
woraus
(9) U2, + 0y, = F,

folgt, und nehmen die Konstanten (6) zu Koeffizienten der beiden
bilinearen, in bezug auf s, ¢ symmetrischen Funktionen

Xr e ﬁrxaxt + “sxayt + atys Xy + ﬂ(\ycyta
(10) :
Yr — ""’uoxaxt"’—ﬁtxxyt_ﬂayext_'aryayt-
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Eliminiert man der Reihe nach jedes der vier Produkte wx,a;, @,y
Ys %, YsYs, SO erhilt man mit Riicksicht auf (4), (7), (8) die Gleichungen

X, + B Y,

= — A2,y — Ay — —12—(B,+ By ysy: = — Yot — UsYs,
B: X, + & Y,

=l A ——%(Bt——B,,) Ysr — Coys Yy — — Y5V + us 24,
B.X, + oY,

= Aix,z + —%—(B,——B,,) oY — Cotfsyy = Ty —bgyt,
o X, + B, Y,

= %(Bt + B) @@ + O+ Coltfo = 240 + 024,

die man mit Benutzung der bekannten Bezeichnung fiir die Multi-
plikation von zwei bindren Substitutionen auch in der Form

<ﬁaXr oy Y o X, G poYr) Gt < Lsy ”a)( Uz ”t)

uer + ﬁr Yn ﬁtXr + Og Yr N yn Us et yh Xy
darstellen kann, und da bekanntlich die Determinante des Produkts
von zwel Substitutionen das Produkt aus deren Determinanten ist,
so ergibt sich aus der Definition (1) der Formen F, — F,(=,, y,)
und aus. (9) das Resultat
(11) (X XYl I,
womit auch unsere zweite Behauptung bewiesen ist.

Man erkennt iibrigens leicht, dafl dieser zweite Satz (11) den
ersten (3) iiber die Diskriminanten in sich schlieft. Sieht man
namlich a,, y, als Konstanten an, so nimmt die obige bilineare Sub-
stitution (10) die Form einer einfachen biniren Substitution

Xr = (ﬂrxl + O ys) X + (as X + ﬂo y!) Yis
Yr b GO, (ao Z, + ﬁaya)xt T (ﬂtxs 5o arys)yt
an, deren Determinante zufolge (1) gleich — F ist, und durch diese
Substitution geht die Form
Fr(Xra Yr) S ArXE = R, XY, v CrY3
nach dem Satz (11) in die Form
F.Fy(x:, y)) = F,Ax} + Fy Biwyy, + F,Cyyi
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iiber. Nach dem bekannten Fundamentalsatz iiber die Trans-
formation einer binéiren quadratischen Form durch eine einfache
lineare Substitution ist aber die Diskriminante der neuen Form gleich
der der alten, multipliziert mit dem Quadrat der Substitutions-
determinante. Bezeichnet man nun mit D,, D,, D, die Diskrimi-
nanten der Formen F,, F,, F,, so ist in unserem Falle die Dis-
kriminante der neuen Form
(FyB)* — 4(F,Ay)(F,C;) = D,Fy,

und da D, die Diskriminante der alten Form, und — F; die Sub-
stitutionsdeterminante ist, so folgt D, F; — D,(— F,)*, also D, = D,,
was zu beweisen war.

Die acht Konstanten o, f bilden daher immer die Koeffizienten
von drei verwandten bindren bilinearen Substitutionen, deren Zu-
sammenhang wesentlich in der Identitit
(12) X, —2,Y, =y, X, — 0¥, = y, X, — ¥,
besteht, und erzeugen zugleich drei quadratische Formen, deren jede
durch eine dieser Substitutionen in das Produkt der beiden anderen
iibergeht. '

Indem wir uns vorbehalten, auf diese Identitit spiter (in § 4)
zuriickzukommen, beschliefen wir diese Betrachtunger mit einer Be-
merkung, die sich auf den Fall bezieht, wo die bisher willkiirlichen
acht Konstanten «, 8 ganze rationale Zahlen sind. Dann sind
auch die Koeffizienten der drei Formen F,, F,, F; und deren Dis-
kriminante D ganze Zahlen; wir wollen annehmen, dafl keine dieser
Formen identisch verschwindet, und wollen mit M, den Teiler der
Form F,, d. h. den positiven grofiten gemeinsamen Teiler ihrer
Koeffizienten 4,, B,, C, bezeichnen. Bedeutet ferner K, den grofliten
gemeinsamen Teiler von M,, M,;, also auch den der sechs Koeffi-
zienten 4,, B,, C,, 4,, B,, C, so folgt aus (3) auch B,= B; (mod. 2 K,),
mithin ist K, auch gemeinsamer Teiler der sechs partialen Determi-
nanten (7), und zwar der groBte, weil umgekehrt jeder gemeinsame
Teiler dieser Determinanten offenbar auch in B,, B, also in M,
M,, K, aufgeht.

Entwickelt man nun beide Seiten der in bezug auf die vier
Variabeln z,, y,, @;, y; identischen Gleichung (11) durch Auflésung
aller die Variabeln einschlieBenden Klammern, so leuchtet ein, daB
alle Koeffizienten der linken Seite durch M, teilbar sind, wihrend
offenbar das Produkt M, M, der groBte gemeinsame Teiler der neun
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Koeffizienten der rechten Seite ist; mithin ist M, M, teilbar durch
M,, also

(13) MM, = M,N,, MM, = M,N,, MM, = MN,,

wo N,, N,, N, ebenfalls natiirliche Zahlen bedeuten; dann ist zugleich
(14) M} = N,N,, M3} = N,N,, M;= N,N,,

und wenn z. B. M,, M, relative Primzahlen sind, also K, = 1,

so folgt
(15) M,=MM, N, =1, N,= Mj, N, = M;

§ 2

Nach dieser Vorbereitung wenden wir uns zu der Aufgabe,
welche Gaul im Art. 235 der Disquisitiones Arithmeticae behandelt
hat. Ich will aber vorher bemerken, dafl ich hier wie schon frither*)
statt der von Gaull zugrunde gelegten Formen aa? + 2bzy + cy?,
deren zweiter Koeffizient den Faktor 2 enthidlt, immer Formen
f(z, y) = ax®+ bxy + cy® betrachte, wo @, b, ¢ beliebige Kon-
stanten bedeuten, die nur der Beschrinkung unterliegen sollen, daf
die aus ihnen gebildete Diskriminante 0 — b* — 4ac der Form
f = f(x, y) von Null verschieden ist.

Sind nun f, = f,(2, ¥,), fo = fas(%e) Ya) fs = f5(®y, ys) drei
solche Formen mit den Diskriminanten 0,, d,, d;, so besteht die
Untersuchung darin, alle Folgerungen aus der Annahme zu ziehen,
dall die erste Form f, durch eine hilineare Substitution in das Pro-
dukt f,f, der beiden anderen Formen iibergeht; bezeichnet man da-
her mit X, ¥, zwei bilineare Funktionen der beiden Paare (z,, v,),
(3, y3), so wird diese Annahme durch die Identitét

H&Xy, Y) = fafs
ausgedriickt; um aber die Symmetrie so viel wie moglich zu be-
wahren, fiigen wir dem Produkt noch einen von Null verschiedenen
konstanten Faktor %4, hinzu und setzen also
(16) H(Xy Yy) = kyfofs.

Aus den acht Koeffizienten o, B der bilinearen Funktionen, die
wir (gemif (10) in § 1) in die Form
(17) X, = Bi%3% + @y Ys + o YaTs + By Y Yss

Y, = — a2y — B33 Ys — Ba Yo T — 0, Yo ¥

*) Zuerst in §§ 169, 170 der zweiten Auflage (1871) von Dirichlets Vor-
lesungen iiber Zahlentheorie.
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setzen, bilden wir nach § 1 die drei Formen F,, F,, F;; dann be-
steht das Endresultat der Untersuchung wesentlich darin, daf
diese Formen sich beziehungsweise von den Formen f,, fs, f; nur
um konstante, von Null verschiedene Faktoren =,, n,, n, unter-
scheiden, dafll also identisch

(i8) F, =mnf,, Fy = mfy, Fy = mfs

ist.

Um dies in aller Kiirze zu beweisen, verfahre man ebenso wie
bei dem zweiten Beweise des Diskriminantensatzes (3) in § 1. Sieht
man in den Gleichungen (17) erst a,, y,, dann z,, y, als Konstanten
an, so nehmen sie die Gestalt von einfachen linearen Substitutionen
an, deren Determinanten bzw. — F,, —F, sind, und der Funda-
mentalsatz iiber solche Transformationen einer Form f, ergibt zufolge
der Annahme (16) die beiden Gleichungen

7 0,(— Fo)® = 05(k,1,)*, 0,(— Fs) = 04(k,y )",
und da k,, d,, 0,, 0, nach unserer Annahme von Null verschieden
sind, so folgen hieraus die beiden letzten Gleichungen (18), wo n,, 7,
von Null verschiedene Konstanten bedeuten. Multipliziert man diese
beiden Gleichungen miteinander, so geht die Annahme (16) mit Riick-
sicht auf den Satz (11) in § 1 in die Gleichung

k,F (X, Yy) = nyne (X, Y¥)

ither, welche identisch in bezug auf die vier Variabeln x,, y,, 5, ¥,
bestehen muf. Da nun J; nicht Null ist, also auch die Form f,
nicht identisch verschwindet, so gilt dasselbe auch von der Form
F, — n,f;; man kann daher den Variabeln z,, y, in (17) solche
Werte beilegen, dall F, einen von Null verschiedenen Wert erhilt,
und folglich kann man hierauf z,, y, immer so wihlen, dal X, Y,
beliebig vorgeschriebene Werte z,, y, annehmen; man darf daher in
der vorstehenden Gleichung X,, Y, durch die unabhéngigen Variabeln
z,, y, ersetzen, und folglich gilt auch die erste der Identitdten (18),
was zu beweisen war.

Umgekehrt, wenn zwischen drei Formen f,, fy, f/; und den in
§ 1 definierten Formen F,, F,, F, die drei Identitéiten (18) bestehen,
WO %, My, 7, von Null verschiedene Konstanten bedeuten, so folgen
aus dem Satze (11) in § 1 die drei Identitdten

(19) fr(Xra Yr) = krfa,ft»
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wo
(20) by = 2,

N,
d. h. jede der drei Formen f,, /5, f; geht durch eine bilineare Sub-
stitution in das mit einer Konstanten multiplizierte Produkt der
beiden anderen Formen iiber.

Die drei Gleichungen (18), aus denen unmittelbar die Relationen
(21) D=0y =10 — 0L

zwischen den Diskriminanten der sechs Formen F',, f, folgen, schlieben
diejenigen neun Gleichungen in sich, welche Gauf in der Schluf-
bemerkung des Art. 235 mit & bezeichnet, und die als Grundlage
fir die in den Artikeln 236—241 folgenden Untersuchungen dienen.
Die Gleichungen (18), bei deren Ableitung wir gar keine Voraus-
setzung iiber die besondere Natur der Koeffizienten der Formen f,, f,,f;
und der bilinearen Funktionen X, Y, gemacht haben, enthalten den
algebraischen Teil der Untersuchung; wir wollen jetzt annehmen,
alle diese Koeffizienten seien ganze rationale Zahlen, und wollen
die zahlentheoretischen Folgerungen aus der Annahme (16) ziehen,
die bei Gaull schon im Laufe seiner Untersuchung auftreten.

Aus (18) folgt zunéchst, dal n,, m,, », ganze oder gebrochene
rationale Zahlen sind, mithin haben zufolge (21) die Diskriminanten
D, 0,, 9,, 0, dasselbe Vorzeichen, und sie verhalten sich wie
Quadrate von ganzen Zahlen (Conclusio prima bei Gaufl). Be-
zeichnen wir ferner mit m, den Teiler der Form f, und (wie in §1)
mit M, den der Form F,, so ist zufolge (18)

(22) My == 6, m Ry o My gomongyl My Sl e
wo
(23) B e el

also & n,, &mn,, &n, positiv sind.

Jetzt kehren wir, indem wir die Symmetrie aufgeben, zu der
eigentlichen Annahme von Gauf zuriick, dal ndmlich f, durch die
bilineare Substitution (17) in das Produkt f,f, selbst iibergeht, daB also

(24) fl(XH Y1) o o fafsa
mithin
(25) e W D e R Tt
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ist, woraus nach (21), (22) auch

(26) 0l alngy as = 01”31

(27) Oymg = 0, M3, 0ymji = 0, M3

folgt. Bedeutet daher K, wieder den grofiten gemeinsamen Teiler
von M,, M, (wie in § 1), so ist 0, K} der grofite gemeinsame
Teiler der beiden Produkte dym3, dsm3 (Conclusio secunda et
quarta bei Gaub).

Nach der Definition von Gaull heilt nun die Form f, zu-
sammengesetzt (composita) aus den beiden Formen f,, f,
wenn K, —1 ist, also M,, M, relative Primzahlen sind. Be-
schrinken wir uns jetzt auf diesen Fall, so folgt aus (27), dal die
Diskriminante 0, der aus f;, f, zusammengesetzten Form f,
der grobte gemeinsame Teiler von dymj, d;mi ist. Da
ferner nach (15) in § 1 aus der jetzigen Annahme auch M, — M, M,
folgt, so ergibt sich aus (22), (25) auch m, = mym,, d. h. der
Teiler m, der zusammengesetzten Form f, ist das Produkt
aus den Teilern m,, m; der Formen f,, f, (Conclusio quinta bei
Gaul). . :
Hiermit ist der wesentliche Inhalt des Art. 235 der Disquisi-
tiones Arithmeticae erschopft. Die daselbst zum Ziele fiithrenden
Rechnungen, die zum groflen Teil nur angedeutet sind, und deren
wirkliche Ausfiihrung dem Leser iiberlassen ist, glaube ich in der
hier vorliegenden Darstellung erheblich vereinfacht zu haben. Da
diese Vereinfachung hauptsidchlich auf der in § 1 vorausgeschickten
Einfithrung der mit einer jeden bilinearen Substitution verbundenen
drei Formen F,, F,, F, und auf deren symmetrischer Behandlung
beruht, welche mit geringer Rechnung zu dem Hauptsatz (11) fiihrt,
80 war es eben wegen dieser Symmetrie nicht moglich, die Bezeich-
nungen von Gaul} beizubehalten. Zur Erleichterung einer Vergleichung
bemerke ich folgendes. Gaufl untersucht die Transformation einer
Form F in das Produkt von zwei Formen f, f, deren Variable ent-
sprechend bezeichnet sind, durch die bilineare Substitution

X = pxz' +pay + p'ys’ +p"yy,

Y =gqea' + g2y +q'y2 +9"yy
und gebraucht die Zeichen P, @, R, S, 7', U in derselben Bedeutung
wie in Gleichung (4). Um daher von dieser Bezeichnung zu der
meinigen in (24) iberzugehen, hat man F, f, f' bzw. durch £, f,, f;
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zu ersetzen, und die vorstehende bilineare Substitution geht in (17)
iiber, wenn die Koeffizienten p, p’ --- ¢ wie in (6) ausgedriickt
werden, wobei die Indizes 7, s, ¢ bzw. durch 1, 2, 3 zu ersetzen sind.
Beachtet man nun die Vorzeichen der hieraus entspringenden Aus-
driicke (7), so erkennt man, da man die in den neun SchlufB-
gleichungen £ bei Gaul} auftretenden beiden Zahlen », n’ bzw. durch
—mg, —m, zu ersetzen hat, um diese Gleichungen &£ in Uberein-
stimmung mit unseren Gleichungen (18) zu bringen, in denen zu-
folge (25) m, = mym, ist. Dies ist deshalb erwihnenswert, weil
Gaull auf die Vorzeichen der Zahlen =, »' eine wichtige Unter-
scheidung hinsichtlich der Art griindet, wie die Formen £, f in die
Transformation oder Komposition #' — ff' eintreten, worauf wir hier
aber nicht niher eingehen konnen.

§ 3.

Der Satz (11) in § 1, auf welchem alles andere beruht, ist dort
wohl auf dem kiirzesten Wege hergeleitet, néimlich durch unmittel-
bare Rechnung mit den acht Konstanten o, 3, aus denen die Koeffi-
zienten der sechs bilinearen Funktionen (10) und die der drei qua-
dratischen Formen (1) gebildet sind. Man kann aber zu demselben
Resultat und zu einem tieferen Einblick in den Gegenstand der
Untersuchung auf einem ganz anderen Wege gelangen, wobei diese
Konstanten o, # gar nicht explizite in die Rechnung eintreten, son-
dern die in (12) angefiithrte binfire trilineare Form als alleiniger
Ausgangspunkt der Untersuchung dient. Der Weg, den ich hierbei
einschlage, beruht auf der freiesten Ausnutzung der totalen Diffe-
rentiation in der Auffassung, wie ich sie mir seit vielen Jahren ge-
bildet und gelegentlich auch befreundeten Mathematikern mitgeteilt
habe™). Da dieselbe nicht nur in der reinen Analysis, sondern auch
in der Geometrie, Mechanik, in der mathematischen Physik niitzlich
verwendet werden kann und noch nicht so allgemein bekannt zu
sein scheint, wie sie es wohl verdient, so will ich wenigstens das,
was fiir unseren Zweck erforderlich ist, zunichst besprechen.

*) Vgl. §159 der zweiten Auflage (1871) von Dirichlets Vorlesungen iiber
Zahlentheorie und meinen Aufsatz: Zur Theorie der aus n Haupteinheiten ge-
bildeten komplexen Grofen (Gottinger Nachrichten 1885), wo von dieser Auf-
fassung Gebrauch gemacht ist.
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Ich betrachte einen analytischen Raum, in welchem jeder Punkt
durch die Werte von 7» unabhingigen Variabeln (Koordinaten) z,,
%y, -+, T, bestimmt ist, und bezeichne mit @ den Inbegriff aller
derjenigen Funktionen ¢ dieser Variabeln, welche partielle Derivierte
von beliebig hoher Ordnung besitzen und zugleich der Bedingung

o) (59 = =52

geniigen. Dann soll das Zeichen d eine Operation bedeuten, welche
aus jeder solchen Funktion ¢ eine entsprechende, ebenfalls in @
enthaltene Funktion d¢ in der Weise erzeugt, dall das bekannte
Grundgesetz der totalen Differentiation erfiillt wird, d. h. jede

zwischen m solchen Funktionen ¢,, @,, -+, @, bestehende Identitét
(29) F(91s @95+ om) = 0
soll die Identitdt

JaF or

zur Folge haben. ]

DalB solche Operationen d iiberhaupt moglich sind, geht aus
der gewohnlichen Auffassung der Differentiale als unendlich kleiner
Anderungen der Variablen hervor; wir miissen aber jetzt feststellen,
in welchem Umfange solche Operationen ¢ in der obigen allgemeinsten
Auffassung existieren, und wodurch sie vollstindig bestimmt werden.
Die letztere Frage 1aft sich sofort beantworten; denn wenn ¢ irgend
eine in dem System @ enthaltene Funktion ist, so besteht zwischen

ihr und den » unabhiingigen Variablen x,, #,, ---, x, eine Identitit,
die wir in der Form
(31) @ = f(%y, g, +++, Tn)

darstellen diirfen, und hieraus soll nach der obigen Definition der
Operation d die Identitit

(32) dg ——gq’d &t gt L da2+---+g—;’; ¥, = 2 dx,
folgen; mithin ist die Operation d vollstindig bestimmt, sobald in
jedem Punkte unseres Raumes die Werte der » Funktionen

(33) ' de,, dz,, ---, dz,

gegeben sind. Umgekehrt, hat man diese » Funktionen willkiirlich
aus @ gewihlt, und bildet man daraus nach (32) fiir jede Funk-
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tion @ eine zugehorige Funktion dg (welche fiir ¢ = =z, offenbar
mit der gewihlten Funktion da, iibereinstimmt), so ist leicht zu
zeigen, dafl die hierdurch bestimmte Operation d wirklich der obigen
Grundforderung geniigt. Denn durch partielle Derivation in bezug
auf die Variable @, ergibt sich aus der oben angenommenen Identitét
(29) bekanntlich

bl o i M
0z Oipg Oy

oF dq’m__
atpm oz,

+oo

)

multipliziert man mit d«, und summiert, indem man r die Indizes
1, 2, -+, n durchlaufen laft, so ergibt sich mit Riicksicht auf (32)
die zu beweisende Gleichung (30).

Aus dem in (29), (80) ausgedriickten Grundgesetz einer solchen
Operation d leuchtet auch unmittelbar ihre Invarianz ein, d. h. sie
bleibt dieselbe, wenn statt der Koordinaten x ein anderes System von n
voneinander unabhéingigen Funktionen y zur Ortsbestimmung gewihlt
wird, wobei die ihnen entsprechenden Funktionen dy gemil (32) aus
den Funktionen dz zu bestimmen sind. Auch versteht sich von
selbst, dafl zufolge desselben Gesetzes alle Regeln der gewdhnlichen
Differentiation, wie

d(p, = ¢) = do, L dg,, d(p,9) = 92d9, + ¢, dg,
ihre volle Geltung behalten.

Unter den vielen verschiedenen Namen, welche man je nach der
Beschaffenheit des Anwendungsgebietes einer solchen Operation d
beilegen mochte™), will ich hier den in einem solchen Gebiet ein-
gebiirgerten, freilich in viel speziellerer Bedeutung gebrauchten Namen
Vektor wiihlen, wihrend die durch d erzeugten Funktionen d¢ un-
bedenklich Differentiale genannt werden konnen. Die partielle Deri-

vation in bezug auf die Variable z, ist offenbar der spezielle

0
odz,
Vektor d, fiir welchen die Differentiale (33) mit Ausnahme von dz,,
welches — 1 ist, identisch verschwinden. Es ist auch zweckmaBig,
den Vektor Null einzufiihren, und durch d — 0 anzudeuten, daf
alle n Funktionen (33), also auch alle d¢ identisch verschwinden;

*) Immer von einer Differentiation erster Ordnung oder Variation erster Ord-
nung zu sprechen, ist zu unbequem. Sophus Lie gebraucht fiir seine Symbole X (f),
die mit den Vektoren identisch sind, den Namen infinitesimale Transformation
(Theorie der Transformationsgruppen; Abschnitt 1, Kapitel 3, § 13, S. 54).
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eine Verwirrung ist hierbei nicht zu befiirchten, weil aus dem Zu-
sammenhang sich immer orgeben wird, ob von der Zahl oder dem
Vektor Null die Rede ist. '

Da ein Vektor d aus jedem Element ¢ des Systems @ ein eben-
falls in @ enthaltenes Element dg erzeugt, so fillt diese Operation
unter den viel allgemeineren Begriff einer Abbildung des Systems @
in sich selbst. Solche Abbildungen, die im folgenden ausschlieflich
durch Buchstaben e (mit Akzenten oder Indizes) bezeichnet werden
sollen, gestatten sehr mannigfaltige Verbindungen und symbolische
Rechnungen, die ich jetzt erkldre, um sie spédter auf unsere Vektoren
anzuwenden. KEine Abbildung e von @ in sich selbst erzeugt aus
jedem Element ¢ des Systems @ ein mit ep zu bezeichnendes Bild,
welches wieder eine in @ enthaltene Funktion ist, und die Ab-
bildungen e, €' gelten stets und nur dann fiir eine und dieselbe —
was durch e = ¢’ ausgedriickt wird —, wenn fiir jede Funktion ¢
die Identitit e — e€'qp besteht. Aus je zwei Abbildungen e, e,
entspringt eine als Produkt e, e, zu bezeichnende Abbildung, welche
durch die fiir jede Funktion ¢ geltende Identitit (e,e,)p — e,(e,9)
= e,e, @ erklirt wird und von dem Produkt eye, wohl zu unter-
scheiden ist; ersetzt man aber in dieser Definition die willkiirliche
Funktion ¢ durch e; @, wo e, eine beliebige Abbildung bedeutet, so
ergibt sich unmittelbar die Geltung des Assoziationsgesetzes

(erer)es = e,(ey85) = e 6565,

und hieraus folgt in bekannter Weise die bestimmte Bedeutung eines
aus m Abbildungen in vorgeschriebener Folge gebildeten Produkts
€,6y -+~ €,. Zwei Abbildungen e, e, heiflen permutabel, wenn
egegi==" e e gt

Ebenso sollen Summe und Differenz (e, + ¢,) und, wenn 4 eine
Funktion in @ ist, das Produkt Ae durch

(e, +e)p —=ecptep und (Ae)p — A(ep) = Aeg

erklirt werden, und eine symbolische Gleichung von der Form

(34) e:llel+laez+"’+lmem:2 Ae,

wo die 4, Fnnktionen in @ sind, soll bedeuten, dal fiir jede Funk-
tion ¢ die Identitdt

(35) Lep =2 ke
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besteht. Ersetzt man ¢ durch ¢'¢, wo ¢ eine beliebige Abbildung
bedeutet, so ergibt sich, daB die symbolische Gleichung

(36) Aee = Slid.ee,

wo A eine Funktion bedeutet, eine notwendige Folge der Gleichung (34)
ist, d. h. man darf eine solche Gleichung gliedweise von links mit
einer Funktion 4, von rechts mit einer Funktion ¢ oder einer Ab-
bildung €' multiplizieren; ebenso darf man solche Gleichungen ad-
dieren und subtrahieren, wie wenn die Abbildungen e Grofen wiiren.
Da ferner ein Vektor d alle Regeln der gewohnlichen Differentiation
befolgt, so ergibt sich aus (35) ebenso, daf auch die symbolische
Gleichung

(37) de =) A de, + > da,e,
eine Folge von (34) ist.

Wir betrachten im folgenden nur solche Abbildungen e, welche
entweder selbst Vektoren oder Produkte von mehreren Vektoren
sind. Hat man ein System von m Vektoren d,, d,, ---, d, und
ebenso vielen Funktionen 4,, 4y, -+, 4,, s0 ergibt sich aus der
Gleichung (32), wenn man sie fiir jeden Vektor d, in Anspruch
nimmt und von links mit i, multipliziert, dal jede Abbildung von
der Form

(38) d = Ad, + 4,8, + o+ + Aulp = 214,

wieder ein Vektor ist; einen solchen Vektor d nennen wir ab-
hangig von den m Vektoren d,, und ebenso sagen wir, daB diese
m Vektoren d, voneinander abhingig seien oder ein reduzibles
System bilden, falls es m Funktionen 4, gibt, die nicht alle identisch
verschwinden, und fiir welche der vorstehende Vektor d — 0 wird.
Offenbar tritt dieser Fall immer ein, wenn m > n ist; ist aber
m < m, so wird er dadurch charakterisiert, dafl alle Determinanten
m-ten Grades, die man aus den m Zeilen und aus m Spalten des
Systems

RS e R S X
dgxn dgxz, it d2xn
dm x]’ dm x” ) dﬂl xl(
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bilden kann, identisch verschwinden. Wir sagen ferner, die m Vek-
toren d, in (38) seien voneinander anabhiingig oder sie bilden
ein irreduzibles System, wenn die Forderung d — 0 nur durch
das identische Verschwinden aller m Funktionen A, erfiilllt wird.

Bilden n Vektoren d,, dg, ---, d, ein solches irreduzibles System, so
1a6t sich jeder Vekter d in der Form
(39) d=a,d, + Ady+ - - + A, d, = > 4,4,

darstellen, wo die » Funktionen 1, durch d vollstindig bestimmt
sind. Ein solches System bilden offenbar die » partiellen Deriva-

tionen £—, und die vorstehende Gleichung geht dann in

z 0
iitber, die mit (32) iibereinstimmt.
Wir wollen jetzt zwei beliebige Vektoren d,, d, betrachten und
die daraus entspringenden Produkte d,d, und d,d, miteinander ver-

gleichen. Zufolge (32) ist

r a(p
dzlp‘:za_xr'dzxra ldx —20%< r>dxs7

wo 7, s die Indizes 1, 2, ---, » durchlaufen, und da jeder Vektor
die Regeln der totalen Differentiation befolgt, so wird
el r 0¢ 78 a aw
dldzq’ T 2 b_x_, d,d,z, + 2 oz, <d—x,.)dl Dol o
und ebenso durch Vertauschung von d,, d,
<oy < 0 (09 :
ddo == 32 dyd, 2 + 3 - (37) dy widy 21

vertauscht man in der letzten Doppelsumme die beiden voneinander
unabhéingigen Summationsbhuchstaben r, s miteinander, so ergibt sich
aus der Annahme (28) ihre Identitdt mit der Doppelsumme, welche

in der Darstellung von d,d,@ auftritt; durch Subtraktion erhalt
man daher die Gleichung

r 0 :
(dl dy "‘_d: dl)cp e E (_9_;2; (dl dy — dyd,) .,

Dedekind, Gesammelte Werke, II. 21
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in welcher nur die Derivierten erster Ordnung der willkiirlichen
Funktion ¢ auftreten. Definiert man daher eine neue Operation
oder Abbildung (d,, d,) durch

(40) (dy, dg) = d, d, —dgd, = —(dy, d,),
so wird

r 0¢
(41) (@), dy) p = > a?r(dv UAE

und durch Vergleichung mit (32) ergibt sich der wichtige Satz, da
diese Abbildung (d,, d,) wieder ein Vektor ist. Dieser Satz ist
meines Wissens zuerst von Jacobi gefunden (in § 23 der nach--
gelassenen Abhandlung Nova methodus, aequationes differentiales
partiales primi ordinis inter numerum variabilium quemcunque pro-
positas integrandi, dieses Journal Bd. 60) und bildet eine wesentliche
Grundlage seiner Untersuchungen iiber die partiellen Differential-
gleichungen. Ich bemerke ausdriicklich, daf die von ihm mit 4, B
bezeichneten Operationen vollstéindig identisch mit unseren Vektoren
sind; dall aber diese Operationen nicht nur die Gesetze der totalen
Differentiation befolgen, sondern dafl gerade in dieser, alles andere ein-
schliefenden Eigenschaft ihr ganzes Wesen besteht, scheint nirgends
deutlich erkannt und in aller Schiirfe ausgesprochen zu sein.

DaB zwei Vektoren d,, d, permutabel sind, dab also d,d, —d, d,
ist, wird jetzt durch (d,, d,) = 0 ausgedriickt. Wir betrachten nun
drei beliebige Vek*oren d,, d,, d; und bilden daraus die Abbildung
(42) (dy; dy, dy) = d,(dy, dg) — (dy, dg)d; = — (dy; dy, d),
welche zufolge des eben erhaltenen Fundamentalsatzes ebenfalls ein
Vektor ist; verfihrt man nach den bei (34), (36), (37) angegebenen
Regeln, so erhilt man

(dy; dyy dy) = (dydydy + dydyd,) — (dydyd, + dydydy),
und hieraus ergibt sich durch zyklische Vertauschung und Addition
der Satz*)
(43) (dy; dyy dy) + (dy; dy, d,) + (dy; dy, d) = 0.

Wenden wir dieselben Regeln auf die Gleichung (38) an, die
wir wieder in der Form

(44) e

*) Derselbe Satz findet sich in dem angefiihrten Werke von Lie (Abschnitt 1,
Kapitel 5, §26).
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darstellen, und bezeichnen wir mit d' einen beliebigen Vektor, so
erhalten wir

dd =3 rdd, dd=Srdd +>drd;
subtrahiert man die erste Gleichung von der zweiten und 'wendet
die Symbolik (40) an, so ergibt sich die Vektorgleichung

(45) @, d) =S A, d)+ > dad
als eine notwendige Folge von (44).

Bezeichnet man die aus einem Vektor d durch Wiederholung
entspringenden Abbildungen dd, ddd --- bzw. mit d?, d* ..., so
gelten auch fiir diese Operationen die gewohnlichen Regeln der Diffe-
rentiation, z. B.

78

Py __chp d"xr—{—}]aag dz, dzx,. .

Geniigen die » Differentiale dx, den partiellen Differentialgleichungen
d?z, — 0 (was z B. immer dann eintritt, wenn sie konstant sind),
so folgt

nt g
P :20 % 7 dx,. dx,,
und wenn man fiir ¢ eine ganze homogene Funktion zweiten Grades
F = F(x,, %, - -+, %,) wahlt, so wird ’
(46) @*F = 2F (dx,, dz,, -+, dx,).
~ Im Falle n = 2 wollen wir mit %, y die unabhéngigen Variabeln

und mit d einen Vektor bezeichnen, der den Bedingungen d*z —=d?y =0
geniigt. Betrachten wir nun eine binire quadratische Form

(47) F =F(x,y) = A2> + Bay + Cy*
und setzen deren Diskrimininte
(48) B _4AC = D,
so wird
(49) { dF — (2Az + By)dx + (Bz + 2Cy)dy
O | = x(2A4dx -+ Bdy) + y(Bdz 4+ 2Cdy)
und »
(50) 3@ F = Ada®+ Bdxdy + Ody* = F(dx, dy).

21 %
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Diese Gleichungen lassen sich, wenn man die Multiplikation der
binéren Substitutionen benutzt, auch in der Form

2F,dF x, 24, B\ /z, d
(61 (dF, d’F) ki (dx, gy)(B, 20)(3/’, dy)
darstellen, und aus dem Satze iiber die Determinante eines Produkts
von Substitutionen ergibt sich
(52) dF? —2Fd’F = D(xdy — ydz)*
Es braucht aber kaum gesagt zu werden, daf dies nichts anderes
ist als der bekannte, auch in § 1 benutzte Fundamentalsatz fiir die
Transformation einer bindren quadratiscLhen Form F von der Dis-

kriminante D durch eine bindre Substitution (;’ Z;), und daf der

vorstehende Beweis ganz unabléngig von der hier vorgetragenen
Theorie der Vektoren ist; der Satz sollte nur im Anschlufl an diese
Theorie in einer solchen Form dargestellt werden, wie wir ihn dem-
nichst gebrauchen werden.

§ 4.

Wir kehren jetzt zu der in § 1 gefiihrten Untersuchung zuriick,
um sie in anderer Form zu wiederholen und fortzusetzen. Wir be-
trachten, wie dort, drei Paare von unabhiingigen Variabeln (z,, y,),
(%4, Ys), (%4, ¥;), die wir kurz die Paare 2z,, 2,, 7, nennen, und
wollen in diesem sechsfach ausgedehnten analytischen Raume die
Eigenschaften einer binéren trilinearen Form H untersuchen, d. h.
einer ganzen Funktion, welche in bezug auf jedes der drei Paare
homogen vom ersten Grade ist. Hieraus folgt zuniichst

0H 0H 0H 0H 0H 0H
(33) H = zlo_xl + yla—% e xﬂd_x,—*_y”a_g}; ey x3(3_:1:3+y35—g/,'
Bezeichnen wir (wie in § 1) mit #, s, ¢ irgendeine Permutation

der drei Indizes 1, 2, 3, so konnen wir drei Vektoren d,, d,, d,
durch die gemeinsame Definition

__O0p 0H 09 0H
® = 0z, dy, ~ oy, o=,
einfithren, wo ¢, wie immer im folgenden, jede willkiirliche Funktion
der sechs Variabeln bedeuten soll. Zufolge (32) ist daher

0H 0H
(55) drzr e 5?1':’ dryr AReT: —ox'

(54) d,
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und

(56) drxs - drys == drxt = dryt T 0;

fiir den Vektor d, verhalten sich daher die Paare z,, z; wie Kon-
stanten, wihrend d, z,, d,, bilineare Funktionen dieser beiden Paare,
also konstant in bezug auf das Paar z, sind. Ist daher ¢ homogen
in bezug auf jedes einzelne Paar, und zwar vom Grade m, in bezug
auf z,, so ist d,p homogen von den Graden m,—1, m, 4 1, m;+ 1
in bezug auf die Paare z,, z,, 2;. Aus (54) folgt zundchst

(57) d.H = 0,
und zufolge (55) nehmen die Gleichungen (53) die Form
(58) H = y,d,x, — %,dy,
an.
Um nun den in (40) erklirten Vektor (d,, d;) = — (d;, d,)

bilden, entwickeln wir die Gleichung (57), indem wir die Operation d,
an dem Ausdruck (58) mit Riicksicht auf (56) vollziehen, woraus
Y d,d, 2, — x,d,dsy, folgt; setzt man diese durch z, und y,, also
auch durch z,y, teilbare ganze Funktion — x,y,F, ;, so wird
(59) didsa, sim g S d diys == yilit,.
Da nun d,x;, d,y, bilineare Funktionen von z,, 2, also d.d,x, und
d,d,y, homogen vom ersten Grade in bezug auf z,, vom zweiten
Grade in bezug auf z, und frei von 2z, sind, so ist /', ; eine binédre
quadratische Form des Paares z; mit konstanten Koeffizienten.
Zufolge (56) ist nun
dyd,x, = dyd,y, = 0,

mithin konnen wir die Gleichungen (59) durch

(dm ds)xs o xaFr,sa (dn ds) Ys — ysFr,s

ersetzen; vertauscht man » mit s, wodurch (d,., d,) in (d;, d,) = — (d,., d)
iibergeht, so folgt hieraus
(dra ds) T — — wrFa,r’ (dra ds) W= yrFs,ra

wo F,, ebenfalls eine quadratische Form des Paares z; bedeutet.
Da ferner die Variabeln ;, y; sich fiir beide Vektoren d,, d, wie
Konstanten verhalten, so ist (d,, dg)z; = 0, (d,, dy)y; = 0.

Hiermit ist der Vektor (d,, d,) vollstindig bestimmt, und zufolge
(32) wird

(60) (d,,d,)q) ‘—Fr, (xsd + say) Fs,r(xro—z"i‘ yvg’gi>
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Dies Resultat gibt Veranlassung, drei neue, von der Form H
ganz unabhéingige Vektoren e,, ey, e; durch die gemeinsame Erklirung

(61) &P == :vr%’—’; +yrg-;£r
einzufiihren, woraus

(62) O Tp 3 s 1 |l =

und

(63) G == ey e el )

folgt. Dal eine Funktion ¢ homogen in bezug auf das Paar z,
und zwar vom Grade m, ist, wird jetzt durch e, — m, ¢ aus-
gedriickt; die Gleichungen (53) lauten daher
(64) el ==+H s
und die Gleichung (60) geht iiber in
(d,., da)‘p e Fr,sesq-" ‘—Fa,rer‘p'

Setzt man nun ¢ = H und bedenkt, dal zufolge (57) auch
(d,, d)H = 0 ist, so erhilt man (¥, ,—F,,)H = 0, und da wir
annehmen, dafll die Form H nicht identisch verschwindet, so ergibt
gich F, , = F,, (was iibrigens auch in dem ausgeschlossenen Falle-
H = 0 gelten wiirde, weil zufolge (55), (59) dann beide Formen
F, ,, F, , identisch verschwinden); wir diirfen daher diese quadratische
Form des Paares z, einfacher durch F, — F,(x;, y;) bezeichnen, und
zugleich nimmt die vorhergehende Gleichung die Form

(65) © (@, d)p =F, (e,(p —e,9)

an, welche nach (34) symbolisch auch durch

(66) d,, d;) = Fi(e;—e,)

ausgedriickt werden kann, und die Gleichungen (59) lauten jetzt
(67) d,d,xs == .'L‘,Fg, d,.d,,y,r = y,Ft.

Dal iibrigens die durch die erste Gleichung (59) vollstindig
definierte Grofe F, , symmetrisch in bezug auf 7, s ist, hitte man
schon dort leicht zeigen konnen; denn setzt man in (54) die will-

kiirliche Funktion

0H
¢——dsxs_azw

so erhidlt man
_ _®H 0H__H 0H
" Ow,0y, 0y, 0y, 0y, 0z,

a".‘:Fr,a
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und da die hier auftretenden Derivierten zweiter Ordnung ebenso
wie F,, nur noch die beiden Variabeln z;, y, enthalten, so ergibt
sich die genannte Symmetrie durch partielle Derivation nach x,, und
wir erhalten fiir die Form F, , = F,, — F; den Ausdruck
iy R P oH i AH
T 0x,0y, 0y,0x, 0y, 0y, 0,0z,
Um jetzt den Zusammenhang der gegenwértigen Untersuchung mit
der in § 1 deutlich zu machen, bemerke ich folgendes. Identifiziert
man die Form H mit der dort in (12) dargestellten Funktion, so
sind die Konstanten e,, f,, «., B, bzw. die Koeffizienten von z,z,z,,
V1Y Y5, T YsYrs YrZs@y; die in (55) erklirten Groben d,,, d,y, sind
identisch mit den Funktionen X,, Y, in (10), und der vorstehende
Ausdruck fiir F; stimmt vollstindig mit der dortigen Definition (1)
der drei Formen F,, F,, F, iiberein.

Den Satz (65) wenden wir jetzt auf zwei Beispiele an. Setat
man zuerst ¢ = F,, so folgt

(69) ~ d,d,F, = 2F,F,,

weil d,F, = 0, ¢,y = 2F,, ¢, F, — 0 ist. Setzt man zweitens
¢ — d;z; und bedenkt, dall diese Funktion bilinear in bezug auf
die’ beiden Paare z,, z,, dal also

(70) e,d,xt == e,d,x, == dgxt

ist, so erhdlt man d,.d,d,x;, — d,d,d,;; zufolge (67) ist aber d,d,x,
= x,F,, und d,d;x, = x,F,, mithin wird d,(2F,) = d,(z,F,), und
da z, fiir beide Vektoren d,, d, konstant ist, so folgt der wichtige Satz
(71) Gl i il 5

Diese Funktion ist also symmetrisch in bezug auf alle drei In-
dizes 1, 2, 3 und offenbar eine neue trilineare Form, die wir mit H’
bezeichnen und die zu H adjungierte Form nennen wollen; es
ist also

(68) F,

(72) : H' = d,F, = d,F, = d,F,,
und der Satz (69) geht in
(73) . drH,:dEFr=2FaFt

iiber. Da zufolge (55) der Vektor d, den Bedingungen d?x, ==d2y, =0
geniigt, so konnen wir hier die am Schlusse von § 3 bewiesenen Sitze
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(50), (52) anwenden. Zufolge (50) 1Bt sich die Gleichung (73) auch
in der Form
(74) F.(d,x,, d,y,) = F,F,
darstellen, und dies Resultat ist offenbar vollstindig identisch mit
dem Hauptsatz (11) in § 1, welcher dort auf ganz anderem Wege
bewiesen ist. Bezeichnet man ferner mit D, die Diskriminante der
Form F,, so folgt aus (52) die Gleichung

d,F,? T 2Frd1?Fr o -Dr(xrdr Yr — yrdrxr)za
welche zufolge (72), (73), (58) die Form

H?®—4F.F,F, = D, H*

annimmt; da F,.F,F, —= F, F,F, und H, H' symmetrisch in bezug
auf die Indizes 1, 2, 3 sind, so folgt hieraus, daB die Formen F,,
F,, F, dieselbe Diskriminante
(75) Py=="1) el == D]
besitzen, was mit dem Satze (3) in § 1 iibereinstimmt, und zugleich
ergibt sich, dafl zwischen den beiden trilinearen Formen H, H' und
den drei quadratischen Formen F,, F,, F, die Identitit
(76) H'?_DH® — 4AF.F,F,
besteht.

Der Satz (71), auf welchem die Einfithrung der zu A adjungierten
Form H' beruht, 1a6t sich auf einem zwar nicht kiirzeren, aber mehr
symmetrischen Wege beweisen, den ich hier noch andeuten will. Aus
den Definitionen (55), (56), (62), (63) ergibt sich leicht die Vektor-
identitét
(77) (@, &) = —dy
vertauscht man » mit & und subtrahiert, so folgt (d:, e, —e,) = 0,
d. h. die beiden Vektoren d; und (e, — e,) sind permutabel. Unter-
wirft man daher die Gleichung (66) nach der in (45) angegebenen
Regel dem Vektor d; und benutzt das in (42) erklirte Symbol, so
erhélt man
(78) (dt; dr’ da) . tht(es — &),
und aus dem Satze (43) folgt

(@, Fy— d;Fy)e, + (dy Fy — d, F\)e, + (4, F, — dy Fy)eg = 0;
da aber die drei Vektoren e,, e,, e, zufolge ihrer Definition (62), (63)
offenbar ein irreduzibles System bilden, so miissen die drei Differenzen
(d.F, — d,F,) identisch verschwinden, wie zu beweisen war.
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Ich bemerke endlich noch folgendes. Wenn fiir eine partikulire
Form H die Form F, identisch verscawindet, so mull zufolge (72),
(74) auch H' und mindestens eine der beiden Formen F,, F'; identisch
verschwinden. Man findet leicht, dal das Verschwinden der beiden
Formen F\, F, stets und nur dann eintritt, wenn H — A, , A, ist, wo
h.,» eine bilineare Funktion der Paare z,, z,, und %, eine lineare
Fusnktion des Paares z; bedeutet. Verschwinden alle drei Formen
F, Fy, Fy, so ist H=h,h,h; ein Produkt von drei linearen Faktoren,
und umgekehrt.

§ 5.

Es liegt nahe, die eben gefiihrte Untersuchung von der Form H
auf die zu ihr adjungierte Form H' zu iibertragen. Bezeichnet man
mit d,, F, die Vektoren und quadratischen Formen, die hierbei aus
den auf H beziiglichen Vektoren und Formen d,, F, hervorgehen,
wihrend die in (61) erkldrten Vektoren e, ihre von H ginzlich unab-
héingige Bedeutung behalten, so ist

y g Y Oy G
(79) d'(p'—a_w,a—y,_ag; 0—%1

hieraus folgt zundchst die mit (57) analoge Gleichung
(80) drH == 0,
und durch den Vergleich mit (54), (73) ergibt sich
(81) dyH = —d H = —2F,F,;
ebenso entspricht der Gleichung (64) die Gleichung
(82) e —H
Sodann bemerken wir, dal die drei Vektoren d,, e,, d, gewil
ein reduzibles System bilden, weil die beiden Paare z,, 2z, sich

gegen sie wie Konstanten verhalten; es mul} also eine Identitdt von

der Form 2
Ad,+4'd, + ue, = 0
bestehen, wo 4, ', u Funktionen bedeuten, die nicht alle verschwinden;

unterwirft man dieser Identitdt die beiden Formen H, H' und be-
riicksichtigt (57), (64), (80), (81), (82), so folgt

l‘('——' 2F,F¢)+“H: 0, A(QF,Ft)+[LH':0,
mithin wird ]
(83) —H'd, + Hd, + 2F,F,e, — 0.
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Wendet man dieses Resultat auf die Funktion #, an und be-

denkt, dal d,.F, — H', e .F, — 2F, ist, so folgt
—H*4+ Hd.F,+4AF.F,F, = 0,

und zufolge (76) ergibt sich
(84) & ="DH.

Ubertriigt man jetzt den Satz (66) auf die Form ', so erhiilt man

(dr, ;) = Fi(e; — &),

was als Definition der quadratischen Form F; angesehen werden
kann. LalBt man diesen Vektor auf die Form F, wirken, so wird
die rechte Seite — 2F Fy; da ferner d,F, — 0, d,F, — DH, also
(dy, d)Fy = d,dy Fy — Dd,H — D(— 2FF,) ist, so folgt
(85) F; = — DF,;
die gemeinsame Diskriminante D' der drei Formen Fj, Fy, F; ist
daher

(86) B i P
und die vorhergehende Vektoridentitit wird
(87) (d;, d;) = — DF,(e,—e,) = — D(d,, dy).
Endlich folgt aus der Definition (72) der zu H adjungierten
Form H', dal die zu H' adjungierte Form — diF; — — D4, F,

= — D*H, also die mit (—D?) multiplizierte erste Form H
ist, und hiermit leuchtet ein, dal die Identitit (76) bei dem Uber-
gang von H zu H' sich nur mit (— D®) multipliziert. —

Die Form H und ihre Adjungierte /7' bilden die Basis einer
Schar von unendlich vielen trilinearen Formen
(89) H' = Hp+ Hg,
wo p, ¢ zwei willkiirliche Konstanten bedeuten. Behandelt man
eine solche Form H" ebenso wie H in § 4 und definiert drei ihr
entsprechende Vektoren d, durch

__ Og OH" J¢ OH"

(89) d"p_dxr d—yf—-ayr-a—xr,

so wird offenbar

(90) d/H; =0, d; = pd,+ qd,, _
und aas den fiir die Vektoren d,, d;, gefundenen Resultaten ergibt sich
(91) dH — — 2F,Fq, dyH — + 2F,F,p,

(92) d,F, — H'p+ DHyq,
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also

(93) (dy, d)Fy — d d{Fy = 2F,Fym,
WO

(94) m = p*— D¢

Die aus der Form /" entspringenden quadratischen Formen
Fi, F3, F sind nach (66) durch die Vektoridentitit

(dy, &) = Fy (e;,—e,)
zu erkliren, und aus (93) folgt
(95) W= kg,
(96) (dy, di) = mFy(e;, — e,) = m(d,, dy).
Die Trias der zu den trilinearen Formen H" der Schar (88)
gehorenden quadratischen Formen ist daher invariant, wenn man

von gemeinsamen konstanten Faktoren m absieht. Drei solche
Formen (95) besitzen die gemeinsame Diskriminante

D" ="Dm?,
und fir die zu H” adjungierte Form H" — d,F, findet man nach
(95), (92) den Ausdruck
(97), H" = m(H'p + DHg);
diese Form ist daher ebenfalls in der Schar (88) enthalten.
Um endlich die aus (76) hervorgehende Identitéit
(98) Hllls __DI’H!IQ —— 4F;IF121 ISI

zu bestitigen, wollen wir die Quadratwurzeln aus den Diskrimi-
nanten D und D" = Dm? einfithren und ihren Zusammenhang immer
s0 bestimmen, daf

(99) VD' = mVD

wird; dann folgt aus (88), (97) die Gleichung

(100) H" + H'YD" = m(p + ¢ VD)(H + HYVD);

efotat man hierin VD dureh — VD, also auch VD" durch — VD",
und multipliziert beide Gleichungen miteinander, so folgt

H" _ D'H" = md(H"® — DHY),

was zufolge (76), (95) mit der zu beweisenden Gleichung (98) iiber-
einstimmt. —
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Der in (96) erhaltene Satz gibt noch zu folgenden Bemerkungen
Veranlassung. Entwickelt man den Vektor (d,, dy) nach den in §3
angegebenen Regeln aus der Definition (90), so wird

@, di) = p*(d,, d)) + pg{(dr, di) + (d;, dy)} + ¢* (dr, dy);
die Vergleichung mit (96), wo m = p* — D¢’ ergibt daher wieder
den Satz (87), und da der mit pg multiplizierte Vektor verschwinden
muf, so erhilt man den neuen Satz, dall der Vektor
(101) @y, dy) = (ds, @),
also symmetrisch in bezug auf die beiden Indizes r, s ist. Dasselbe
Resultat ergibt sich auch, wenn man nach der in § 3 angegebenen
Regel (45) die Identitit (83) dem Vektor d, unterwirft und hierbei
die Sitze (66), (77) benutzt; auf diese Weise erhdlt man den sym-
metrischen Ausdruck
(102) H(d,, d,) = F{2F,d,— H'e, + 2F,d, — H'e,},
der sich aber noch einfacher darstellen laft.

Fihrt man namlich noch drei Vektoren 0,, d,, 0; durch die
gemeinsame Erklirung

(103) 6r¢=a‘;;5;—ma—§;

ein*), so folgt unmittelbar

(104) 0, 20 =02

vergleicht man ferner (103) mit den Definitionen (54), (79) und be-
riicksichtigt (72), (84), so erhilt man

(105) 6 = —dF,=—H, §H=—dF = —DH.

Die drei Vektoren'd,, d,, e, bilden offenbar wieder ein reduzibles
System, und wenn man #dhnlich verfiahrt, wie bei der Herleitung des
Satzes (83), indem man die beiden vorstehenden Ausdriicke fiir 8, F,,
0, H benutzt, so ergibt sich

(106) H§, = 2F,.d,— H'e,,
wodurch die Gleichung (102) in
(107) (ds, dy) = Fy(9, + 0,) = (d,, dy)

iibergeht. Eliminiert man aus den beiden Gleichungen (83), (106)
einmal d,, dann e,, mit Riicksicht auf (76), so erhidlt man noch zwei
ahnliche Relationen, die sich aber auch aus (104), (105) ableiten

*) Ich bemerke beildufig, daB hieraus J;x, — Dy, Jay, = Dyr folgt.
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lieBen; das System dieser vier Gleichungen, durch welche die Ab-
hingigkeit von je drei der vier Vektoren e,, d,, d,, 8, ausgedriickt
wird, ist das folgende:

* DHd,— H'd,+ 2F,F,8, = 0,

LD o R S R s 0
(59 P Tl e o L,
e DRI b B B il Ul

§ 6.

Da jede bindre quadratische Form ein Produkt von zwei linearen
Faktoren ist, so folgt aus (76), dal jede der beiden konjugierten
trilinearen Formen

(109) U=13i#H +HYVD), V=3}H —HYVD)
deren Produkt
(110) Oy = Wl By

ist, und welche als spezielle Fille in der Schar der Formen (88)
enthalten sind, ein Produkt von drei linearen Faktoren ist. Wir
nehmen im folgenden an, dafl H eine allgemeine Form ist, d. h. dafl
ihre acht Koeffizienten ¢, B willkiirliche Konstanten sind, und be-
zeichnen mit

(111) .h =+ 0 Y, W = T+ 0,9,

lineare Funktionen des Paares z,, in denen die Variable x, den
Koeffizient 1 hat. Bezeichnet man ferner die Koeffizienten der
Formen F, wie in (1), so kann man zufolge (110) gleichzeitig

(112) U= LAk, V= Muypu
und

(113) F, = Adp,

setzen, wo L, M Konstanten sind, die der Bedingung
(114) LM — A A4,

geniigen*), und die Konstanten,®,, o, sind als Wurzeln einer qua-
dratischen Gleichung in ihrem Komplex durch

(115) Ar(mr i w;) et B A e, O
bestimmt; es kommt darauf an, sie genau voneinander zu unterscheiden.

*) Bezeichnet man die den Koeffizienten «, 8 der Form H entsprechenden
Koeffizienten von H' mit o', 8, so ist offenbar

2L;“6+“0V5’ 2M:“8_“0V1_)-
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Labt man die Form A" in (88) mit der Form U in (109) zu-
sammenfallen, indem man 2p — VD, 2¢ = 1 setzt, und behdlt fiir
diese spezielle Form H" — U die Vektorbezeichnung d; bei, so ver-
schwindet die Konstante m in (94), mithin verschwinden zufolge (95)
auch die drei quadratischen Formen F, identisch, was mit den am
Schlufl von § 4 gemachten Bemerkungen vollstindig iibereinstimmt.
Aus der Definition von d; und aus (112) ergibt sich sodann

g;]r = Li o, d'y, = —SZ = — LA,
und hieraus folgen die beiden Gleichungen
&, =0, d&u, = Lik(o —a}),
deren erste auch eine unmittelbare Folge der Gleichung d, H" =d,' U=0
ist. Zufolge (113) wird daher
' F, = A,dd/' p, = A,U(0, — o),
und da andererseits die Gleichung (92) in
d;F, = }(H' VD + DH) =UYVD
iibergeht, so ergibt die Vergleichung beider Ausdriicke das unter-
scheidende Resultat

d;’ Xy =

(116) A, (0, — @) = VD.

Verbindet man dasselbe mit (115), so folgt .
RLE Br + VB AP oo TS V—B

(117) L i W R B¢ 5= I ¥ g

und hierdurch sind die sechs linearen Funktionen 4,, w, vollstindig
bestimmt.

Wir kehren nun noch einmal zu den durch die Form H ge-
gebenen Vektoren d, zuriick, um ihnen die Funktionen U, V, i,, u.,
zu unterwerfen. Da d,H — 0 und d,H' = 2F,F, ist, so folgt aus
den Definitionen (109) !

Ay TR Bl Tl o
andererseits ergibt sich aus den Darstellungen (112)
d,.U = Li,Md, 2, d.V = -Ml"al"tdrﬂ‘r;
vergleicht man diese Ausdriicke mit einander und beriicksichtigt (113),
(114), so folgt
(118) A,dd, = My,u, A,d.p, = Lisk,
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und die vorhergehenden Ausdriicke vereinigen sich in
(119) AU = dV = F . F, = A4,d, A Gy fie:

Bedenkt man nun, daf die homogenen linearen Funktionen 4., w,,
wenn ,, ¥, durch d,z,, d,y, ersetzt werden, in d,.i,, d,u, iiber-
gehen, so liBt sich diese letzte Gleichung zufolge (113) auch in
der Form
Fr(drxn dryr) = F,F;

darstellen, die wir frither in (74) erhalten haben, und die, wie schon
bemerkt, mit dem Hauptsatze (11) in § 1 iibereinstimmt. Die
Gleichungen (118) dagegen enthalten eine wichtige Ergéinzung zu
diesem Transformationssatz, weil sie lehren, in welcher Weise hierbei
die beiden Linearfaktoren von #, sich transformieren, und dies ist
von Bedeutung fiir die Art, in welcher nach Gaull die Formen F,, F,
in die Transformation eintreten (vgl. den Schluf von § 2).

In dhnlicher Weise folgt aus (105), wenn man den Vektor o,
auf die Darstellungen (109), (112) wirken laft,

8,U= —UYVD, &V=VYVD,

(120) o o

0,4, = _“erDv 6rﬂ'r=l‘rVDa

und hieraus nach (113) wieder die Gleichung (104).
§ 7.

Es ist schon in § 1 bemerkt, daf die Diskriminante D der drei
Formen F,, F,, F; eine homogene Funktion vierten Grades von den
acht Konstanten «, B ist, welche nach § 4 zugleich die Koeffizienten
der Form H sind. Ich will jetzt zum Schluf noch auf die be-
herrschende Stellung aufmerksam machen, welche diese Funktion D
einnimmt, indem ich nachweise, daf} aus ihren partiellen Derivierten
auch die Koeffizienten der zu H adjungierten Form H' und die der
drei Formen F,, F,, F'; sich bilden lassen.

Nach § 4 sind «,, By, @, B, bzw. die Koeffizienten der Produkte
%, By By Y1 YaYsy TrYsYss YrZs?% in H, d. h. es-ist

L] WS o

oy A dz, 0,0’ X 0y,0y,0y,’
% 0°H Mk S oA - 4

“ = ononon P 9y.00,08
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und wir wollen mit e, B;, o, B die entsprechenden Koeffizienten
in der adjungierten Form H' bezeichnen. Fiir die letatere ergibt
sich aus ihrer Definition (72) der Ausdruck

g ; / 0H
i (2 Ar"Lr + Bryr)ﬁ '—(Brxr + 20r yr)a_xr9
mithin wird
o0H' 0H 0H OH 0H 0H
P e Tt Tl el
und durch fortgesetzte Derivationen erhdlt man daher
{ olg = 2 Arﬁr—Brao, ﬁ:l = Brﬂo"“ 20, a,,
=2 Arﬂo‘_‘Brara ﬂ;' L Brﬁr"" 209-“0-
Aus den in (2) angegebenen Ausdriicken fiir die Koeffizienten
A,, B,, C, der Form F, folgt nun

9C, 04, _9C, 04,

(121)

do, O0f, Ou —0;3,——0’

0B, 04, 0B, 00,
dﬁozdu,:—a‘” 00‘0:'0—5:——'#0’
04, 0B, 0C, 0B,

da, i 08, il 98, ok = gl =% e

mithin erhdlt man mit Riicksicht auf D — B! — 4 A4,C, fiir die
Koeffizienten von H' die Formeln

== ,aﬁo+B, gg:= —;—g—z,
& o el g,B +20,50 = 292,
By Te 'aﬁ,+B' g%: 755
M 20 S

Bezeichnet man daher mit (, B) jedes der vier Paare (e, f,),
(o015 By)s (etgy Bo)y (205, Bs) und mit (&', ') das entsprechende Paar fiir
die Form H', so wird

RE AL L
(122) u——2—0—ﬁ-, ﬂ-————iﬁ.
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Hieraus erhilt man fiir die beiden Paare (e, f;), (%, B¢), indem
man den Ausdruck D =— B} — 4 A,C, beibehalt und die-Derivierten
von A,, B,, O, gemial (2) bildet, die Ausdriicke

a; = Br“s_' QOrﬁh ﬁ; — 2Ar‘x{ _Brﬁu
{ “; = Brut_ 20rﬁ33 ﬂ; e 2Arus"“Brﬁt-

Bedient man sich der Bezeichnung fiir die allgemeine Kom-
position von rechteckigen, nach Zeilen und Spalten geordneten Grofien-
systemen (Matrizen), so kann man die acht Gleichungen (121),(123) in

s — 20, (B, 05, 0, Bo\ Y (ﬂ’n oy, o, ﬁ(’)
Gl G T R e 8 )
zusammenfassen; permutiert man die Indizes 7, s, ¢, so erhidlt man
fiir jeden der acht Koeffizienten o, 8’ drei #duflerlich verschiedene
Ausdriicke, die alle aus (122) entspringen, wenn man D wie in (3)
durch die Koeffizienten der Formen F, oder F, oder F; darstellt.

Hiermit ist gezeigt, dal die Koeffizienten der zu H adjungierten
Form H' durch Derivierte erster Ordnung von D dargestellt werden;
durch fortgesetzte Derivation erhdlt man fiir die Koeffizienten der
quadratischen Formen F,, F,, F, die folgenden Ausdriicke

0D D 0*D 0*D
(125) 6A dﬁoaﬂr 50_‘3—00; J 6_01. o 00(0 aar i dﬂsaﬁt’
SR b 0°D 4 @R ey L D
" 0w 0B, Odw0df; Oo 0B, 0,08’
deren Analogie mit den Darstellungen (2) von —C,, — 4,, + B,
ersichtlich ist; die Ausfiihrung der Rechnung mag aber dem Leser
iiberlassen bleiben.

Das in (122) erhaltene Resultat reizt dazu, in dem von den
sieben Paaren («, B), (,, ¥.) gebildeten, vierzehnfach ausgedehnten
Raume einen Vektor 0 einzufiihren, welcher durch
(126) O — ey BN 0y =0
also durch :

(127)

(123)

iy 1 @®/0dp 0D Jdg 0D
% = 5 3 (5% 35— 35 3¢
definiert wird, wo ¢ eine willkiirliche Funktion bedeutet, und die
Summe iiber alle vier Paare («, f) auszudehnen ist. Da H eine

homogene lineare Funktion der Grolien o, B ist, so folgt aus (126)
unmittelbar

(128) _ 3H — H'

Dedekind, Gesammelte Werke, II. 29
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Ersetzt man ¢ in (127) durch gtp, gtp, so folgt
do __0d9 dp _0ddg
(1%9) F PRt i D g
d. h. der Vektor & ist permutabel mit den Vektoren ‘%, 5%; be-

deutet daher v, eine beliebige Funktion, welche frei von den beiden
Variabeln z,, y, des Paares z, ist, so hat 01, dieselbe Eigenschaft,
und wenn ¢, irgend einen der vier in (54), (61), (79), (103) erklirten
Vektoren d,, e,, d,, d, bedeutet, die alle nur auf das Paar z, wirken,
so folgt hieraus
(a, &)Y, = 08,9, —&0¢, = 0,

weil &9, = &09, = 0 ist. Um also einen solchen Vektor (9, &,)
vollstindig zu bestimmen, braucht man nur noch die beiden Funk-
tionen (0, &), und (0, &)y, zu ermitteln.

Beginnt man mit dem Vektor & = d, und beriicksichtigt (126),
(128), (129), so erhilt man

dJH 00H OH

(6 d)x,_.ad 37,-—60 oyr 0'?=drxra
0H 00H oH'
@)y =0dy =8(—5) = -5 = -5, = dw.,

und da zugleich {3, d,) ¢, = 0 = d, ¢, ist, so folgt
(130) @, d,) = d,.

Verfihrt man #hnlich mit dem Vektor & = e,, so ergibt sich,
daB 0 permutabel mit e,, also auch mit (e, —e,) ist, d. h. es ist

(131) d,6) =0, (d,e,—e)=0.

Wendet man nun den Satz (43) auf die drei Vektoren 9, d,, d,
an und bedenkt, daB

(dn d) = Ft(ea'_ e), (dn 0) = —d,, (67 d') =d,
ist, so folgt zunichst
(6, F‘ (e, by e')) = o (dr) d;) + (dl) d;) - 0;

zufolge (101) ist aber (d,,d;) = (d,, d;), und da nach der in (45)
angegebenen Regel

(G,Fg(e,—er)) = Ft(aa el—er) nn 6F¢(€,— er)
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ist, wo das erste Glied rechts nach (131) verschwindet, so ist
0F;(e;—e,) = 0, und hieraus folgt

(132) 0F, =07 04;—"8B, —'80C, = 0,
also auch
(133) 8D = 0,

was iibrigens auch unmittelbar aus (127) folgt.
LaBt man jetzt den Vektor (130) auf F, wirken, so wird

éd.F,—d.0F,—d,F,, undda d.F,—=H', 6F,=0, d,F,— DH
ist, so folgt

(134) 8% Hii—73 Hi:=—t:D Hy
mithin
(135) . SOy 1 Dot 048 == Q8| — I

was sich auch aus (121) mit Riicksicht auf 0 4, = 0B, = 0C, = 0
leicht ergeben wiirde. :

Verfihrt man endlich auf dieselbe Weise mit den Vektoren
d,, d,, so erhilt man, wie der Leser sofort finden wird,

(136) ©,d) = Dd,, (3,9,) = 0.

Erlduterungen zur vorstehenden Abhandlung.

Dedekind behandelt hier wieder die Komposition der quadratischen Formen,
ein Problem, das er schon wiederholt in den Supplementen zu Dirichlets Zahlen-
theorie studiert hat. Die Bemerkung Dedekinds, daf jede bilineare Form die
entsprechenden komponierbaren Formen bestimmt, hat schon Cayley (Journ. f.
Math. 39 (1850), S.14—15) gemacht. Arndt (Arch. f. Math. u. Phys. 15 (1850),
S. 429—480) hat sich auch mit #hnlichen Fragen beschiftigt. L. E. Dickson
(History of the theory of numbers, Bd.3, S.75) bemerkt: ,Dedekind war offen-
bar nicht mit den Resultaten von Arndt und Cayley bekannt, indem er das
Problem von neuem angriff und eine einfache und symmetrische Behandlungsweise
entwickelte.“

Eine iibersichtliche Darstellung der Geschichte der Theorie der Komposition der
quadratischen Formen findet man in dem eben erwihnten Buch von L. E. Dickson,
Bd. 3, Kap. 3. Unter den wichtigsten neueren Arbeiten iiber die Komposition quadrati-
scher Formen sollen die folgenden erwihnt werden: H. Weber, Gott. Nachr. 1907,
S.86—100. A.Speiser, Festschrift zu H. Weber, 1912, S.375—395. H. Brandt,
Journ. f. Math. 143 (1913), S.106—127; 150 (1920), S.1—46. Math. Zeitschr.
17 (1923), S.153—160; Math. Ann. 91 (1924), S. 300—315. v

re.

22+

www.rcin.org.pl





