XXXTI.

Gaulb in seiner Vorlesung
uber die Methode der kleinsten Quadrate.
[Festschrift zur Feier des hundertfiinfzigjihrigen Bestehens der Koniglichen Gesell-

schaft der Wissenschaften zu Géttingen. Beitrige zur Gelehrtengeschichte Gottingens.
S. 45—59 (1901).]

Als geborener Braunschweiger habe ich schon frith von Gauf}
sprechen horen, und ich glaubte gern an seine Grofle, ohne zu
wissen, worin sie bestand. Um so tieferen Eindruck machte es auf
mich, als ich zuerst von seiner geometrischen Darstellung der imagi-
ndren oder, wie man zu jener Zeit wohl noch sagte, der unmdoglichen
GroBen horte. Ich war damals als Student auf dem Collegium
Carolinum (der heutigen Technischen Hochschule) ein wenig in die
hohere Mathematik eingedrungen, und bald darauf, als Gaul im
Juli 1849 sein 50jahriges Doktor-Jubildum feierte, sandte unser Lehr-
korper einen von dem geistreichen Philologen Petri verfafiten Gliick-
wunsch an ihn, worin mir der Passus, er habe das Unmogliche mog-
lich gemacht, ganz besonders gefiel. Zu Ostern 1850 kam ich nach
Gottingen, und hier wuchs mein Verstéindnis schon etwas mehr, als
ich im Seminar durch eine kurze, aber sehr interessante Vorlesung
von Stern in die Elemente der Zahlentheorie eingefithrt wurde und
den Reziprozititssatz kennen lernte. Auf meinen Wegen nach oder
von der Sternwarte, wo ich eine Vorlesung des trefflichen Professors
Goldschmidt iiber populdre Astronomie horte, begegnete ich zuweilen
Gaub und erfreute mich des Aunblicks seiner stattlichen, Ehrfurcht
gebietenden Erscheinung, und sehr oft sah ich ihn in groSter Nihe
auf seinem festen Platze im Literarischen Museum, das er regel-
mafbig besuchte, um Zeitungen zu lesen.

Zu Anfang des folgenden Wintersemesters hielt ich mich fiir reif,
seine Vorlesung iiber die Methode der kleinsten Quadrate zu horen,
und so betrat ich, mit dem Testierbuch ausgeriistet und nicht ohne
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Herzklopfen, zum ersten Male sein Wohnzimmer, wo ich ihn an
seinem Schreibtisch sitzend fand. Meine Meldung schien ihn wenig
zu erfrenen, ich hatte auch wohl gehort, dal er sich ungern ent-
schloB, Vorlesungen zu halten; nachdem er seinen Namen in das
Buch eingetragen hatte, sagte er nach kurzem Schweigen: ,Sie wissen
vielleicht, dafl es immer sehr zweifelhaft ist, ob meine Vorlesungen
zustande kommen; wo wohnen Sie? bei dem Barbier Vogel? Nun,
das trifft sich ja gliicklich, denn der ist auch mein Barbier, durch
ihn werde ich Sie benachrichtigen.“

Einige Tage darauf trat dann Vogel, eine stadtbekannte Person-
lichkeit, ganz erfiillt von der Wichtigkeit seiner Mission, bei mir ein,
um zu bestellen, dall sich noch mehrere Zuhorer gemeldet hitten,
und dall Herr Geh. Hofrat Gaufl die Vorlesung halten wiirde.

Wir waren neun Studenten, von denen ich A. Ritter (spéter
Professor der Mechanik in Hannover und Aachen) und Moritz Cantor
(spiter Professor in Heidelberg) nach und pach niher kennen lernte;
wir alle kamen sehr regelmiflig, es hat wohl selten einer von uns
gefehlt, obgleich der Weg nach der Sternwarte im Winter bisweilen
nicht angenehm war. Das Auditorium war durch ein Vorzimmer von
Gaull’ Arbeitszimmer getrennt und ziemlich klein. Wir saflen an
einem Tisch, dessen Lingsseiten fiir je drei, aber nicht fiir vier
Personen bequemen Platz darboten. Der Tiir gegeniiber am oberen
Ende sall Gaufl in méifliger Entfernung vom Tische, und wenn wir
vollzihlig waren, so mufiten zwei von uns, die zuletzt kamen, ganz
in seine Nihe riicken und ihr Heft auf den Schof nehmen. Gaul
trug ein leichtes schwarzes Képpchen, einen ziemlich langen braunen
Gehrock, graue Beinkleider; er sall meist in bequemer Haltung,
etwas gebeugt vor sich niedersehend, mit iiber dem Leib gefalteten
Hinden. KEr sprach ganz frei, sehr deutlich, einfach und schlicht;
wenn er aber einen neuen Gesichtspunkt hervorheben wollte, wobei
er ein besonders charakteristisches Wort gebrauchte, so erhob er wohl
plotzlich den Kopf, wandte sich zu einem seiner Nachbarn wund
blickte ihn wiihrend der nachdriicklichen Rede ernst mit seinen
schonen, durchdringenden blauen Augen an. Das war unvergeBlich.
Seine Sprache war fast ganz dialektfrei, nur bisweilen kamen An-
klinge an unsere stadt-braunschweigische Mundart; beim Ziahlen z B.,
wobei er auch den Gebrauch der Finger nicht verschmihte, sagte er
nicht eins, zwei, drei, sondern eine, zweie, dreie usf., wie man es
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noch jetzt bei uns auf dem Markte horen kann. Ging er von einer
prinzipiellen Erdrterung zur Entwicklung mathematischer Formeln
ither, so erhob er sich, und in stattlicher, ganz aufrechter Haltung
schrieb er an einer neben ihm stehenden Tafel mit der ihm eigenen
schonen Handschrift, wobei es ihm immer durch Sparsamkeit und
zweckmiflige Anordnung gelang, mit dem ziemlich kleinen Raume
auszukommen. Fiir die Zahlenbeispiele, auf deren sorgfiltige Durch-
fihrung er besonderen Wert legte, brachte er die erforderlichen Data
auf kleinen Zetteln mit.

Indem ich nun zu dem Inhalt der (wochentlich dreistiindigen)
Vorlesung iibergehe, beziehe ich mich auf einen Brief von Gaul an
Schumacher aus dem Jahre 1844, welcher im Band VIII von Gauf’
Werken (S. 147—148) abgedruckt ist; er berichtet dort, dafll seine
Vorlesung aus drei Teilen besteht, von denen der erste eine nur auf
Prinzipien der ZweckmaiBigkeit basierte Begriindungsart und die eigent-
liche praktische Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate
gibt, wihrend der zweite und dritte Teil die beiden wesentlich ver-
schiedenen Begriindungsarten der Methode durch die Wahrscheinlich-
keitsrechnung behandelt, wie sie in der Theoria motus corporum
coelestium und in der Theoria combinationis observationum dargestellt
sind. Denselben Weg schlug Gaufl auch zu meiner Zeit ein, und ich
mochte hier einiges aus dem ersten Teile mitteilen, was, wie ich
glaube, weniger bekannt ist als der Inhalt der anderen Teile; freilich
kann ich es auch hierbei nicht vermeiden, sehr bekannte Dinge mit
einzuflechten. Den Zweck der Methode der kleinsten Quadrate und
ihre elementare Begriindung stellte Gaull ungefihr so dar:

Es liegt eine Reihe von Beobachtungen (Messungen) vor, die
dazu dienen sollen, gewisse unbekaunte Groflen z, y, z.-- zahlen-
mifig zu bestimmen; die unmittelbaren Gegenstinde dieser Beob-
achtungen konnen diese Unbekannten selbst, allgemeiner aber ge-
wisse Funktionen von ihnen sein, d. h. Groflen V, V', V" ..., welche
sich streng berechnen lassen wiirden, wenn die Werte von z, y,2 ---
schon bekannt wiren. Werden nun fiir diese Funktionen durch
unmittelbare Beobachtungen die Werte M, M', M" ... gefunden, so
erhilt man ein entsprechendes System von sogenannten Beobachtungs-
gleichungen V=M, V' = M',V"=M"---, aus denen die unbekannten
Elemente @, y,z--- ermittelt werden sollen; dies ist natiirlich nur
dann moglich, wenn die Anzahl der Beobachtungen mindestens ebenso
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grol ist, wie die der unbekannten Elemente. Da aber alle unsere
Messungen nur einen begrenzten Genauigkeitsgrad besitzen, also
Fehlern unterworfen sind, so sucht man deren schidlichen Einflufl
durch Vermehrung der Anzahl der Beobachtungen zu bekimpfen,
und dann fragt sich, wie soll man ein solches, mit unbekannten
Fehlern M —V, M' —V', M" —V" ... behaftetes, iiberzihliges System
von Beobachtungsgleichungen V=M, V'—=M',V"=M" ... behandeln,
um die unvermeidlichen Widerspriiche zwischen ihnen auszugleichen
und so die plausibelsten Werte der unbekannten Elemente z, y,z---
zu finden? Hierbei wird vorausgesetzt, dall diese Beobachtungen
gleiche Zuverlissigkeit besitzen, d. h., da wir keinen Grund haben,
einer von ihnen griofleres Zutrauen zu schenken als den iibrigen.
Macht man eine bestimmte Hypothese iiber die Werte z, y, z---
und berechnet daraus die entsprechenden Werte der Funktionen
V, V', V"..., so erhdlt man ein entsprechendes System von Fehlern
M-V, M-V, M'—V"..., aber es fragt sich, welchen Malstab
soll man zugrunde legen, um nach Beschaffenheit dieser Fehler
einer solchen Hypothese den Vorzug vor einer anderen zuzuerkennen?

Hier konnte man, da die Beobachtungen wegen ihrer gleichen
Zuverlissigkeit eine gleichmiillige Behandlung verdienen, zundchst
an die algebraische Summe der Fehler denken, um nach ihrer Klein-
heit die Brauchbarkeit einer Hypothese zu beurteilen, und dies wiirde
geradezu dahin fithren, die Hypothese fiir die beste zu erkliren, fiir
welche diese Summe gleich Null wird. Allein man sieht sofort, da
dies nicht als allgemeines Prinzip gelten kann, weil, sobald die An-
zahl der unbekannten Elemente mindestens gleich zwei ist, unendlich
viele verschiedene Hypothesen dieser Forderung geniigen wiirden,
und aullerdem wiirde eine Hypothese, bei welcher grofie Fehler
durch die entgegengesetzten Vorzeichen sich in der Summe aufheben,
fiir ebenso gut gelten, als eine andere, in welcher die einzelnen
Fehler absolut genommen kleiner sind.

Dies kann uns veranlassen, nur die absoluten Werte der Fehler
zu betrachten und die Hypothese fiir die beste zu erkliren, fiir welche
deren Summe so klein wie mdoglich ausfillt. Allein auch gegen
dieses Prinzip lassen sich mehrere triftige Einwiinde erheben, ndamlich:

a) Es verstoft gegen den mathematischen Sinn, da8 hierbei
die negativen Fehler auf andere Weise in die Rechnung eintreten
sollen als die positiven.

www.rcin.org.pl



— 297 —

b) Die Behandlung wird bei einer grofieren Anzahl unbekannter
Elemente z,y,z--- bald sehr verwickelt.

¢) Selbst im einfachsten Falle, wo nur eine einzige unbekannte
Grofle auftritt, und diese zugleich der unmittelbare Gegenstand der
samtlichen Beobachtungen ist, fithrt dieses Prinzip zu Resultaten,
denen wir unseren Beifall nicht schenken kionnen. Hétte man z. B. vier
Beobachtungen z == 900, x =903, x = 917, x = 921 gemacht, so wiirde
jeder zwischen 903 und 917 liegende Wert « fiir gleich brauchbar
gelten miissen, weil fiir alle diese Werte 2 die Summe der absoluten
Fehler denselben kleinsten Wert (2 — 900) + (x— 903) + (917 — ) +
(921 — ) — 35 erhalten wiirde; dieselbe Erscheinung tritt immer auf,
wenn die Anzahl der Beobachtungen gerade ist, wihrend bei einer
ungeraden Anzahl immer der in der Mitte liegende Wert a fiir den
besten gelten miilite, so dafl die iibrigen Beobachtungen auch hier
gar keinen Einfluf auf die Bestimmung von z ausiiben wiirden.

d) Von besonderem Gewicht ist endlich der Einwand, dafl nach
diesem Prinzip bei einer grofleren Anzahl von Reobachtungen ein
grofier Fehler keinen stirkeren FEinfluB auf das Resultat ausiiben
wiirde, als eine Reihe kleiner Fehler, deren absolute Werte dieselbe
Summe besitzen, wahrend doch die Hypothese, welcher die letztere
Erscheinung entspricht, nach unserem Gefithl gewil den Vorzug
vor der ersteren verdient.

Aus allen diesen Griinden ist dieses Prinzip zu verwerfen, und
wir miissen einen anderen Mafstab suchen, durch welchen diese
Mingel beseitigt werden, zumal die Wahl dieses Malstabes ganz
unserer Willkiir iiberlassen ist. Hierzu fiihrt uns von selbst der letzt-
genannte Einwand; die Riicksicht darauf, dal ein Fehler, welcher
a-mal so grofl ist als ein Fehler, der a-mal vorkommt, stirker ins
Gewicht fallen muf}, als diese @ einzelnen Fehler, veranlafit uns,
statt der Fehler selbst ihre Quadrate zu nehmen und die Brauch-
barkeit einer Hypothese nach der Kleinheit der ihr entsprechenden
Summe der Fehlerquadraté zu schitzen. So gewinnen wir den Grund-
satz der sogenannten Methode der kleinsten Quadrate, nach
welchem diejenige Hypothese iiber die Werte der unbekannten
Grofen x,y,z--- als die beste gelten soll, fiir welche die Summe
der Fehlerquadrate so klein wie moglich wird. Durch die Wahl dieses
Mafstabes weichen wir den obigen Einwinden a) und d) aus, ebenso
gestaltet sich der unter b) erwihnte Ubelstand weit besser, und die
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unter ¢) bemerkte Erscheinung wird ganz unmoglich. Wollte man,
um den Einwand d) zu beseitigen, eine noch hohere Potenz der Fehler
einfithren, so miilite dieselbe jedenfalls eine paare sein, um dem
ersten Vorwurf zu begegnen; aber dann werden die Rechnungen
so auBlerordentlich verwickelt, dafl diese Behandlung die Miihe nicht
lohnen wiirde.

Nach dieser sehr einleuchtenden, nur auf Prinzipien der Zweck-
mibigkeit beruhenden Begriindung der Methode ging Gaull sofort
zur Bildung der sogenannten Normalgleichungen iiber, die durch
partielle Differentiation der Summe

Q= (V—MP+ V' —MpP+ ' —MYP+-

der Fehlerquadrate in bezug auf jede der unbekannten Grofien z,
9,2 --+ gewonnen werden. Der Kiirze wegen will ich hier

dQ = 2(Xda+ Ydy +Zdz + )

setzen, dann gibt die Forderung des Minimums von &£ die auf z,
y, 2 - -+ beziiglichen Normalgleichungen

Xm0 F ==l s e
die von Gaul vollstindig entwickelt dargestellt wurden.

Der zuniichst behandelte und wichtigste Hauptfall ist der, wo die
Groben V, V', V"..., also auch X, ¥, Z... lineare Funktionen
von , %,z --+ sina. Zuerst wurde natiirlich der spezielle Fall vor-
gefithrt, wo eine einzige unbekannte Grofle 2 durch wiederholte
unmittelbare Messungen bestimmt werden soll, und wo die entsprechende
Normalgleichung zu der altbekannten Regel des arithmetischen Mittels
fiihrt. Ein dazugehoriges Zahlenbeispiel — Bestimmung der Pol-
hohe von Lauenburg aus 11 Beobachtungen — benutzte Gaufl, um
uns auf gewisse Rechnungsvorteile aufmerksam zu machen. Da
alle beobachteten Werte natiirlich dieselbe Anzahi 53 der Grade auf-
wiesen und erst in den Minuten zwischen 21 und 22 schwankten, so
wiire es ja toricht, bei der Bildung des arithmetischen Mittels diese
so weit miteinander iibereinstimmenden Werte wirklich zu addieren
und ihre Summe nachher durch ihre Anzahl zu dividieren; statt dessen
ist es offenbar vorteilhafter, etwa 53° 21’ oder 53° 22’ als gendherten
Wert von 2 anzusehen, also x = 53°21' 4 ¢" oder 2 — 53°22' 4 «"
zu setzen, und nur das arithmetische Mittel dieser Korrektionen ¢ oder u
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in Sekunden zu berechnen. Das war freilich sehr einleachtend, aber
Gaull verschmiéhte es mnicht, eine solche scheinbare Kleinigkeit
hervorzuheben, weil in ihr der Keim eines allgemeinen Prinzips
enthalten war, und ebenso verfuhr er in den folgenden Aufgaben mit
einer oder mehreren Unbekannten; immer wurde die allgemeine Regel
an bestimmten Zahlenbeispielen durchgefiihrt, die zu #hnlichen Be-
merkungen Veranlassung gaben. Von allen diesen Aufgaben glaube
ich hier die letzte (fiinfte) mitteilen zu diirfen, weil sie wohl auch
heute noch einiges Interesse darbietet.

Es handelt sich um die als nahezu gleich zuverlissig anzusehenden
Messungen der Hohendifferenzen (in Metern) von den folgenden fiinf
Punkten: P (Boden der Gottinger Sternwarte), @ (Meridianzeichen
der Wehnder Papiermiihle), R (Fliche des Postamentes auf dem
Hohenhagen), S (0stlicher Abhang des Hils, eine Viertelstunde von
Ammensen), 7' (Brocken, Marmorplatte des vormaligen, im Hause
gelegenen Turms). Bedeuten diese Zeichen zugleich die Hohen der
entsprechenden Punkte, so liegen folgende sieben Beobachtungen vor:

Q= P+ 64,334
R = P + 349,366
R — Q + 283,596
S = Q + 206,580
8 = R— 76,108
T — R + 648,427
T — 8 + 719,612

In diesen Gleichungen treten tatsiichlich nur vier Unbekannte
auf, ndmlich die relativen Hohen Q— P, R—P, S—P, T—P iiber
Gottingen; denn absolute Hohen konnen natiirlich hieraus mnicht
gefunden werden. Nun wird man sich zunichst durch geschickte
Kombinationen geniherte Werte fiir diese Unbekannten verschaffen
and hierauf :

Q=P+ 6433444
R = P} 348648 +r
S = P+ 271,727 + s
T — P+ 994,207 + ¢

setzen, wo ¢, r, s, ¢ die Korrektionen dieser Niherungswerte bedeuten.
Fithrt man sie als neue Unbekannte ein und driickt sie in Millimetern
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aus, so nehmen die obigen sieben Beobachtungsgleichungen folgende
Form an:

0+gq == 0
— 118 4 r =20
+ T8 —q+4r=20
+ 8183 —q+s8=0
— 813 —r+s8=0
— 2868 —r +t =0

+ 2868 —s+1t =0

und die vier Normalgleichungen lauten:

0= —1881'4+8q— *— &

0= +4368l— q+4r— s—
0—= —2868— gq— 7r+4+38— ¢
O ez — r— 84+ 2t

Nach einigen Bemerkungen iiber die direkte Auflosung dieser
Gleichungen durch zweckmiilige Anordnung der sukzessiven Elimina-
tionen teilte uns Gaull eine indirekte Auflosungsmethode mit, einen
Kunstgriff, darch den man sich die beschwerliche Eliminationsarbeit,
wie er sagte, oft erleichtern konne. Derselbe besteht wesentlich darin,
die konstanten Glieder durch fortgesetzte Substitutionen auf immer
kleinere absolute Werte herabzudriicken, und dieser Prozel beginnt
in unserem Beispi~l auf folgende Weise. Ignoriert man in der zweiten
Gleichung, welche das grofite konstante Glied (3681) enthilt, die
Unbekannten ¢, s, ¢ neben dem Gliede 4r, welches den grifiten
Koeffizienten (4) hat, und vernachlissigt Bruchteile, so erhédlt man fiir »
den Wert — 920; man betrachtet ihn als eine Annéherung und fithrt
eine Korrektion 7' als neue Unbekannte ein, indem man r — — 920 + 7’
setzt; die unbekannten Glieder werden hierdurch nur insofern beriihrt,
daB »' an Stelle von r tritt, wiahrend die konstanten Glieder in
— 611, 41, — 1948, + 920 iibergehen. Indem man nach derselben
Regel fortfihrt, wird man in der dritten Gleichung die Unbekannten g,
', t ignorieren und s = -+ 649 4 8’ setzen, wodurch die konstanten
Glieder in — 1260, — 648, — 1, + 271 iibergehen. Offenbar kommt
es immer nur darauf an, die neue Substitution zu notieren, wobei
man die Akzente der neuen Unbekannten fiiglich unterdriicken darf,
und die neuen Werte der konstanten Glieder zu berechnen; den ganzen
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Mechanismus kann man in leicht verstindlicher Weise durch eine
Tabelle darstellen, deren Anfang hier folgen mag:

r 8 q r s
— 920 | 4649 | +420 | 1267 | +229
RS T T MU BT 0 | —267 | —496
SR T Ml G Y S T Rl Y Y
lgnagen hgesenl e [ agt Hiien e 1] iR
o T R S R T e R i RS

Hat man 73 solche Operationen gemacht, so sind die konstanten
Teile so klein geworden, dall sie durch eine neue Substitution
nicht mehr vermindert werden konnen, und es geniigt dann, jede
der urspriinglichen Unbekannten durch Addition ihrer sukzessiven
Niherungswerte zu berechnen:

qg — + 420...

r = — 920 + 267
8= 1+ 649 1 229...
t:.-'

Noch viel kiirzer wird die Arbeit, wenn man mit diesem Kunst-
griff einen zweiten verbindet, welcher im folgenden besteht. Man
fiihrt noch eine neue Unbekannte p ein, indem man den Anfangs-
punkt verlegt und g, r, s, ¢ durch ¢ — p, r — p, 8 — p, t — p ersetat;
behandelt man die hierdurch umgeformten Beobachtungsgleichungen
wieder nach der Methode der kleinsten Quadrate, so erhdlt man die
folgenden fiinf Normalgleichungen:

0=+ T7184+2p— q— r
0 — 188+ @'+ Jg— 1 — &

Gi="-1-08681— p— g+4r— &— 7t
0 = — 2868 — q— r+38— ¢
= — r— 84 24,

von denen die vier letzten in die friiheren iibergehen, wenn p — 0
gesetzt wird. Sie haben zwei merkwiirdige Eigenschaften, deren Grund
man ieicht erkennt: erstens ist die Summe der konstanten Glieder, und
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ebenso die Summe der Koeffizienten jeder einzelnen Unbekannten gleich
Null, und zweitens ist auch die Summe der Koeffizienten aller Unbe-
kannten in jeder einzelnen Gleichung gleich Nuil. Zufolge der ersten
Eigenschaft ist jede Gleichung eine identische Folge der vier anderen,
und es ist daher unmdoglich, bestimmte Werte der fiinf Unbekannten
aus ihnen abzuleiten. Wendet man aber die oben beschriebene
indirekte Auflosungsmethode an, so wird man finden, dall dieselbe jetzt
viel schneller zum Abschlufl kommt, und aulerdem ergibt sich aus
dem Umstande, dafl die Summe der konstanten Glieder stets gleich
Null bleiben muf}, eine iiberaus angenehme Kontrolle der fortlaufenden
Rechnung, deren Anfang wieder durch die folgende Tabelle dargestellt
werden mag:

r 8 P q
— 920 | + 649 | —819 | 4 147
+ 718 | 41638 | + 1638 0] — 147
—1881 | — s Saae0 | —adil . D
4+3681 | + 1 | — 648 [+171 ]+ 24
TP ST S SR T RS I R

0 + 920 | + 271 [ +271 | + 271

Nach etwa 2u Operationen schlieft diese Rechnung ab und liefert
bestimmte Werte der fiinf Unbekannten, aus denen sich schlieBlich
die eigentlichen Unbekannten ¢ — p, r — p, s — p, t — p ergeben.
In der Vorlesung wurden natiirlich nur die ersten Schritte dieses wie
des friiheren Prozesses wirklich ausgefiihrt. Uber die Vorziige und
Nachteile dieser indirekten Auflosungsmethode gegeniiber der ge-
wohnlichen durch sukzessive Elimination der Unbekannten mufl ich
mich jeder Bemerkung enthalten; es geniigt mir, durch die Mitteilung
dieses Beispiels wieder darauf hinzuweisen, wie unablissig Gaull be-
miiht war, auch bei dem praktischen Rechnen sinnreiche Kunstgriffe
~ zu erfinden.

Hierauf folgte die Behandlung des Falles, wo die Beobachtungs-
gleichungen V = M ... die Unbekannten nicht mehr, wie bisher, in
linearer Form enthalten. Die Einfithrung geniherter Werte, welche
frither nur als ein die Zahlenrechnungen vereinfachender Kunstgriff
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auftrat, wird hier zu dem Prinzip ausgebildet, durch welches dieser
Fall auf den friitheren der linearen Gleichungen zuriickzufiihren ist,
indem man die kleinen Korrektionen als neue Unbekannte behandelt
und deren Produkte bei der Entwicklung nach dem Satze von Taylor
vernachlassigt. Als Beispiel diente die Pothenot’sche Aufgabe in der
praktischen Geometrie, speziell die Ortsbestimmung von Rosdorf bei
Gottingen aus sechs Einschnitten.

Nun ging Gaull zu einer ebenfalls elementar gehaltenen Ent-
wicklung des Begriffs der Prizision einer Beobachtungsmethode
iiber. Wenn die vorliegenden Beobachtungen V — M, V' = M’ ...
nicht mehr, wie bisher vorausgesetzt wurde, gleiche Zuverldssigkeit
besitzen, so mufl man sie als auf verschiedene Mafistibe bezogen
ansehen und jede Gleichung mit einem entsprechenden, die gleiche
Zuverlissigkeit wiederherstellenden Koeffizienten & multiplizieren. Die
hieraus nach der Methode der kleinsten Quadrate abgeleiteten Normal-
gleichungen enthalten diese (relativen) Prazisionen % mur in ihren
Quadraten, und diese heilen die entsprechenden Gewichte p der
Beobachtungen.

Diese Betrachtung -gibt zugleich ein Mittel an die Hand, die
Zuverlassigkeit der durch die Methode der kleinsten Quadrate ge-
wonnenen Resultate im Vergleich mit der Zuverldssigkeit der ge-
gebenen Beobachtungen zu bestimmen. Das Prinzip, auf welches sich
diese Ableitung griindet, ist das der Konsequenz. Man denkt sich
zu der urspriinglich vorhandenen Gruppe von Beobachtungen, die
wieder als gleich zuverldssig vorausgesetzt werden, und deren Priizi-
sion =— 1 angenommen wird, eine beliehige Anzahl anderer Beob-
achtungen von derselben Prizision hinzu, wodurch die zuerst gefundenen
plausibelsten Werte der Unbekannten =z, y, z--- in andere Werte
iibergehen werden. Um diese zan finden, kann man nun zwei ver-
schiedene Wege einschlagen, welche aber notwendig zu denselben
Resultaten fithren miissen. Der erste Weg besteht darin, daB man
nach der Methode der kleinsten Quadrate sdmtliche Beobachtungs-
gleichungen beider Gruppen gleichzeitig behandelt, der zweite darin,
dall man die allein aus der ersten Gruppe (der wirklich gegebenen
Beobachtungen) abgeleiteten Resultate mit gewissen, noch unbestimmt
gelassenen Prizisions-Koeffizienten & multipliziert und hierauf mit der
zweiten, hinzugedachten Gruppe von Beobachtungen kombiniert. Durch
die Forderung, dal die auf diesen beiden verschiedenen Wegen er-
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haltenen Schlufiresultate miteinander iibereinstimmen miissen, ergeben
sich dann die Werte der Prizisionen % und ihrer Quadrate, der Gewichte p.

Diese allgemeine Anleitung zur Gewichtsbestimmung der durch
die Methode der kleinsten Quadrate gewonnenen Resultate wurde zu-
niichst an den einfachsten Fillen durchgefiibrt, wo die (immer als
linear vorausgesetzten) Beobachtungsgleichungen nur eine Unbekannte
enthalten. Um aber fiir eine beliebige Anzahl n von Unbekannten
x, 9 ---, deren letzte z sein moge, die Regel allgemein auszudriicken
(wobei die uns damals noch wenig gelidufige Sprache der Determinanten-
Theorie ginzlich vermieden wurde), beschrieb Gaul zunichst ein
Verfahren zur Auflosung der auf z,y ...z beziglichen Normal-
gleichungen X =0, ¥ = 0...Z = 0, welches er mit dem Namen der
rechten Elimination belegte (vgl. Disquisitiones circa elementa ellip-
tica Palladis). Man eliminiere die erste Unbekannte z aus allen =
Gleichungen, indem man nur die erste, auf x beziigliche Normal-
gleichung X = 0 mit geeigneten Koeffizienten multipliziert und von den
folgenden, unverinderten Normalgleichungen abzieht, welche dadurch

imn Y = 0...Z" = 0 iibergehen und frei von z sind: nun eliminiere
man ebenso die zweite Unbekannte y aus allen diesen (n—1)
Gleichungen, indem man nur die erste Gleichung Y’ — 0 mit ge-

eigneten Koeffizienten multipliziert und von allen folgenden abzieht;
filhrt man so fort, so gelangt man schlieBlich zu einer Gleichung von der
Form H (z— C) = 0, in welcher nur noch die letzte Unbekannte z
auftritt, und wo H, C' bekannte Werte bedeuten, die sich aus dem
Verlauf dieser rechten Elimination mit Bestimmtheit ergeben. Die
Auflosung der Normalgleichungen liefert also fiir z den plausibelsten
Wert C, und die Regel von Gaull besteht darin, dall der Koeffizient H
zugleich das Gewicht dieses Resultats z =— C' darstellt, d. h. also:
In der Methode der kleinsten Quadrate wird das Gewicht jedes ein-
zelnen Resultats fiir eine Unbekannte durch den Koeffizienten dar-
gestellt, welchen diese Unbekannte bei rechter Elimination in der
letzten Gleichung erhilt.

Bei dem Beweise dieses Satzes, den ich hier des Raumes wegen
mit einer kleinen Anderung der Bezeichnung wiedergebe, beschriinkte
sich Gaull auf den Fall von drei Unbekannten z, y,2. Durch die
rechte Elimination von z, y werden offenbar zwei Koeffizienten o,
gewonnen, welche bewirken, dall identisch

«X+pY+Z=H (2—0)
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wird. Denkt man sich nun zu den wirklich vorhandenen m Beob-
achtungsgleichungen, denen die Normalgleichungen X — 0, ¥ = 0,
Z — 0 mit dem Resultat z — C entsprechen, noch eine Beobachtung
z =D von derselben Prézision hinzu und schligt den oben beschriebenen
ersten Weg ein, bei welchem alle (m + 1) Beobachtungen gleichzeitig
behandelt werden, so bleiben offenbar die auf z, y beziiglichen Normal-
gleichungen X — 0, ¥ = 0 ungeiindert bestehen, wihrend die dritte
% = 0 in Z 4 (z— D) = 0 iibergeht; zufolge der obigen Identitéit
ergibt sich daher z jetzt aus der Gleichung

Hz—O)+((z—D)=0.

Schldgt man aber den zweiten Weg ein, indem man das aus den m
wirklich vorhandenen Beobachtungen durch die Methode der kleinsten
Quadrate gewonnene Resultat z =— C' mit einer noch unbestimmten
Prizision £ multipliziert und nun nach derselben Methode mit der hinzu-
gedachten Beobachtung z — D kombiniert, so erhiilt man, wenn das
unbekannte Gewicht k% — p gesetzt wird, die einzige Normalgleichung

p(z—C)+(z~—D) =0,

und durch den Vergleich mit dem Resultate des ersten Weges folgt
p=H, w.z.b.w.

In nahem Zusammenhang mit der eben beschriebenen rechten
Elimination steht die sukzessive identische Umformung der Summe £
der Fehlerquadrate in eine Reihe von Quadraten linearer Funktionen
A, B,C ..., die so gewihlt werden, dal z nur in 4, y nur in 4
und B, z nur in 4, B, C' usf. auftritt. Der zuletzt verbleibende
konstante Bestandteil stellt dann das Minimum von £ dar, und die
plausibelsten Werte der Unbekannten z, 7, z--- ergeben sich aus
den Gleichungen 4 = 0, B —= 0, ¢’ = 0 --- in umgekehrter Folge.

Mit dieser Darstellung schiol Gaul am 24. Januar 1851 den
ersten Teil seiner Vorlesung, durch den er uns mit dem Wesen der
Methode der kleinsten Quadrate vollkommen vertraut gemacht hatte.
Es folgte nun eine iiberaus klare und durch originelle Beispiele
erliuterte Entwicklung der Grundbegriffe und der Hauptsitze der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, die als Einleitung zu der zweiten und
dritten Begriindungsart der Methode diente, worauf ich hier nicht mehr
eingehen darf. Ich kann nur sagen, dal wir diesem ausgezeichneten

Vortrage, in welchem auch einige Beispiele aus der Theorie der be-
Dedekind, Gesammelte Werke, II. 20
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stimmten Integrale behandelt wurden, mit immer steigendem Interesse
gefolgt sind. Aber es schien uns auch, als ob Gauf} selbst, der vorher
wenig Neigung gezeigt hatte, die Vorlesung zu halten, im Laufe
derselben doch einige Freude an seiner Lehrtitigkeit empfand. So
kam es am 13. Mérz zum Schluf}, Gaull erhob sich, wir alle mit ihm,
und er entlief uns mit den freundlichen Abschiedsworten: ,Es bleibt
mir nur noch iibrig, Thnen zu danken fiir die grofie RegelmiBigkeit
und Aufmerksamkeit, mit der Sie meinem, doch wohl recht trocken
zu nennenden Vortrage gefolgt sind.“ Seitdem ist nun ein halbes
Jahrhundert verflossen, aber dieser angeblich trockene Vortrag steht
mir unvergellich in der Erinnerung als einer der schonsten, die ich
je gehort habe. '
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