XXV.

Uber die Begriindung der Idealtheorie.

[Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
Mathem.-phys. Klasse, Jahrgang 1895, S.106—113.]

Von mehreren Seiten bin ich aufgefordert, meine Ansicht zu
dubern iiber die kiirzlich in diesen Nachrichten (1894, Nr.4) von
Herrn Hurwitz veroffentlichte Begriindung der Idealtheorie und
iiber deren Beziehungen zu der in der vierten Auflage von Dirichlets
Zahlentheorie (welche ich im folgenden mit D. bezeichnen will)
enthaltenen Darstellung desselben Gegenstandes. Wenn ich nun
hierauf erklire, dall ich der letzteren, also der meinigen den
Vorzug gebe, so glaube ich diese Meinung ganz unbefangen aus-
sprechen zu diirfen, weil ich schon im Februar 1887 denselben
Weg wie Herr Hurwitz mit demselben FErfolge eingeschlagen
habe, und weil ich erst von hieraus im November 1888 mit Hilfe
neuer Beweismittel zu derjenigen Darstellung gelangt bin, welche
ich spater (1893) in das Werk von Dirichlet aufgenommen habe.
Ich erlaube mir, im folgenden diesen Hergang etwas genauer zu
beschreiben, weil die hierbei auftretende Einkleidung ein wund
desselben Grundgedankens in #duferlich verschiedene Formen wohl
von allgemeinerem Interesse ist.

In §172 der dritten Auflage der Zahlentheorie und ebenso
in § 28 meiner Schrift Sur la théorie des nombres entiers algé-
briques habe ich hervorgehoben, daf die grofte Schwierigkeit,
welche bei der Begriindung der Idealtheorie zu iiberwinden war,
in dem Beweise des folgenden Satzes bestand:

1. Ist das Ideal ¢ teilbar*) durch das Ideal a, so gibt es
ein Ideal b, welches der Bedingung. ab = ¢ geniigt (vgl. D. S. 553, VII).

*) Dieses Wort gebrauche ich, wie bisher immer, in dem Sinne, daf jede
Zahl des Ideals ¢ auch in a enthalten ist; ich muf, um Verwirrung zu vermeiden,
hierauf aufmerksam machen, weil Herr Hurwitz in seinem Aufsatz (II, 5) mit
demselben Worte gerade die im Nachsatz ausgesprochene Beziehung zwischen ¢
und q bezeichnet. :
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Dall dieser Satz, durch welchen der Zusammenhang zwischen
der Teilbarkeit und der Multiplikation der Ideale festgestellt wird,
bei der damaligen Darstellung erst nahezu am Schlusse der
Theorie beweisbar wurde, machte sich in der driickendsten Weise
fithlbar, besonders dadurch, daf einige der wichtigsten Sitze nur
~allmdhlich durch schrittweise Befreiung von beschrinkenden Vor-
aussetzungen zu der ihnen zukommenden Allgemeinheit erhoben
werden konnten. Ich bin daher im Laufe der Jahre ofter auf
diesen Kardinalpunkt mit der Absicht zuriickgekommen, einen ein-
fachen, unmittelbar an den Begriff der ganzen Zahl ankniipfenden
Beweis des Satzes 1 oder eines der drei folgenden Sitze zu ge-
winnen, welche, wie man leicht erkennt, von gleicher Bedeutung
fiir die Begriindung der Theorie sind:

2. Jedes Ideal m kann durch Multiplikation mit einem Ideal n
in ein Hauptideal verwandelt werden (vgl. D. S. 554, IX).

3. Jeder endliche, von Null verschiedene Modul m, der aus
ganzen oder gebrochenen algebraischen Zahlen besteht, kann durch
Multiplikation mit einem Modul n, dessen Zahlen aus denen von m
auf rationale Weise gebildet sind, in einen Modul mn verwandelt
werden, welcher die Zahl 1 enth#lt und aus lauter ganzen Zahlen
besteht (vgl. D. S.528, VI).

4. Aus je m algebraischen Zahlen g, die nicht alle ver-
schwinden, kann man auf rationale Weise m Zahlen v»,, ableiten,
welche der Gleichung :

vy + eV + A ¥ = 1
und aulerdem der Bedingung geniigen, daf alle m? Produkte yu,v,
ganze Zahlen sind (vgl. D. S.530, VII).

Wenn nun auch diese vier Sitze insofern vollstindig gleich-
wertig sind, als jeder von ihnen ohne jede Schwierigkeit aus jedem
der drei iibrigen abgeleitet werden kann*), so geschieht es doch
in solchen Fillen nicht selten, dall der eine Satz durch seine ein-
fachere Fassung einem direkten Beweise leichter zuginglich wird
als die anderen. In dem vorliegenden Beispiel zeichnet sich offen-

*) Um dies einzusehen, braucht man nur die hinter den Sitzen bemerkten
Zitate zu verfolgen und zu hedenken, daB jeder endliche algebraische Modul m
durch Multiplikation mit einer geeigneten, von Null verschiedenen Zahl in einen
ganzen Modul, und, jeder von Null verschiedene ganze Modul eines endlichen
Korpers durch Multiplikation mit jedem Ideal in ein Ideal verwandelt wird.

4%
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bar der Satz 4 oder auch der Satz 3, welcher sich von jenem
nur duberlich durch die Benutzung des Modulbegriffs unterscheidet,
an Einfachheit vor den Sdtzen 1 und 2 aus, in welchen der
kompliziertere Begriff des Ideals auftritt. Es ist mir dann auch
bald gelungen, den Satz 3 wenigstens fiir zweigliedrige Moduln m,
also den Satz 4 fiir den Fall m — 2 zu beweisen, und zwar
stimmt dieser Beweis, auf welchen ich unten zuriickkommen werde,
wesentlich mit demjenigen iiberein, welchen ich spdter in das Werk
von Dirichlet (D. S.529) aufgenommen habe. Aber es gelang mir
damals nicht, diese Methode auf drei- und mehrgliedrige Moduln m
auszudehnen.

Eine neue Anregung zur Beschiftigung mit diesem Gegenstande
empfing ich im Friithjahr 1882 durch die grofle Abhandlung
»,Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grofien%
von Leopold Kronecker. Das Studium derselben veranlafte
mich, eine Reihe von ,bunten Bemerkungen® aufzuschreiben, von
denen Nr.20 sich auf den fiir mich wichtigsten § 14, also auf
die Begriindung der Idealtheorie bezieht. Obgleich ich mich mit
dem hier auftretenden ,methodischen Hilfsmittel der unbestimmten
Koeffizienten* nicht befreunden konnte, so suchte ich doch in das
Wesen der Methode einzudringen, um womdglich daraus einen
Nutzen fiir meine Auffassung der Theorie zu ziehen, weil in dem
hier gewonnenen Resultate auch der obige Satz 3 oder 4 offenbar
enthalten ist. Nun schien und scheint mir noch heute in der
Beweisfiihrung Kroneckers eine Liicke oder wenigstens eine
zweifelhafte Stelle zu sein; setzt man unter sonstiger Beibehaltung
der dortigen Bezeichnungen der Kiirze wegen

1) +ve +u'a"+.-)@=F
und
(2) (z4va +v'a"+--)@ = @,

so ist G eine ganze Funktion der unbestimmten Grofen «, wahrend
Q aulerdem von den unbestimmten Grofen » abhéingt, und wenn
ich die etwas dunkle Stelle riclhtig verstehe, so soll bewiesen werden,
daB alle Koeffizienten dieser Funktion @ ganze Grofen des hier
betrachteten Bereichs () sind. Nun wird zwar gezeigt, dall @ einer
Gleichung von der Form

(3) Qn+O1Qn—l+"'+0n—lQ+On=0
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geniigt, wo C,, C, --- O, ebenfalls ganze, und zwar solche ganze
Funktionen der Variablen w, v bedeuten, deren Koeffizienten ganze
Grofen in (N) sind; aber.es bedarf meiner Ansicht nach doch noch
eines besonderen Beweises, dal sich bieraus die oben bezeichnete
Eigenschaft der Koeffizienten von ¢ als notwendige Folge ergibt;
ich habe wenigstens in den vorausgehenden §§ 1 bis 13 keine Stelle
gefunden, aus welcher dies hervorgeht. Fiir den vorzugsweise
mich interessierendern Fall, wo der Bereich (%) der Korper aller
algebraischen Zahlen ist, also keine Variablen enthilt, gelang es
mir auch, einen solchen Beweis zu finden, den ich hier aber nur
andeuten will, weil er in der Folge nicht weiter verwendet wird.
Man sieht leicht ein, daf der fragliche Satz zufolge (3) auf den
folgenden zuriickkommt: ,Wenn eine ganze rationale Funktion @
von Variablen stets eine ganze (algebraische) Zahl wird, sobald
diese Variablen ganze Zahlen werden, so ist auch jeder Koeffizient
der Funktion @ eine ganze Zahl“ TUnd diesen Satz bewies ich,
freilich auf eine ziemlich kiinstliche Weise, indem ich fiir die
Variablen beliebige Wurzeln der Einheit einsetzte. Durch diese
Vervollstindigung der Beweisfiithrung von Kronecker war nun,
wie schon oben bemerkt, auch zugleich fiir den Satz 3 ein Beweis
gewonnen, welcher von meiner bisherigen Idealtheorie unabhingig
war und folglich zu einer neuen Begriindung derselben dienen
konnte. Aber dieser Weg entspricht durchaus nicht meinen
Wiinschen, teils weil die Benutzung der Funktionen von Variablen
mir immer als ein der Sache fremdes Hilfsmittel erscheint, teils
weil die Durchfiihrung aller Beweise ohne Zweifel einen groleren
Raum erfordert als in meiner damaligen Theorie.

So ruhte diese Frage mehrere Jahre ohne jeden Fortschritt, und
sie kam erst aufs neue in Bewegung, als mein Freund H. Weber
mir am 10. Februar 1887 von Marburg aus eine von ihm aus-
gearbeitete ,Theorie der algebraischen Zahlen nach Kronecker“
zuschickte, in welcher die Hauptsitze ausfiihrlich und vollstindig
bewiesen wurden. Bei angestrengtem Nachdenken iiber diese Dar-
stellung fand ich nun am 15. Febrnar den folgenden Satz, durch
welchen nach meiner Ansicht die Theorie von Kronecker noch
eine wesentliche Vereinfachung gewinnt:

5. Wenn das Produkt GH aus zwei ganzen rationalen Funk-
tionen G, H von beliebig vielen unabhiingigen Variablen « lauter
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ganze Koeffizienten hat, so ist auch jedes Einzelprodukt aus jedem
Koeffizienten von @ und jedem Koeffizienten von H eine ganze GroBe.

Um ndmlich zu beweisen, dall die oben mit @ bezeichnete
Funktion lauter ganze Koeffizienten hat, braucht man nicht mehr,
wie es bei Kronecker geschieht, die Gleichung (3) zu bilden,
welcher @ geniigt, sondern dies folgt jetzt unmittelbar daraus,
daf das Produkt # in (1) lauter ganze Koeffizienten hat, also auch
jedes Produkt aus jeder Grofe », a', 2”--- und aus jedem Koeffi-
zienten der Funktion G ganz ist.

- Diese Bemerkung und ein vollstindiger Beweis des Satzes 5
bildeten den Hauptinhalt meiner am 20. Februar 1887 abgesendeten
Antwort an H. Weber; dieser Beweis ist spdter in § 3 meiner
Abhandlung ,Uber einen arithmetischen Satz von GauB% veroffent-
licht, welche sich in den Mitteilungen der Deutschen mathema-
tischen Gesellschaft in Prag (1892) findet, und auf S.7 daselbst,
ebenso auch in der Vorrede zur vierten Auflage von Dirichlets
Zahlentheorie, habe ich 'auch die Wichtigkeit des Satzes 5 fiir die
Theorie von Kronecker besonders betont. Herr Hurwitz, dem
diese Abhandlung erst nach Abschlull seiner Arbeit bekannt ge-
worden ist, kniipft an denselben Satz 5 an, fiir welchen er einen
andern Beweis gibt, und leitet daraus den Satz 2 ab. Ebenso weise
ich in meinem Briefe vom 20.Februar 1887 wieder darauf hin, daf
der zur Abkiirzung meiner Idealtheorie brauchbare Satz 3 eine un-
mittelbare Folge des Satzes 5 ist, aber dies geschieht mit dem aus-
driicklichen Zusatz, ich wiirde mir zehnmal iiberlegen, wie eine solche
Abkiirzung durchzufiihren sei, ohne den einheitlichen Charakter der
Theorie zu storen!

Hiermit komme ich zum letzten Teile meiner Erzahlung. Ich
erinnere zunichst an eine schone Stelle der Disquisitiones Arith-
meticae, die schon in meiner Jugend den tiefsten Eindruck auf
mich gemacht hat. Im Art. 76 berichtet Gauf, dal der
Wilsonsche Satz zuerst von Waring bekanntgemacht ist, und
fahrt fort: Sed neuter demonstrare potuit, et cel. Waring fatetur
demonstrationem eo difficiliorem videri, quod nulla notatio fingi
possit, quae numerum primum exprimat. — At nostro quidem
judicio hujusmodi veritates ex mnotionibus potius quam ex notatio-
nibus hauriri debebant. — In diesen letzten Worten liegt, wenn sie
im allgemeinsten Sinne genommen werden, der Ausspruch eines
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groBen wissenschaftlichen Gedankens. die Entscheidung fiir das
Innerliche im Gegensatz zu dem AuBerlichen. Dieser Gegensatz
wiederholt sich auch in der Mathematik auf fast allen Gebieten;
man denke nur an die Funktionentheorie, an Riemanns Definition
der Funktionen durch innerliche charakteristische Eigenschaften,
aus welchen die Hulerlichen Darstellungsformen mit Notwendigkeit
entspringen. Aber auch auf dem bei weitem enger begrenzten und
einfacheren Gebiete der Idealtheorie kommen beide Richtungen zur
Geltung, und ich habe mich an verschiedenen Stellen meiner oben
erwahnten Schrift Sur la théorie des nombres entiers algébriques
(am Schluf von § 12 und namentlich in der Einleitung) so aus-
fithrlich iiber die Anforderungen ausgesprochen, die ich mir damals
wie heute bei dem Aufbau der Theorie stellte, dall ich nicht mehr
darauf zuriickzukommen brauche. Hiernach wird man es auch er-
klarlich finden, dafl ich meiner Definition des Ideals durch eine
charakteristische innerliche Eigenschaft den Vorzug gebe vor der-
jenigen durch eine #uflerliche Darstellungsform, von welcher Herr
Hurwitz in seiner Abhandlung (II, 1) ausgeht. Aus denselben
Griinden konnte der oben erwidhnte Beweis des Satzes 3, welcher
sich auf den Satz 5 stiitzt, mich noch nicht véllig befriedigen, weil
durch die Einmischung der Funktionen von Variablen die Reinheit
der Theorie nach meiner Ansicht getriibt wird, und ich will jetzt
berichten, auf welchem Wege es mir gelungen ist, das erstrebte Ziel
zu erreichen. '

Der am 15.Februar 1887 von mir gefundene Beweis des Satzes 5
geht so zu Werke (vgl. § 3 der Prager Abhandlung), dafl zunéchst
der folgende sehr spezielle Fall bewiesen wird, in welchem der eine
Faktor eine lineare Funktion ist:

6. Hat die ganze Funktion
f(x) =cyzr+cizn 14+ - tcp

lauter ganze Koeffizienten, so gilt dasselbe von der ganzen Funktion

xfE——x)w = @, 2" 1+ aga"—2+ ... + ay,

wo @ eine Wurzel der Gleichung f(w) = 0 bedeutet.
Vergleicht man aber den Beweis dieses speziellen Satzes mit
dem zu Anfang erwéhnten, viel frither gefundenen Beweise (D. S. 529)

des speziellen Falles des Satzes 3, in welchem m ein zwei-
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gliedriger Modul [e«, B] ist, so erkennt man leicht ihre voll-
stindige Identitit; denn wenn man « — fe setzt, so stimmt die
Reihe der = Produkte Bv,, welche in dem letzteren auftreten, mit
den obigen Koeffizienten @, iiberein*). Da nun der vollsténdige
Beweis des Satzes 5 (fiir Funktionen von einer Variablen, deren Be-
trachtung hier geniigt) sich lediglich durch eine wiederholte An-
wendung des speziellen Satzes 6 ergibt, so lag die Vermutung nahe,
daB auch der allgemeine Satz 3 oder 4 durch wiederholte An-
wendung des speziellen Falles, wo m ein zweigliedriger Modul,
oder m = 2 ist, sich wiirde ableiten lassen. Bei erneuter Be-
schiftigung mit dieser Frage ergab sich dies in der Tat am
22. Oktober 1888, und zwar auf folgende unerwartet einfache Weise
durch die vollstéindige Induktion.

Ist n eine natiirliche Zahl, und nimmt man an, der Satz 4
sei schon fiir alle Falle bewiesen, wo m < n + 2, so kann man aus
n + 2 gegebenen algebraischen Zahlen

o By ty g *0 Ha
auf rationale Weise 27 + 4 Zahlen
o Bl
& Wy Wy ey g,
B"y 015 02" On
ableiten, welche den drei Gleichungen
ae + ff = 1,
“) ao’ + @, + ot v =
BB+ e+ -+ o =1
und zugleich den Bedingungen geniigen, dafll alle Produkte
ad, «ff, B, B
(5) 0oL’y Oy Betd i Be Vs

BB", Bor, wrB", uros

ganze Zahlen werden, wo 7, s beliebige Zahlen aus der Reihe 1,
2 ... n-bedeuten. Setzt man nun

“HI g ““,a”, ﬂ”, = ﬁﬁ'ﬂ", 6’- o 0606'7},+ ﬂﬁ’@r,

*) Es ist dies dieselbe Zahlenreihe, welche mir schon frither bei verschiedenen
Gelegenheiten gute Dienste geleistet hatte (vgl. z. B. den Schluf von § 8 meiner
Abhandlung Uber die Diskriminanten endlicher Kérper oder D. § 167).
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so sind auch diese » + 2 Zahlen aus den gegebenen auf rationale
Weise gebildet; zufolge (4) befriedigen sie die Gleichung

aa” + ﬁﬂm + !"161 + s + ynan i 1:
und zufolge (5) sind alle Produkte

’

o B BN ol

B, BB, B,
Hr“m, Hrﬂma Wy G

ganze Zahlen, weil sie in der Form

aa' -oe’, af'-Bp", ad-av,+ af'-for

we’-fa’, BB-BB", av.- o’ + BB Bor,

wed pr'y BB By ol pyve -+ BB e 04
darstellbar sind, w. z. b. w.

Hiermit war endlich das, was ich so lange gesucht hatte, ein
wirklich sachgeméler Beweis der Sidtze 3 und 4, also auch die
Grundlage fiir die Neugestaltung meiner Idealtheorie gefunden.
Indessen war ich auch mit diesem Induktionsbeweise noch nicht
ganz zufrieden, weil in ihm die mechanische Rechnung vorherrscht,
und bei lingerem Naclidenken iiber den eigentlichen Grund seines
Erfolges entdeckte ich am 9. November 1888 den allgemeinen Modulsatz

(@454 c)(bc 4 ca4ab) = (b4 ¢)(c 4 a)(a + b),

woraus die schliefliche Form des Beweises entsprang (D. S.530).
Ich bemerke beildufig, daB statt des dortigen Moduls

n = (bc 4 ca 4 ab)a'b’c
auch der Modul

n = ab'c +bc'a’ 4 ca't’
hitte gewahlt werden konnen, dessen Bau wohl etwas einfacher ist
und sich genauer an den vorstehenden Induktionsbeweis anschlieft;
doch ziehe ich die erstere Wahl vor, weil bei der letzteren der
Beweis, daf der Modul 3 = [1] durch mn teilbar ist, sich weniger
einfach gestaltet.

Bedenkt man nun, mit wie wenigen Schritten man jetzt (D.

§ 173) von dem Begriffe der ganzen Zahl zu dem Satze 3 und
hiermit zur vollen Beherrschung der Idealtheorie gelangt, so kann,
wie ich meine, gar kein Zweifel dariiber bestehen, daB dieser Weg
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vor allen Dingen sachgemiifer, aber zugleich auch einfacher und
bei weitem kiirzer ist als der im Februar 1887 gefundene, welcher
zunichst zu dem Funktionensatz 5 und erst von diesem zu dem
Zahlensatz 3 oder (wie in der Abhandlung des Herrn Hurwitz) zu
dem gleichwertigen Satze 2 fiihrt. Hierin bestehen die Griinde, auf
denen mein im Eingang dieser Mitteilung ausgesprochenes Urteil beruht.

Braunschweig, am 14.Januar 1895.

Erlduterungen zur vorstehenden Abhandlung.

Die neuere Entwicklung hat den hier vertretenen Ansichten Dedekinds
voll und ganz recht gegeben, in der Definition von Ideal und Teilbarkeit wie in
der Begriindung des Zerlegungssatzes. Um nur ein Beispiel zu nennen: bei Bei-
behaltung der einem kommutativen Bereich angepaliten Funktionen von Unbestimmten
— also des verallgemeinerten GauBschen Satzes — hitte sich der Zerlegungssatz
nicht auf maximale Ordnungen hyperkomplexer Systeme iibertragen lassen, wie
dies tatsichlich durch Speiser und Artin geschehen ist (Ziiricher Vierteljahrs-
schrift 1926 und Hamburger Abhandlungen, Bd. V, 1927).

An Stelle der von Dedekind vorstehend angegebenen vier gleichwertigen
Sitze als Grundlage ist in der neuneren Behandlung die ,ganze Abgeschlossenheit*
getreten, die zusammen mit gewissen Endlichkeitsvoraussetzungen {eingeschrinkter
Doppelkettensatz) dem Zerlegungssatz gleichwertig ist (E. Noether, Math. Ann.
96, 1926). Auf dieser Grundlage ergibt sich nach Krull (Math. Ann. 99, 1928)
direkt die auch von Dedekind (in der vierten Auflage von Dirichlet-Dede-
kind) in den Vordergrund gestellte Tatsache, dafl die Ideale umkehrbare (eigent-
liche) Moduln sind, dafi also die ganzen und gebrochenen Ideale eine Abelsche
Gruppe gegeniiber der Multiplikation bilden, woraus der Zerlegungssatz unmittelbar
folgt. Wihrend Krull zu dem Gruppennachweis noch den Weg iiber die Prim-
ideale nimmt, hat Artin diese Tatsache direkt bewiesen, und zwar allgemein
fiir ganzabgeschlossene Bereiche, die keiner Endlichkeitsbedingung zu geniigen
brauchen. Die Gleichheit wird dabei durch einen passenden Aquivalenzbegriff
ersetzt — auf dem Dedekindschen Begriff des Modulquotienten beruhend —,
den in speziellerer Fassung schon v. d. Waerden zugrunde gelegt hatte (Math. .
Ann. 101, 1929). :

Der Artinsche Beweis wird in der, in der Sammlung Grundlehrer der Math.
Wissenschaften erscheinenden, ,Modernen Algebra“ von v. d. Waerden gebracht
werden. Damit ist dann auch in die Lehrbuch-Literatur, wo bis jetzt der Hur-
witzsche Beweis vorherrschte, die Dedekindsche Auffassung eingedrungen;
ebenso wie dies fiir die modernen Vorlesungen gilt, wo E. Landau noch 1917,
im Nachruf auf Dedekind (Gott. Nachr. 1917), das Gegenteil konstatieren konnte.

Noether.
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