0 wiasnosciach pewnych wyznacznikow funkcyjnych
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Whniesiono na posiedz. Wydz. mat.-przyrod. dnia 18 czerwca 1900; ref. czt. Zorawski.

W pracy tej zajmierny sie pewnymi wyznacznikami, analogicznymi
do wyznacznikéw, zwanych wronskianami. Jezeli mianowicie uwazaé
bedziemy szereg podstawien:

i szereg funkcyj:

to mozna utworzy¢ wyznacznik:

Wyznaczniki takie odgrywajg takgsamag role w teoryi pewnych row-
nan funkcyjnych 1), jaka wronskiany rézniczkowe odgrywajg w teoryi
liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Wronskiany réznicowe

1) A. Grevy. Etude sur les equations fonctionnelles. Annales de I'Ecole normale.
1894 i 1896.
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sg przypadkami szczegllnymi tych wyznacznikbw G i otrzymujg sie
z nich przez zatozenie:

gdzie h jest wielkoscig stala. W pracy tej zamierzamy wyprowadzic¢
szereg wikasnosci analogicznych do wiekszosci z twierdzen o wronskianach
rézniczkowych, podanych w jednych z prac P. S. Dicksteinal). Pewne
z tych wilasnosci zaznaczone juz byly poprzednio w przypadku wron-
skianéw roézniczkowych, inne za$, o ile nam wiadomo, i w przypadku
wronskianéw réznicowych nie byly uwazane.

1) Analogicznie do wzoréw rachunku réznicowego, w naszym przy-
padku ogolniejszym n-tg roznica nazywac¢ bedziemy wyrazenie:

Jezeli pomnozymy wyznacznik:

przez wyznacznik:

to fatwo dostrzedz, ze otrzymamy wyznacznik, ktérego i-ta kolumna jest:

Zatem otrzymujemy wz0r:

ktéry, w cokolwiek innej formie, znajduje sie juz w jednej z prac Chri-
stoffel'a 2).

Z tego wzoru mozna wyprowadzi¢ pewne inne wzory. Jezeli mia-
nowicie do elementdw pierwszego wiersza wyznacznika, stojacego po
prawej stronie poprzedniej roéwnosci, dodamy elementy drugiego wiersza,

1) Wiasnosci i niektore zastosowania wrofskianéw. Prace mat. fiz. t. I. 1888.
2) Zob. Crelle's Journal t. 55, 1858, Str. 297.
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do elementéw drugiego wiersza — elementy trzeciego wiersza i t. d., a do
elementéw przedostatniego wiersza elementy ostatniego wiersza, to wy-
znacznik sie nie zmieni i otrzymamy wzér:

Przeksztatcajgc, w takisam sposob, ten ostatni wyznacznik, przyczem
elementy dwdch ostatnich wierszy pozostajag bez zmiany, otrzymujemy
rownosc :

Wogble ta drogg otrzymamy:

skad, przy k = n— 1, wynika wzor:

Na mocy jednego z tych wzoréw, mianowicie wzoru (3) fatwo

znalez¢ wyrazenie na réznice wyznacznika G. Poniewaz bowiem mamy:

wiec, odejmujac od tego wzoru wyznacznik (3), otrzymujemy:

2) Woprost z definicyi (2) wyznacznika G wynika wzor:

Stad, przez zatozenie:

otrzymujemy :

1) Zob. Christoffel. loco cit.

www.rcin.org.pl



O WLASNOSCIACH PEWNYCH WYZNACZNIKOW FUNKCYJINYCH 385

a jezeli zwr6cimy uwage na to, ze

to tatwo otrzymamy inna posta¢ wzoru (4), mianowicie:

Wiasno$¢ te tatwo uogolni¢, mianowicie mozna pokazaé, ze ma
miejsce rownosc

Réwnos¢ ta, przy m = 1, redukuje sie do poprzedniego wzoru, azeby
wiec udowodnié¢ te réwnos¢ dla kazdego wzkaznika m, wystarczy po-
kazaé, ze jezeli istnieje ona przy pewnem m, to istnieje takze i przy
m+1. W tym celu, wprowadzimy na chwile krotsze oznaczenia:

Za pomocg tych oznaczehh mozna naszg réwnos$¢ napisa¢ w postaci:

skad, przez zastosowanie wzoru (5), otrzymujemy:

Ale réwnos$¢ (7) mozemy zastosowa¢ do n =m-+2 funkcyj i otrzymac
Z niej szereg wzorow

Jezeli ze wzoréw tych okreslimy wyznaczniki G [Al (z), Ak(z)] i otrzy-
mane wartosci wstawimy we wzor (7), to ostatecznie dojdziemy do



386 t. E. BOTTCHER
takiej samej réwnosci, jak (6) z tg tylko roznicg, ze zamiast m wszedzie
mie¢ bedziemy m+1. Zatem twierdzenie nasze jest udowodnione.
3) Wreszcie zajmiemy sie przeprowadzeniem analogii do wzoréw, od-
noszacych sie do ukiadu dotgczonego w teoryi wronskianéw rozniczkowych.
Jezeli w wyznaczniku G [Fl (z), F2(z), ..., Fn(2)] ilos¢ dotgczong
do elementu Fk(zn-1) nazwiemy ®Kk(z), t. j. oznaczymy:

to, wprowadzajgc wielkosci:

mie¢ bedziemy szereg réwnan:

Wprowadzajgc oznaczenie:

mozemy réwnania te napisa¢ w formie:

Widocznie, ze jezeli w tych réwnaniach zastapimy z przez to
korzystajac z oznaczen (8), otrzymamy szereg réwnan:

Przy réznych catkowitych dodatnych wartosciach | mie¢ bedziemy roz-
maite uklady takich zwigzkéw i z posréd nich wszystkich zwrécimy
uwage na rdéwnania nastepujace:

t. J. na réwnania
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Z rownan tych wynika wzonr :

na mocy ktérego otrzymujemy takze:

Ale mozna otrzymacé jeszcze inne zwigzki. Niechaj bedzie k < n
i uwazajmy wyznacznik:

oraz wyznacznik:

i pomnozmy przez siebie te dwa wyznaczniki. Otrzymamy wyznacznik,
ktory, na podstawie oznaczenia (8), mozna napisa¢ w postaci :
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Jezeli teraz zwrécimy uwage nha zwigzki (9), to dostrzezemy z fatwoscia,
ze wszystkie wyrazenia S, znajdujgce sie powyzej elementdéw wyrazu
gldwnego tego wyznacznika, sg réwne zeru, wszystkie za$ wyrazenia S/,
ktére sa elementami wyrazu gtéwnego sa réwne jednosci. Stad wynika,
ze ostatni wyznacznik sprowadza si¢ do wyznacznika:

a zatem, otrzymujemy wzor:

tatwo dostrzedz, ze odpowiedni wzor, zawierajagcy funkcye @, ma postac:

ktérg otrzymujemy na podstawie wzoru:

wynikajacego z okre$lenia funkcyj ®k(z) i Wk(2).
Rachunek, ktéry doprowadzit nas do tych wzoréw, stosuje sie
i do przypadku k=10 i w tym przypadku otrzymujemy wzory:
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Wzory naszego artykutu otrzymujg sie drogg analogiczna do tej,
za pomocag ktorej otrzymujg sie wiasnosci wronskiandw roézniczkowych,
widoczna jednak, ze z tamtych twierdzen wzor6éw naszych wprost od-
czyta¢ nie mozna.
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