..,Z%‘Q/;zwé

Raport Badawczy
RB/29/2006

Research Report

Ocena ZywotnoSci systemow
wielostanowych

J. Karpinski

Instytut Badan Systemowych
Polska Akademia Nauk

Systems Research Institute
Polish Academy of Sciences




POLSKA AKADEMIA NAUK

Instytut Badai Systemowych
ul. Newelska 6

01-447 Warszawa

tel:  (+48) (22) 8373578

fax:  (+48) (22) 8372772

Kierownik Pracowni zglaszajacy prace:
Prof. dr hab. inz. Olgierd Hryniewicz

Warszawa 2006



Raport Badawczy

Research Report

Ocena zywotnosci
systemow wielostanowych

Janusz Karpinski

Instytut Badan Systemowych
Polska Akademia Nauk

Systems Research Institute
Polish Academy of Sciences

Warszawa 2006



“w»ok WD

SPIS TRESCI

Wstep

Zatozenia, definicje, opis systemu

Proces zmian warunkéw zewnetrznych. Zatozenia ogolne
Zatozenia szczegotowe

Probabilistyczny model funkcjonowania systemu

5.1.  Uwagi ogolne

5. Konstrukcja modelu: proces semiregenerujacy sie
53  Probabilistyczne charakterystyki modelu
Wskazniki zywotnosci systemu wielostanowego

Literatura



1. Wstep

Celem przeprowadzenia analizy niezawodnosci systemu dzielimy go na roztaczne czgsci
skladowe (np. jednostki, bloki, zespoly ukdady, pakiety czy tez elementy fizyczne)
traktowane analizie dalszej analizie jako niepodzielne — tzw. elementy systemu. Nastepnie
na podstawie wzajemnych powiazan elementéw systemu analizie ich wplywu na
funkcjonowanie ~ systemu ustala si¢ strukture niezawodno$ciowa systemu, tzn.
odwzorowanie przyporzadkowujace stanom elementow stan systemu. Struktura
niezawodno$ciowa, parametry niezawodnoéci elementow oraz informacja o rodzajach
analizie parametrach obstug technicznych stanowia podstawowe dane do oceny

niezawodnosci systemu.
Najczesciej stosowane w praktyce metody wyznaczania wskaznikow niezawodnosci
systemow korzystaja z nastgpujacych zatozen:

1) system i jego elementy sa dwustanowe w sensie niezawodnoéci, tzn. wyrdznia sig

tylko dwa stany elementow systemu: stan zdatnosci oraz stan niezdatnosci,
2) warunki zewnetrzne oddziatujace na system sa stale w czasie,
3) struktura niezawodnosciowa systemu jest stata w czasie.

W analizie niezawodnosci systemow uwzglednia si¢ przewaznie czynniki o charakterze
wewnetrznym”', na przyklad, losowe uszkodzenia elementow systemu spowodowane
wadami materiatowymi, fizyko-chemicznymi procesami starzenia, bledami personelu

obslugi itp. Uszkodzenia takie maja m. in. nastepujace cechy:

- pojedynczo$¢ strumienia uszkodzen, tj. mate prawdopodobiefistwo jednoczesnego
uszkodzenia pewnej liczby elementow systemu;

- losowy charakter uszkodzen, czgsto o rozkladzie wyktadniczym lub bliskim jemu;

- uszkodzenia poszczegdlnych elementow mozna zwykle uzna¢ za niezalezne;

- czas naprawy jest zwykle krotki.

Niekiedy, obok tak rozumianego pojecia niezawodnosci systemow, wprowadza sig
pojecie Zywotnosci systemow. Zywotnosé systemu jest cechq charakteryzujacq odpornos¢
systemu na oddzialywanie czynnikow zewneltrznych w stosunku do systemu i powodujqcych
uszkodzenia lub tylko pogorszenie stanu niezawodnosciowego pewnej czesci elementow

systemu. Inna definicja zywotnoéci pod tym pojeciem rozumie zdolnosé systemu do



zachowania podstawowych funkcji przy oddzialywaniu czynnikéw otoczenia zewngtrznego

o charakterze katastroficznym.

Czynniki zewnetrzne o charakterze katastroficznym oddzialujace na system mozna
podzieli¢ na dwie grupy:
- czyniki o charakterze zywiolowym (naturalnym), np. pozary, wyladowania

atmosferyczne, obsuniecia ziemi, powodzie, wichury, duze opady atmosferyczne;

- czynniki umyslne, zwiazane z dziataniami nieprzyjaciela, np. atak terrorystyczny, atak

artyleryjski, atak rakietowy, bombowy, radio-elektroniczny, dywersja itp.

Istnieja pewne podobienstwa migdzy niezawodnosciq a zywotnosciq systeméw. W obu
przypadkach rozwazane sa uszkodzenia elementoéw systemu. W podobny sposob definiuje
sie wskazniki niezawodnosci i zywotnosci. Istniejq jednakze rowniez istotne roznice. W
analizie zywotnosci, w przeciwienstwie do analizy niezawodnosci, gtowng rolg odgrywaja
czynniki zewnetrzne w stosunku do systemu, zaréwno o charakterze zywiotlowym, jak tez

umyslnym. Analiza zywotnosci systemow charakteryzuje sig nastepujacymi cechami:

- wystepuja rownoczesne uszkodzenia lub zniszczenia wielu elementow systemu, tzw.

uszkodzenia mnogie spowodowane wspolna przyczyna;

- charakter czynnikéw umyslnych, a wiec i uszkodzen nimi spowodowanych, nie jest
czysto losowy, chociaz w przypadku niewystarczajacej informacji o przyszlych

zamierzeniach nieprzyjaciela mozna zatozy¢ losowos¢ uszkodzen mnogich;

- uszkodzenia maja zazwyczaj charakter dlugotrwaly, usuwanie uszkodzen jest

kosztowne i pracochtonne.

Wielu badaczy traktuje uszkodzenia mnogie i pojedyncze lacznie, uwazajqc tywotnosé
jako szczegdlny prrypadek niezawodnosci. Dotyczy to zwlaszcza takich systemow
technicznych jak sieci energetyczne i rurociagowe, elektrownie konwencjonalne i jadrowe,
instalacje chemiczne. Uszkodzenia mnogie sa wowczas traktowane jako uszkodzenia
zalezne spowodowane wspolna przyczyna. Przy takim podejéciu wskazniki zywotnosci
definiuje si¢ dokladnie w taki sam sposob jak wskazniki niezawodnosci. W niniejszym
opracowaniu stosowa¢ bedziemy to drugie podejécie, uwzgledniajac — oczywiscie — wplyw

zmieniajacych sie oddziatywan zewnetrznych na niezawodno$¢ systemu.

Powszechnie przyjmowane zalozenia o dwustanowosci  elementow oraz- -calego

systemu, niezmiennosci struktury niezawodnosciowej i braku oddziatywan zewnetrznych



na system sa w wielu przypadkach duzym uproszczeniem powodujacym niewlasciwa ocene
niezawodnoéci  analizowanego  systemu. Oceniajac  niezawodnos¢ wspotczesnych,
skomplikowanych systemow technicznych, dokonuje si¢ ich podzialu na elementy, ktore w
wielu przypadkach same sa ztozonymi obiektami. W takim przypadku dla wiasciwej oceny
niezawodnosci systemu nalezy traktowac jego elementy jako wielostanowe, tzn. nalezy
wyrozni¢ wiele stanow zdatnosci i wiele stanow niezdatnosci odpowiadajacych roznym
stopniom zuzycia elementow, roznym poziomom efektywnosci ich dziatania czy tez
roznym rodzajom uszkodzen. Uwaga ta odnosi sie tym bardziej do calego systemu.
Wielostanowe traktowanie systemu i jego elementow pozwala ponadto na: uwzglednienie
zjawiska wzajemnej kompensacji uszkodzen oraz na planowanie racjonalnych obslug
technicznych zapobiegajacych m. in. uszkodzeniom katastrofalnym systemu o skutkach
niebezpiecznych dla zdrowia i zycia ludzkiego lub prowadzacych do duzych strat
materialnych.

Wyrdznianie w analizie niezawodnosci systemow zagadnien $ci$le wiazacych si¢ z ich
zywotnoscia jest uzasadnione m. in. tym, ze wiele wspotczesnych systemow technicznych
funkcjonuje w zmieniajacych si¢ warunkach zewnetrznych. Spowodowane ‘to jest

zmianami:
- narazen $rodowiskowych oddziatujacych na system,
- obcigzen elementow i systemu,
- wykonywanego przez system zadania (funkcji),
- wymagan (potrzeb) w stosunku do wielkogci i jakosci efektu wyjsciowego,
- jakosci obstug technicznych systemu,
- kondycji psychicznej i fizycznej operatora systemu.

Zmienne warunki zewnetrzne moga powodowaé zmiang struktury niezawodnosciowej
systemu, a to z kolei wptywa na warto$¢ wskaznikow charakteryzujacych jego Zzywotnosc.
Dla dokonania adekwatnej oceny zywotno$ci systemu powinno si¢ zatem uwzglednic¢
Zmienno$é warunkow zewnetrznych w czasie eksploatacji systemu. Jako przyklad systemu
0 zmiennej w czasie strukturze niezawodno$ciowej rozpatrzmy system napedowy anteny
stacji radiolokacyjnej skladajacy si¢ z dwoch torow napedowych. W zaleznosci od
obcigzenia anteny tory te pracuja w roznej konfiguracji. W czasie normalnego obciazenia
tory te funkcjonuja jako uklad o strukturze rownoleglej, natomiast w czasie

podwyzszonego obciazenia (duze oblodzenie anteny, duza predkos¢ wiatru) tory
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napedowe pracuja jako uktad o strukturze szeregowej. Innymi przykladami systemow o

losowo zmiennej w czasie strukturze niezawodnosciowej sa:

a)

b)

<)

d)

system zasilania zlozony z wielu generatoréw mocy funkcjonujacy w warunkach
zmiennego zapotrzebowania na energi¢ elektryczna: w zaleznosci od wielkosci
zapotrzebowania ulega  zmianie liczba niezbednych dla  zaspokojenia

zapotrzebowania generatorow, pozostale zas sq nadmiarowe,

system wielofunkcyjny realizujacy poszczegdlne funkcje w roznych losowych
przedziatach czasu, przy czym kazda funkcja realizowana jest przez okreslony zbior
elementéw systemu tworzacych uklad o okreslonej, zaleznej od realizowanej

funkgji, strukturze niezawodnosciowej,

system komputerowy zlozony z dwdch procesorow, ktore w zaleznosci od rodzaju
realizowanych zadan i przeprowadzanych obstug technicznych funkcjonuja: 1) jako
uklad o strukturze rownoleglej — gdy realizowane jest bardzo wazne zadanie i celem
zwiekszenia szybkoéci i niezawodnosci zadania procesory pracuja w strukturze
rownoleglej, 2) jako ukfad o strukturze szeregowej — gdy realizowana jest wigksza
liczba mniej waznych zadan i niezbedna jest praca obu procesorow, 30 jako uktad
zlozony z jednego procesora — gdy przeprowadzane sa planowe zabiegi
profilaktyczne na drugim procesorze,

system transportowy komunikacji miejskiej, ktorego elementami s3 autobusy — w
zaleznosci od natezenia ruchu pasazerskiego dla prawidlowego zapewnienia
przewozéw niezbedna jest rézna liczba autobusow, pozostale natomiast stanowig

rezerwe lub poddawane sa obstugom technicznym.

Przedmiotem niniejszego opracowania jest analiza ZywotnoSci wielostanowych

systeméw technicznych, tzn. analiza niezawodnosci systeméw, na ktére oddzialuja

losowo zmienne warunki zewngtrzne, majace wplyw na zmiany struktury

niezawodno$ciowej systemu. Miarg Zywotnosci takich wielostanowych systemow sg

pewne wskazniki niezawodnoSciowe, charakteryzujace wplyw oddzialywania

warunkéw zewnetrznych na niezawodnos¢ rozpatrywanego systemu, lub inaczej —

odporno$é systemu (w sensie niezawodnosci) na narazenia zewnetrzne.

W opracowaniu najpierw przedstawiono opis rozpatrywanej klasy wielostanowych

systeméw technicznych, nastgpnie przedstawiono model probabilistyczny opisujacy
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dynamike funkcjonowania systemu z punktu widzenia mozliwosci dokonywania oceny
jego zywotnosci , na koniec za$ scharakteryzowano specyficzne charakterystyki modelu,

mogace stuzy¢ do liczbowej lub funkcyjnej oceny zywotnosci systemu.

2. Zalozenia, definicje, opis systemu

Przedmiotem rozwazan bedzie system techniczny S zlozony z n=1 elementow

€,,CyseesC,,. Przyjmijmy nastepujace zatozZenie:

Zalozenie 1

Element Cp i=1,...,n, moze znajdowac si¢ w jednym z &, +1 wykluczajacych sig stanach

k >1, tworzacych zbior K, ={O,l,...,k,}nazywany przestrzeniq  standéw

0,,....k,,

i

niezawodno$ciowych elementu c, lub prosciej przestrzeniq standw elementu c, .

Zalozenie 2
System S moze znajdowac si¢ W jednym z k+1 wykluczajacych sig stanow
0, ..k k=1, tworzacych zbior K :{0,1,.4.,k} nazywany prestrzeniq standw

niezawodnosciowych systemu S lub prosciej przestrzeniq stanow S.

Poszczegdblne stany systemu odpowiadaja réznym stopniom jego efektywnosci dziatania
lub inaczej, réznym poziomom jakosci funkcjonowania systemu, wynikajacym m.in. z
réznego stopnia zuzycia systemu. Zwykle przyjmuje sig, ze stany 0,1,...,/ odpowiadaja
roznym stanom niezdatnoéci systemu, stany I+1,7+2,..k—1 - roznym stanom niepeinej
zdatnoéci, natomiast stan k - stanowi pelnej zdatnosci systemu, 0 <l <k. Zwykle tez
zaklada sie, ze stany systemu sg uszeregowane ze wzgledu na stopien jego zuzycia w taki

sposob, ze stanowi o mniejszym numerze odpowiada wigksze zuzycie systemu.

Analogiczng interpretacje mozna nada¢ stanom elementow: 0,1,.../, - stany
niezdatnosci elementu ¢, , /, +1,1, +2,..,k, —1 - stany niepeinej zdatnosci oraz k, - stan

pelnej zdatnosci elementu c,, i =12,...,n,0 < I, <k,.



Wprowadzenie wigkszej od 1 liczby stanow zdatnoséci odpowiadajacych réznym
stopniom zuzycia systemu (elementu) pozwala na racjonalne planowanie obshug
profilaktycznych, natomiast wprowadzenie wigkszej od 1 liczby stanéw niezdatnosci ma
na celu rozroznienie roznych rodzajow uszkodzen systemu (elementu) wymagajacych
odmiennych obstug technicznych (np. kapitalny remont, naprawa biezaca, regulacja) lub
powodujacych rézne nastgpstwa (np. uszkodzenie katastroficzne o  skutkach
niebezpiecznych dla zdrowia i zycia ludzkiego, uszkodzenie powodujace nadmierne
obciazenie niektorych elementéw systemu). Umozliwia ponadto racjonalne planowanie
odpowiednich obstug technicznych srodkow niezbednych dla ich przeprowadzenia.

W przypadku, gdy k, =1,i=12,..,n oraz k = 1, mamy do czynienia z klasycznym

systemem dwustanowym o elementach dwustanowych.

Zalézmy, ze t = O jest chwila rozpoczecia eksploatacji systemu S. Wprowadzmy

nastepujace oznaczenia:

X, (1) - stan elementu ¢, w chwili 720, X, ()€ K, ,i=12,...n

X(?) - stan systemu w chwili >0, X() e K

X(t) - (X, (), X,(1),... X (1)) - wektor stanow elementow ¢,,...,c, W chwili

120, X(0) eV,

gdzie: V =K, xK,x..xK, ={x=(x,..,x,):x, € K,,i=12,..n}.

Zbior V zawiera wszystkie mozliwe wektory stanow elementow, ktore beda oznaczane
malymi literami x, y, v, z itp.

Ze wzgledu na losowy charakter procesow zuzywania si¢ elementow systemu oraz
losowy czas napraw i innych obstug technicznych, stan elementow systemu ulega losowym

zmianom w czasie eksploatacji systemu. Poniewaz liczba stanow elementow systemu jest

skonczona, zmiany te maja charakter skokowy. Przyjmijmy zatem nastgpujace zatozenie:
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Zalozenie 3

(X():teR} oraz {X,():teR},i=12,..n sa procesami  stochastycznymi
okreslonymi na ustalonej przestrzeni probabilistycznej (£,Z,Pr), ktorych realizacje sa

funkcjami schodkowymi prawostronnie ciaglymi i posiadajacymi skoficzona liczbg skokow

na kazdym przedziale ograniczonym. Przestrzenia standw procesu {X(?)}jest K,

natomiast przestrzenia stanow procesu {X, (1)} jest K,,i=12,...n.

Ponadto zaklada sie, ze wszystkie stany powyzszych procesow sa osiagalne, tzn.

21 VreK 3t20 Pr(X(t)=7)>0

(2.2) VjeKk 3t20  Pi(X,0)=j)>0,i=12..n

Proces stochastyczny {X (¢)}opisuje przebieg zmian stanu systemu w czasie i nazywany
jest procesem zmian stanu systentu.

Proces stochastyczny {X,(f)}opisuje przebieg zmian stanu elementu c, w czasie i
nazywany jest procesem zmian stanu elementu ¢, i =12,...n.

7 zalozenia 3 wynika, ze X(f)=(X,(0),X,(®,...X,®) 1R, jest rowniez
skokowym procesem stochastycznym przyjmujacym wartosci w n-wymiarowej przestrzeni

V=K xK,x.xK,

Proces stochastyczny {X(f)} opisuje faczny przebieg zmian stanow elementow
systemu w czasie lub roéwnowaznie, przebieg zmian wektora stanéw elementow

nazywany jest procesem zmian wektora standw elenentow.

Niech L cV oznacza wszystkie te wektory stanow elementow (skrot: w.s.e), ktore

realizujq si¢ z dodatnim prawdopodobienstwem:

L={xeV :Pr(X()=x)>0 dla pewnego 720}

Zbior L bedziemy nazywac przestrzeniq wektoréw stanow elementdw (skrot: przestrzen

w.s.e.).

S11 -



Przyjmijmy dalej nastepujace zatozenia:

Zalozenie 4

Przestrzed w.s.e. L stanowi minimalng przestrzen standw procesu stochastycznego

(XD}, tzn.

V20,0 eQ X(t,o)el

Vxel Jr=0 Pr{X()=x)>0.

Z zalozenia 3 wynika, ze L # 0.

Rozklad poczatkowy procesu {X (¢)} oznaczmy symbolem d=(d,  xel):
d, =Pr{X(0)=x}, xelL

Jesli procesy { X, (¢)} sa niezalezne, i =1,2,..,n to L=V oraz

d :ﬁPr{X,(O):x,}, xel.

i=l

3. Proces zmian warunkéw zewnetrznych. Zalozenia ogélne

Wiele wspolczesnych systeméw  technicznych funkcjonuje w zmieniajacych sie
warunkach zewnetrznych, ktére moga w istotny sposob wplywac na niezawodnos¢
systemu. Niestety, roznych powodow, najczescie] komplikacji obliczeniowych, faktu tego
na ogol si¢ nie uwzglednia. W niniejszej pracy podejmiemy probe uwzglednienia tego

zjawiska.

-12-



Pod pojeciem warunkow zewnetrznych bedziemy rozumie¢ zbidér wszystkich
parametrow okreslajacych zewnetrzne oddzialywanie na system i wplywajacych na jego

niezawodno$é. Warunki zewnetrzne charakteryzowane sa takimi czynnikami, jak:

_ narazenia $rodowiskowe oddzialujace na system (temperatura, opady atmosferyczne,
wiatr, narazenia elektryczne i mechaniczne itp.),

- wplyw personelu obstugujacego system (np. stopien przeszkolenia, kondycja
psychofizyczna),

- rodzaj funkji (zadania) wykonywanej przez system zgodnie z potrzebami uzytkownika,

- strategia obstug technicznych (np. planowane przeglady i wymiany profilaktyczne),

- intensywno$¢ uzytkowania,

- wymagania w stosunku do wielkosci i jakosci efektu wyj$ciowego wypracowanego przez
system (np. wymaganej mocy systemu energetycznego),

- wplyw innych systemow technicznych.

7 powyzszego wynika, Ze dokonanie pelnego opisu warunkow zewnetrznych
oddzialujacych na system pod katem ich wplywu na niezawodno$¢ systemu jest bardzo
zlozonym zadaniem. Celowym jest zatem dokonanie pewnych uproszczen.

Niech e,(f) € Roznacza warto$¢ parametru okreslajacego i-ty czynnik w chwili
(>0,i=12,.,N, gdzie N jest liczba czynnikow charakteryzujacych warunki zewngtrzne
okre§lone przez N-wymiarowy proces stochastyczny {e(®) = (e,(1),....ey (1)) 1 €R,},
ktorego przestrzen fazowa jest pewnym podzbiorem ¥ zawartym w RY.

Zalozmy, ze przestrzen fazowa Y procesu {e()} zostala podzielona na
m > 1 niepustych roztacznych podzbiorow Y,.Y;,....Y, podzbiorow taki sposob, ze

(a) skutki oddzialywania na system warunkow zewngtrznych okreslonych wartosciami

parametrow e(?) nalezacych do jednego podzbioru Y, sa praktycznie nierozroznialne
ze wzgledu na ich wplyw na niezawodnos¢ systemu, tzn. w przyblizéniu w

jednakowy sposob wplywaja na niezawodnos¢ systemu,

(b) skutki oddzialywania na system warunkow zewnetrznych okreslonych warto$ciami

parametrow e(f) nalezacych do roznych podzbiorow Y, oraz Y,,i# j, sa istotnie

rozne, tzn. ich wplyw na niezawodno$¢ systemu jest istotnie rozny.
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Przy takich zatozenia, z dostateczna dla celow analizy niezawodnosci dokladnoscia,
warunki zewnetrzne oddzialujace na system moga by¢ okreslone procesem

stochastycznym  {W(f):t€ R, }o skoficzonej przestrzeni standw M ={12,..,m}

okreslonym wzorem

Wi)=i < e()el, ieM, teR,

Podzbiér ¥, odpowiada i-tej klasie warunkéw zewnetrznych charakteryzowanych

1

relacja; e(r) € ¥,, stad proces (W (¢)} opisuje faktycznie klasy warunkow zewnetrznych:

W(t) =i, jesli w chwili 7> 0 oddziatuja na system warunki
zewnetrzne i-tej klasy, i e M

W dalszej czgéci pracy bedziemy stosowac uproszczong terminologie. Bedziemy
mowié, ze w chwili 1> 0na system oddzialujq warunki i € M lub rownowaznie, w chwili
1 > Osystem znajduje sie w warunkach i e M | jesli W (1) =1, tzn. w chwili 7 > 0Ona system

oddziahija warunki zewngtrzne i-tej klasy.

Powyzsze rozwazania mozna zreasumowac w postaci nastepujacego zatozenia:

Zalozenie 5

W czasie eksploatacji system moze znajdowaé sig¢ w jednym z mz=1 warunkow

zewnetrznych tworzacych tzw. przestrzen warunkow M = {1,2,...,m}. Zmiany warunkow
czasie opisane sa procesem stochastycznym {W(7):1€ R, } warunkow  skonczonej

przestrzeni stanow M :
W()=ieM < {wchwili 1>0 system znajduje si¢ w warunkach i € M }
Ponadto zakladamy, ze przestrzen warunkoéw M jest minimalna, tzn.
VieM 3teR, Pr{W(t)=i}>0

oraz ze realizacje procesu{/ ()} sa funkcjami schodkowymi prawostronnie éié‘g}ymi,

posiadajacymi skonczona liczbe skokow na kazdym przedziale ograniczonym.
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Proces {W ()} bedziemy nazywac procesem zmian warunkow.

Niech 0=8,<S, <..<Sy <S,,, <...<® oznacza kolejne chwile zmian warunkow,
natomiast W, W,, ..., W,, ... - kolejne warunki oddzialujace na system, W, =W, dla
dowolnego meN. Zmienna losowa W, odpowiada warunkom  zewngtrznym

n

oddzialujacym na system w okresie [S,, S,,,], n€N, tzn.

w,=w(s,) i  W@O=W, da te[S,S,.).

Niech N(f)=max{ne N:S, <t}- liczba zmian w przedziale czasu (0,7]. Wowcezas
mozna napisac
(3.1) VieR, W(i)=Wyu»

co oznacza, ze proces {7 (¢)} jest catkowicie okreslony ciagiem (,.S,).

Przyjmijmy nastepujace zalozenie okreslajace charakter zmian warunkow:

Zalozenie 6
Proces zmian warunkow {# ()£ € R,} jest nieprzywiedlnym procesem sami-Markowa o
przestrzeni stanow M generowanym przez proces markowskiej odnowy {(W,,S,):ne N}

relacja (3.1), tzn. dla dowolnych 7, je M, (eR,

(32)  PriW,. = Sy~ S, <o TS558, =

—Pr(, = },S0 — S, U,y =Pr{W, = .S, <P, =i} dlaW,=i.

n

Nieprzywiedlnos¢ procesu {W(f):f € R, } oznacza, ze wilozony fancuch Markowa
{W,}jest nieprzywiedlny, tzn. po warunkach ieM moga, z niezerowym
prawdopodobienstwem, wystapi¢ po pewnym czasie warunki jeM , dla doWolnych
i,jeM.

Zaktada si¢ ponadto, ze dla dowolnego 7 e N:

(33) I/Vm-l 7:I/Vn
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tzn. proces markowskiej odnowy  {(W,, S,)} nie ma przej$¢ wirtualnych typu i—17,

(3.4) S =8,>0 1 E[S,,, - S,]<+o

tzn. czas trwania poszczegolnych warunkow jest $cisle dodatnig zmienng losowa o

skonczonej wartosci oczekiwanej.

Réwnosé (3.2) oznacza, ze proces {(¢)} posiada w chwilach zmian warunkéw S,
wiasnosé Markowa: przebieg zmian warunkoéw po chwili S, przy znanej wartosci W, nie
zalezy od przebiegu zmian warunkow do chwili S, a takze nie zalezy od n.

Z procesem {W¥ ()} zwiazane sa nastgpujace wielkosci:

Qij(t):Pr{VVnn =/ Sn+] _Sn <tw, =i}

- prawdopodobienstwo tego, ze warunki i e M beda trwac przez czas nie dhuzszy od

/>0, po czym nastapia warunki j € M ; ponadto z (3.3) 1 (3.4) wynika, ze

0,0 =0, 0(;(0)=0;

wg(t) = [Qu (t)],‘jelbl

- jadro semi-Markowa procesu {¥(?)};

0, =lim 0, (1) =Pr{W,,, :j]Wn =i
t—wo
- prawdopodobienstwo tego, ze po zakonczeniu warunkow i € M nastapia warunki

jeM , przy czy z (3.3) wynika, ze

VieM Q,=0,
wg = [Q., ]i,JFJ\/I

- macierz prawdopodobienstw przej$¢ wlozonego tafncucha Markowa {W } ;
H@0)=Y0,0)=Pr{S,,, -8, <t|W,=i}
JEM

- bezwarunkowy rozktad czasu trwania warunkow i e M ;
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b= T’dH,(f) = T(l — H,(#))d! <+

- éredni czas trwania warunkow i € M , przy czym z (3.4) wynika, ze

bx = E[Sn+l - Sn

W, =i]<+o0;

R,(0) = [Pr{, = j, S, <t|W, =i}

- érednia liczba przej$¢ do warunkow jeM w przedziale czasu [0,7], wliczajac

rowniez warunki poczatkowe, przy zatozeniu, ze W, = i; nalezy nadmienic, ze R, =1;

Wrey = [Rg (t)]i,]elvl

- jadro markowskiej odnowy procesu {W(1)};

O=(I1,:ieM)
- rozklad stacjonarny wilozonego lancucha Markowa {I¥,}istniejacy na mocy
nieprzywiedlnosci {/# ()} i bedacy jednoznacznym $cisle dodatnim rozwiazaniem uktadu

rownan liniowych:

H'WQZH’ H'lzla

gdzie 1=(1,1,...,]) - wektor jedynkowy wymiaru .

Oznaczmy przez a = (a, :i € M) rozklad poczatkowy procesu w)}:
a, =Pr{W(0)=W, =i}, ieM.

Wowczas jadro sami-Markowa "Q(f) wraz z rozkladem poczatkowym a stanowi pelng

charakteryzacjg procesu zmian warunkow {W ()} .

Wazna charakterystyka stacjonarna procesu zmian warunkow {(W(t)} jest funkcja

czasu trwania warunkow i € M , oznaczona przez 4 i okreslona wzorem:

E[sumaryczny czas trwania warunkow i w okresie [0,1]] _

M, = lim

(40 1
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1 I1. - b
=lim - E[|/, ds|=———+
/-‘—I{]m 1 [J W (s)=i} S] II- é ’

adzie b= (b ieM), I-b=YTI-b .
ieM
Poniewaz {W(¢)} jest nieprzywiedlny i b, <+oo dla ieM, stad dla dowolnego i e M

frakcja czasu trwania warunkOw istnieje i nie zalezy od rozktadu poczatkowego. Jesli

ponadto proces {/¥(t)}jest nieokresowy, tzn. rozklad czasu powrotu procesu {(7)}do
dowolnego stanu j e M jest nieokresowy (niekratowy, niearytmetyczny, nieperiodyczny),

to frakcja czaséw trwania g, warunkéw ieM sq rowne prawdopodobienstwom

granicznym warunkoéw i e M :

4, = lim Pr{W (1) =i} = lim F,(j,i)
1>+ 1>+
dla dowolnego je M , gdzie
P(j.i)=Pr{W(1)=i|W(0)= j}

- prawdopodobiefistwo przejscia z warunkow poczatkowych W, =jeM do

warunkéw i € M warunkdw czasie 1> 0.

4. Zalozenia szczegbélowe

Dotychczas podano opis systemu i opis procesu zmian warunkdéw zewngtrznych
oddzialujacych na system. Zostaly zdefiniowane trzy procesy stochastyczne:

{X ()} - proces zmian wektora standw elementow systemu,

{X (1)} - proces zmian stanu systemu,

{W (1)} - proces zmian warunkow zewngtrznych.

Obecnie — dla potrzeb opisu zywotnosci systemu — zostana sformutowane zatozenia
dotyczace wzajemnych zaleznosci migdzy procesami {X(f)} i {W()} oraz powiazan

miedzy stanem systemu {X (¢)} a para procesow {X (1)}, Wa)y}.
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Definicja

Stalq w czasie strukturq niezawodnosciowq systemu S nazywamy dowolng funkcje
@V — K, ktora kazdemu wektorowi stanow elementow x e V' elementow jednoznaczny
sposob  przyporzadkowuje stan systemu @(x) € K ={0]1,...,k}tak, ze spelniony jest
warunek B

VieR, — oX@®)=XQ),

tzn. zalezno§é miedzy stanami elementow stanem systemu jest niezmienna w czasie.

Mowimy wowczas, ze system ma stata w czasie strukture niezawodnos$ciowa.
Strukture nazywamy monotoniczng, jesli spetnione sa ponizsze warunki:

P(0)=0, ok)=k,
VxyeV  x<y=oex) <o),

gdzie 0=(0,0,...0), k=(k,ky,...k,),

x<yeoVi=L2,...n x<y, n - liczba elementow.

W naszych rozwazaniach w zasadzie nie bedziemy si¢ ogranicza¢ do struktur
monotonicznych. Nalezy tez zaznaczy¢, ze zgodnie za zalozenien 4 przestrzenig stanow
procesu X(f) jest LcV, stad — na podstawie podanej wyzej definicji struktury —
wystarczy okresli¢ funkcje ¢ tylko na zbiorze L, natomiast na ¥\ L moze by¢ ona w
zasadzie zdefiniowana w dowolny sposob.

Dla szerokiej klasy systemow technicznych zmiany warunkow zewnetrznych
oddziatujacych na system moga powodowaé zmiany powigzan migdzy stanem systemu a
stanami jego elementoéw. Ponizsze zalozenie ustala wplyw procesu zmian warunkow

{(W(r)} na powiazania miedzy procesem zmian wektora stanow elementow {X(7)} i

procesem zmian stanu systemu {X ®}.

Zalozenie 7

Kazdym warunkom ieM  przyporzadkowana jest stata w czasie struktura
niezawodno$ciowa @, L — K taka, ze jesli W()=1,to ¢, (X(1)= X@)dla teR,, tzn.

w czasie trwania warunkow ieM stan niezawodnosciowy systemu okreslony jest
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jednoznacznie przez wektor standw elementow za posrednictwem nielosowej i statej w

czasie funkcji ¢, .

Z powyzszego zalozenia wynika, ze

4.1 VieR, X(’):Q’W(z)(i(t))

Ze wzgledu na nosowosé zmian warunkow zewnetrznych w czasie posta¢ powigzan stanu
systemu i stanéw elementow ulega zatem losowym zmianom w czasie, tzn. struktura

niezawodnosciowa systemu jest losowo zmienna w czasie.

Z powyzej umieszczonego wzoru wynika nastepujacy whniosek.

WNIOSEK 4.1
Proces zmian stanu {X (7)} jest calkowicie okreslony przez proces zmian wektora stanow
elementow {X(f)}, proces zmian warunkow {W(¢)} oraz rodzing deterministycznych
funkcji struktury {g, :i € M} spelniajacych zatozenie 7.

Nalezy dodaé, ze nie zakladamy, iz wszystkie struktury ¢, sa rozne. Dopuszczamy
mozliwosé, ze dla pewnych i,jeM ¢ =¢,, tzn. W warunkach ieM oraz jeM
powiazanie stanu systemu ze stanami elementow jest ta sama zalezno$cia. W szczegolnym
przypadku, gdy wszystkie ¢, sa sobie rowne, to system S posiada stata w czasie strukturg
niezawodnosciowa.

Rozpatrzmy proces stochastyczny {Z(f):7 € R,} zadany wzorem

ZH=wm, X0).
Przestrzenia stanow procesu {Z(7)} jest E=MxL={(i,x):ieM,xeL} Z ostatniego
wniosku wynika, ze proces {Z(f)} wraz z rodzing struktur (¢, :i € M) determinuje stan
niezawodno$ciowy systemu. Okazuje sig, ze strukturg niezawodnosciows systemu mozna
przedstawi¢ w nastepujacej rownowaznej formie.

Zdefiniujmy funkcje ¥ : £ — K wzorem

Y@, x)=¢,(x), (Gx)ek.

Z okreslenia funkcji ¥ oraz z (4.1) wynika, ze
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(4.2) Y(Z()=X(), teR,,
tzn. funkcja W oraz proces {Z(7)} calkowicie okre$laja proces zmian stanu systemu
(X (1)} Z tego wzgledu proces stochastyczny {Z(1)} wraz z funkcjq ¥ stanowi model
niezawodnosciowy systemu S . Model ten bedzie przedmiotem rozwazan w dalszej czgsci
opracowania. Z tego tez wzgledu stany procesu {Z(1)}, tzn. elementy zbioru =M xL,
bedziemy nazywaé stanami systemu (opuszczajac przymiotnik niezawodno$ciowymi),
przestizen E bedziemy nazywaé przestrzeniq stanéw systemu, natomiast funkcje ‘P -
strukturq systemu lub, aby unikna¢ nieporozumien — Sfunkcjq strukturalng systemu.”
Wprowadzone wyzej nazewnictwo ma jeszcze nastepujace uzasadnienie. Potraktujmy
warunki zewnetrzne jako dodatkowy element systemu, 0znaczajac go przez ¢,.
Przestrzenia stanow elementu ¢, jest M, natomiast przestrzeniag wektorow stanow
elementéw rozszerzonego systemu jest £ =M xL. Wowczas, ze wzgledu na (4.2),
funkcja W jest strukturg rozszerzonego systemu, przy czyn jest ona strukturg stala w
czasie. Zatem system S, przez rozszerzenie go o dodatkowy element c, - warunki
zewnetrzne, moze by¢ formalnie rozpatrywany jako system o stalej w czasie strukturze

Y.

Funkcja ¥ indukuje rozklad przestrzeni Ena niepuste, parami rozlaczne podzbiory
{E reK}:
(43) E ={(x)eE: Yix)-r}, rek

To, ze podzbiory te sa niepuste wynika z (2.1) i (4.2). Rozlacznos¢ ich jest oczywista.
Podzbior stanow E, zawiera wszystkie te stany systemu (i,X) z przestrzeni £, ktorym
odpowiada stan niezawodnosciowy systemu 7 € K . Zatem proces stochastyczny {Z(7)}
wraz z rozkladem jego przestrzeni stanoéw [ na niepuste, parami rozlaczne podzbiory
{E._:r e K} stanowi nastgpny rownowazny opis niezawodno$ciowy systemu.

Dla pelnej charakterystyki systemu S pozostato jeszcze okreslenie zaleznosci migdzy
procesem zmian warunkow {(r)} a procesem zmian wektora stanow elementow
{X (1)} Zaleznosci te bedg zarazem stanowily charakteryzacje procesu {(Z(1)}.

Przed sformulowaniem odpowiednich zalozen wprowadzmy kilka niezbednych

oznaczen. Dla dowolnego i € M niech okreslone beda:
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A(l‘) — [A(i)

xy dxyel
- macierz intensywnosci przejécia miedzy wektorami stanow elementow spetniajaca

warunki:

yel AD>0, jesli x=#y: 49 <0

Vel > 45=0

yeL

PO =[P O)yyers TER,

xy

-macierz prawdopodobienstw  przejscia migdzy wektorami  stanow  elementow
odpowiadajaca macierzy intensywnosci przejscia é(”, tzn. bedaca rozwiazaniem ukfadu

rownan rézniczkowych Kotmogorowa

d i YN
—PY)=P" (A
g OH=PL"4

z warunkiem poczatkowym Ei) (0) =1 - macierz jednostkowa o elementach diagonalnych

rownych 1, a pozostatych rownych 0.
Macierz prawdopodobienstw przejécia E”(t) charakteryzuje si¢ nastepujacymi

warunkami: dla dowolnych x, ye L, t,seR,

PY®0=0, PPO=1  FPJ0)=1

P{(;’(l +5)= ZP’L(;)(I) P;i)(s)
zel
- rownanie Kotmogorowa-Chapmana.

Przyjmijmy nastgpujace zatozenia

Zalozenie 8
W chwili 7 =0 proces zmian warunkow {W(#)} warunkow proces zmian wektora stanow
elementow {X(7)} rozpoczynaja si¢ niezaleznie od siebie, tzn. W (0) =MW, i X(0) SA

niezalezne: dla dowolnych (7,x) € E
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Pr{I¥, =i, X(0) = x} = Pr{i, =i} Pr{X(0) = x} =a,-d,.

Zalozenie 9
Niech ne N. W okresie trwania n+1-szych warunkéw W, =ieM , tzn. w’ okresie
[S.,S..,), dla ktorego W, =i (i - dowolna) wektor stanow elementow {X (1)} zmienia
sie jak jednorodny proces Markowa o macierzy intensywnosci przejécia A(7) = [A;X) eyet i
stanie poczatkowym X(S,), w sposéb niezalezny od n, od czasu trwania warunkow

od nastepnych po W, warunkow W, ,, warunkow takze nie

n>

W, =i rownego S, —S

n

zalezy od tego, w jaki sposob w chwili S, zostaly osiagniete warunki ¥, ii wektor stanu

elementéw X (S,) e L.

Zalozenie 10
Zmiana warunkéw nie powoduje zmiany wektora standw elementow, tzn. dla dowolnego
nx1
Pr{X(§,-)=X(S,)}=1

gdzie X(8,-) =lim X(S, ~h).
h-0

Ewentualne zmiany wektora stanéw elementow doktadnie w chwili zmiany warunkoéw

S, moga wynika¢ np. z zakonczenia naprawy lub uszkodzenia jednego z elementow
dokladnie w chwili §,, lecz zmiany te sa pochodng zmian wektora stanow elementow
zachodzacych przed chwila S, iich prawdopodobiefstwo jest rowne 0.

Zatozenia 8, 9 i 10 oznaczaja, ze warunki zewnetrzne oddziatujace na sjétem )

okre$lone sa wylacznie przez czynniki niezalezne w sensie przyczynowo-skutkowym od
systemu, tzn. zmiany wektora stanu elementow (np. uszkodzenia elementéw) nie
powoduja zaburzen w procesie zmian warunkow. Z drugiej strony, warunki zewnegtrzne
wplywaja na wartosci intensywnosci przejécia miedzy wektorami stanéw elementow (np.
przez zwigkszenie lub zmniejszenie obciazenia pewnych elementow), przy czym sama
chwila zmiany warunkéw nie powoduje skokowych zaburzen w procesie zmian wektora

stanOw elementow.
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Nalezy doda¢, ze istnieja systemy techniczne, ktore moga wplywac na przebieg zmian
warunkow, powodujac wydluzenie lub skrojenie czasu trwania pewnych rodzajow
warunkow i e M , jak rowniez moga wymuszaé zmiang warunkow. Przyktadem moga byc
systemy z rekonfiguracja struktury niezawodnosciowej i zmiana wykonywanego zadania
po wystapieniu uszkodzei pewnych elementow. Systemy tego typu nie beda rozpatrywane
W niniejszym opracowaniu.

Na podstawie przyjetych zatozei funkcjonowanie systemu mozna opisa¢ nastgpujaco:
@) W chwili poczatkowej =0 z prawdopodobienstwem a, rozpoczynaja si¢
warunki ieM oraz niezaleznie od nich system rozpoczyna funkcjonowanie z
poczatkowego wektora stanu elementow (w.s.e.) X(0)=xeL zprawdopodobienstwem
d.. W okresie [0,S,) trwania warunkow ieM w.s.e. zmienia si¢ zgodnie z macierza
intensywno$ci przej$cia ém w sposob niezalezny od czasu S, trwania warunkow i €M i
od nastepnych warunkéw W, = j. Czas trwania S, warunkéw ieM oraz zmian na
warunki j € M nie zalezy od przebiegu zmian w.s.e. W okresie [0,S,), zalezy jedynie od
W, =i, za posrednictwem jadra sami-Markowa ”g(r) Pr{W = j,5 < t‘ W,=i}=0,(). W
okresie [0,5,) zalezno$¢ migdzy w.s.e. a stanem niezawodnos$ciowym systemu opisana jest
struktura @, . Ponadto, Ponadto chwili S, zmiany warunkow nie ulega zmianie wektor
stanOw elementow.

2) Zalozmy, ze w chwili S, nastapita zmiana warunkow na W, =j, a ws.e.
osiagnal stan ye L. Wowczas, niezaleznie od tego, jak W, =j i X(S))= Z“zostaiy
osiagnigte, przebieg zmian w.s.e. w okresie [S,,S,) nastepuje zgodnie z macierza
intensywnosci przejscia 4("), rozpoczynajac ewolucje od stanu poczqtkowego y € L.
Zmiany te zachodza niezaleznie od czasu S, -, trwania warunkow W, =j i od
nastepnych warunkow W =mn . Z kolei, prawdopodobienstwo tego, ze warunki W, = j

beda trwaé przez czas nie duzszy niz 7, po czym nastapia warunki m M nie zalezy od

przebiegu zmian w.s.e. w czasie [S,,5,) i jest rowne O, (1). W czasie trwania warunkow
jeM system posiada strukture ¢;. Ponadto, jezeli tuz przed chwila S, w.s.e. osiagnat

stan z € L , to stan ten nie ulega zmianie w chwili §, zmiany warunkow.
Z opisu funkcjonowania systemu wynika, ze chwile zmian warunkow sg chwilami

regeneracji dla procesu {Z(f)}, tzn. jesli W, =ieM i X(S,)=x€L, to po chwili S,
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ewolucja procesu {Z(f)} przebiega w taki sam sposob, jak ewolucja procesu {Z(?)}

rozpoczeta w chwili 1=0 ze stanu (/,x), niezaleznie od tego, jak w chwili S, zostal

osiagniety stan Z(S,) = (i,x).

5. Probabilistyczny model funkcjonowania systemu

5.1 Uwagi ogélne

W ninigjszym punkcie zostanie zaprezentowana konstrukcja procesu RVAGIE
traktowanego jako model probabilistyczny systemu S. Bedziemy zaklada¢, ze struktura
¥ . lub réwnowaznie: podziat przestrzeni E na podzbiory {E, :r € K} odpowiadajace

stanom niezawodno$ciowym systemu (patrz 4.3), jest ustalona.

Nalezy jeszcze nadmieni¢, ze nie bedziemy rozwazaé oddzielnie takich przypadkow
systemu S jak: system naprawiany, o elementach naprawianych / nienaprawialnych w

czasie pracy systemu, system nienaprawialny, system o niektorych elementach
naprawianych, a niektorych nienaprawialnych, system naprawiany tylko w niektorych
warunkach itd. Prowadzitoby to do nadmiernego, zbednego rozdrobnienia, mogacego
prowadzi¢ do wniosku, ze kazdy z wymienionych przypadkow wymaga odrebnego
modelu probabilistycznego. To, czy dany element lub system jest naprawiany, w jakich

warunkach i w jaki sposob, a takze to, czy elementy sa zalezne czy nie , wynika z postaci
macierzy intensywnosci przejscia 4('), ieM oraz z interpretacji stanow elementow,
wektoréw stanéw elementéw i intensywnosci przejécia miedzy wektorami stanow

elementow.

5.2 Konstrukcja modelu: proces semiregenerujacy si¢

Konstrukcja procesu {Z(1) = (W (1), X(?)) 1 € R, } oparta bedzie o opis funkcjonowania

systemu przedstawiony w poprzednim punkcie.
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Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna (€2,Z,Pr), na ktorej okreslone sa
nastgpujace obiekty:

(i) zmienna losowa X,:Q— LV =K xK,x..xK,, zadajaca poczatkowy wektor
stanow elementow taka, ze

Vxel Pr{XO:X}:—|>O,

1
]L
gdzie iL| jest rowny liczbie elementow zbioru L .

Zbiory K, K,,...K,, L zostaly zdefiniowane w punkcie 2, a n oznacza. liczbe

n

elementow systemu.

(ii) proces markowskiej —odnowy {(W,,S,):neN} o przestrzeni  stanow
M ={1,2,...,m}, generujacy proces sami-Markowa {(W(t):1eR,}, posiadajacy jadro

semi-Markowa " Q(1) =[O, ()], ;e :
Q,) = Pr{W,, =/, S =S, < tl W, =i},

oraz rozklad poczatkowy:

VieM Pr{WV,=i}=—>0,

gdzie M jest przestrzenia warunkow.

Zakladamy, zZe {W(t)} spelnia zalozenie 6 podane w punkcie 3, tzn. jest
nieprzywiedlny, nie ma przej$¢ wirtualnych (tzn. 0,(1)=0 dla ieM,eR,) oraz czas
pobytu w dowolnym stanie jest $cisle dodatnia zmienna losowa o skonczonej wartosci
oczekiwanej.

Proces semi-Markowa {W ()} opisuje przebieg zmian warunkow zewnetrznych
oddzialujacych na system. Definicje i oznaczenia charakterystyk procesu {(W(t)}, poza
rozkladem poczatkowym zadanym ostatnio zapisanym wzorem sa zgodne z podanymi w
punkcie 3.

(i)  rodzina wzajemnie niezaleznych, jednorodnych procesow Markowa

®={{_/\:EKL)(1)ZIER+}1N21, ieM, xel}

o0 wspolnej przestrzenie stanoéw L takich, ze:
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(a) realizacje ich sa funkcjami schodkowymi prawostronnie ciagtymi,

b) dla dowolnych ieM,xcL,nz1 proces Markowa {X'” (¢)} okreslony
@.x)

jest macierza intensywnosci przejscia A4° =[A§'£]5X6L i macierza prawdopodobienstw
przej$cia PP :[115;)(1)]5,51., t€R,, bedacej rozwiazaniem odpowiedniego ukladu

réwnan rozniczkowych Kotmogorowa , natomiast stanem poczatkowym jest xUL:
(n)
VoeQ XinOo)=x.

Z powyzszego wynika, 2ze przy ustalonym ieM,xel procesy Markowa
(X, Eff)p(t):nzl} sa wzajemnymi kopiami probabilistycznymi: posiadaja wspolny stan
poczatkowy xe€L i wspolna macierz intensywnosci przejscia é('). Natomiast procesy

{KE,’T;(O} i {K("'))(I)} roznig sie tylko stanem poczatkowym.

Gix
Proces {X E:;)(t)} opisuje przebieg zmian wektora stanow elementow elementow
okresie [S, ,,S,) takim, ze W,_, =i, X(S,.)=x.
Zakladamy, ze wszystkie zdefiniowane powyzej obiekty sa wzajemnie niezalezne, tzn.

zmienna losowa X,, proces markowskiej odnowy {(#,,S,)} oraz rodzina procesow
Markowa @ sa wzajemnie niezalezne.
Za pomoca okreslonych wyzej obiektow definiujemy proces {Z(t)it €R+ w

nastepujacy sposob:
D) Z(0) =Wy, Xo),
2) dla 1€[0.5))

Z(1) = (W, X300y (1)) = W (1), X 510y (1)),
tzn. jesli W, =i, Xy = x, to Z(t) = (1, X (0o ()
3) Z(8,) = W, X300y (S)) = W (S,), Xo00y (S))),

tzn. jesli W, =i, W, = j, X, =x, 8, =1, to Z(8) = Z(1) = (J, X (1);

4) dla z€[S,,S,)

Z(t) = W, X005, (1= $,)) = W (1), X505, (1= 5)),
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tzn.  jesli W, =, X(zlzo)(Sl) =) czyli Z($)=(0y), to

2)

2=, X2, @~ 5);

5) Z(Sz) = (Wzv i(zz()sl)('sz - Sl)) = (W(Sz )»LY_(ZZ()S,)(Sz - Sl )),

itd.

Zatozmy, ze zdefiniowalismy juz proces {Z(1)} do chwili S, wlacznie i

Z(S,)=W, X0 (S, ~8,.)=(,x), wowczas dla 1 €[S,.,S,.,)
(Spa) 1

n L

(n+1)

Z(t) = W, X5t = 8,)) = W (1), X550 = 8,) = (1, Xy (¢ = 5,));

Lz

bznaczmy przez {X(f)} druga wspolrzedna procesu {Z(7)}:
X(0)=X,, X()=Xjs)t-5,) dla (€[S,.5,.).
Mozemy wowczas napisac:
(1) = W (1), X (),

gdzie {W(f)} jest procesem sami-Markowa opisujacym przebieg zmian warunkOw
zewnetrznych generowanym przez proces markowskiej odnowy {(,,S,)}, natomiast
proces {X ()}, bedacy sklejeniem kawatkow jednorodnych procesow Markowa z rodziny
zdefiniowanej na poczatku niniejszego punktu, opisuje przebieg zmian wektora stanow

elementow systemu.

Poniewaz chwile kolejnych zmian warunkow S, sa chwilami Markowa wzgledem

(W (1)}, tzn. dla dowolnego e R, {S, <t}ec(W(s):s< t)Z'EW, stad sa one chwilami
Markowa wzgledem {Z(?)}.

Wprowadzmy kilka niezbednych dalej oznaczei.
Pr{d)=Pr{dW,=i) dla AeX, ieM,

Pr, (A} = Pr{AZ(0)= (. )} = Pr{AW, =i, X, =x} dla A€Z, ieM, xel;

-28 -



E[Y]=E[Y |W@(,:i] - warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Y pod
warunkiem, ze W,=ieM , tj. warto§¢ oczekiwana zmiennej Y wzgledem miary

probabilistycznej Pr;;

E, 4[Y1= EY|Z(0) = (i,x)] = EIY |, =i, X, = x]

- warto$é oczekiwana zmiennej losowej ¥ pod warunkiem, ze
Z(0)=W,, Xo)=(,x) e E=MxL,
tj. wartosé oczekiwana zmiennej ¥ wzgledem miary probabilistycznej Pr, .

Z konstrukcji procesu {Z(¢)} wynikaja bezposrednio nastgpujace whnioski:

a) proces stochastyczny {Z(f)} ma realizacje schodkowe, prawostronnie ciagle i jego
przestrzenia stanow jest E =M xL, przy czym kazdy stan jest istotny, poniewaz
Pr{Z(0) = (i,x)} > 0 dla dowolnego (i,x) € E;

b) pierwsza sktadowa {W (1)} procesu {Z(f)} jest procesem sami-Markowa spe%r-)i'aja‘cyln
zatozenie 6;

c) W, i X(0) sa wzajemnie niezalezne, tzn. spelnione jest zalozenie 8, z tym

zastrzezeniem, ze rozklad poczatkowy skonstruowanego procesu jest Scisle dodatni, tzn.
proces {Z(f)} moze z dodatnim prawdopodobienstwem startowa¢ z dowolnego stanu
(i,x) € E, co nie jest warunkiem ograniczajacym (patrz UWAGA 5.1. ponizej);

d) w okresie [S,,S,.,), dla ktorego W,=ieM, X(S,)= X(Z"()SH)(S,, -8, )=xel
proces stochastyczny {X(¢)} ewoluuje po trajektoriach procesu Markowa {X 2,’;;)(1)} o
macierzy intensywnosci przejécia é(i), niezaleznym od W, S,,—S,.~--n oraz od
sposobu osiagniecia w chwili S, stanu Z(S,)=(i,x). Oznacza to, ze spetnione jest
zalozenie 9,

e) w chwilach §, proces X(¢) nie zmienia, z prawdopodobienstwem 1, swojego stanu,
tzn. spetnione jest zatozenie 10;

f) dla dowolnego (i,x) € E, jesli Z(S,) = (i,x), to ewolucja procesu {Z(1)} po czasie S,

czyli ewolucja przesunigtego procesu {Z(S, +7)}, jest probabilistyczna kopig ewolucji

procesu {Z(r)} startujacego w chwili 1=0 ze stanu (7,x), niezalezng od tego, w jaki
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proces {Z(f)} osiagnat stan (i,x)eE w chwili S,. Oznacza to, ze chwile zmian stanu
procesu sami-Markowa {W (1)} sa chwilami regeneracji dla procesu {Z(#)}, tzn. dla

dowolnych n,p>=1, 0<f <t,<..<f,€R, B,B,,..B,ck, (,x)ek
Pr{Z(S, +4) € B,,...Z(S, +1,) € B, } =
=Prys {Z(4) €B,,...2(t,) € B,} = Pr, {Z(t)€B,,...Z(t,)€B,},

gdzie Py {} jest zlozeniem zmiennej losowej Z(S,) z przeksztatceniem

(i,x)eELw Pr(,vi){~} e[0,1].

UWAGA 5.1
Zgodnie z zalozeniem 8 rozkiadem poczatkowym procesu {Z(f)} powinien by¢
(ad, :(,x)€ E)y=(p,p:(,x)€ E). Przy konstrukcji procesu {Z(f)} przyjeliSmy, ze
Pr{Z(0)=(i,x)}= l/ |E| >0, co pozwolito w elementarny sposob zdefiniowac
prawdopodobiefistwo warunkowe Pr; oraz Pr ,, a stad uprosci¢ analizg procesu {Z(?)}.

Takie okreslenie rozkladu poczatkowego nie jest utrata ogolnosci rozwazan, poniewaz

rozklady skoficzenie wymiarowe, a wigc i wszystkie inne charakterystyki procesu {Z(7)},
przy zatozeniu, ze rozktadem poczatkowym jest p=(p,x)= ad, :(i,x) € ), mozna w

prosty sposob wyrazi¢ za pomoca analogicznych charakterystyk wyznaczonych dla

procesu {Z(f)}, ktorego rozktad poczatkowy jest rownomiernie roztozony po wszystkich

stanach, jak to przyjeto w konstrukcji. Przyktadowo:

Pr{Z(t)e BE} = Zp(,.‘é) Pr(,vs){Z(t) € B}.

(i,x)eE

WNIOSEK 5.1

Na mocy wyzej sformulowanych wnioskow oraz powyzszej uwagi skonstruowany proces

stochastyczny {Z(f)} wraz ze struktura systemu ¥ jest adekwatnym modelem
niezawodnogciowym systemu S spelniajacego zatozenia sformutowane w rozdziatach 3 i

4.
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WNIOSEK 5.2

Proces stochastyczny {Z(f)} wraz z procesem markowskiej odnowy {(Z,,S,)}, Z, = Z(S,)

jest procesem semiregenerujacym si¢ w sensie definicji podanej w [Cinlar, Gaede], przy

czym zbiér standw regenerujacych jest rowny calej przestrzeni stanow £ =M x L.

Przedziat [S,,S,,,) jest nazywany okresem regeneracji lub okresem (i, x) - regeneracji

procesu {Z(1)}, jesli Z(S,) = (i,x). Zatem okresy regeneracji pokrywajg si¢ z okresami
trwania poszczeg6lnych warunkéw zewnetrznych. Fakt, ze [S,,S,,.) jest okresem (i,x)-
regeneracji oznacza, ze w chwili S, nastapia zmiana warunkow na W, =i oraz wektor
stanow elementow osiagnat stan x=X(S,). Przejécie procesu {Z(f)} do stanu
Z(S,)=(i,x) w chwili regeneracji S, nazywamy (i,x) -przejsciem regeneracyjnym lub
przejéciem regeneracyjnym, jesli stan Z(S,) nie jest wyszczegolniony. To, ze kazdy stan
(i,x)eE jest stanem regeneracji nie oznacza, ze kazde przejscie do stanu (7,x) jest
przejéciem regeneracyjnym, mozliwe sa bowiem przejécia do tego stanu wewnatrz okresu
regeneracji [S,,S,,). Przejscia takie bedziemy, dla odroznienia od  przejs¢

regeneracyjnych, nazywac przejsciami nieregeneracyjnymi procesu {Z(1)}.

WNIOSEK 5.3

Niech Z,=Z(S,), neN. Wowczas {Z,:ne N} jest wlozonym fancuchem Markowa o
przestrzeni stanéw E.

Procesy semiregenerujace si¢ oraz procesy zblizone do nich lub bedace ich szczegolnymi
przypadkami ~ w [Cinlar (1975)]. Procesy semiregenerujace si¢ sa uogdlnieniem procesow
Markowa, proceséw sami-Markowa oraz procesow regenerujacych si¢. Nalezy doda¢, ze proces

{Z(1)} nalezy do klasy procesow nazywanych procesami Markowa z semimarkowskimi

zaburzeniami, bedacych szczegélnym przypadkiem proceséw semiregenerujacych sig.
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5.3. Probabilistyczne charakterystyki modelu

W niniejszym punkcie zostang podane podstawowe charakterystyki probabilistyczne
procesu {Z(f)}niezbedne dla otrzymania wskaznikow charakteryzujacych zywotnos¢
systemu S.

Zdefiniujmy nastepujace wielkosci:
Q((iaﬁ)a(j’z);t) = Pr(,,i){Zl = (-I’X)’ S <t}

- prawdopodobienstwo przejcia w jednym kroku procesu markowskiej odnowy
((Z,,8,)} ze stanu (i,x) € E do stanu (j,y) € £ w czasie nie dluzszym od7eR,.

Interpretacja: prawdopodobienstwo tego, ze warunki ieM , w chwili rozpoczgcia
ktérych wektor stanow elementow byt rowny xe L, bedg trwac przez czas nie dtuzszy od
f, po czym nastapi zmiana na warunki jeM , w ktorej to chwili wektor stanow

elementow bedzie w stanie ye L.
0 =[2G ), (> YD) pes
- jadro sami-Markowa procesu markowskiej odnowy {(Z,,S)}.
0((,x), () = Py o4 Z, = (. )} = lim O((, ), (J, ) 1)
- prawdopodobienstwo przejicia w jednym kroku wlozonego faincucha Markowa {Z,} ze
stanu (i,x) € E do stanu (/,y) € E.
Interpretacja: prawdopodobienstwo tego, ze po warunkach i e M, w chwili rozpoczgcia

ktorych wektor stanow elementow byt rowny xe L, nastapi zmiana na warunki jeM ,
w ktorej to chwili wektor stanow elementow bedzie w stanie y € L.

0 =10 x), U Y)kisro.pes

- macierz prawdopodobiefistw przejcia wtozonego faficucha Markowa {Z,},
Z,=2(S,)=W,X(S,)

H((1,x);0)=Pr, {8, <1}, 1€ R,

- bezwarunkowy rozktad czasu pobytu procesu markowskiej odnowy {(Z,,S,)} w stanie

@i, x)e k.
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Interpretacja: dla ustalonego 7 € R, , prawdopodobienstwo, ze warunki i e M , w chwili
rozpoczecia ktorych wektor stanow elementow byt rowny x € L, beda trwaé przez czas

nie dhuzszy od 7.

m(i,x) = E(n,,!)[Sl]

- éredni bezwarunkowy czas pobytu procesu markowskiej odnowy {(Z,,S,)} w stanie

(,x)€E.
Interpretacja: $redni czas trwania warunkow i e M, w chwili rozpoczecia ktorych
wektor stanéw elementow byl réwny xe L.

m=(m(i,x): (i,x) € E)

- wektor érednich czaséw pobytu {(Z,,S,)} w poszczegolnych stanach.

0 ((1,0),(, ) =Py p{Z, = (1. y). S, <1}, neN

- prawdopodobiefistwo przejscia procesu markowskiej odnowy {(Z,,S,)}w doktadnie n
krokach ze stanu (7,x) € E do stanu (j,y) € E W czasie nie dluzszym od 7€ R, .

Interpretacja: prawdopodobienstwo tego, ze n-ta zmiana warunkOw nastapi przed
czasem 7 i w chwili tej zmiany rozpoczna si¢ warunki j € M , a wektor stanow elementow

osiagnie stan ye L, przy zatozeniu, ze w chwili poczatkowej rozpoczely si¢ warunki

i e M , a wektor stanow elementoéw byt rowny xe L.

R((,x),(J, Z);t) = E(:,g)[zl(z,, =5 g/)]
n=0

- $rednia liczba (/,y) - przej$¢ regeneracyjnych procesu {Z(f)} w okresie [0,7] przy
zatozeniu, ze Z(0)=Z,=(@,x) e E.

Interpretacja: $rednia liczba wystapiefi w okresie [0,7] warunkéw j €M takich, ze w
chwilach ich rozpoczecia si¢ wektor standéw elementow osiagnat stan yeL przy
zalozeniu, ze w chwili poczatkowej S, =0 rozpoczely si¢ warunki ieM , a wektor

stanow elementow byl rowny xe L.

Z powyzszego okreslenia wynika, ze

N 1 gdyi=j,x=y
R((1,x),(J,y);,0) = { . - :
0 wprzeciwnym przypadku

Stad funkcja R((i,x), (i, x);!) ma skok jednostkowy w chwili 7=0.
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R(@®) = [R(G,%),(, Y)iD)i.pesr TER

- jadro markowskiej odnowy procesu {(Z,S)}.

P((,%),(J, ) =Pr, p{Z(O) = (U, )}

- prawdopodobienstwo przejscia procesu {Z(1)} ze stanu poczatkowego (i,x)e L do
stanu (j,y)€E w czasie 1€ R, .

Interpretacja: prawdopodobienstwo tego, ze W chwili e R, na system beda
oddzialywa¢ warunki jeM i wektor stanow elementow bedzie rowny yeL przy
zatozeniu, ze w chwili poczatkowej S, =0 rozpoczely si¢ warunki ieM , a wektor

stanéw elementow byl rowny xe L.
Vi, = Eq ol [Tzl 1€R,

- éredni sumaryczny czas pobytu procesu {Z(f)} W stanie (j,y) € E w okresie [0,7] przy
zalozeniu, ze Z, = (i,X) € E.

Interpretacja: $redni sumaryczny czas trwania warunkéw jeM w okresie [0,7], w
czasie ktorych wektor stanow elementow jest rowny y & L przy zatozeniu, ze w chwili
poczatkowej S, =0 rozpoczely si¢ warunki €M, a wektor stanow elementow byl

rowny xe L.

sl
UGx)) = E(:»;)[J‘]ug(u):g)d“]
0

- éredni sumaryczny czas pobytu procesu {X(r)} w stanie y € L w okresie [0,S,] przy
zalozeniu, ze Z, = (W,, X(0))=(,x) € E.

Interpretacja: $redni sumaryczny czas, w ktorym wektor stanow elementow jest rowny
y =€ L w pojedynczym okresie trwania warunkow i € M , na poczatku ktorego wektor stanow

elementow byl rowny xe L.

K, (X)) =Pr, (X () =y, 8, > 1}, 1R,

- prawdopodobienstwo tego, ze do chwili 1€ R, nie wystapito przejcie regeneracyjne procesu
{Z(1)), natomiast w chwili ¢ proces {X(1)} osiagnat stan yelL przy zalozeniu, ze

Z,=(,x)ek.

Interpretacja: prawdopodobienstwo tego, ze warunki i€ M beda trwaé co najmniej przez
czas 1, w ktorym to wektor standw elementow osiagnie stan y € L przy zatozeniu, w chwili

rozpoczecia sie warunkow i € M wektor stanow elementow byt rowny xe L.
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e=(e(t,x):(,x)eE

- rozklad stacjonarny wlozonego tancucha Markowa {Z,}, o ile {Z,} jest nieprzywiedlny
[Cinlar (1975), Feller (1981)], bedacy wowczas jedynym $cisle dodatnim rozwiazaniem ukfadu
réwnan algebraicznych :

e(j,y)= 2.e(,90((,x),(.p), (LY EEL,

(i.x)ek

e, x)=1,

(1.x)eE

ktory zapisany w formie macierzowej ma posta¢:

e=eQ, el=1]

gdzie 1=(1,1,...,1) - wektor jedynkowy wymiaru |E].
Wielko$é e(i,x) moze by¢ interpretowana jako czestotliwos¢ wystepowania takich okresow
trwania warunkéw 7 € M , na poczatku ktérych wektor stanow elementow jest rowny xe L.

6. Wskazniki zywotnos$ci systemu wielostanowego

Wskazniki niezawodnoséci, w tym roéwniez wskazniki zywotnoSci systemu S bedziemy
okre$la¢ w podobny sposéb, jak to si¢ czyni w przypadku systemow dwustanowych. Oznacza
to, ze bedziemy dokonywa¢ podziatu przestrzeni stanow systemu E na dwa niepuste, roztagczne
podzbiory: E, - zawierajacy interesujace nas stany systemu oraz E =E\E, - zawierajacy
pozostate stany systemu. Wowczas wskazniki niezawodnosci systemu bedziemy definiowac jako
jako odpowiednie charakterystyki ~procesu {Z(t)}zwiazane podzbiorze czasem lub

prawdopodobienstwem pobytu procesu {Z (1)} w podzbiorze stanéw E, .

Rozpatrywaé bedziemy nastgpujace charakterystyki procesu {Z(7)} zwiazane z wybranym
podzbiorem stanéw E, i stanowiace zarazem wskazniki zywotnosci systemu:

1) R, o(EsD - prawdopodobienstwo pozostawania (pobytu) procesu {Z(t)} w podzbiorze

E, przez czas dluzszy od t przy zalozeniu, ze Z, = (,x)ek,
Pr(,{){Z(u) ek, dla uel0,7]}, (i,x)eE,

2) P((i,x),E,) - prawdopodobienstwo tego, ze w chwili #>0 proces {Z(7)} bedzie w
podzbiorze E, przy zalozeniu, ze Z,=(i,x)€ E, tzw. niestacjonarne prawdopodobienstwo

podzbioru £, :
P(Gx),E) =P {ZOEE},  (Gx)eE.
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Zamieniajac miejscami £, i £ otrzymujemy tzw. przeciwstawne wskazniki zywotnosci
(niezawodnosci) systemu.

W przypadku systemow dwustanowych rozpatruje si¢ tylko jeden podzial przestrzeni stanow
E: na podzbior stanow zdatnosci E, i podzbior stanow niezdatnosci E_ = E\FE, . Wowczas,
przykladowo, R, ,(£,;1) jest prawdopodobienstwem poprawnej pracy systemu przez czas t.

Rozpatrywany w niniejszym opracowaniu system S jest wielostanowy: posiada & +1stanow
niezawodno$ciowych W0,1,...,k tworzacych przestrzen standw niezawodno$ciowych K i
generujacych podzial przestrzeni standw E na k+/ roztacznych, niepustych podzbiorow
E,, rek, z ktorych kazdy odpowiada jednemu stanowi niezawodnosciowemu systemu.
Dlatego tez istnieje wiele sposobow podziatu przestrzeni stanow E na podzbiory £, i £, z
ktorych kazdy definiuje inna klasg wskaznikow niezawodnos$ci (zywotnosci) systemu.
Interpretacja tych wskaznikow zalezy od interpretacji niezawodnosciowej wybranego podzbioru
E, . Zazwyczaj E, definiuje sig jako jeden z podzbiorow E, lub jako sume kilku podzbiorow
L, ,A..,E,.p, gdzie 2< p<k,n,...r,eK.

Zalozmy, ze system S jest czterostanowy, tzn. k=3 i poszczegdlne stany
niezawodnosciowe maja nastepujaca interpretacie:

3 - stan pelnej zdatnosci,

2- stan niepetnej zdatnosci,

1 - stan niezdatnoséci, uszkodzenie systemu nie powoduje zagrozen,

0 - stan niezdatnosci, usuwalne uszkodzenie katastrofalne, tzn. powodujace zagrozenie dla

zdrowia i zycia obstugi systemu.

Woéwczas przestrzef stanow systemu [ rozklada si¢ na niepuste, parami roztaczne podzbiory
E, E, E,E,, ktorych interpretacja jest taka sama, jak odpowiadajacych. im stanow
niezawodnosciowych 3, 2, 1, 0. Mozna ponadto wyrdzni¢ nastgpujace podzbiory:

E =E UE, - podzbior stanow zdatnosci,
E,=E Wk, =E\E, -podzbior standw niezdatnosci,
E, =E\E, - podzbior standw bez zagrozenia, bedacy dopetnieniem stanu £,

odpowiadajacych uszkodzeniu katastrofalnemu systemu.

Jesli przyjmiemy E, =FE,, to wskazniki niezawodnosci okreslone w punkach 1) i 2)
niniejszego rozdzialu maja taka sama interpretacje, jak w przypadku systemu dwustanowego,
przyktadowo:

R, (B0 - prawdopodobiefistwo poprawnej pracy systemu przez czas f, przy zalozeniu, ze w
chwili poczatkowej S, =0 rozpoczely si¢ warunki zewngtrzne ieM i wektor stanow
elementow byt rowny x e L, przy czym (i,x)€ E_.

Jedli natomiast przyjmiemy E, = E,,, to interpretacja wskaznikow niezawodnosci systemu

bedzie nastepujaca:

Ry o (Byi0) - prawdopodobiefistwo tego, ze w okresie [0,7] nie wystapi uszkodzenie
katastrofalne przy zatozeniu, ze w chwili poczatkowej S§,=0 rozpoczely sig warunki

zewnetrzne i € M , wektor stanow elementow byt rowny x € L i nie bylo zagrozen.
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P((i,x),E,;) - prawdopodobienstwo tego, ze w chwili 7> 0 nie ma zagrozenia przy zalozeniu

jak wyzej.

Sposoéb wyznaczania postaci funkcyjnej wymienionych wyzej, a takze innych, wskaznikow
zywotnosci systemow wielostanowych wymaga dalszych prac.
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