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Streszczenie

W pracy przedstawiono szczegélowo zagadnienia dotyczace
immunizacji portfela obligacji za wzgledu na ryzyko nieoczekiwanych
zmian poziomu stép procentowych oraz ryzyko zmian ksztattu
kizywej dochodowosci (yield curve). Podano tez wihasny dowdd
tzw. podstawowego twierdzenia o immunizacji. Szczegdlng uwage
zwrécono na zagadnienie czynnikowej immunizacji (factor
immunization), wigzace si¢ z uprzednia identyfikacja czynnika
poziomu, czynnika nachylenia oraz czynnika krzywizny krzywej
dochodowosci, bedacej ilustracja graficzng zmieniajacej si¢ z
uptywem czasu biezacego - struktury terminowej stép procentowych.

¥ Praca zostanie zgtoszona do publikacji w czasopi$mie naukowym: Bank i Kredyt, NBP.
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1. Wprowadzenie

W pracy, przedstawimy obszernie problematyke immunizacji portfela
obligacji ze wzgledu na jedno zobowiazanie finansowe, jakie musi by¢ wy-
pelnione w zadanym horyzoncie czasowym przez inwestora, bedacego na-
bywca analizowanego portfela. Najpierw omdéwimy pojecie struktury
terminowej st6p procentowych, przedstawimy zagadnienie wyceny obligacji
oraz dokonamy pewnego podsumowania ogdlnej problematyki z zakresu
immunizacji portfela obligacji ze wzgledu na ryzyko nieoczekiwanych
zmian rynkowych stép procentowych. Zagadnienia te sa bardziej szczegéto-
wo przedstawione m. in. w innej pracy autora; por. Jakubowski (2006b).

Nastepnie przedstawimy zagadnienie kwantyfikacji ryzyka stopy pro-
centowe] — podajac wyprowadzenia podstawowych wzordw definiujacych
parametry okresowosci (duration) oraz wypuklosci (convexity) pojedynczej
obligacji oraz portfela obligacji; dokonamy réwniez interpretacji tych para-
metréw. W dalszej kolejnosci zaprezentujemy nowy dowdd tzw. podstawo-
wego twierdzenia o immunizacji oraz sformulujemy zagadnienie
optymalnego wyboru portfela zimmunizowanego.

Natomiast w ostatniej czesci pracy podamy szczegélowy opis matema-
tyczny analizy czynnikowej dynamiki zmian struktury terminowej stép pro-
centowych, przedstawimy definicje czynnikowej okresowosci oraz
czynnikowe] wypuktosci obligacji, po czym zaprezentujemy czynnikowy
model immunizacji portfela obligacji. Szczeg6lng uwage zwrdcimy w tym
przypadku na mozliwo$¢ identyfikacji tzw. czynnika poziomu, czynnika
nachylenia oraz czynnika krzywizny krzywej dochodowosci (yield curve),
bedacej ilustracja graficzna zmieniajacej si¢ losowo, z uptywem czasu bie-
zacego — struktury terminowej stép procentowych.

Ogoélnie rzecz biorac, pod pojeciem immunizacji portfela obligacji ro-
zumiemy takie zaprojektowanie udzialéw wartosciowych poszczegdlnych
obligacji (o réznych terminach wykupu) wchodzacych w sktad analizowane-
go portfela, aby warto$¢ globalna tego portfela byta jak najmniej wrazliwa
na nieoczekiwane zmiany rynkowych stép procentowych. Zagadnienie to
rozpatruje si¢ przy zadanym horyzoncie inwestycyjnym wynikajacym z ter-
minu platnoéci przyszlych zobowigzan finansowych. W najprostszych mode-
lach immunizacyjnych zaklada sig, ze w przyszlosci wystgpowacl bedzie
pojedyncze zobowiazanie. Natomiast w modelach bardziej ztozonych, pod-
stawowym problemem jest dopasowanie strumienia przyszlych dochodéw
wynikajacych z faktu posiadania okreslonego portfela obligacji (platnosci
odsetkowe 1 wartoéci nominalne) ze strumieniem przysztych zobowiazan,
rozpatrywanych w dyskretnych chwilach czasowych.



Zadanie immunizacji nie ma na og6l jednoznacznego rozwiazania - ist-
nieje wiele (lub nieskoficzenie wiele) portfeli umozliwiajacych dopasowanie
przyszlych dochodéw (assets) do przyszlych zobowiazan (liabilities). Umoz-
liwia to dodatkowo sformulowanie pewnej funkcji celu - np. maksymalizacja
zysku lub minimalizacja kosztu utworzenia okreslonego portfela obligacji.
Problematyka immunizacji sprowadza si¢ w rozpatrywanym przypadku do
zagadnienia optymalizacji, rozwigzywanego za pomoca jednej z wielu tech-
nik programowania matematycznego. W zagadnieniu tym problem immuni-
zacji portfela formuluje si¢ w postaci okreslonego zbioru ograniczen.

Zagadnienie immunizacji portfela obligacji jest pewnym szczegdlnym
(ale waznym) przypadkiem bardziej ogdlnej problematyki zarzadzania port-
felowego obligacjami w warunkach ryzyka stép procentowych. Podstawowe
etapy rozwoju teorii immunizacji wyznaczaja prace Macaulaya (1938) -
wprowadzenie pojecia okresowosci (duration) obligacji, Redingtona (1952)
- pierwsze uzycie terminu (i koncepcji) ,,immunizacja” w odniesieniu do
zagadnien inwestycyjnych, Fishera, Weila (1971) - uogdélnienie pojecia
okresowosci obligacji, Vasiceka (1977) oraz Coxa, Ingersolla, Rossa (1979,
1985) - model stochastyczny dynamiki zmian struktury terminowej stop
procentowych, Bierwaga (1987) - koncepcja ,,0kna okresowosci” (duration
window), Brennana, Schwartza (1979, 1983) - dwuwskaznikowe modele
dynamiki zmian stdp procentowych - oraz prace Garbade’a (1986, 1989),
Littermana, Scheinkmana (1991) i Dahla (1993) - koncepcja czynnikowej
okresowosci i czynnikowej wypuktosci obligacji oraz czynnikowy model
zmian struktury terminowe;j stép procentowych.

Ostatnie lata to burzliwy rozwdj zaréwno prac teoretycznych jak i ba-
dan empirycznych w zakresie immunizacji portfela obligacji ze wzglgdu na
ryzyko stép procentowych. Najnowsze wyniki z tego zakresu sg publikowa-
ne w wielu czasopismach naukowych z teorii finanséw; m.in. w Journal of
Finance, Finance and Stochastics, Journal of Fixed Income, Journal of Port-
Jolio Management i w wielu innych.

2. Struktura terminowa stop procentowych —
zagadnienie wyceny obligacji

Zagadnienie immunizacji portfela obligacji wiaze sig $cisle z pojeciem
struktury terminowej stép procentowych. Struktura ta odzwierciedla funk-
cyjna zaleznos¢ wysokosci poszczeg6lnych stdp procentowych od termindw
zapadalnosci zobowiazan, dla ktérych te stopy sie rozpatruje. W analizowa-
nym przypadku przyjmuje sig, Ze rynkowe stopy procentowe spot r,, rozpa-
trywane dla poszczegélnych terminéw ¢=1,23,..,T, sa okre$lone przez

2




rentownoéci do wykupu YTM (yield to maturity) obligacji czysto-
dyskontowych. Rentownosci te stanowig pewien ,,wzorzec”, wediug ktérego
dokonuje si¢ wyceny wszystkich innych funkcjonujacych w danym sektorze
rynku finansowego obligacji wielokuponowych, jak tez i innych instrumen-
téw finansowych.

Graficznym zobrazowaniem struktury terminowej stép procentowych
spot jest tzw. krzywa dochodowosci. Krzywa ta, przedstawiajaca zaleznosé
rentownosci do wykupu YTM =r,, obligacji czysto-dyskontowych od ter-
minéw wykupu tych obligacji ¢ =1,...,T - moze mie¢ rézny ksztait. Moze to
by¢ krzywa rosnaca, malejgca lub (w przyblizeniu) stata. Ksztalt krzywej
dochodowosci zalezy od szeregu czynnikéw zwiazanych zaréwno z funk-
cjonowaniem analizowanego rynku finansowego, jak réwniez od biezacej
sytuacji gospodarczej danego kraju. Ponadto, ksztalt tej krzywej zmienia si¢
dynamicznie w czasie co jest wlasnie zZrédlem ryzyka stép procentowych;
por. rysunki 11 2.

Poziom stép procentowych na jakim przebiega dla tych samych termi-
néw zapadalno$ci krzywa dochodowosci zalezy réwniez od sektora rynku,
dla ktérego ta krzywa byla identyfikowana. W zaleznos$ci od sektora anali-
zowanego rynku mamy bowiem krzywe dochodowosci obligacji i bonéw
skarbowych, krzywe dochodowosci obligacji municypalnych, krzywe do-
chodowosci obligacji korporacyjnych itp. Ze wzgledu na stopniowanie po-
ziomu ryzyka inwestycyjnego, jakim obarczone sa walory z réznych sektor
rozpatrywanego rynku, krzywa dochodowosci obligacji korporacyjnych
przebiega na ogdl ponad krzywa dochodowosci obligacji municypalnych (o
wysokim ratingu). Natomiast obie te krzywe przebiegaja powyzej krzywej
dochodowosci obligacji skarbowych. Wynika to bezposrednio z faktu, ze w
przypadku obligacji skarbowych (tzw. the Treasuries) o praktycznie zero-
wym ryzyku niewyplacalnosci emitenta, ,,zadana” przez inwestoréw stopa
Zwrotu jest najnizsza; Fabozzi, Fong (1994).

Nalezy réwniez zwréci¢ uwage na fakt, ze sam proces identyfikacji
krzywej dochodowosci jest procesem ztozonym. Wynika to m.in. stad, Ze na
rynku nie ma na ogét wystarczajacej liczby obligacji czysto-dyskontowych,
pokrywajacych dostatecznie szeroki zakres analizowanych terminéw zapa-
dalnosci; na przyktad, w przypadku obligacji skarbowych, analizuje si¢ za-
kres terminéw od 1 roku do 30 lat. Wykorzystuje sie wigc rézne metody
przyblizone (tzw. boot-strapping), w ktérych podstawa do analiz s obliga-
cje wielokuponowe; Fabozzi (1996). W celu okreélenia krzywej dochodowo-
$ci wykorzystuje si¢ réwniez rézne metody 1 techniki aproksymacji ciggtej
przebiegéw dyskretnych takie, jak metoda funkcji ,,spline” i inne; Anderson,
Breedon, ez al. (1997). Stosuje si¢ rdwniez w tym przypadku metodg analizy
regresyjnej; Elton, Gruber (1995).
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Rys. 1. Struktura terminowa stép procentowych spot r,,
okreslonych dla terminéw zapadalnosci ¢=1,...T, rozpatrywana

w chwili biezacej T=1". Stopy r,, wyrazane sa w skali roku.
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Rys. 2. Ilustracja zmiany struktury terminowej stop procentowych spot 1,
z uplywem czasu biezacego 7=1,,7,,7;;
t=1,2,3,...,T -terminy zapadalnosci zobowigzan
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Problematyka analizy, modelowania oraz prognozowania zmian struk-
tury terminowej rynkowych stdp procentowych spor r;, (t=1,...,T) zostala
szczegdlowo przedstawiona m. in. przez autora niniejszej pracy w publikacji
Jakubowski (1996); przedstawiono tam giéwnie klasyczne teorie i metody
analizy struktury terminowej.- por. réwniez Stawinski (1996). Natomiast
obszerny i doskonale napisany przeglad nowoczesnych metod modelowania
dynamiki zmian struktury terminowej stop procentowych, w ktérych wyko-
rzystuje si¢ zaawansowane techniki analizy stochastycznej — przedstawiono
w pracy Gibsona, Lhabitanta i Talay'a (2001); por. tez A. Weron, R. Weron
(1998), Krawczak, Miklewski, Jakubowski, et al. (2000), Krawczak,
Jakubowski, Konieczny, et al. (2003) oraz D. Gatarek, P. Bachert, R.
Maksymiuk (2000).

Jak wspomniano, krzywa dochodowosci stanowi pewien wzorzec stép
procentowych spot r,, (¢t=1,...,T), za pomoca ktérego mozna dokonywac
wyceny réznych papieréw wartosciowych. Wyceny tej dokonuje si¢ poprzez
dyskontowanie w czasie (do chwili biezacej) przyszlych wpltywoéw pienigz-
nych zwiazanych z rozpatrywanym instrumentem finansowym. W szczegdl-
nosci, kazda obligacje o stalym oprocentowaniu, zwigzana z wyplatami w
kolejnych latach t=1,2,...,(T —1) odsetek C oraz w roku T - odsetek C
plus warto$¢ nominalna N - mozemy rozpatrywac jako sume obligacji czy-
sto-dyskontowych. A zatem, warto$¢ biezaca takiej obligacji (present value)
jest réwna

C C C+N
= + T F - (1)
I+ A+r,) A+ ry)

Wartos¢ te nazywa sie réwniez czesto wartodcia wewnetrzna obligacji
(intrinsic value). Natomiast sam wzdr (1) jest czgsto nazywany wzorem wy-
ceny obligacji.

W teorii rynkéw kapitatlowych dowodzi si¢ (Elton, Gruber, 1995), ze
gdy rynek obligacji znajduje si¢ w réwnowadze, strumienie pieni¢zne po-
chodzace od rdéznych obligacji powinny byé dla tych samych okreséw
t=1L..,T, dyskontowane wedlug tych samych stép procentowych spot
Tot» Tozr-s Top -+ TYIN SaMym , mozna W tym celu stosowac ,,wzorcowe” stopy

procentowe spot okreélone na podstawie rentownosci do wykupu YTM
obligacji czysto-dyskontowych. Wynika to z zastosowania tzw. prawa jednej
ceny (the law of one price) w stosunku do rozpatrywanego rynku obligacji.
Prawo to oznacza, ze w przypadku gdy chwilowa cena biezaca P analizo-
wanej obligacji jest r6zna od jej warto§ci réwnowagowej PV, to na skutek
arbitrazu cena ta - po pewnym okresie przejSciowym - staje sie zbiezna do
wartodci PV . Zaklada sie przy tym, ze wspomniany okres przejsciowy jest
na ogdét nie dluzszy niz czas trwania jednego okresu odsetkowego
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analizowanej obligacji, co znajduje potwierdzenie w badaniach empirycz-
nych z tego zakresu. Oczywiscie warunkiem aby zachodzila owa zbiezno$é
ceny biezacej obligacji P do jej wartosci réwnowagowej PV jest odpo-
wiednia efektywnos¢ rynku kapitatowego (Jakubowski, 1996).

Okreslenie struktury terminowej stop procentowych przez rentownosci
do wykupu 7y, 7;,.., lgr 0bligacji czysto-dyskontowych ma zasadnicze zna-
czenie nie tylko ze wzgledu na wyceng wartosci obligacji. Znajac przebieg
rozpatrywanej krzywej dochodowosci, a takze dynamike zmian tego prze-
biegu z uplywem czasu biezacego, potrafimy oszacowa¢ wplyw zmian ryn-
kowych stép procentowych na warto$¢ rozpatrywanych obligacji, a tym
samym na stopg zwrotu z dokonywanych inwestycji.

Stopa zwrotu R z inwestycji w dang obligacje (tzw. period-by-period
return) wynika ogélnie rzecz biorac z dwéch skiadowych: dochoddéw z wy-
ptacanych odsetek C oraz z zyskéw lub strat zwiagzanych ze zmiang bieza-
cej ceny P obligacji. Z kolei zmiana ceny obligacji wynika¢ moze ze
zmiany warto$ci réwnowagowej obligacji oraz okreslonych dzialan spekula-
cyjnych na rozpatrywanym ryvnku (lzw. arbitraz cenowy). Pomijajac dla
uproszczenia owe dziatania spekulacyjne (jako charakterystyczne dla okre-
s6w przejsciowych) otrzymamy, ze cena biezaca P obligacji jest réwna jej
wartoéci réwnowagowej PV okre§lonej wzorem (1). Ze wzoru tego wynika,
7e zmiana ceny (warlosci) bieZacej obligacji moze byé spowodowana od-
dziatywaniem dwoch czynnikéw: zmiang wartosci obligacji w czasie (w
miarg uplywu kolejunych okreséw odsetkowych zanikaja kolejne czlony za-
leznos$ci (1)) oraz - nieoczekiwana zmiana rynkowych stép procentowych

Toor t=L..T.

Ze wzoru wyceny (1) wynika bezposrednio, ze nieoczekiwany wzrost
rynkowych stép procentowych spor r, t=1,..,T, a wigc przesunigcie si¢
krzywej dochodowosci w gdrg — powoduje spadek wartosci biezacej PV
obligacji. Natomiast spadek tych stop procentowych, a wigc ruch krzywej
dochodowosci w dét, powoduje wzrost wartosci biezacej PV . Istotne sa
réwniez wszelkiego rodzaju niespodziewane zmiany ksztattu struktury ter-
minowej stép procentowych, prowadzace do zmiany nachylenia krzywej
dochodowosci, pojawiania si¢ réznego rodzaju garbdw (huwmp-shaped
curve), itp. Moéwi si¢ w tym przypadku o tzw. ryzyku ksztattu analizowanej
krzywej (shape risk).

Na zakorczenie tych uwag nalezy podkresli¢, ze o ile znajomo$¢ i
umiejetnosé analizy struktury terminowej stép procentowych jest niezmier-
nie istotna w przypadku wszelkiego rodzaju inwestycji na rynku finanso-
wym, o tyle na rynku obligacji — jest to sprawa o zasadniczym znaczeniu.
Wynika to wprost ze wzoru wyceny (1).



3. Kwantyfikacja ryzyka stopy procentowej —
parametry okresowosci i wypuklosci obligacji

Z przeprowadzonych w poprzednim punkcie rozwazan wynika, ze bie-
zaca cena rynkowa obligacji moze podlegac¢ ciagtym oraz nieoczekiwanym
fluktuacjom - ze wzgledu na zmiany obowiazujacych w danym momencie
rynkowych stép procentowych, za pomocg ktérych dyskontujemy w czasie
do chwili biezacej wszystkie przyszle wptywy pieni¢zne zwigzane z posia-
daniem obligacji (tj. odsetki oraz nominat). Czgsto trudne do przewidzenia
zmiany rynkowych stép procentowych oraz wynikajace stad zmiany ceny
obligacji (czy tez szerzej - instrumentéw finansowych) sa Zrédiem ryzyka
stop procentowych. Ryzyko to wyraza si¢ tzw. nieoczekiwang stopa zwrotu
(excess return); Elton, Gruber (1995). W zwiazku z tym istotna jest - z punk-
tu widzenia zaréwno inwestora jak i emitenta - wrazliwo$¢ (lub tez przeciw-
nie - odpornos¢) ceny rozpatrywanej obligacji na zmiany rynkowych stép
procentowych. Parametrami umozliwiajacymi pomiar takiej wrazliwosci jest
wlasnie okresowo$é (diration) oraz wypuklosé (convexity) obligacji.

Klasyczne definicje (Macaulaya) tych parametréw zwiazane sa z przy-
jeciem silnie ograniczajacego zalozenia, ze wszystkie rynkowe stopy procen-
towe spot sa sobie réwne, niezaleznie od terminéw zapadalnosci
zobowiazan, tj.

ny=r; Ve=1.T. 2)

Oznacza to, ze struktura terminowa stép procentowych wyrazona krzywa
dochodowosci skarbowych obligacji czysto-dyskontowych jest ,,plaska”,
przy czym zachodzi to dla dowolnej chwili biezacej 7=1,2,3,.... Z powyz-
szego zalozenia wynika bezposrednio, ze jezeli chodzi o zmiany rynkowej
stopy procentowej r (w tym przypadku juz tylko jednej) - to mozliwe sg
jedynie réwnolegle przesunigcia w gére lub w dét rozpatrywanej krzywej
dochodowosci o wartos$¢ dr, {j.

dr, =dr; vt=1,..T, 3

gdzie dr - przyrost skonczony.

3.1. Okresowos¢ obligacji (duration)

Wyprowadzenie wzoru okre$lajacego parametr okresowosci obligacji
jest nastepujace. Ze wzoru (1) wyceny obligacji, uwzgledniajac warunek (2)
oraz zakladajac, ze analizowany rynek jest w réwnowadze (tj. P=PV ),
many




P=P(r)= ; a f’r)‘ , 4)

gdzie C, - przyszle strumienie finansowe wynikajace z faktu nabycia obli-
gacji, tj. C,=C (t=1..,T-1)oraz C,=C+N; C - warto$¢ kuponu, N -

warto$¢ nominalna.

Dla matych zmian dr rynkowej stopy procentowej, odpowiadajacy tym
zmianom dodatni lub ujemny przyrost dP wartosci obligacji mozemy
aproksymowac rézniczka zupeina, .

aP
(%)

ar =5 ar.
or "

Do dalszych rozwazain wprowadzimy pojgcie wspdlczynnika wagowego x, ,

tj.

x =lc i+ r)rp=[c i+ ry) /i lc, i+ 7y, 6)
(=1

Wspoélczynnik x, okresla wigc udzial wartosci biezacej strumienia finanso-
wego C, (zdyskontowanego na chwile poczatkowa za pomoca rynkowej
stopy procentowej r) w wartosci biezacej P obligacji. Z (6.19) wynika
bezposrednio, ze

T
3 x =1 9
t=1

Z (5), uwzgledniajac (4) i (6), otrzymamy

T dr T
dapP =~ tC(A+r)" |—=-Px £
P e

Wystepujace w powyzszym wzorze wyraZzenie w nawiasie okraglym nosi
nazwg¢ okresowosci (Macaulaya) D obligacji. Mamy zatem

_ T B T tC'
D=Fxs=3 (1+r)'/P ©

=1

)

dr
+r

oraz z (8), (9)

aP=—-PxD-Y (10)
1+r
Uwzgledniajac dodatkowo, ze dr =d(1+r), z (10) otrzymamy
__pdin (11)
P 1+r




z_iif/d(l+r) (12)

P 1+
Natomiast dla nieskoriczenie matych przyrostéw dr, z (12) otrzymamy

dP 1+r oP 1+r

p=_2 — 13

dr P dr=0 ar P (13)

tak wigc
__ 9P Ler (14)
or P

Wyprowadzone powyzej wzory (9), (12) i (14) okreélajg trzy réwno-
wazne definicje parametru okresowoéci D obligacji. A mianowicie, ze wzo-
ru (9) wynika, ze okresowos¢ D obligacji jest pewna srednig wazong chwil
czasowych t, w ktérych wyplacane sg strumienie finansowe C, wynikajace
z faktu posiadania analizowanej obligacji. Usrednienie to odbywa si¢ ze
wzgledu na wagi x, dane wzorem (6). Inaczej méwiac, parametr okresowo-
$ci D jest wigc pewnym srednim wazonym okresem zwrotu z inwestycji w
obligacje; stad tez nazwa tego parametru. Parametr D jest wielkosciq mia-
nowana, wyrazang w jednostkach czasu (np. w latach).

Parametr okresowosci D obligacji czysto-dyskontowej. Dla obligacji
czysto-dyskontowej (tj. dla C =0) mamy

C, =0, dla ¢t=1..,T~1 oraz C;=N. (15)
A zatem, z (4), (15) P=P(r)= = (16)
(d+r
Z(9), (15)1 (16) otrzymamy
- IXN fpor a7
(l+r)'

Otrzymalismy wigc, ze w przypadku obligacji czysto-dyskontowej
okresowoS$¢ tej obligacji jest rdwna bezposrednio terminowi 7 jej wykupu.
Z poréwnania wzordw (9) i (17) wynika réwniez, ze sposréd wszystkich
obligacji o tym samym terminie wykupu T (ferm to maturity) obligacja
czysto-dyskontowa ma najwigksza okresowos¢ D =T . Wynika to bezpo-
$rednio stad, ze okresowos¢ D obligacji wielokuponowych jest $rednig wa-
Zona terminéw ¢ =1,...,T, przy czym suma wag x, jest réwna jednosci; por.
(7). Tak wigc okresowos¢ D musi by¢ krétsza od najdiuzszego z rozpatry-
wanych terminéw, wynoszacego T .



Zaleino§¢ parametru okresowosci D obligacji od uplywu czasu bieza-
cego oraz od poziomu stopy procentowej. Z przedstawionych powyzej
rozwazan wynika jeszcze jeden wazny wniosek. A mianowicie z uplywem
czasu biezacego 7=1,2,3,..., okresowo$¢ Macaulaya obligacji maleje, bo-
wiem zmniejsza sie okres do wykupu tych obligacji réwny T —7 .

Istotna jest rGwniez zalezno$¢ parametru okresowosci D od poziomu
rynkowej stopy procentowej r. A mianowicie, mozna wykaza¢ (Bierwag,
1987), ze ze wzrostem stopy procentowej r - okresowo$¢ D obligacji male-
je: przy czym, podobnie jak w przypadku zaleznosci od uplywu czasu biezg-
cego 7 - jest to zalezno$¢ w ogélnym przypadku nieliniowa.

Okresowos¢ D obligacji jako wspéolezynnik elastycznosci. Dla ustalonej
chwili 7 czasu biezacego oraz przy ustalonym poziomie rynkowej stopy
procentowej r, okresowos$¢ obligacji zalezy wyltacznie od strumieni finan-
sowych C, tej obligacji (a wigc od odsetek C oraz wartosci nominalnej N )
oraz od okresu do wykupu 7. Parametr okresowodci D jest wigc we-
wnetrzng cecha tej obligacji, wyrazajaca jej wrazliwos¢ na nieoczekiwane
Zmiany stopy procentowej r. Parametr ten jest zatern miernikiem ryzyka
stopy procentowej na rynku obligacji. Wynika to zreszta bezposrednio z
definicji (12).

A mianowicie, okresowo$¢ D obligacji jest wspdkczynnikiem elastycz-
nosci (wzietym ze znakiem minus) ceny obligacji ze wzgledu na zmiang
czynnika jedno$¢ plus stopa procentowa r . Okresowo$¢ D wyraza bowiem
liczbowo procentowy spadek wartosci P obligacji spowodowany wzrostem
wartosdct (1+7r) o 1%. Badz odwrotnie — wyraza on procentowy wzrost war-
tosci P wynikajacy ze spadku wartosci (1+r) o 1%. Wyprowadzona powy-
zej zalezno$¢ (11) pozwala na przyblizone oszacowanie wzglednej zmiany
(dP/P) wartoéci obligacji spowodowanej nieoczekiwang zmianag rynkowej
stopy procentowej r, o ile tylko znana jest warto$¢ parametru okresowosci
D, ktéra mozna bezpodrednio wyliczy¢ ze wzoru (9). Z tego tez powodu
warto$¢ okresowosci D jest jednym z podstawowych parametréw, ktéry jest
~ obok rentownosci do wykupu Y7TM - wymieniany w tablicach kwotowarn
poszczegdlnych obligacji wystepujacych na danym rynku. Dla rynku amery-
kanskiego, tablice takie s publikowane m.in. przez dziennik finansowy The
Wall Street Journal. '

Ze wzoru (14) wynika jeszcze jedna interpretacja parametru okresowo-
$ci D obligacji. A mianowicie, parametr ten jest bezposrednio zalezny od
pochodnej (OP/0r) wartosci obligacji wzgledem stopy procentowej r . Po-
chodna ta jest czesto okreslana w literaturze przedmiotu mianem tzw. “dola-
rowej okresowosci” (dollar duration), por. Fabozzi (2000). Natomiast w
literaturze polskiej, okresowosé D jest czgsto w sposéb mylacy nazywana
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“trwatoscig obligacji”. Otéz wedlug autora niniejszej pracy, nazewnictwo to
jest bledne i w wysokim stopniu nieuzasadnione. Bowiem z przedstawio-
nych powyzej rozwazan wynika, Ze parametr D charakteryzuje raczej “nie-
trwalo$¢” niz “trwalo$¢” obligacji. Im wigksza jest bowiem wartos¢ D, w
tym wiekszym stopniu dana obligacja jest wrazliwa na ryzyko stopy procen-
towej, co wynika chocby z zaleznosci (11). Trudno wigc w tym przypadku
méwic o wigkszej “trwatosci”.

3.2. Wypuklosé obligacji (convexity)

Wprowadzenie pojecia parametru wypukltosci V obligacji, umozliwia bar-
dziej dokfadne — niz wynika to ze wzoru (11) — oszacowanie wrazliwosci
wartodci obligacji na ryzyko rynkowej stopy procentowej r. Wynika to z
rozwinigcia przebiegu zaleznosci warto$ci P obligacji od stopy procentowej
r - w szereg Taylora. Dzieki temu nie musimy juz dalej zakladad, Ze nie-
oczekiwane zmiany kh=dr stopy procentowej sa male. Jak wykazaly bada-
nia (por. np. Zaremba, 1995), w przypadku zaleznosci P(r) danej wzorem
(4) — wystarczajaca dokladnos¢ uzyskuje si¢ w analizowanym przypadku
przez przyblizenie przyrostu dP tej funkcji przez dwa pierwsze cziony roz-
winiecia Taylora. Mamy zatem

2
clP:P(r+czr)—P(r)=a—Pdr+i-a-—1:(a'r)2 (18)
or 2 or
oraz biorac pod uwage posta¢ funkcji P(r) dang przez zaleznosé (4),
r dr 1| dr Y
dP =~ tICA+r)" i—+=| ) t(A+HCA+r)" | — | . 19
[Z (L4 r) LH 2[2 L+0C,(1+r) }(m) (19)

Z definicji (6) wspotczynnika wagowego x, mamy
Px,=C,(1+r)" . (20)
A zatem, z (19) i (20) otrzymamy
r dr [1d dr Y
dP=P <~ ) tx, |—+| =) t(t+1 — 1 7, 21
P e R o | S
a stad

dp _ [ dr [1¢ dr Y
____[Zrx,}l—+7+[5;t(r+1)x,}(l—:) ) (22)

1=1

W powyZszym wzorze, wyrazenie wystepujace w pierwszym nawiasie
kwadratowym jest réwne parametrowi okresowosci D obligacji; por. (9).
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Natomiast wyrazenie w drugim nawiasie kwadratowym nazywane jest
wypuktosciq V obligacji. Uwzgledniajac dodatkowo (6), mamy zatem

1< 1 & e +1DC
V==>tt+)x, == > ———~/P. 23
2,21( ) 2; {1+r) 23)
Ponadto, z (22) oraz (9) 1 (23), uwzgledniajac dr =d(1+r), otrzymamy
i}?:—pr,Wx(A,)z, (24)
gdzie A, = i+ .
1+r

Biorac pod uwage (23) oraz wzér (4) okreslajacy funkcje P(r), mozna
tatwo sprawdzi¢, ze zachodzi
_1 *P (1+r) . 25)

2 or’ P
Wyrazenie (25) okresla wigc alternatywna w stosunku do (23) definicjg
wypukdosci V obligaciji.

Z poréwnania wyprowadzonych powyzej zaleznos$ci (11) i (24) wynika,
ze oszacowanie wzglednej zmiany (dP/P) wartosci obligacji tylko przy
pomocy parametru okresowosci D jest zbyt “konserwatywne”. A mianowi-
cie, z (24) wynika, ze zaréwno przy spadku stopy procentowej r (dr <0)
jak i przy wzroscie tej stopy (dr >0) - wartos¢ (dP/P) jest wyzsza niz by
to wynikato tylko z parametru okresowosci D rozpatrywanego oddzielnie.
Musimy wiec w analizowanym przypadku uwzgledni¢ “poprawke”
V><(A,_)2 wynikajaca z wypuklosci zaleznosci funkcyjnej P(r). Ujmujac to
jeszcze inaczej, oszacowanie wartosci (dP/P) tylko na podstawie parame-
tru okresowosci D wiaze si¢ bezposrednio z linearyzacja analizowanego
zagadnienia. Zauwazmy bowiem, ze warto$¢ okresowosci D zalezy bezpo-
$rednio od pierwszej pochodnej (dP/0dr) przebiegu funkcji P(r); por. (14).
Natomiast wprowadzajgc do rozwazan parametr wypuklosci V bierzemy
réwniez pod uwage druga pochodng zwiazku P(r); wynika to bezposrednio

1%

ze wzoru (25).

Wilasnosci parametru wypuklosci V obligacji. Jak to przedstawimy do-
ktadniej w dalszej czesci tego punktu, w literaturze przedmiotu wprowadza
si¢ czgsto pojgcia tzw. zmodyfikowanej okresowosci D,, oraz zmodyfiko-

wanej wypukiosci V,, obligacji; Fabozzi (2000). Parametry te definiuje sig
nastgpujaco: D, =D/1+r) oraz vV, =V/il+r)?,
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gdzie D, V - odpowiednio okresowos¢ i wypuklo$¢ Macaulaya. W przy-
padku ptaskiej struktury terminowej stdp procentowych mozna wykaza¢
nastepujace wiasnosci parametru zmodyfikowanej wypuklosci V,, obligacji

(por. Jajuga, 1995):

(i) Ze wzrostem rynkowej stopy procentowej r maleje wypuklos¢ V_
obligacji.

(ii) Ze wzrostem terminu do wykupu T wzrasta wypukios¢ V_obligacji;
przy tej samej stopie procentowej r oraz tym Samym Oprocentowarniu
i=C/N odsetek.

(iii) Im wyzZszy jest parametr okresowosci D, obligacji, tym wigksza jest
wypuklosé V. tej obligacji; tym wyzsze jest rowniez tempo wzrostu tej
wypuklosci.

(iv) Im wyzsze jest oprocentowanie i=C/N obligacji tym wigksza jest
wypuktos¢ V, obligacji; przy tej samej stopie procentowej r oraz przy
réwnych okresowosciach D, .

(v) Im wyzsze jest oprocentowanie i=C/N obligacji tym mniejsza jest
wypuklo§¢ V_ obligacji; przy tej samej stopie procentowej r oraz przy
tym samym terminie do wykupu T .

Powrécimy teraz do klasycznej definicji Macaulaya wypuktoéci V' obligacji.

Zasada dominacji (Zaremba, 1995): Dla dwéch réznych obligacji A 1 B
méwiny, ze obligacja A dominuje ($cisle dominuje) nad obligacja B o ile
dla dowolnego przesunigcia krzywej dochodowos$ci (w gérg lub w dét) o
warto$¢ dr, zachodzi

dp, _ dP, (ﬁgﬁ], 26)

PA_PE PA PE

Stosujemy wéwczas nastgpujace oznaczenie: A>B  A>B.

Lemat 1.

Dla ptaskiej krzywej dochodowosci oraz dla dwéch dowolnych obligacji

A i B otej samej okresowosci D, = Dy oraz V, >Vy, mamy A>B, .
ab, db
PA PH

dla dowolnych, nieoczekiwanych zmian dr rynkowej stopy procentowe;.
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Dowdd: Z zaleznosci (24), biorac pod uwage zatozenia lematu, otrzymamy
(dP,] Py)~(dPy | Py)=(V, —Vy)(A ) >0,

poniewaz dla dr #0 zachodzi A, #0; c.an.d. n

Dowdéd powyziszego lematu mozna nietrudno uogdlni¢ na przypadek
krzywej dochodowodci o dowolnym ksztalcie oraz dla nastepujacego zato-
zonego schematu dynamiki zmian tej krzywej:

ad+n) _,-ddtn) o p @D

I+r, 1+,

gdzie r,, - stopa procentowa spot, L€ (0,1) - dany parametr; por. Zaremba
(1995).

Z Lematu 1 wyptywa nastgpujacy wazny wniosek. A mianowicie,
przyjmujac, Ze przedstawione powyzej zalozenia co do dynamiki zmian
analizowanej krzywej dochodowosci sa w przyblizeniu spelnione, sposréd
wszystkich obligacji o tej samej okresowosci D zawsze optaca si¢ wybraé
obligacje o wyzszej wypuktosci V . Bowiem wéwczas, wzrost wartosci obli-
gacji przy nieoczekiwanym spadku stép procentowych bedzie wyzszy, na-
tomiast spadek warto$ci tej obligacji towarzyszacy wzrostowi stdp
procentowych bedzie nizszy — niz w przypadku obligacji o mniejszej wypu-
kiosci. W teorii obligacji méwi si¢ w tym przypadku o tzw. efekcie wypukto-
Sci. llustracj¢ graficzng tego efektu mozna znalezé m.in. w pracy Jajugi
(1996). Ma to szczegblne odniesienie do przypadku obligacji czysto-
dyskontowych. Mamy bowiem:

Wypuklo$s¢ V obligacji czysto-dyskontowej. Dla obligacji czysto-
dyskontowej o terminie do wykupu réwnym T , biorac pod uwage (15), (16)
oraz ogd6lng definicjg wypuktosci (23), otrzymamy

V=—;—T(T+l). (28)
Dla obligacji tej obowiazuje nastgpujacy lemat:

Lemat 2

Dla ptaskiej krzywej dochodowosci oraz dla dwéch dowolnych obligacji A 1
B, przy czym B jest obligacjg czysto-dyskontowa o tej samej okresowosci
co obligacja A,tj. D, =D, , zachodzi:
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V,>Vy; azatem A>B, fj. 29
ary L dby
£y B

dla dowolnych, nieoczekiwanych zmian dr rynkowej stopy procentowe;.

’

Dowéd: Ze wzoru (17) na okresowos¢ obligacji czysto-dyskontowej mamy
Dg =T,, gdzie Ty - termin do wykupu tej obligacji. Natomiast ze wzoru (9)

T

na okresowos¢ dowolnej obligacji mamy D, = Z x,t. Tak wigc z zalozenia
=1

lematu, ze D, = D, otrzymamy

T,=Y xt. (30)

Uwzgledniajac (28) oraz (30) mamy zatem (dla uproszczenia zapisu indeks
dolny i indeks gérny przy znaku sumy pomijamy)

v, =%TB(TB +1):%(T; +T,) =

AP+ (Cm)] < [T en e Tal- 31

1
=—2—Zt(l‘+l)x, =V,.
W wyrazeniu (31) wykorzystaliémy fakt nastgpujacej nieréwnosci
T T
(Z X, t) < x dla xe(@©l; VYt=1,..T. (32)
=1 =1
oraz Zx, =1. c..d. m

Dowéd powyzszego lematu pochodzi z pracy L. Zaremby (1995). W
pracy tej wykazano réwniez prawdziwo$¢ Lematu 2 dla bardziej ogdlnego
przypadku krzywej dochodowosci o dowolnym ksztalcie oraz dla nastgpuja-
cego zatozonego schematu dynamiki zmian tej krzywe;j:

d(l+r,) dd+z,)
1+7, l+r,

vt =1,..,T. (33)

Zauwazmy, ze zatozenie (33) co do mozliwej ewolucji z uptywem czasu
biezacego analizowanej krzywej dochodowosci jest znacznie bardziej
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ograniczajace niz zalozenie (27), na mocy ktérego nie wymaga sig¢ $cisle
proporcjonalnych zmian czynnika 1 plus stopa procentowa r .

Analizowany powyzej Lemat 2 ma duze znaczenie z punktu widzenia
zastosowan praktycznych. A mianowicie, okazuje sie, ze spos$rdéd wszystkich
obligacji o tym samym parametrze okresowosci D, obligacja czysto-
dyskontowa charakteryzuje sie najmniejsza wypuktoscia. Poprzednio wyka-
zalismy, ze obligacja ta ma z kolei najwyzszy parametr okresowosci D,
sposréd wszystkich obligacji o tym samym terminie do wykupu T .

A zatem, biorgc pod uwage najmniejszq wypukiosé obligacji czysto-
dyskontowej, obligacja ta ma najmniej korzystne wlasnosci z punktu widze-
nia ryzyka stopy procentowej, sposréd wszystkich obligacji (badz portfeli
obligacji) o tej samej okresowosci. Obligacje te (a wigc obligacje wieloku-
ponowe) Scisle dominujg bowiem obligacj¢ czysto-dyskontowa, w sensie
definicji (26). Oczywiscie powyzsze stwierdzenie jest prawdziwe z zastrze-
zeniem, ze spelnione jest (przynajmniej w przyblizeniu) poczynione uprzed-
nio zatozenie (33), co do analizowanej dynamiki zmian struktury terminowej
stép procentowych.

Portfele obligacji o0 maksymalnej wypuklosci. Z punktu widzenia zasto-
sowan praktycznych, interesujacym zagadnieniem jest poszukiwanie portfela
obligacji o maksymalnej wypuklosci, wsréd klasy portfeli — o tym samym
parametrze okresowosci. Nalezy si¢ bowiem spodziewac, ze portfel taki —
ponownie, przy zachowaniu stosownych zalozef co do dynamiki zmian
krzywej dochodowosci — bgdzie zapewnial najwyzsza nieoczekiwang stopg
zwrotu (dP/ P) . Ot6z nie wnikajac blizej w szczegGly matematyczne mozna
stwierdzié, Ze im wigksze jest rozproszenie strumieni finansowych C, port-
fela obligacji wokot punktu na osi czasu wyznaczonym przez warto$¢ para-
metru okresowoséci D tego portfela, tym wieksza jest jego wypuktosé V.
Natomiast portfelem spetniajagcym 6w warunek najwigkszego rozproszenia
rozpatrywanych strumieni finansowych C, - jest tzw. portfel sztangowy
(barbell), por. rysunek 2. Fakt ten, udowodniono dla schematu (33) dynami-
ki zmian krzywej dochodowosci w pracy Zaremby (1998). Natomiast w
pracy Zaremby, Smolenskiego (1998) przeprowadzono ten dowéd dla przy-
padku schematu znacznie bardziej ogélnego, tj.

d(l+r, d(l+r,
0’)=,( 0’); vt =1,..,T, (34)
1+ r, 147,

gdzie g, #0 - dany wspéfczynnik (wyznaczany na podstawie obserwacji z

przesztosci).
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3.3. Parametry okresowosci i wypuklesci portfela obligacji

Wprowadzimy teraz wzory na okresowosé i wypuktos¢ portfela P obligacji.
Ogolnie rzecz biorac portfel P mozemy traktowa¢ jako kombinacje wypu-
kg obligacji O; (i =1,..,N), traktowanych jako elementy pewnej przestrzeni
liniowej obligacji. Mamy zatem

N
P =3 w0, - portfel obligacji, (35)
i=1
gdzie w, - udzial warto$ciowy obligacji O, w portfelu P ;
N

przy czym w, € (01), Vi=1...,N; oraz Z w, =1, (36)

i=}

Wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:

C! - strumienie finansowe wynikajace z nabycia obligacji O, (tj. odsetki C"*
oraz warto$¢ nominalna N*), r=1...T; i=1... N,

P, - wartos¢ biezaca obligacji O,,

[; - liczba obligacji O, nabytych do portfela P,

B, =1F, - faczna warto$¢ wszystkich obligacji O; w portfelu P,

N N
P= Z B = Z ;P - warto$¢ biezaca portfela P .
i=1

i=1
Udziat wartosciowy w, obligacji O, w portfelu P jest wigc réwny
2B LP Z
w=-"t=LtLl=[P LP . 37
ST M LA (37)

Z wyprowadzonych poprzednio dla pojedynczej obligacji wzoréw (4) oraz
(9), dla obligacji O, mamy nastgpujace wzory na warto§¢ P oraz

okresowos¢ D, :

T i
R=% G (38)

LtC
D=y (m),/P.- : (39)
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Natomiast warto$¢ biezaca P portfela P obligacji jest réwna

N N T Cll' = _ 7 )
P_Zl"P""Zl‘; (L+7) =2 (L+r) =2, 1+’ “0)

i=l i=l
gdzie

N
F = Z 1.C] - strumienie finansowe portfela obligacji, £ =1,...,7. (41)

i=l1

Z wyprowadzonego powyzej wzoru (40) wynika, ze portfel P obliga-
cji jest pewng sztucznie utworzong obligacja o strumieniach finansowych F,
danych wzorem (41). Strumienie te sa po prostu sumami iloczynéw liczby
obligacji I, danego typu oraz strumieni finansowych C! tych obligacji. Z
powyzszego wynika, ze parametr okresowosci D, portfela obligacji wyraza
sie¢ tym samym wzorem co parametr okresowosci pojedynczej obligacji; z
(9) mamy zatem

}:10'

Zr-l ;,[Zt(l“)} (42)

=1

S
S~ (1+r)

Natomiast z (37) mamy L =w —; . (43)

Podstawiajac (43) do (42) otrzymamy

] S S 4
=2 2 R (44)

i=1

oraz biorac pod uwage (39) i (44)
N
D, = Z w,D, . (45)

Wykazalismy zatem, ze okresowos¢ D, portfela P obligacji jest kombina-
cja wypuklq okresowo$ci D, poszczegdlnych obligacji, wchodzacych w

sklad tego portfela.
Wyprowadzenie wzoru na wypuklo$¢ V portfela obligacji jest nastg-

pujace. Dla pojedynczej obligacji O,, wypuklos¢ V; tej obligacji jest dana
wzorem (23), tj.
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1< ol
v‘é—E . P. 46
2 ,}([H)(Hr)’}/' (46)

Réwniez dla portfela P obligacji, ktéry, jak juz wspomnieliSmy, mozemy
traktowac jako pewna obligacje syntetyczng o strumieniach finansowych F,
- obowigzuje wzor (23), definiujacy parametr wypukiosci V,, tj.

. Zl
J ——Z (+1)‘1 oy

g é%i [z(zﬂ)

=1

N 1& C,i
= Zl {1,5[}; [z(r+1)(1+ r),J/P}

Podstawiajac (43) do (47) otrzymamy

v, Zw{ Z[ 1)(1f';),}/3}; (48)

oraz biorac pod uwage (46) i (48)
N

v, =Y wy, . (49)
i=1

(47)

Otrzymalismy zatem, ze wypuklos¢ V, portfela P obligacji jest kombinacjq
wypuklq parametréw wypuktosci V, obligacji wchodzacych w sktad tego
portfela.

Wyprowadzone powyzej wzory (45) i (49) na okresowos¢ i wypukios¢
portfela P obligacji majg duze znaczenie dla zastosowan praktycznych. A
mianowicie, dobierajac odpowiednio udzialy wartosciowe w, =B,/P po-
szczegdlnych obligacji O, w portfelu P mozemy utworzy¢ w ten sposéb
pewna obligacje¢ syntetyczng o odpowiednich — wymaganych przez nas —
parametrach okresowoéci D, i wypuklosci V,. Mozemy wigc w ten sposéb
ksztaltowa¢ odpowiednia wrazliwos¢ analizowanego portfela obligacji na
ryzyko stép procentowych. Co wigeej, wzory (45) i (49) mozna tatwo uog6l-
ni¢ na przypadek krzywej dochodowosci o dowolnym ksztalcie - o ile tylko
dynamika zmian z uplywem czasu biezacego rynkowych stép procentowych
spot 1, , przebiega wedtug schematu (34); por. Zaremba (1995).
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3.4. Zmodyfikowane parametry okresowosci i wypuklosci
obligacji

W  punkcie 3.2, wykorzystujac definicje Macaulaya okresowosci i

wypuklosci obligacji wyprowadzilismy wzér (24) na wzgledng zmiane

(dP/ P) wartodci obligacji wywolang nieoczekiwang zmiang stopy procen-

towej, j.
d—;:—DxA,Jer(A,)Z, (50)
)-P
girie A, =D oy, dE_PUHdN-PO) 51)
1+r P P(r)

Poniewaz korzystanie ze wzoru (50) jest nieco niewygodne ze wzgledu
na sposéb okredlenia przyrostu A, , wprowadza sie niekiedy nastepujaca
modyfikacje definicji okresowosci i wypuktosci obligacji (Fabozzi, 2000)

D oP 1
= :'——-—, 52
"o+ or P 62
2
1% 10°P 1 (53)

V:n = 2 = —”_2- B’
d+r) 29dr" P
gdzie D, V - parametry okresowosci i wypukiosci Macaulaya. Biorac pod
uwage zaleznosdci (50) — (53) otrzymamy nastgpujacy wzdr na wzgledna
zmiang wartodci obligacji spowodowang nieoczekiwang zmiang dr stopy
procentowe;j:
dP

- = -D, (dr)+V, (dr)*, (54)

gdzie dr - przyrost skoficzony.

3.5. Okresowosc¢ i wypuklos$é obligacji w przypadku ciaglej
kapitalizacji odsetek

Wzory (52), (53) definiujagce zmodyfikowang okresowos¢ i zmodyfikowana

wypuklosé obligacji sa réwniez uzyteczne w przypadku, gdy rozpatrujemy

tzw. ciqglq kapitalizacje odsetek. A mianowicie, gdy rozpatrujemy kapitali-

zacje odsetek w dyskretnych chwilach czasu ¢t =1,...,7, z wielokrotnie juz

cytowanego wzoru (4) na wartos$¢ biezaca obligacji, mamy

P:P(r):; (15;-)' :Zl dc,, (55)

gdzie d, =(1+r)” - tzw. czynnik dyskontowy (discount factor).
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Otéz czesto w modelach immunizacyjnych przybliza si¢ éw czynnik
dyskontujacy d,, czynnikiem charakterystycznym dla ciaglej kapitalizacji
odsetek tj.

1
d, =——’=€_”. (56)
(I+r
Warto podkresli¢, ze dla ciaglej kapitalizacji odsetek obowiazuje nastepujaca
zalezno$¢ doktadna, wynikajaca wprost z definicji stalej Eulera e :

= ! — e, (57)
A+rim)™ "7
gdzie r - stopa procentowa w skali jednego roku, m - liczba kapitalizacji
odsetek w ciggu jednego roku.

Mozna ogdlnie stwierdzié, ze przyblizenie (56) czynnika dyskontujace-
go d, jest wystarczajaco dokltadne dla niezbyt wysokich - co do wartosci
bezwzglednych - rynkowych stép procentowych r (na przykliad, wynosza-
cych nie wigcej niz kilkanascie procent). Biorac pod uwage (55) i (56), dla
przypadku ciagtej kapitalizacji odsetek otrzymamy

,

P=P(r)=Y Ce™. (58)
=1

Podobnie jak w przypadku dyskretnej kapitalizacji odsetek, oznaczymy
x,=Ce"IP. (59)

Dla matych zmian dr rynkowej stopy procentowej mamy
ar=2L qr. (60)

ar

Z (60), uwzgledniajac (58) i (59), otrzymamy
T 7
dP:—[Zth"']dr:—Px[ztxr}dr. (61)
=1 =]
Wyrazenie wystepujace w powyzszym wzorze w nawiasie kwadratowym
nazwiemy okresowoscia D, obligacji dla przypadku ciaglej kapitalizacji
odsetek, tj.

T T
DAY xt=>1Ce" /P, (62)
=1 t=1
Z (61)1(62) mamy zatem
dP=-PxD,dr, (63)
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a stad (oszacowanie wzglgdnej zmiany wartosci obligacji)

—(££ =-D dr oraz (64)
P
D, =~ —[E/ dr. (65)
P
Natomiast dla nieskonczenie matych przyrostéw dr z (65) otrzymamy
d ar — a’
tak wiec
aP 1
L2 67
‘ or P (67
Wykorzystujac rozwiniecie przebiegu funkcji P(r) w szereg Taylora,
mamy
dP=P(r+dr)- P(r)————dr+%aap(d )2, (68)
r

oraz biorac pod uwage posta¢ funkeji P(r) dana wzorem (58),
T
dpP = —[Z tC,e'“} dr+— [Z 1’C e"”](dr) : (69)
1=l
Z definicji (59) wspdtczynnika wagowego x, mamy
Px,=Ce™. (70)
A zatem, z (69) 1 (70) otrzymamy

AP =P {—[i x,t:l dr +[—;—ZT: x,tz} (dr)z},

-—[ix,t:ldr+{:—12—ix,t2J(dr)2. (71)

Wyrazenie wystgpujace w pierwszym nawiasie kwadratowym powyzZszego
wzoru jest réwne parametrowi okresowosci D, obligacji; por. (62). Nato-
miast wyraZzenie w drugim nawiasie kwadratowym nazywane jest wypukio-
Scig V, obligacji, dla przypadku ciaglej kapitalizacji odsetek. Uwzgledniajac
dodatkowo (59), mamy zatem

a stad
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r T
v éézx,tz =%Zt2qe-”/f’. (72)
=]

Ponadto, z (71) oraz (62) i (72) otrzymamy
dap

P

dla skonczonych przyrostéw dr .

=—D,dr+V, (dr)’ (73)

Biorac pod uwagg definicj¢ (72) wypuktosci V. oraz wzoér (58) okresla-
jacy funkcje P(r), mozna tatwo sprawdzi¢, ze zachodzi

2
1% -1 orl . (74)
2 9dr P
Wzér (74) jest wiec alternatywna definicja wypuktosci obligacji dla przy-
padku ciaglej kapitalizacji odsetek.

Zauwazmy, ze wprowadzone poprzednio wzory (52) oraz (53) na zmo-
dyfikowang okresowos¢ D, i wypuklo$¢ V,, obligacji maja identyczna “ze-
wnetrzng’ posta¢ jak wyprowadzone powyzej wzory (67) i (74) na
okresowo$¢ D, 1 wypukto$¢ V. obligacji, przy zalozeniu ciagtej kapitaliza-
cji odsetek. Réwniez wzory (54) i (73) okreslajace wzgledng zmiane
(dP/ P) wartosci obligacji sa identyczne. Jednak nalezy podkresli¢, ze jest to
podobiefistwo pozorne. Otéz wzory (52) — (54) dotycza dyskretnej kapitali-
zacji odsetek, a wiec funkcji P(r) danej réwnaniem wyceny (55). Natomiast
wzory (67), (74) oraz (73) dotycza funkcji P(r) danej réwnaniem (58), a
wigc przy zatozeniu ciaglej kapitalizacji odsetek.

Z wyprowadzonych powyzej wzordw (62) i (72), definiujacych okre-
sowos¢ D, oraz wypuklo$¢ V. obligacji w przypadku ciaglej kapitalizacji
odsetek, korzysta¢ bedziemy w koncowej czgsci niniejszej pracy, w trakcie
analizy zagadnienia tzw. czynnikowej immunizacji portfela obligacji.

4. Immunizacja oraz optymalizacja portfela obligacji

Powrécimy teraz do klasycznych definicji Macaulaya parametréw
okresowosci i wypuktosci obligacji oraz udowodnimy tzw. podstawowe
twierdzenie o immunizacji portfela ze wzgledu na pojedyncze zobowiazanie
finansowe. Podamy réwniez interpretacje matematyczng tego twierdzenia
oraz przedstawimy jego dowdd. Dowdd ten zostat wyprowadzony przez
autora niniejszj pracy niezaleznie od innych dowoddéw z tego zakresu, jakie
mozna znalezé w literaturze przedmiotu; por. Bierwag (1987). W dalszej
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kolejnosci, przedstawimy zagadnienie optymalnego wyboru zimmunizowa-
nego portfela obligacji.

W prowadzonych rozwazaniach dla uproszczenia zalozymy, ze
struktura terminowa stp procentowych spot jest ptaska, tj.

r

w=r oraz  dr,=dr; Vt=1,.T,

gdzie dr - przyrost skonczony; por. interpretacja zatozen (2), (3) podana w
punkcie 3 pracy.

Twierdzenie 1 (Podstawowe twierdzenie o immunizacji):

(i) Zaldézmy, ze zadany jest horyzont inwestycyjny £, przy czym w chwili
7="h inwestor musi splaci¢ zobowiazanie finansowe (liability) L.
W celu wypetnienia tego zobowiazania oraz osiagnigcia ewentualnie
dodatkowych zyskéw (excess return) inwestor kupuje na rynku w chwi-
li 7=0 portfel obligacji o okreslonej strukturze strumieni finansowych.

(ii) Ponadto, zatézmy, ze wartos¢ biezaca zobowiazania finansowego L w
chwili poczatkowej 7=0, wynikajaca ze zdyskontowania zobowiaza-
nia L na chwile biezaca wedlug obowiazujace] w chwili 7=0 rynko-
wej stopy procentowej r — jest zadana i réwna wartoéci poczatkowej
P = P, analizowanego portfela obligacji.

(i) Nalezy tak dobraé¢ strumienie finansowe analizowanego portfela obli-
gacji, aby przyszla wartoé¢ tego portfela w chwili 7=h byta réwna co
najmniej wartosci L przyszlego zobowiazania finansowego. Co wigcej
ma to nastapi¢ niezaleznie od nieoczekiwanych zmian dr rynkowej
stopy procentowej r, jaka moze wystapi¢ bezposrednio po zakupie
rozpatrywanego portfela.

Portfelem speiniajacym postulaty (i) ~ (iii) — dla niezbyt duzej zmiany
dr stopy procentowej - jest kazdy portfel obligacji, ktérego parametr
okresowosci (Macaulaya) D jest réwny horyzontowi inwestycyjnemu h; tj.

D=h .

Dowéd (A. Jakubowski)

Przed przeprowadzeniem wiasciwego dowodu, dokonamy nastepujacej
interpretacji zatozen rozpatrywanego twierdzenia. Przyjmijmy, Zze mamy do
dyspozycji obligacje (lub portfel obligacji) o strumieniach finansowych C,,
t=1..,h,.,T . Przyjmijmy réwniez, ze w chwili 4 mamy splaci¢ zobowia-
zanie finansowe L. Celem naszym jest taki dobér parametréw obligacji (lub
portfela obligacji) aby po uplywie okresu 7 warto$¢ wypadkowa inwestycji
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w dang obligacje byta réwna L niezaleznie od losowych zmian rynkowej
stopy procentowej r .

Wprowadzimy oznaczenia: 7 =0,1,2,3,... -czas biezacy;
V,(r) - warto$¢ inwestycji w obligacj¢ w chwili 7=h, jako funkcja

rynkowej stopy procentowej r;

r
= ¢ . warto$¢ biezaca obligacji dla chwili 7=0;
=l (1 + r)'
L= ﬂ— - warto$¢ biezaca zobowiazania finansowego L dla z=0.
+r

Wartos¢ inwestycji w obligacj¢ brana pod uwage w przysztej chwili
T =h jest nastgpujaca:

h
Ch+f

. 75
a+n° (73)

A T-
V, = C(1+1r) "+

7= 7=1
Jak wigc mozna zauwazy¢, wartos¢ ta sktada si¢ z dwdch czionéw, przy
czym czlony te zaleza w sposéb przeciwstawny od ryzyka stopy procentowej
r . Ze spadkiem stopy procentowej r spadaja bowiem wplywy z reinwestycji
(na chwile 7=h) odsetek C, od obligacji. Méwimy w tym przypadku o
tzw. ryzyku reinwestowania (reinvestment risk). Jednoczesnie, ze spadkiem
stopy procentowej r wzrasta warto$¢ rynkowa obligacji rozpatrywanej (w
chwili 7=h) dla horyzontu czasowego T —h. Wynika to bezposrednio z
drugiego czlonu wzoru (75). Odwrotna sytuacja wystepuje przy zalozeniu
wzrostu stopy #; wzrasta bowiem wéwczas pierwszy czlon wzoru (75) wy-
nikajacy z reinwestycji odsetek wedlug wyzszej stopy procentowej. Maleje
natomiast czton drugi, bowiem przy wzroicie stopy procentowej maleje
warto$¢ rynkowa analizowanej obligacji, rozpatrywana w chwili 7=~h;
méwimy w tym przypadku o tzw. ryzyku okresu posiadania lub o ryzyku
cenowym (holding period risk, price risk).

Podstawowym pytaniem, jakie mozna w analizowanym przypadku
sformutowac jest nastgpujace pytanie: dla jakiego okresu h wskazane po-
wyzej przeciwstawne zmiany dwoch czlonéw wyrazenia (75) spowodowane
losowymi zmianami stopy procentowej r - catkowicie sie znosza tak, ze
warto$¢ inwestycji V,(r) pozostaje niezmienna. Innymi stowy, pytaniem
jest ~ dla jakiego horyzontu inwestycyjnego A ryzyko reinwestowania jest
catkowicie kompensowane przez ryzyko cenowe rozpatrywanej obligacji.
Odpowiedzia na to pytanie jest wiasnie podstawowe twierdzenie o
immunizacji. A mianowicie, dla horyzontu czasowego h réwnego okreso-
wosci D analizowanej obligacji (badZ portfela obligacji) oba wspomniane
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powyzej rodzaje ryzyka stopy procentowej calkowicie si¢ kompensujg;
przynajmniej dla nieduzych zmian dr stopy procentowej r. Tak wigc dla
zadanego horyzontu inwestycyjnego h wystarczy dostosowac do tego hory-
zontu okresowos¢ D rozpatrywanej obligacji (aby zachodzilo h=D) i
woéwczas wartos¢ inwestycji V) (r) jest niezalezna od ryzyka stopy procen-
towej. Dowdd tego twierdzenia jest nastepujacy:

Krok 1. Zadamy, aby warto$¢ V, (r) inwestycji w analizowana obligacj¢ w
chwili 7=h byla réwna zobowigzaniu finansowemu L, przy zadanej
(niezmiennej) rynkowej stopie procentowej r . Czyli, rozpisujac dokladniej
wz6r (75), otrzymamy

C

— T =, 76
d+r™" L (76)

V(r)=C,(+r)" +..+C, A+ 1)+C, +19L'+...+
+r

Dzielac obie strony powyzszego réwnania przez (1+7r)", mamy

CI + . Ch—lh_l + C/. —+ Ch+1l+l o+ CT —= L - an
L+r a+r a+rn" A+ a+n" d+ry
a stad P =P, (z definicji). (78)

Otrzymalismy wigc, 2ze warunkiem koniecznym analizowanego
zagadnienia immunizacji jest aby wartos¢ biezaca P obligacji (lub portfela
obligacji) byta réwna wartosci biezacej P, przyszlego zobowigzania finan-
sowego L.

Krok 2. Zadamy réwniez, aby réwno$é (76) byla speiniona nawet w warun-
kach nieoczekiwanej (matej) zmiany rynkowej stopy r o warto$¢ dr .

Rozwijajac funkcje V, (r) w szereg Taylora, mamy

) ‘
19, ("Mdr? +... (79)

aV,
V,(r+dr)-V,(r)= ——ar" (r)dr+ 5 52
A zatem, dla matych zmian dr otrzymamy
Vh(r+(lr)—V,,(r)z%‘i(r) dr, astad (80)
r
v,
V,(r+dr)=V,(r)=L dla —a—'(r)=0. (81
r

Ze wzoru (76), definiujacego funkcje V, (r), mamy zatem
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1% Co  (T-BC, _

L =(h-DC,A+r) 7" +..+C,, +0- = 82
ar (r) ( )Cg( r) h—1 (1+ r)z (1+ r)T_I,H ( )
Dzielac obie strony powyzszego réwnania przez (1+ )", otrzymamy
- C _
Ui W C"“h_1+0— "”M—...—(T h)fT =0. (83)
L+r (d+7r) (1+r) (1+r)
Réwnanie (83) przeksztatlcamy do nastepujacej postaci
(h-1C, lh=(h=-DIC,.,  (h=m)C, [h=(R+D]C,,,
h-1 h h+1
I+r (I+r) (t+r) (I+r) (84)
=D
Tty
Stad,
IxC, N (h—-DC,.,  hC, +(h+1)CM . TG
I+r 7 @+ q+n" A+ T Q)T 85)
h-1C, C
—n| S +...+( )hhl_l+ C, e G — 1.
I+r A+ d+r) d+r) A+r)
A zatem,
T T
S Gy S ke, eyl (86)
= (+r) ()
T
> S ooy, (87)
= d+r)

Biorac pod uwage (9) i (87) otrzymujemy zatem
D=h, (88)

gdzie D - parametr okresowosci (Macaulaya) rozpatrywanej obligacji.

Wykazali§my wigc, ze warunkami koniecznymi i dostatecznymi na to,
aby analizowana obligacja (lub portfel obligacji) byla immunizowana ze
wzgledu na pojedyncze zobowigzania firmowe L w chwili z=h
- sq warunki (78) oraz (88); c.n.d. ]

Przedstawiony powyzej dowéd podstawowego twierdzenia o immuni-
zacji mozna uog6lni¢ na przypadek krzywej dochodowosci o dowolnym
ksztalcie oraz przy zalozeniu dynamiki mozliwych zmian tej krzywej
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przebiegajacej wedtug schematu (33); por. Zaremba (1998). Kolejne uogdl-
nienie tego dowodu podano w pracy Zaremby, Smolenskiego (1998), w kt6-
rej zalozono, ze ewolucja zmian krzywej dochodowosci z uplywem czasu
biezacego moze przebiegac wediug schematu (34).

Oczywiscie w praktyce, trudno jest znalez¢ pojedynczy obligacje spel-
niajagca warunki konieczne i dostateczne immunizacji (78), (88). Dlatego
zakladamy, ze inwestor tworzy portfel P obligacji O, (i=1,..,N) o udzia-
tach wartosciowych w,,w,,...,w, i o okresowosciach D,,D,,...,D,, . Portfel
ten dobierany jest tak, aby zachodzit warunek (78), tj.

N
P=Zl.-E=Pu (89)
i=i

gdzie I, - liczba obligacji O, w portfelu.

Ponadto, ze wzgledu na warunek (88) musi zachodzi¢

N
Z w D, =h, przyczym (90)
=1

N
>w =1, w,e[0,1], Vi=L..,N. Cl))
i=]

We wzorze (90) wykorzystali$my wyprowadzona poprzednio zalezno$¢ (45)
na okresowos¢ D, portfela obligacji.

Zagadnienie optymalizacji. Ukiad réwnan (90), (91) ze wzgledu na wektor
udzialéw wartosciowych [w‘., i=1,..,N] madla N >2 nieskonczenie wiele

rozwiazai, co oznacza istnienie wielu mozliwych zimmunizowanych portfeli
obligacji. W praktyce, mozna na przykiad wybra¢ ten portfel, ktéry charakte-
ryzuje sig¢ najwyzsza stopa zwrotu z dokonanej inwestycji. Stopa ta jest
pewna funkcjg O (wy,w,,...,wy ) udziatéw wartosciowych poszczegélnych
waloréw w portfelu.

~ Formalnie, rozpatrywane zagadnienie optymalizacji portfela obligacji
mozna zapisac nastgpujaco:

Q (W Wy Wy )—> MAX, 92)

przy ograniczeniach (90) i (91).

W literaturze przedmiotu, czgsto dokonuje sie linearyzacji funkcji celu
Q (w;,w,,...,w, ) sprowadzajac w ten sposéb problem (90) — (92) do
zagadnienia programowania liniowego; por. Zenios (1993), Francis (1995).
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Réwniez w pracach (Bierwag, 1987), (Elton, Gruber, 1995) mozna znalez¢
interesujace przyktady obliczeniowe, ilustrujace zastosowanie analizowane-
£0 w tym punkcie podstawowego twierdzenia o immunizacyi.

5. Analiza czynnikowa dynamiki zmian struktury
terminowej stop procentowych

Jednym z nowszych podejs¢ stosowanych dla celéw analizy dynamiki
zmian struktury terminowej stép procentowych sa tzw. wieloczynnikowe
modele obligacji, w ktérych wykorzystuje si¢ elementy znanej powszechnie
z dziedziny statystyki matematycznej 1 analizy danych, teorii analizy czyn-
nikowej (Factor Analysis); por. Harman (1967).

Modele te sa najbardziej ogélne w tym sensie, Zze w stosunku do dy-
namiki zmian stép procentowych spot r, (t=1,...,T) nie wprowadza si¢
zadnych zalozen upraszczajacych, jak to bylo w przypadku oméwionych
poprzednio podej$¢ klasycznych. W zamian za to stawia si¢ hipoteze, ze
zmiany stop procentowych r,, dla kolejnych chwil 7=1,23,..., s genero-

wane przez kombinacj¢ liniowa pewnej zadanej liczby statystycznie nieza-
leznych, tj. ortogonalnych, czynnikéw wspélnych (common factors). Nie
jest przy tym zbyt istotne czy czynniki te maja (czy tez nie) okre$long inter-
pretacje ekonomiczng; jakkolwiek na ogét czynniki te mozna w okre$lony
sposéb interpretowac.

Nalezy w tym miejscu wyraznie podkresli¢, ze czynnikéw wspdlnych
nie nalezy w zadnym przypadku utozsamiaé ze zmiennymi egzogenicznymi
rozpatrywanymi powszechnie w klasycznej analizie regresyjnej. Analiza
czynnikowa i analiza regresyjna to dwie istotnie rézne teorie, u ktérych pod-
staw stojg rozne zaloZenia i przed ktérymi postawiono réine cele. Celem
analizy czynnikowej jest zastapienie zbioru duzej liczby wzajemnie skore-
lowanych ze soba zmiennych, mala liczba ortogonalnych (a wigc nieskore-
lowanych) czynnikdw, ktére w mozliwie maksymalny sposéb przyblizatyby
zasoby informacji reprezentowanej przez zmienne wyjsciowe. Tak wigc
ortogonalizacja 1 znaczne zmniejszenie wymiarowosci zagadnienia to dwa
cele, jakie postawiono przed analiza czynnikowa.

W modelu czynnikowym obligacji, w miejsce klasycznych definicji ok-
resowosci oraz wypuktosci obligacji wprowadza si¢ tzw. czynnikowa okre-
sowo$¢ (factor duration), 1 czynnikowa wypukios¢ (factor convexity).
Nastepnie, analiz¢ nieoczekiwanych zmian stopy zwrotu (excess return)
portfela obligacji, spowodowanych zmianami dr, (¢=1,...,T) rynkowych
stép procentowych, zastgpuje si¢ analiza tych zmian ze wzgledu na zmia-
nydF, (f=1..m) wartoéci zidentyfikowanych uprzednio czynnikéw
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wspdlnych F, . Czynniki te, jako wielko$ci wspolne dla st6p procentowych

Ty, » nie zaleza od okreséw do wykupu ¢ =1,...,T (zaleza one jedynie od cza-
su biezacego 7 =1,2,3,...). W zwiazku z tym, nie sa w rozpatrywanym przy-
padku potrzebne dodatkowe, upraszczajace zatozenia co do dynamiki zmian
stép 1, - bedace podstawa do definiowania prezentowanych poprzednio
Sformut Macaulaya; por. zalozenia (2)-(3), (33), (27) oraz (34).

Otrzymane w ten sposéb czynnikowe modele immunizacji
(multi-factor immunization models) nabierajg ostatnio coraz wigkszego zna-
czenia dla teorii i praktyki zarzadzania portfelami obligacji; moga one réw-
niez stanowi¢ podstawe do tworzenia komercyjnych pakietéw
komputerowego wspomagania decyzji w tej dziedzinie. Pierwsze prace z
tego zakresu zostaty opublikowane przez Garbade'a (1986, 1989), Litterma-
na, Scheinkmana (1991) oraz Dahla (1993). Dotyczyly one czynnikowej
analizy stop procentowych oraz konstruowania portfeli immunizacyjnych dla
rynkéw obligacji w USA oraz w Danii. W Polsce, wspélautorem pierwszych
publikacji z tej dziedziny jest autor niniejszej pracy; por. Kulikowski,
Jakubowski, Bury (1995, 1996).

Ponizej, przedstawimy podstawy teoretyczne dotyczace rozpatrywane-

go podejscia.

5.1 Model ezynnikowy struktury terminowej

Wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:

I, =r, - stopa procentowa spot, tj. rentowno$¢ do wykupu obligacji czysto-
dyskontowych o okresie do wykupu ¢ =1,2,3,...,T (dla uproszcze-
nia zapisu, pomijamy indeks 0 przy oznaczeniu r, );

TS(T) =[n(7)s... 5, (T),..., i (T)] - struktura terminowa stép procentowych
spot okreslona przez wektor wartoéci r, (¢t =1,...,T) dla kolejnych
chwil 7=1,..,M;

X =[r,lyxr - macierz obserwacji stdp procentowych r, (¢=L...T) w

kolejnych chwilach 7=1,..,.M .

Rynkowe stopy procentowe spot r, (t=1,...,T) traktujemy jako
zmienne losowe, przy czym zakladamy, ze dysponujemy macierza obserwa-
¢ji X tych zmiennych utworzong w ten sposob, ze r-ta kolumna tej macie-
rzy przedstawia realizacje zmiennej losowej r, w kolejnych chwilach
czasowych 7=1,..,M . Kolejne wiersze tej macierzy okreslone sa wiec
przez wektory wierszowe
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Najpowszechniej stosowang metodg jest w rozpatrywanym przypadku tzw.
metoda gléwnego czynnika Hotellinga; por. (Harman, 1967).

5.2. Metoda gtéwnego czynnika (Principal Factor Method)

. - -~ o 12 ‘ P .
Ze wzoru (115) na zas6éb zmiennosci wspdlnej A~ zmiennej 7, mozemy

wyznaczy¢
tzw. ogdlnq zmienno$é wspdlng charakteryzujaca wszystkie zmienne

(r", t=1,...,T}, 4.

T R T moo m T )
v=3 w=3[$a |-3(5a )-
t=1 =1 =1

f=1 f=1

S, (125)
£=1

(126)

M=

gdzie

<

a/f
1

]

;
- czg$¢ ogolnej zmiennosci wspdélnej V' wyjasniana przez czynnik wspdlny
F (f =L..,m).

Zauwazmy, ze warto$¢ V, jest réwna sumie kwadratow wspdlczynni-
kéw korelacji (tj. kwadratéw tadunkéw czynnikowych) danego czynnika F f
ze wszystkimi zmiennymi r,‘; t=1..,T. Wskaznik V, jest wiec miarg
udziatu czynnika F; w wyjasnianiu wszystkich wzajemnych korelacji mig-
dzy rozpatrywanymi zmiennymi wyjsciowymi r,” (t=1,...,T ).

Podstawowa idea metody gléwnego czynnika polega na takim doborze
tadunk6éw czynnikéw wspélnych F, (f =1,...,m), aby udzial V, tych czyn-

nikéw w wyjasnianiu ogdlnej zmiennosci wspélnej V byl malejacy. A do-
kiadniej, postgpowanie rozpoczyna si¢ od okredlenia ladunkéw czynnika
pierwszego F;, ktérego udzial V|, w ogdélnej zmiennosci V powinien byé¢

maksymalny tj. V, =‘71 . Nastepnie dobiera si¢ ladunki czynnika drugiego F,
tak, aby udziat V, tego czynnika w wyjadnianiu pozostalej zmiennosci
wspélnej (4. V—Vl) byl maksymalny, przy okreslonych uprzednio ladun-
kach czynnika pierwszego; itd.

W praktyce, merode gltéwnego czynnika stosuje si¢ sposéb iteracyjny.
To znaczy najpierw zadaje sie pewna poczatkowa warto$¢ k' zasobéw
zmiennoéci wspélnej dla kazdej ze zmiennych r (z=1,...,T ). Nastepnie dla

zadanej w ten sposéb macierzy R’ - stosuje sie powyzsza metode w celu
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Tak wigc udziat V, czynnika F, w wyjasnianiu zmiennosci ogélnej V' jest

réwny odpowiadajacej temu czynnikowi wartosci wilasnej A, zredukowanej

macierzy korelacji R” .
Na podstawie wzoru (133) udziaty te okreslamy procentowo w nastepu-

jacy sposdb:
Vv,

A
> =L=—Lx100([%], (134)
Vo A+,

gdzie P, - procentowy udziat czynnika F; w wyjasnianiu ogélnych zaso-

béw zmiennosci wspdlnej V.

Na zakonczenie omawiania powyzszej metody nalezy podkredlic, ze w
praktyce - w wyniku okreslonej doktadnosci obliczen numerycznych - zalez-
nos¢ (130) spetniona jest tylko z pewnym przyblizeniem, tj.

A =o=Ap =0, (135)

a wiec wartosdci te jednak nieco réznia si¢ od zera, przy czym czg$¢ z nich
moze by¢ ujemna.

Opisana metoda analizy czynnikowej jest oprogramowana w wielu pa-
kietach komputerowych dotyczacych zaawansowanych obliczen statystycz-
nych; m.in. w pakiecie STATGRAPHICS v. 7.0 (funkcja FACTOR).

Interpretacja geometryczna. WeZzmy pod uwage liniowy model czynni-
kowy dany réwnaniem (102), tj.

"=aq,F 4.4 a F 4. 4a,F,ta 0y t=1..T. (136

s tm® m

3

*

W modelu tym, wzajemnie ortogonalne czynniki wspélne F',...,F, tworza
baze pewnej m-wymiarowej przestrzeni liniowej. W tej przestrzeni czynni-
kow wspdlnych, kazda z analizowanych zmiennych »  (r=1,..,T) jest re-
prezentowana przez wektor a, o postaci:

a,=[a,,...a;,...a,]1, (137)

przy czym tadunki czynnikowe a,, oznaczaja wspélrzedne rozpatrywanego

wektora wzgledem poszczegdlnych wymiaréw rozpatrywanej przestrzeni.
Geometrycznie oznacza to, ze czynniki wspdlne F, (f =1,...,m) tworza
ukfad wzajemnie ortogonalnych osi na ktérych mozemy odkiadaé¢ wspol-
rzedne a,, wektoréw a, (r=1...7).

Z kolei w uktadzie dwéch pierwszych czynnikéw F, i F, (tj. czynni-
kéw o najwigkszych procentowych udzialach w wyjasnianiu zasobow
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P ~cosp, (139)

o(r’, F[*) ~cosey oraz  p(r,F,)~cosa,, (140)
gdzie przez "~" oznaczono symbol proporcjonalnosci.

Z (139) i (140) wynika, ze im mniejsze sa katy miedzy rozpatrywanymi
wektorami, tym zmienne reprezentowane przez te wektory sa silniej skore-
lowane. Na przyktad, z rysunku 3 wynika, ze zmienna r," jest silniej skore-
lowana z czynnikiem, ¥, natomiast zmienna r, jest silniej skorelowana z
czynnikiem F; .

Rotacje ortogonalne. Jednym z podstawowych celéw analizy czynnikowej
jest interpretacja rozpatrywanego zbiory zmiennych {r,‘;tzl,...,T} za po-
moca zadanej liczby m wzajemnie ortogonalnych czynnikéw wspdlnych
(F;; f =1,...,m}. Interpretacja ta odbywa si¢ na podstawie tadunkéw czyn-

nikowych a,, (1=1...,T; f =1..,m), przy czym jest ona tym latwiejsza w

im wigkszym stopniu pewne grupy zmiennych sg silnie skorelowane z tylko
jednym czynnikiem, natomiast stabo skorelowane z pozostatymi czynnika-
mi. Wéwczas rozpatrywany zbiér zmiennych (r,*; t=1,..,T} mozna podzie-
li¢ na pewne, "w duzej mierze roztaczne", grupy zmiennych rozktadajacych
si¢ wzdluz poszczegdlnych wymiardw przestrzeni generowanej przez orto-
gonalne czynniki wspdlne F,(f =l,..m). Czynniki te maja wowczas na
0g6t okreslona interpretacje, np. ekonomiczna.

Jak wspomnieli$my poprzednio, rozwiazanie podstawowego rownania
analizy czynnikowej (119) nie jest jednoznaczne; mozna je rozwigzywaé
jedynie z doktadnoscia do ortogonalnego przeksztalcenia macierzy 4. A
zatem podstawowg idea réznych metod dokonywania rotacji ortogonalnych,
jest takie ortogonalne przeksztalcenie macierzy A w nowa macierz tadun-
kow A, ktdrej elementy stanowia tadunki dajace si¢ latwiej interpretowac.

To znaczy tadunki czynnikowe bardziej znaczace powinny mie¢ po rotacji
wartosci bezwzgledne bliskie jednosci, natomiast malo znaczace - bliskie
zeru. Chodzi w tym przypadku o wigksze zréznicowanie tadunkéw czynni-
kowych @, dla zadanego ¢ oraz f =1,...,m; tj. fadunkéw wystgpujacych w
tym samym wierszu macierzy A o postaci (111). Oczywiscie, nie w kazdym
przypadku uzyskanie takiego wyniku jest mozliwe.

Rozpatrywane przeksztalcenie mozna przedstawié jako

A, =AP, (141)
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Rysunek 4. Ilustracja rotacji ortogonalnych; < G >~ przestrzen czynnikowa

OF,F, przed rotacja, < H > - przestrzen czynnikowa OFPFf po rotacji; m=2.

6. Czynnikowa okresowos¢ oraz czynnikowa wypuklosé
obligacji

W poprzednim punkcie przedstawiliSmy poszczegdlne etapy identyfikaciji
modelu czynnikowego (103) rynkowych stép procentowych spot r,, okre-
$lanych dla kolejnych dyskretnych punktéw czasowych 7=1,2,3,... , na pod-
stawie rentownosci do wykupu (YTM) obligacji czysto-dyskontowych o
okresach do wykupu 7 =1,...,7 . Model ten mial postaé

*

r, =

a, F;+vau;, t=1,..T, (142)

M=

f

1

gdzie r, F ; oraz 4, - zmienne standaryzowane.
Proces identyfikacji modelu polegal w rozpatrywanym przypadku nie
tylko na okresleniu wspslczynnikéw a,., a, modelu, ale réwniez na wy-

znaczeniu wartosci czynnikéw wspélnych F ; (tj. macierzy F danej wzo-

rem (121)) oraz czynnikdéw swoistych ,u; (§. macierzy Aii). Zdecydowanie
wyrdznia to powyzsze podejscie od metodologii analizy regresyjnej,
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