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OBLIGACII*

Wstep

Przedmiotem prowadzonych rozwazan bedzie zagadnienie aktywnego
zarzadzania inwestycjami na rynku obligacji w warunkach ryzyka
nieoczekiwanych zmian stdp procentowych. Pod pojeciem aktywnego
zarzadzania, rozumie si¢ tu optymalizacje portfela obligacji ze wzgledu na
maksymalizacj¢ oczekiwanej stopy zwrotu z podejmowanych  decyzji
inwestycyjnych, przy zadanym poziomie ryzyka. Jest to - obok tzw.
immunizacji portfela ze wzgledu na ryzyko stép procentowych — jedno z
podstawowych zagadniein dotyczacych zarzadzania portfelem obligacji w
warunkach niepewnosci.

W pracy, sformutowano model portfelowy zarzadzania aktywnego
inwestycjami na rynku obligacji, przy upraszczajacym zalozeniu plaskiej
struktury terminowej stop procentowych. Zalozenie to oznacza, ze krétko-,
$rednio-, i dlugoterminowe stopy procentowe spot (Wyznaczane w skali roku)
maja tg sama warto$¢, przy czym mozliwe sa jedynie rownolegte przesunigcia
tych stép w gore lub w dét. Opracowany model zarzadzania portfelem obligacji
jest odpowiednikiem modelu H. Markowitza sformulowanego dla rynku akcji.
Zarys takiego modelu dla rynku obligacji podany w monografii E.J. Eltona i
M.J. Grubera (Modern Portfolio Theory and Investment Analysis, 1995, 5-th
ed.) zawierat szereg bled6w, ktdre zostaly poprawione.

W kolejnych punktach pracy przedstawiono szczegSlowe zatozenia oraz
sformutowano model jednoindeksowy dla rynku obligacji, bedacy w pewnym
sensie odpowiednikiem modelu Sharpe’a rozpatrywanego powszechnie dla

* W: T. Trzaskalik (red.), Modelowanie Preferencji a Ryzyko ‘05, Wyd. Akademii
Ekonomicznej w Katowicach, Katowice, 2005 (w druku).
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rynku akcji (single-index model). Wskazano na podobienstwa i réznice
pomigdzy analizowanymi modelami. Przedstawiono réwniez model portfela
rynkowego obligacji. Sformutowano opis matematyczny oraz dokonano
interpretacji nastepujacych parametréw modelu jednoindeksowego obligacji:
spodziewanej stopy zwrotu (anticipated return), oczekiwanej stopy zwrotu
(expected return), nieoczekiwanej stopy zwrotu (excess return) oraz wartosci
oczekiwanej nieoczekiwanej stopy zwrotu (expected excess refurn). Podano
réwniez zalezno$¢ wariancji oraz kowariancji stép zwrotu od parametréw
okresowosci (duration) analizowanych obligacji.

Niejako w tle gléwnego nurtu prowadzonych rozwazan, przedstawiono w
zsyntetyzowanej formie zagadnienie dynamiki zmian struktury terminowej stp
procentowych spot oraz problem wyceny obligacji. Przedstawiono réwniez
skrétowo zagadnienie kwantyfikacji ryzyka stop procentowych na rynku
obligacji, za pomoca parametréw okresowosci (duration) i wypuktosci
(convexity). Jednym z wazniejszych punktéw pracy byto wprowadzenie nowego
— dotychczas nie rozpatrywanego w literaturze przedmiotu - pojecia
,oczekiwanej okresowosci” obligacji (expected duration), bedacej miarg
wrazliwosci oczekiwanej wartosci przyszlej obligacji na nieoczekiwane zmiany
stép procentowych.

Prezentowane wyniki stanowia pewne istotnie nowe rozwiazania w
stosunku do istniejacych opracowan z zakresu aktywnego zarzadzania portfelem
obligacji; por. Bierwag (1987), Ho (1990), Zenios (1993) Fabozzi, Fong (1994),
Elton, Gruber (1995), Dattarey’a, Fabozzi (1995), Fabozzi (2000).
Przedstawiono réwniez dyskusje warunkéw stosowalnosci zaproponowanego
podejscia w praktyce. Chodzi w tym przypadku o analize stabilnosci w czasie
parametréw rozpatrywanego modelu. Niektérzy badacze twierdza, ze ze
wzgledu na niestabilno$¢ tych parametréw, zastosowanie w praktyce
klasycznego podejscia Markowitza w odniesieniu do rynku obligacji — nie jest
mozliwe; Fabozzi, Fong (1994). Zdaniem autora niniejszej pracy, stwierdzenie
to nie jest w ogélnym przypadku prawdziwe. Zastosowanie zaproponowanej
metody zarzadzania portfelowego moze by¢ szczegélnie obiecujace w
przypadku obligacji diugoterminowych, w ktérym problemem niestabilnosci
parametréw modelu nie jest tak znaczacy.

W zakoriczeniu pracy, oméwiono skrétowo wyniki dalszych badan autora
dotyczace uogdlnienia zaproponowanego modelu na przypadek krzywej
dochodowosci o dowolnym ksztatcie, w ktérych przyjeto, ze dynamika zmian
tej krzywej jest ograniczona do proporcjonalnych zmian  poziomu
analizowanych stép procentowych spot; Jakubowski (2004). W celu
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opracowania modelu portfelowego dla powyzszego przypadku, dokonano
uogdlnienia tzw. wzoru Babcocka. Wzdr ten — rozpatrywany dotychczas przy
zatozeniu plaskiej krzywej dochodowosci — wyraza zalezno$¢ stopy zwrotu z
inwestycji w obligacje od wielkosci nieoczekiwanej zmiany rynkowej stopy
procentowej, przy zadanym horyzoncie czasowym; por. Bierwag (1987).

Ze wzgledu na brak miejsca, w pracy nie podano szczegbtowych
wyprowadzern  wszystkich  prezentowanych — wzoréw i twierdzen.
Wyprowadzenia te — wraz z obszernym opisem i interpretacja mozna znalez¢ w
cytowanym powyzej opracowaniu autora: Jakubowski, (2004). W opracowaniu
tym, przedstawiono réwniez uogdlnienie prezentowanych w niniejszej pracy
modeli jednoindeksowych obligacji, dla przypadku rynku niezréwnowazonego,
na ktérym ceny rynkowe obligacji nie sa réwne tzw. wartosciom wewngtrznym
(intrinsic values) tych waloréw.

1. Zagadnienie stosowalnosci analizy portfelowej
na rynku obligacji

Metody analizy portfelowej, w odniesieniu do rynku diuznych papierow
wartosciowych, wiaza si¢ z prébami zastosowania klasycznej teorii portfela H.
Markowitza (1987) dla celéw aktywnego zarzadzania inwestycjami w obligacje.
Chodzi w tym przypadku o rozwiazanie zagadnienia dywersyfikacji ryzyka
stopy procentowej, a wigc o taka konstrukcjg portfela, ktéra zapewnitaby
minimalng warto$¢ odchylenia standardowego stopy zwrotu z portfela obligacji,
przy zadanej wartosci oczekiwanej tej stopy zwrotu. Mozliwe jest tez
sformulowanie  zagadnienia réwnowaznego, a mianowicie problemu
maksymalizacji wartosci oczekiwanej stopy zwrotu przy zadanym poziomie
ryzyka, mierzonym odchyleniem standardowym tej stopy zwrotu.

Jak wiadomo, podstawy analizy portfelowej H. Markowitza odnosity si¢
pierwotnie wylacznie do rynku akcji. Co wigcej pomigdzy rynkami akcji i
obligacji wystepuja pewne istotne réznice. A mianowicie, ,,czas zycia” akeji jest
w zasadzie nieskoriczony; tzn. raz wyemitowanej akcji nie mozna umorzy¢,
akcje te mozna co najwyzej sprzedaé. Tak wigc, poza niezbyt czg¢stym
przypadkiem bankructwa przedsigbiorstwa emitujacego akcje, mozemy przyjac,
e kazda analizowana akcja istnieje nieskoriczenie diugo. Nieskonczenie dlugie
sq tez szeregi czasowe dotyczace podstawowego parametru akcji, jakim jest
stopa zwroty z inwestycji w tg¢ akcjg, czy tez stopa zwrotu z inwestycji
polegajacej na zakupie portfela akcji. Wynikaja stad duze mozliwosci estymacji
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takich parametréw jak oczekiwana stopa zwrotu, odchylenie standardowe tej
stopy zwrotu (jako miara ryzyka) czy tez — a raczej przede wszystkim —
wspdiczynniki korelacji pomigdzy stopami zwrotu z poszczegdlnych akcji.

Natomiast w przypadku rynku obligacji sytuacja jest inna. Kazda
obligacja (poza specjalng klasa tych waloréw, tzw. perpentuities — czyli
konsoli) ma skonczony ,czas zycia”, okreslony przez Scisle ustalony termin
wykupu tej obligacji przez emitenta. Z uptywem czasu biezacego zmieniaja si¢
(a wiec sa niestabilne) podstawowe parametry obligacji, tj. parametry
okresowosci (duration) oraz wypuklosci (convexity). Migdzy innymi, mozna
latwo wykazaé, ze parametr okresowosci jest (poza pewnym szczeg6lnym
przypadkiem) funkcja malejaca czasu biezacego; Francis (1991). Owa
niestabilnos¢ parametréw obligacji stata si¢ przyczyna kontrowersji co do
mozliwoéci  przetransponowania  podstawowych  idei H. Markowitza
dotyczacych modelu dywersyfikacji inwestycji — na grunt teorii rynku obligacji.
Niekiedy, opinie co do tej mozliwosci s wrecz diametralnie odmienne.

W pracy Fabozzi, Fong (1994), s. 153-154, stwierdzono bowiem:

. Both the variance/covariance approach and the traditional Markowitz
formulation assist managers in making asset allocation decisions. For equity
optimization, minimization of the standard deviation or variance of portfolio
returns is the customary risk objective”. ... ,,In bond analysis, however, no such
convention is available. Because a fixed income security has a finite life, its
covariance with other bonds changes with time, if for no other reason — than
shortening of the maturity of each bond with time”. ..., The problem thus
becomes one of estimation. Indeed, if a covariance matrix could be created, the
bond optimization process could paraller the analysis for stock”.

Jak widaé jest to zdecydowana negacja mozliwosci zastosowania
podejscia M. Markowitza w stosunku do rynku obligacji. Natomiast w pracy
Eltona, Grubera (1995), s. 553, stwierdzono wrecz co§ przeciwnego; a
mianowicie:

... we discussed methods of estimating the variance — covariance
structure of common stock returns. The general principles discussed are equally
as applicable to bonds as they are to stocks. However, they are special
characteristics of bonds that suggest that some modification and respecification
would be useful.”

Tak wiec ci z kolei autorzy w sposéb zdecydowany akceptuja mozliwosé
przeniesienia teorii portfela Markowitza na rynek obligacji. Stwierdzaja oni
jedynie, ze pewne modyfikacje czy tez ,respecyfikacje” sa pozadane. Cytowani
autorzy przedstawiaja réwniez pewien zarys metody zastosowania analizy
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portfelowej na rynku obligacji. Niestety czgsé podanych przez nich wzoréw jest
bledna.

Jak juz wspomniano, zagadnienie zastosowania analizy portfelowej na
rynku obligacji bedzie zasadniczym przedmiotem rozwazan niniejszej pracy. A
mianowicie, przedstawimy prébe sformutowania odpowiedzi na problem na ile
— czy tez pizy jakich warunkach — zastosowanie teorii H. Markowitza na rynku

obligacji jest jednak mozliwe.

2. Struktura terminowa stop procentowych —
zagadnienie wyceny obligacji

Zagadnienie zarzadzania portfelem obligacji wiaze si¢ scisle z pojeciem
struktury terminowej stop procentowych. Struktura ta odzwierciedla funkcyjna
zalezno¢  wartosci  poszczegdlnych stop  procentowych od terminéw
zapadalnosci zobowiazan, dla ktérych te stopy si¢ rozpatruje. W analizowanym
przypadku przyjmuje sig, ze rynkowe stopy procentowe spot r,, rozpatrywane
dla poszczegdlnych terminéw £ =1,2,3,...,T , sa okreslone przez rentownosci do
wykupu YTM (yield to maturity) obligacji czysto-dyskontowych. Rentownosci
te stanowia pewien ,wzorzec”, wedlug ktérego dokonuje si¢ wyceny
wszystkich innych funkcjonujacych w danym sektorze rynku finansowego
obligacji wielokuponowych, jak tez i innych instrumentow finansowych.

Krzywa dochodowosci. Graficznym zobrazowaniem struktury terminowej
stép procentowych spot jest krzywa dochodowosci (yield curve). Krzywa ta,
przedstawiajaca zaleznos¢ rentownosci do wykupu YTM =1, obligacji czysto-
dyskontowych od terminéw wykupu tych obligacji ¢=1L....T - moze miec
rézny ksztalt. Moze to by¢ krzywa rosnaca, malejaca lub (w przyblizeniu) stafa.
Ksztalt krzywej dochodowosci zalezy od szeregu czynnikow zwigzanych
zaréwno z funkcjonowaniem analizowanego rynku finansowego, jak réwniez
od biezacej sytuacji gospodarczej danego kraju. Ponadto, ksztait tej krzywej
zmienia sie dynamicznie w czasie co jest wiasnie Zrédlem ryzyka stop
procentowych. Na rysunku 2.1, przedstawiono dla ilustracji rosnacg postac
krzywej dochodowosci.

Problematyka analizy, modelowania oraz prognozowania zmian struktury
terminowej rynkowych stép procentowych spot 1, (1=1...,T) zostala
obszernie przedstawiona m.in. przez autora niniejszej pracy w publikacji
Jakubowski (19906).
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Rys. 2.1. Struktura terminowa st6p procentowych spot 1y okreslonych dla terminéw

zapadalnosci 1 =1,...,T , rozpatrywana w chwili biezacej T=7%. Stopy Tl

wyrazane s w skali roku.

Zagadnienie wyceny. Jak wspomniano, krzywa dochodowosci stanowi
pewien wzorzec stop procentowych spot 1, (t=1...T), za pomoca ktérego
mozna dokonywa¢ wyceny réznych papieréw wartosciowych. Wyceny tej
dokonuje si¢ poprzez dyskontowanie w czasie (do chwili biezacej) przysztych
wptywéw  pienigznych — zwiazanych z  rozpatrywanym instrumentem
finansowym. W szczegdlnosci, kazdaq obligacj¢ o stalym oprocentowaniu,
zwiazang z wyplatami w kolejnych latach r=12,....(T —1) odsetek C oraz w
roku T - odsetek C plus wartosé nominalna N - mozemy rozpatrywaé jako
sume obligacji czysto-dyskontowych. A zatem, warto$¢ biezaca takiej obligacji
(present value) jest rowna

C C C+N
4o+

= + —+.. 4 = 2.1
I+, (1“"'0.)- (1+rm.)

Warto$é te nazywa sig réwniez czgsto wartoscig wewngtrzng obligacji (intrinsic
value). Natomiast sam wz6r (2.1) jest nazywany wzorem wyceny obligacji.

W teorii rynkéw kapitatowych dowodzi si¢ (Elton, Gruber, 1995), ze gdy
rynek obligacji znajduje si¢ w réwnowadze, strumienie pienigzne pochodzace
od réznych obligacji powinny by¢ dla tych samych okresow t=1..T,
dyskontowane wedlug tych samych stép procentowych spot 1, Tpp s+ Tor - Tym
samym , mozna w tym celu stosowaé ,wzorcowe” stopy procentowe spor
okreslone na podstawie rentownosci do wykupu YTM obligacji czysto-
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dyskontowych. Wynika to z zastosowania tzw. prawa jednej ceny (the law of
one price) w stosunku do rozpatrywanego rynku obligacji. Prawo to oznacza, ze
w przypadku, gdy chwilowa cena biezaca P analizowanej obligacji jest rézna
od jej wartosci réwnowagowej PV, to na skutek arbitrazu cena ta - po pewnym
okresie przejsciowym - staje si¢ zbiezna do wartosci PV .

Okreslenie struktury terminowej stép procentowych przez rentownosci do
wWykupu 7,7 Ty Obligacji czysto-dyskontowych ma zasadnicze znaczenie
nie tylko ze wzgledu na wyceng wartoéci obligacji. Znajac przebieg
rozpatrywanej krzywej dochodowosci, a takze dynamikg zmian tego przebiegu
z uplywem czasu biezacego, potrafimy oszacowa¢ wplyw zmian rynkowych
stép procentowych na warto$é rozpatrywanych obligacji, a tym samym na stopg
zwrotu z dokonywanych inwestycji.

Stopa zwrotu za jeden okres odsetkowy. Stopa zwrotu R z inwestycji w
dang obligacjg liczona za jeden okres odsetkowy (tzw. period-by-period return),
wynika ogélnie rzecz biorac z dwéch sktadowych: dochodéw z wyplacanych
odsetek C oraz z zyskéw lub strat zwiazanych ze zmiang biezacej ceny P
obligacji. Z kolei zmiana ceny obligacji wynika¢ moze ze zmiany wartosci
réwnowagowej obligacji oraz okreslonych dzialaih spekulacyjnych na
rozpatrywanym rynku (tzw. arbitraz cenowy). Pomijajac dla uproszczenia owe
dziatania spekulacyjne (jako charakterystyczne dla okreséw przejsciowych)
otrzymamy, ze cena biezaca P obligacji jest rowna jej wartosci réwnowagowej
PV okreslonej wzorem (2.1). Ze wzoru tego mozna wywnioskowa¢, ze zmiana
wartosci biezacej obligacji wynika z oddziatywania dwéch czynnikéw: zmiany
wartoéci obligacji w czasie (w miarg uptywu kolejnych okreséw odsetkowych
zanikajg kolejne czlony zaleznosci (2.1)) oraz - nieoczekiwanej zmiany
rynkowych stép procentowych 7, £=1....,T. Ze wzoru wyceny (2.1) wynika___
bowiem bezposrednio, ze nieoczekiwany wzrost rynkowych stép procentowych
spot 1, t=1..,T, a wigc przesuniccie si¢ krzywej dochodowosci w gore —
powoduje spadek wartoéci biezacej PV obligacji. Natomiast spadek tych st6p
procentowych, a wiec ruch krzywej dochodowosci w dét — powoduje wzrost
wartosci biezacej PV .
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3. Kwantyfikacja ryzyka stopy procentowej na
rynku obligacji — parametry okresowosci i

wypuktosci

Z przeprowadzonych w poprzednim punkcie rozwazaf wynika, ze
biezaca cena rynkowa obligacji moze podlegac¢ ciagtym oraz nieoczekiwanym
fluktuacjom (price volatility) - ze wzgledu na zmiany obowiazujacych w danym
momencie rynkowych stép procentowych, za pomoca ktérych dyskontujemy w
czasie do chwili biezacej wszystkie przyszie wplywy pienigzne zwiazane z
posiadaniem obligacji (1j. odsetki oraz nominat). Czgsto trudne do przewidzenia
zmiany rynkowych stop procentowych oraz wynikajace stad zmiany ceny
obligacji (czy tez szerzej - instrumentéw finansowych) sa zrédlem ryzyka stép
procentowych. Ryzyko to wyraza si¢ tzw. nieoczekiwana stopg zwrotu (excess
return); Elton, Gruber (1995). W zwiazku z tym istotna jest - z punktu widzenia
zaréwno inwestora jak i emitenta - wrazliwos¢ (lub tez przeciwnie - odpornosc)
ceny rozpatrywanej obligacji ma zmiany rynkowych stop procentowych.
Parametrami umozliwiajacymi pomiar takiej wrazliwosci jest okresowo$¢
(duration) oraz wypuklos$é (convexiry) obligacji.

Klasyczne definicje (Macaulaya) tych parametréw zwiazane sa z
przyjeciem silnie ograniczajacego zatozenia, ze wszystkie rynkowe stopy
procentowe spot sa sobie réwne, niezaleznie od terminéw zapadalnosci
zobowigzan, tj.

Ty, =T vr=1,..,T. 3.D
Oznacza to, ze struktura terminowa stGp procentowych wyrazona krzywa
dochodowosci obligacji czysto-dyskontowych jest ,plaska”, przy czym
zachodzi to dla dowolnej chwili biezacej 7 =1,2,3..... Z powyzszego zalozenia
wynika bezposrednio, ze jezeli chodzi o zmiany rynkowej stopy procentowej r
(w tym przypadku juz tylko jednej) to mozliwe sa jedynie réwnolegie
przesunigcia w gére lub w dél rozpatrywanej krzywej dochodowosci o wartosé
dr, tj.

dry, =dr; vr=1.,T, 3.2)

gdzie dr - przyrost skonczony.
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3.1. Okresowos¢ obligacji (duration)

Przedstawimy teraz wzory okreslajace parametr okresowosci obligacji. Z
réwnania (2.1) wyceny obligacji, uwzgledniajac warunek (3.1) oraz zakladajac,
7e analizowany rynek jest w réwnowadze (tj. P =PV'), mamy

T

P=P(r)= Z (33)

I+ r)
gdzie C, - przyszle strumienie finansowe wynikajace z faktu nabycia obligacji,
tj. C,=C (t=1..,T=1)oraz C; =C+N; C - wartos¢ kuponu, N - wartosé

nominalna.
Dla matych zmian dr rynkowej stopy procentowej, odpowiadajacy tym
zmianom dodatni lub ujemny przyrost dP wartoéci obligacji mozemy

aproksymowa¢ rézniczka zupetna, .
dP = 19ﬁzlr. (3.4)
or

Do dalszych rozwazain wprowadzimy pojecie wspélczynnika wagowego X, , tj.
x tle ey re=[c asry ]/Z e, ia+ry]. (3.5)

Wspélezynnik x, okresla wigc udzial wartosci biezacej strumienia
finansowego C, (zdyskontowanego na chwilg poczatkowa za pomocg rynkowej
stopy procentowej r) w wartosci biezacej P obligacji. Z (3.5) wynika
bezposrednio, ze

T
Z X, = 1. 3.6)
=1

Z (3.4), uwzgledniajac (3.3) oraz (3.5), otrzymamy

dP=- {Ztc (1+;)“'}—'~——Px(2n)l‘i'r : X))

=1 =1

Wystepujace W powyzszym wzorze wyrazenie w nawiasie okragtym nosi
nazwe okresowosci (Macaulaya) D obligacji. Mamy zatem

T T C
D=th, :Z (lt+ ;')' /P (3.8)
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orazz (3.7), (3.8), dP=-PXx D%. (3.9)

+7
Uwzgledniajac dodatkowo, ze dr = d(1+r),z(3.9) otrzymamy

dP __da+n)

ra. 3.10

P 1+r orae ( )

__dP d(+n) 31
Pl o1+r ’

Natomiast dla nieskoficzenie matych przyrostéw dr, z (3.11) otrzymamy

D:_ﬁf.l_tﬁ__;_a_l)liﬁ (3.12)

dr P o P’

. OP 1+r
tak wigc D= > p (3.13)
Wyprowadzone powyzej wzory (3.8), (3.11) i (3.13) okreslaja trzy
réwnowazne definicje parametru okresowosci D obligacji. Migdzy innymi, ze
wzoru (3.8) wynika, ze okresowos¢ D obligacji jest pewna $rednig wazong
chwil czasowych f, w ktérych wyplacane sa strumienie finansowe C,

wynikajace z faktu posiadania analizowanej obligacji. Usrednienie to odbywa
sie ze wzgledu na wagi x, dane wzorem (3.5). Inaczej méwigc, parametr
okresowosci D jest wiec pewnym Srednim wazonym okresem zwrotu z
inwestycji w obligacje; stad tez nazwa tego parametru. Parametr D jest
wielkoscia mianowana, wyrazana w jednostkach czasu; np. w latach.

Parametr okresowosci D obligacji czysto-dyskontowej. Dla obligacji
czysto-dyskontowej (4j. dla C =0) mamy

¢ =0, dla r=1..,T-1 oraz Cr=N. (3.14)
N
A zatem, z (3.3), (3.14), P=P(r)= - (3.15)
(1+7r)
7 (3.8), (3.14) i (3.15) otrzymamy D = (’lr: [;/1/ =T. (3.16)
¥

Otrzymalis$my wigc, ze w przypadku obligacji czysto-dyskontowej
okresowosé tej obligacji jest réwna bezposrednio terminowi 7 jej wykupu. Z
poréwnania wzoréw (3.8) i (3.16) wynika réwniez, ze spoéréd wszystkich
obligacji o tym samym terminie wykupu T (term to maturity), obligacja
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czysto-dyskontowa ma najwigksza okresowoé¢ D, =T . Wynika to
bezposrednio stad, ze okresowos¢ D obligacji wielokuponowych jest $rednig
wazong terminéw ¢ =1,...,T", przy czym suma wag x, jest réwna jednoéci (por.
3.6). Tak wiec w tym przypadku, okresowos¢ D musi by¢ krétsza od
najdluzszego z rozpatrywanych terminéw; tj. 7 .

Zaleinoé¢ parametru okresowosci D obligacji od uplywu czasu
biezacego oraz od poziomu stopy procentowej. Z przedstawionych powyzej
rozwazafh wynika jeszcze jeden wazny wniosek. A mianowicie z uptywem
czasu biezacego 7 =1,2,3,..., okresowos¢ Macaulaya obligacji maleje, bowiem
zmniejsza si¢ okres do wykupu tych obligacji réwny T =7 . Istniejg co prawda
inne niz prezentowana powyzej definicje okresowosci D obligacji, dla ktérych
— w pewnych szczegélnych okoliczno$ciach (obligacje dlugoterminowe
sprzedawane z duzym dyskontem) — powyzsza zalezno$¢ nie jest spetniona;
Francis (1991). Przypadkiem tym nie bedziemy sig jednak dalej zajmowac.

Istotna jest réwniez zaleznos¢ parametru okresowosci D od poziomu
rynkowej stopy procentowej r. A mianowicie, mozna wykaza¢ (Bierwag
1987), ze ze wzrostem stopy procentowej r - okresowos¢ D obligacji maleje;
przy czym, podobnie jak w przypadku zaleznosci od uptywu czasu biezacego 7
- jest to zalezno¢ w ogdlnym przypadku nieliniowa.

Okresowosé D obligacji jako wspélczynnik elastycznosci. Dla
ustalonej chwili 7 czasu biezacego oraz przy ustalonym poziomie rynkowej
stopy procentowej r, okresowo$¢ obligacji zalezy wylacznie od strumieni
finansowych C, tej obligacji (a wigc od odsetek C oraz wartosci nominalnej
N) oraz od okresu do wykupu T . Parametr okresowosci D jest wigc
wewnetrzng cecha tej obligacji, wyrazajaca jej wrazliwo$¢ na nieoczekiwane
zmiany stopy procentowej r . Parametr ten jest zatem miernikiem ryzyka stopy
procentowej na rynku obligacji. Wynika to zreszta bezposrednio z definicji
(3.11). A mianowicie, okresowo$¢ D obligacji jest wspdtczynnikiem
elastycznosci (wzigtym ze znakiem minus) ceny obligacji ze wzgledu na zmiang
czynnika jednos¢ plus stopa procentowa 7 . Wyprowadzona powyzej zaleznos¢
(3.10) pozwala zatem na przyblizone oszacowanie wzglednej zmiany (dP/P)
wartoéci obligacji spowodowanej nieoczekiwana zmiang rynkowej stopy
procentowej, o ile tylko znana jest warto$¢ parametru okresowosci D, ktdra
mozna bezposrednio wyliczy¢ ze wzoru (3.8).
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3.2. Wypuktosé obligacji (convexity)

Wprowadzenie pojecia parametru wypuklosci V- obligacji, umozliwia
bardziej doktadne — niz wynika to ze wzoru (3.10) — oszacowanie wrazliwosci
wartoéci obligacji na ryzyko rynkowej stopy procentowej r. Wynika to z
rozwiniecia przebiegu zaleznosci wartoéci P obligacji od stopy procentowej r
- w szereg Taylora. Dzigki temu nie musimy juz dalej zakladaé, ze
nieoczekiwane zmiany dr stopy procentowej sa mate. Jak wykazaly badania
(por. np. Zaremba 1995), w przypadku zaleznosci P(r) danej wzorem (3.3) —
wystarczajaca dokladnosé uzyskuje si¢ w analizowanym przypadku przez
przyblizenie przyrostu dP tej funkcji przez dwa pierwsze cztony rozwinigcia
Taylora.

Definicja parametru V wypuklosci obligacji, o wartosci biezacej danej
wzorem (3.3) — jest nastgpujaca

210°P (40 (3.17)

“20r P
Ze wzordw (3.17) i (3.3), po przeksztalceniu, otrzymamy

Si+1)x, = i’(’“)c

Py 2 (L+r) (3.18)

gdzie x, - wspéiczynnik wagowy okreslony zaleznoscia (3.5).
Ponadto, rozwijajac zalezno$¢ P(r) dang wzorem (3.3) w szereg Tylora, mozna

wykaza¢, ze zachodzi (por. m.in. Jakubowski, 2004).

i’§=—pr U@, (3.19)
gdzie A, = dil+ ) ;D - okresowos¢ obligacji, V - wypukto$¢ obligacji.
+r

Parametr wypuklosci V obligacji nie bedzie dalej — w niniejszej pracy —
szerzej omawiany. Szczegélowa analizg¢ tego parametru oraz jego interpretacje
mozna znalezé m. in. w pracy Jakubowski (2004).

3.3. Parametry okresowosci i wypuktosci portfela obligacji

Wprowadzimy teraz wzory na okresowos¢ i wypuklosé portfela P
obligacji. Ogélnie rzecz biorac portfel P mozemy traktowac jako kombinacje
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wypukla obligacji O, (i=L..,N), traktowanych jako elementy pewnej
przestrzeni liniowej obligacji. Mamy zatem
N
P =Y w0, - portfel obligacji, (3.20)

i=1

gdzie w, - udzial wartosciowy obligacji O; w portfelu P ;
N

przy czym  w,€ (0,1), Vi=L..,N; oraz Z w,=1. (3.21)
i=1

Mozna ltatwo wykazaé, ze okresowos¢ D, portfela P obligacji jest
kombinacja wypuklg okresowosci D, poszczegdlnych obligacji, wchodzacych
w sktad tego portfela (por. Jakubowski, 2003b), tj.

N
D, =% wD, (3.22)
=1

Réwniez mozna fatwo wykaza¢, ze charakter powyzszej zaleznosci przenosi sig
na parametr wypuklosci V, portfela P obligacji; tj.

N
Vo= wy,. (3.23)
i=l

Przedstawione powyzej wzory (3.22) i (3.23) na okresowos¢ i wypuklosé
portfela P obligacji maja duze znaczenie dla zastosowan praktycznych. A
mianowicie, dobierajac odpowiednio udziaty wartoéciowe w, poszczegdlnych
obligacji O, w portfelu P mozemy utworzy¢ w ten sposob pewna obligacje
syntetyczna o odpowiednich — wymaganych przez nas - parametrach
okresowosci D, i wypuklosci V. Mozemy wigc w ten sposéb ksztattowac
odpowiednia wrazliwos¢ analizowanego portfela obligacji na ryzyko stop

procentowych.

3.4. Oczekiwana okresowos¢ obligacji

Wprowadzimy teraz pewne nowe pojecie dotyczace oczekiwanej
okresowosci D' obligacji. Stosujac to pojecie, wezmiemy bardziej szczegdlowo
pod uwage oddzialywanie ,uptywu czasu biezacego” 7 = 0,1,2,3,..., na
warto$¢ parametru okresowosci D . Prowadzac w dalszym ciagu rozwazania dla
plaskiej krzywej dochodowosci, oznaczymy:

F, - wartos¢ biezaca obligacji w chwili 7 = 0, czyli
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I C
p = C 3.24
0 Z. 1+ (324

D° - parametr biezacej okresowosci obligacji, rozpatrywany dla chwili 7=0,
tj.

D“=D(r=0)=—%’31/£%+’_—"), (3.25)
0

czyli - dla nieskonczenie matych Ar - otrzymamy

. T
DO:_aPO Lr_ tC, 7y (3.26)

dr P T+

Tak wiec okresowos¢ D° okresla wrazliwo$¢ wartosci biezacej F
obligacji, rozpatrywanej w chwili 7 =0, na zmiang stopy procentowej 7 0 Ar
jaka nastepuje w chwili 7=0+¢, gdzie & - dowolnie mate. Mozemy
wyobrazi¢ sobie nastepujaca sytuacje: kupujemy w chwili 7 = 0 dang obligacje
wedlug ceny P, i zastanawiamy si¢ jaka bedzie natychmiastowa zmiana
wartosci tej obligacji, o ile bezposrednio po zakupie (4j. dla 7 = 0+ €) stopa
procentowa zmieni si¢ o Ar. OdpowiedZ na to pytanie mozemy uzyskac
wykorzystujgc wlasnie parametr D°; a mianowicie, z (3.25) mamy

AR __poAUED e AT (3.27)

F, 1+7r 1+r

Zatézmy teraz, ze nabyliSémy dana obligacj¢ w chwili 7 =0, oraz - ze
przez pierwszy okres odsetkowy stopa procentowa r nie ulegla zmianie.
Zastanawiamy si¢ jak wrazliwa bedzie wartosé przyszta posiadanej obligacji na
zmiang stopy procentowej o Ar w chwili 7 =1+ £, tj. po uplywie pierwszego
okresu odsetkowego i wyplacie pierwszych odsetek wynoszacych C = C.
Analizg powyzsza prowadzimy w chwili obecnej, tj. dla 7 = 0. W tym celu
wprowadzamy wlasnie pojecie oczekiwanej okresowosci D', tj. przy
oczekiwaniu, ze stopa procentowa r nie ulegnie zmianie w okresie 7 € [0, 1].

Oznaczymy: P, - warto§¢ przyszta obligacji w chwili =1, przy
zalozeniu, ze r = const , tj.

L C
=) 3.28
=R (ETo i (328
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Wartos¢ P, jest wigc oczekiwang (czy tez spodziewana) wartoscia
przyszta obligacji wyznaczona w chwili 7 =0 dla chwili 7= 1, w warunkach
stalosci stopy procentowej r .

Parametr oczekiwanej okresowosci D' obligacji definiujemy nastgpujaco:
D' - oczekiwana okresowos¢ obligacji w chwili 7 =1, przy zalozeniu,

ze r=const, tj.

D' :D(T=1)9—__éﬂ §£l+_’) (3.29)
4 I+r
czyli, dla nieskoiiczenie matych Ar, z (3.29) otrzymamy
p=_2hl+r (3.30)
dr P

oraz z (3.28) i (3.30)

T
, (t-1C,
=) ——/P. 3.31
L G3h
Tak wiec w chwili 7=0, przy zalozeniu, ze stopa procentowa r nie
ulegnie zmianie w ciagu pierwszego okresu odsetkowego, mozemy oszacowac
wplyw zmiany tej stopy o Ar (w chwili 7=1+¢€) - na zmiang wartosci B
obligacji; z definicji (3.29) mamy bowiem

AR _paldin A (3.32)

P I+r 1+r

Podamy teraz lemat okreslajacy zalezno$¢ funkcyjna pomigdzy
parametrem oczekiwanej okresowosci D' a parametrem biezqcej okresowosci
D°. Dla przeprowadzenia dowodu tego lematu wykorzystano wprowadzone w
tym punkcie wzory (3.26) i (3.31) umozliwiajace wyznaczenie wartosci tych
parametréw. Zatozono réwniez, ze dla analizowanej obligacji zachodzi

D°>1. (3.33)
Lemat 3.1. Zaleznoé¢ funkcyjna pomigdzy parametrem oczekiwanej
okresowoéci D' a parametrem biezacej okresowosci D° obligacji wyraza si¢

wzorem:

D'=(D° -1+ r>[§] . (3.34)

[
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gdzie r - rynkowa stopa procentowa, P, - warto$¢ biezaca obligacji w chwili
7=0, P - warto$¢ przyszta obligacji w chwili 7=1, wyznaczona przy
zalozeniu, ze stopa procentowa r nie ulegta zmianie; oraz - z zalozZenia (3.33),
D°>1.

Dowéd: Jakubowski (2004).

4. Zalozenia modelu

Prowadzone dalej rozwazania poprzedzimy sformulowaniem naste-
pujacych zatozen oraz definicji.
Plaska krzywa dochodowosci. Warunek plaskiej krzywej dochodowosci (yield
curve), jaki przyjmiemy dla analizowanego rynku finansowego mozna
formalnie zapisaé nastgpujaco.

1, =const(t) =r; vVi=1..T, 4.1)

gdzie 7, - rynkowa stopa procentowa spot dla okresu [0,7], ¢ - termin
zapadalnosci zobowiazan; w przypadku obligacji zero-kuponowych termin ten
pokrywa si¢ z tzw. okresem do wykupu (term to maturity).

Zatozymy réwniez, ze jedynymi mozliwymi zmianami plaskiej krzywej
dochodowosci, jakie moga nastapi¢ wraz z uplywem czasu biezacego
7=0,1,2,3,..., sa przesuniecia rownolegle tej krzywej o tg sama wartos¢ Ar w
gére lub w dél. Zauwazmy, ze zalozenie to jest konieczne, poniewaz w
przeciwnym przypadku poczatkowo plaska krzywa dochodowosci (dla 7=0)
przestawataby by¢ plaska dla przysziych chwil 7. Mamy wigc

Ar = Ar, = const(t), vi=1L.,T, 4.2)

- nieoczekiwane przesunigcie plaskiej krzywej dochodowosci o t¢ sama

wartos¢.

Horyzont inwestycyjny. Zagadnienie aktywnego zarzadzania portfelem
obligacji rozpatrywaé bedziemy przy zatozeniu, ze horyzont inwestycyjny jest
réwny jednemu (najblizszemu) okresowi odsetkowemu. Z powyzszego wynika
wiec, ze analizujac portfele inwestycyjne, rozpatrywa¢ bedziemy tylko te
obligacje (o réznych terminach wykupu), ktérych okresy odsetkowe pokrywaja
sie ze soby. Ponadto przyjmiemy, ze inwestycji w okreslone obligacje
dokonujemy wylacznie na poczatku danego okresu odsetkowego, . w
chwilach:
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1=0+¢&, T=1+€, T7=2+6,., gdzie £>0 - warto$¢ dowolnie mata.

Klasa analizowanych obligacji. Prowadzone dalej rozwazania dotyczy¢ beda
obligacji dlugoterminowych o stalym oprocentowaniu. Chodzi w tym
przypadku o to, ze ogdlnie rzecz biorac, parametr okresowosci obligacji D° jest
silnie niestabilny z uptywem czasu biezacego. Okresowos¢ D" maleje z
czasem, przy czym spadek wartosci D° jest tym silniejszy im krotszy jest okres
do wykupu T (term to maturity) rozpatrywanej obligacji.

W najprostszym przypadku obligacji zero-kuponowych mamy:

dlaT=15,D°=15;T=14, D°=14;..; T=2,D°=2;T=1, D’ =1.

Tak wigc dla okresu do wykupu rownego T =15 lat, po uplywie 1 roku,
procentowy spadek okresowosci obligacji wynosi

0 —_
AD” M_lixlo():_éj%_
D’ 15
Natomiast dla okresu do wykupu réwnego T =2 lata, po uptywie | roku, mamy
0
-2
———ADO 12 x100=-50.0% .
D 2

Powyisze wnioski pozostaja rowniez aktualne w przypadku obligacji o
niezerowym kuponie (tj. dla C, #0), w ktérym spadek okresowoséci D’
obligacji wraz z uptywem czasu biezacego 7 ma charakter nieliniowy; Bierwag
(1987), Francis (1991). Rosnaca niestabilnos¢ parametru okresowosci  D°
analizowanych obligacji - wraz z uptywem czasu biezacego - staje si¢ zroédiem
okreslonej niestabilnosci parametréw modelu  zarzadzania portfelowego
rozpatrywanego w dalszej czesci pracy. Z tego tez powodu prowadzone
rozwazania dotyczyé beda obligacji diugoterminowych O, o okresowosciach

D} >>1 Vi=l,...,n (4.3)

Dla tego typu obligacji, procentowa zmiana (tj. spadek) okresowoséci D, po
uplywie jednego okresu odsetkowego nie bedzie zbyt duza, co pokazalismy na
przedstawionym powyzej przykladzie.

Rynek zréwnowazony, rynek niezréwnowazony. Wprowadzimy oznaczenia:

P. - cena rynkowa obligacji, F - wartos¢ biezaca obligacji.

Warto$é biezaca obligacji, okreslona w punkcie 3 wzorem (3.24) jest
pewna wartoscig teoretyczng, wynikajaca ze zdyskontowania na chwilg biezaca
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wszystkich przysztych strumieni finansowych C, (t=1...T), wynikajacych z
faktu posiadania danej obligacji. Wartos¢ ta jest czesto nazywana wartoécia
wewnetrzng obligacji (bond intrinsic value).

O rynku zréwnowazonym méwimy, gdy dla kazdej obligacji 0,
zachodzi

P =P, Vi=l...,n, 4.4

gdzie n - ogélna liczba rozpatrywanych obligacji.
W przeciwnym przypadku - méwimy, ze rynek jest niezréwnowazony.

Oczywiscie o zréwnowazeniu lub niezréwnowazeniu rynku mozemy
méwié réwniez tylko w odniesieniu do danej obligacji O;. Niezréwnowazenie
rynku danej obligacji wyrazajace si¢ réznica ceny rynkowej F, tej obligacji od
jej wartoéci wewnetrznej F,, wynika¢ moze np. z okreslonych dziatan
spekulacyjnych.

W pracy, rozpatrywaé bedziemy rynek zréwnowazony obligacji.
Oczywiécie stan ogdlnego zrownowazenia rynku jest pewnym  stanem
Lidealnym”, ktéry w praktyce nigdy nie ma miejsca. Jednak w przypadku tzw.
rynkéw efektywnych, rynki te sq zbiezne do stanu réwnowagi, ktéry moze by¢
w powyzszym sensie traktowany jako pewien stan graniczny. Owa zbiezno$¢ do
stanu réwnowagi rynkowej wynika z wystgpujacych powszechnie transakcji
arbitrazowych charakteryzujacych rynki efektywne. Jak juz wspomnielismy,
méwi sie w tym przypadku o obowigzywaniu tzw. prawa jednej ceny.

5. Model jednoindeksowy dla rynku obligacji

Wyprowadzimy teraz podstawowe wzory wyrazajace spodziewana oraz
rzeczywista stope zwrotu z inwestycji w obligacje, przy wprowadzonym
wezedniej zatozeniu, ze analizowany horyzont inwestycyjny jest réwny
jednemu okresowi odsetkowemu. Owe stopy zwrotu nazywane sa w literaturze
stopami zwrotu ,,z okresu na okres” (period-by-period return). Rozwazania
nasze poprowadzimy przy zalozeniu, ze analizowany rynek kapitalowy jest w
réwnowadze. Ponadto przyjmiemy, ze na rynku tym obowiazuje ptaska krzywa
dochodowosci. Uogdlnienie otrzymanych wynikéw na przypadek rynku
niezréwnowazonego oraz dla krzywej dochodowosci o dowolnym ksztaicie —
przedstawiono w cytowanym juz we wstepie opracowaniu autora (Jakubowski,
2004).



AKTYWNE ZARZADZANIE PORTFELEM OBLIGACII 19

Pomijajac dla uproszczenia zapisu indeks i obligacji O;, wprowadzimy
nastepujgce oznaczenia
P, - wartos¢ biezaca obligacji w chwili 7=0,
P, - wartos¢ przyszla obligacji w chwili 7 =1 przy zalozeniu, ze rynkowa stopa
procentowa 7 nie zmienita sig; r =const,
P’ - wartos¢ przyszla obligacji w chwili 7=1 przy zalozeniu, Ze stopa
procentowa r zmienita sig¢ (w chwili 7=1+¢€)0 Ar,tj. r'=r+Ar,
R - spodziewana stopa zwrotu (anticipated return) za jeden okres dla
r=const,
R’ - rzeczywista stopa zwrotu (realized return) za jeden okres dla ri=r+Ar.
Wzory na spodziewang oraz rzeczywista stopg Zwrotu sa nastgpujace
SCHRTh s R _CHA-h ,

, 5.1
a P (5.1

R*

gdzie C - odsetki wyptacane za dany okres.
Ponadto zauwazmy, ze w my$l wprowadzonych w punkcie 3 wzoréw
(3.24) i (3.28) na biezaca warto$¢ wewnetrzng Fy i F, wartosci te sg funkcjami

stop procentowych, tj.

P, =P(r); P =P(r)oraz F =PF(r"). (5.2)

A zatem, ze wzoréw (5.1) bezposrednio wynika, ze zachodzi réwniez

R“=R"(r) oraz R"=R(r’')=R(r+Ar). (5.3)

Tak wiec juz na poczatku prowadzonych dalej rozwazaii mozemy
zauwazy¢, ze dla danej stopy procentowej r, spodziewana stopa zwrotu R*
jest zmienna deterministyczna, ktéra mozemy efektywnie obliczy¢. Natomiast,
gdy nieoczekiwang zmiang Arstopy procentowej traktowa¢ jako zmienna
losowa, to rzeczywista stopa zwrotu R’ z obligacji jest rowniez zmienng
losowa. Wartoéci tej nie mozemy wigc a priori, tj. ,deterministycznie” -

wyznaczy¢.
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5.1. Spodziewana stopa zwrotu

Dla spodziewanej stopy zwrotu R“ obowiazuje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.1: W przypadku rynku zréwnowazonego oraz plaskiej krzywej
dochodowosci, spodziewane stopy zwrotu R{ wszystkich wystepujacych na
tym rynku obligacji o stalym oprocentowaniu (w tym obligacji czysto-
dyskontowych) sg sobie réwne. Stopy te sg réwne obowigzujacej dla danego
rynku stopie procentowej r, {j.

R'=R"=r; Vi=1,.,n, 5.4)
gdzie n - liczba obligacji wystepujacych na danym rynku.
Dowdéd: Jakubowski (2004).

Przedstawione powyzej twierdzenie o réwnosci spodziewanych stép
zwrotu jest réwniez prawdziwe dla dowolnych okreséw inwestycyjnych,
bedacych wielokrotnoscia jednego okresu odsetkowego. Mozemy bowiem z
fatwoscia udowodni¢ nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.2: W przypadku rynku zréwnowazonego oraz plaskiej krzywej
dochodowosci, spodziewane stopy zwrotu R,"(K ) - za ten sam okres
inwestycyjny K - wszystkich wystgpujacych na tym rynku obligacji o statym
oprocentowaniu (w tym obligacji czysto-dyskontowych) sq sobie réwne. Stopy
te s3 réwne wartosci:

RY(K)=R‘(K)=Q+r* -1 Vi=l...n, (5.5)
gdzie K - okres inwestycyjny, r -rynkowa stopa procentowa.
Dowéd: Jakubowski (2004).

Mozna réwniez wykazaé z latwoscia nastgpujace twierdzenie.
Twierdzenie 5.3: W przypadku rynku zréwnowazonego oraz plaskiej krzywej
dochodowosci, rentownosci do wykupu YTM, wszystkich wystepujacych na
danym rynku obligacji o statym oprocentowaniu (w tym obligacji czysto-
dyskontowych) sa sobie réwne. Rentownosci te sa réwne obowigzujacej dla
danego rynku stopie procentowej r , {j.

YTM, =r; Vi=l,...,n (5.6)

Dowdéd: Jakubowski (2003a).
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Przedstawione powyzej twierdzenia 5.1 - 5.3 wskazujg jak duzy jest
stopien idealizacji zagadnienia, wynikajacy z zalozenia dla danego rynku
kapitatowego plaskiej krzywej dochodowosci oraz z przyjgcia hipotezy, ze
rynek ten jest w danej chwili zréwnowazony. A mianowicie, okazuje sig, ze dla
obowiazujacej w danej chwili rynkowej stopy procentowej r - spodziewane
stopy zwrotu z inwestycji (za ten sam okres) we wszystkie istniejace na danym
rynku obligacje sa takie same. Co wigcej, identyczne sg réwniez rentownosci do
wykupu YTM tych obligacji, charakteryzujace tzw. wewngtrzng stopa Zwrotu z
obligacji, wyrazona w skali jednego roku. Zauwazmy, ze pod pojeciem
.wszystkie obligacje” rozumiemy w analizowanym przypadku obligacje o
réznych terminach wykupu T oraz o réznych ptatnosciach odsetkowych (tj.
kuponach) C,; jak réwniez — wszystkie obligacje czysto - dyskontowe.

5.2. Rzeczywista stopa zwrotu

Wyprowadzimy teraz wzdr na rzeczywista stopg zwrotu R’ z inwestycji
w obligacje O, przy horyzoncie czasowym réwnym jednemu okresowi
odsetkowemu; indeks i - dla uproszczenia zapisu - poczatkowo pominiemy. w
rozwazaniach, wykorzystamy wprowadzona w punkcie 3.4 koncepcje
oczekiwanej okresowosci D' obligacji.

Oznaczymy: AR=R’—R" - nieoczekiwana zmiana stopy zwrotu wywolana
zmiang stopy procentowej r 0 warto$¢ Ar.

Wartosé AR bedziemy nazywali krétko nieoczekiwana stopa zwrotu
(excess return); por. Bierwag (1987). Ze wzoréw (5.1) mamy
C+R-B _C+R-F _R-R_R-RH

T S
Biorac pod uwage definicje (3.29) oczekiwanej okresowosci D' obligacji
otrzymamy

(5.7

AR=R"-R"=

il Ar (5.8)

(5.9

cayli R =R —[D' il ]Ar. (5.10)
£
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Ponadto, po przeksztalceniu wzoru (3.34) z Lematu 3.1, otrzymamy

p AL _poy, (5.11)
Py 1+r
gdzie D° >1 na mocy zalozenia (4.3). A zatem, z (5.10) i (5.11) mamy
R" =R —(D° -1)Ar. (5.12)

Korzystajac teraz z Twierdzenia 5.1, mamy R® =r dla dowolnej obligacji.
Uwzgledniajac to we wzorze (5.12), otrzymamy ostatecznie

R =r—(D°-DAr. (5.13)
Pewna odmiang wzoru (5.13) na rzeczywistg stopg zwrotu R" z obligacji, przy
zatozeniu, ze rynek jest zréwnowazony — mozna znalezé w pracy Babcocka
(1984). Wzér Babcocka (zwany takze wzorem Babcocka- -Langetiga; Bierwag
(1987)) zostat wyprowadzony dla g okreséw inwestycyjnych i ma nastgpujaca

postaé:

0

R =r—[D— —lj Ar. (5.14)
q

Oczywiscie, dla ¢ =1 wzory (5.13) i (5.14) si¢ pokrywaja.

Nalezy przy tym zaznaczyé, ze przedstawione przez nas powyzej
wyprowadzenie wzoru (5.13) zostalo dokonane niezaleznie od metody
zastosowanej przez G. Babcocka. A mianowicie, wzor Babcocka (5.14) zostal
otrzymany droga rozwinigcia w szereg Taylora nieliniowej zaleznosci
wyjéciowej pomiedzy rzeczywista stopa zwrotu R*, a rynkowg stopa
procentowg r; po czym wzigto pod uwage pierwszy skladnik tego rozwinigcia.
Natomiast w prezentowanej przez nas metodzie wyprowadzenia wzoru (5.13)
wykorzystaliSmy nowe pojecie tzw. oczekiwanej okresowosci D'. Ponadto
wzér (5.13) mozna uogdlnié — przy uzyciu zastosowanej przez nas metodologii
— na przypadek rynku niezréwnowazonego; Jakubowski (2004).

Wprowadzajac do wzoru (5.13) indeks i obligacji O, , otrzymamy

R =r-(D°-1)Ar , Vi=l,... L (5.19)
Wyprowadzony powyzej wzdr na rzeczywista stopg zwrotu z ob]lgaql 0;,
rozpatrywanej na rynku zréwnowazonym, ma zasadnicze znaczenie dla

analizowanej w dalszej czg$ci pracy teorii.
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5.3. Model jednoindeksowy

Sformutujemy teraz model jednoindeksowy dla rynku obligacji. Model
ten bedzie w pewnym sensie odpowiednikiem do modelu Sharpe’a
rozpatrywanego powszechnie dla rynku akcji (single-index model); por. Francis
(1991). Jednak podstawowg réznica migdzy tymi modelami jest to, ze model
Sharpe’a jest modelem regresyjnym, natomiast przedstawiony ponizej model
bedzie wynikat bezpo$rednio z wyprowadzonego w punkcie 5.2 wzoru (5.15).

Ujmujac powyzsze jeszcze inaczej, mozna stwierdzi¢, ze pomimo
podobienistwa obu liniowych modeli jednoindeksowych, réznica migdzy tymi
modelami tkwi przede wszystkim w sposobie identyfikacji parametréw
wystepujacych w tych modelach. W przypadku modelu dla rynku akcji
parametry te (powszechnie oznaczane jako ¢, B,) sa wyznaczane na
podstawie danych z przesztosci, w sposéb typowy dla metody regresji liniowej.
Natomiast dla sformutowanego ponizej modelu okreslonego dla rynku obligacji,
parametr - bedacy odpowiednikiem parametru p, akcji - moze by¢ efektywnie
(a priori) obliczony na podstawie danych biezacych oraz wprowadzonej
wezesniej koncepcji okresowosci D, obligacji .

Podstawowe oznaczenia i definicje. W przedstawionym ponizej opisie modelu
bedziemy wykorzystywali nastgpujace wielkosci, z ktérych czgsé byla juz
analizowana w punktach 5.1 i 5.2 (indeks i obligacji chwilowo pomijamy):
7 - znana w chwili biezacej 7=0 rynkowa stopa procentowa; zmienna
deterministyczna,
7*=r+Ar -nowa wartoé¢ stopy procentowej r wynikajaca z nieoczekiwanej
(losowej) zmiany Ar tej stopy; zmienna losowa,
R - spodziewana stopa zwrotu (anticipated return), przy zatozeniu, ze
r = const ; zmienna deterministyczna,
* . . . B .
R' - rzeczywista stopa zwrotu (realized return), przy zatozeniu, ze
r* =r+ Ar ; zmienna losowa,
R =E(R’) - oczekiwana stopa zwrotu (expected return), . wartos¢
oczekiwana rzeczywistej stopy zwrotu R',
AR =R’ —R" - nieoczekiwana stopa zwrotu (excess return), tj. nieoczekiwana
zmiana stopy zwrotu wywolana zmiana Ar stopy procentowej;
zmienna losowa,
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AR, = E(AR) = E(R" —R") - warto$¢ oczekiwana nieoczekiwanej zmiany stopy
zwrotu (expected excess return).
Jak juz wcze$niej wspomniano, wszystkie rozpatrywane powyzej stopy

zwrotu dotycza horyzontu inwestycyjnego réwnego jednemu okresowi
odsetkowemu analizowanych obligacji O;; sa to tzw. stopy zwrotu ,,z okresu na

okres” (period-by-period return). Zakladamy przy tym, ze wszystkie okresy
odsetkowe obligacji pokrywaja si¢ ze soba. Oznacza to ze rozpatrujemy zbidr
obligacji {0,,i=1,....n} bedacy pewnym podzbiorem zbioru wszystkich

obligacji wystepujacych na danym rynku kapitatowym. Mamy zatem
{0,,i=1...,n}CA,

gdzie A - zbior wszystkich obligacji na rynku; 1 - liczba wszystkich obligacji

o tych samych okresach odsetkowych. Terminy do wykupu T; obligacji O,

moga by¢ oczywiscie rézne; przy czym zaktadamy, ze rozpatrywane s3

wylacznie obligacje dtugoterminowe, o parametrach okresowosci D! >>1. W

praktyce oznacza to, Ze bierzemy pod uwage obligacje o terminach do wykupu

(term to maturity) T, 25 lat.

Portfel rynkowy obligacji. Wprowadzimy teraz do rozwazai pewien umowny

portfel rynkowy zlozony obligacji o tych samych okresach odsetkowych, t.

1,, - portfel utworzony ze zbioru wszystkich obligacji {O,, i=1,...,n}, oraz

R, éz X,R’ - stopa zwrotu z portfela /,, za jeden okres odsetkowy,  (5.16)
i=1

gdzie X, € (0,) - udzial wartosciowy obligacji O; w portfelu 1, ; ZX,. =1.
i=1

Stope zwrotu R, z portfela rynkowego I, obligacji O, (i=L...n)
definiujemy wigc jako $rednig wazona jednookresowych stép zwrotu R,»* z
inwestycji w poszczegolne obligacje, przy czym przyjmiemy, ze

__P

CSue
i=l

gdzie I; - liczba wyemitowanych obligacji O,, F, - cena ,czysta” obligacji tj.

Vi=l,...,n, (5.17)

cena na poczatku danego okresu odsetkowego.
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Majac na uwadze powyzsze oznaczenia i wprowadzajac pojecie
przestrzeni liniowej obligacji, mozemy formalnie zapisaé portfel rynkowy 1,

jako kombinacje wypukla

1,=JX0,. (5.18)
i=1

GH+P -k P (5.19)
R

gdzie C, - odsetki od obligacji O,;, P, - cena rynkowa obligacji O; na
poczatku danego okresu odsetkowego, P! - cena rynkowa obligacji O; na

Mamy ponadto: R £

poczatku nastepnego okresu odsetkowego.
Z powyzszego wynika, ze stopa zwrotu R, portfela I, jest zmienng
losowa; oznaczymy wigc

ﬁ” =E(R,) - warto$¢ oczekiwana stopy zwrotu R,

m

—R ) - wariancja stopy zwrotu R, .

o,=E(R,-R,
Dla celéw dalszych rozwazan zaktadamy, ze parametry R,, o, rozkladu
rynkowej stopy zwrotu R, sa okreslane na podstawie danych z przeszlosci.
Oznaczymy: M - okres obserwacji, R, - warto$¢ rynkowej stopy zwrotu w

chwili v. A zatem,

2
m

_ J M —
Ru=21 2R.. o 2R, -R) . (520)
v=l v

1

M—-13
Ze wzoru (5.20) wynika, ze w celu wyznaczenia estymatora wartosci

oczekiwanej R, =E(R,) musimy dokona¢ dwéch usrednien; tzw. najpierw

,.usrednienia po zbiorze”, a pézniej ,,usrednienia po czasie”.

Zmienna resztowa. W wyprowadzonym w punkcie 5.2 wzorze (5.15) na

rzeczywistg stopg zwrotu R’ z obligacji O,, wprowadzimy dodatkowo losowy

sktadnik resztowy (residual) &;. Wprowadzenie tego sktadnika ma na celu

uwzglednienie tych wszystkich sytuacji, w ktérych wprowadzone przez nas

wezeéniej zatozenia moga nie by¢ spetnione.

Mamy wigc: & - losowa zmienna resztowa o parametrach

Ee, =0; var(E,.) =02, Vi=l.,n, przy czymzakladamy, ze

E(ee)=0, Vi j=lo.n;i#j, (5.21)
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y=E[&(R,-R)I=0, Vi=lL..n. (5.22)

m

oraz  cov(, R,

m

Sformulowanie modelu. Przedstawimy teraz trzy réwnowazne sformutowania
modelu jednoindeksowego dla rynku obligacji. Sformutowania te oznaczymy
kolejno jako modele I, 1T i I1I.
Uwzgledniajac we wzorze (5.15) na rzeczywista stopg zwrotu R: -
dodatkowo - skladnik resztowy €, , otrzymamy
R =r—(D-DAr+e;  i=l...n (5.23)
Nalezy w tym miejscu zwrécié uwage na bledna posta¢ analogicznego
wzoru, podang na stronie 553 pracy Eltona, Grubera (1995). Podany w tej

pracy wzOr na rzeczywistg stopg zwrotu z obligacji (nazwang przez w/w
autor6éw jako — ,total return”) — nie ma zadnego merytorycznego uzasadnienia.

Zaleznosé (5.23) mozna zapisaé nastgpujaco:

Model jednoindeksowy I

R =R'-B/Ar+g, Voi=l,...,n, (5.24)
gdzie R'=r - spodziewana stopa zwrotu, (5.25)
B,=(D’-1) - zmodyfikowany parametr okresowosci. (5.26)

Wyjasnimy teraz dokladniej jakie sytuacje uzasadniaja wprowadzenie do
modelu (5.24) zmiennej resztowej &;. Otéz przy wyprowadzeniu
réwnowaznego wzoru (5.23) przyjelismy nastepujace zalozenia upraszczajace,
ktére w ogdlnym przypadku moga nie by¢ spetnione:

(i) Rozpatrujemy rynek zréwnowazony; a wigc zaktadamy, ze ceny
rynkowe P/ oraz P’ analizowanych obligacji sa réwne warto$ciom
wewnetrznym tych obligacji w chwilach 7 =0 oraz 7 =1.

(ii) Struktura terminowa stép procentowych jest plaska, tj. rp =1,
Vt=1,.,T, a ponadto, mozliwe sa tylko przesunigcia réwnolegle Ar tej
struktury.

(iii) Zmiana wartosci obligacji P spowodowana zmiang Ar stopy
procentowej moze by¢ oszacowana za pomoca parametru okresowosci D), co

jest prawdziwe tylko dla matych zmian Ar.
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(iv) Przyjelismy, ze okresy odsetkowe obligacji O, (i=1,.,N) o réznych
terminach do wykupu 7, - Scisle pokrywaja si¢ ze soba. Majac na uwadze, ze
obligacje O, moga pochodzié¢ z réznych emisji oraz - ze analizujemy rézne
serie tych obligacji - wymaga to specjalnego doboru zbioru obligacji, co nie
zawsze jest mozliwe.

W analizowanym modelu przyjeto, ze oddzialywanie wszystkich
czynnikéw wynikajacych z niespetnienia zalozen (i)-(iv), reprezentowanych
przez zmienng losowa §;, ,,przecigtnie ulegnie zniesieniu” - co uzasadnia
przyjecie zalozenia, ze E€, =0, V1...n.

Ponadto, kluczowym zalozeniem, jakie rozpatruje si¢ w ramach modelu
(5.24) jest to, ze wspotczynniki korelacji pomigdzy zmiennymi &;, €; sq dla
i # j réwne zeru. Powyzsze oznacza bowiem postulat, ze gtéwnym i jedynym
czynnikiem obserwowanej na rynkach kapitalowych korelacji pomigdzy
stopami zwrotu z réznych obligacji jest zmiana rynkowej stopy procentowej
Ar. Tak wiec ryzyko stopy procentowej, wyrazajace si¢ nieoczekiwang zmiang
Ar - jest wspélne dla wszystkich analizowanych obligacji. Ryzyko to mozemy
traktowaé jako pewne ryzyko systematyczne (systematic risk), oddziatywujace
jednoczesnie na stopg zwrotu wszystkich obligacji. Nalezy przy tym podkresli¢
przeciwny kierunek tych oddziatywan; tj. wzrost stopy procentowej (Ar>0)

powoduje spadek R oraz spadek tej stopy (Ar<0) powoduje wzrost R: .
Wynika to bezposrednio ze znaku ,,minus” wystepujacym w modelu (5.24).
Natomiast zmiennos¢ skladnika resztowego €; - mierzona wariancja 0’?, -

reprezentuje w analizowanym modelu ryzyko specyficzne (residual risk),
charakterystyczne tylko dla danej obligacji O,. Jak to pozniej pokazemy,
ryzyko to mozna wyraznie zmniejszy¢ (a teoretycznie nawet zredukowac¢ do
zera) poprzez odpowiednia dywersyfikacje przyjetego portfela inwestycyjnego.
Chodzi w tym przypadku o odpowiedni dobér udzialow wartosciowych
poszczegdlnych obligacji w portfelu, dokonany na podstawie znajomosci
wzajemnych korelacji pomigdzy stopami zwrotu z inwestycji w te walory. Z
tego tez powodu ryzyko specyficzne papieru wartosciowego nosi czesto w teorii
portfela nazwe ryzyka dywersyfikowalnego; w odréznieniu od rynkowego
ryzyka systematycznego, ktérego nie mozna pomniejszy¢ za pomocq
dywersyfikacji. Jak to wykazaliSmy powyzej, ryzyko to - przy pewnych
zalozeniach upraszczajacych - wynika wprost z ryzyka stopy procentowe;j.
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Powyzsze uwagi uzasadniajg zastosowanie W odniesieniu do modelu
(5.24). wprowadzonej wczesniej koncepcji stopy zwrotu R,z portfela
rynkowego.

A mianowicie, ze wzoréw (5.10) i (5.24) mamy

RS X,R =3 X,R! —[Z X,B, ]Ar+i X, (5.27)
i=1 i=l =1 i=1
We wzorze tlel, mamy:
,ZKX,,R,,"=iX,r=riX,.=r, (5.28)
i=l i=1 i=l

bowiem Z X, =1, z zalozenia. (5.29)

=1

We wzorze (5.27) mamy réwniez
ZX,.E, =0, (5.30)
i=l

bo érednia wazona odpowiednio duzej liczby nieskorelowanych zmiennych
losowych o zerowej wartosci oczekiwanej jest zbiezna do zera, co mozna fatwo
wykaza¢. Wystarczy w tym celu zauwazy¢, ze wariancja wyrazenia (5.30) dla
dowolnie duzych n - jest dowolnie mata; natomiast warto$¢ oczekiwana tego
wyrazenia jest oczywiscie rowna zeru.

Ponadto, we wzorze (5.27) oznaczymy

B,=2X B, -parametr zmodyfikowanej okresowosci portfela rynkowego. (5.31)

i=1
Biorac pod uwagg (5.26) i (5.31), mamy

B, =iXiBr =2X.(DP"1)=2X-’D? —iX,.zD,: -1 (-32)
i=1 i=l i=l i=1

gdzie D) = Z X,D! - okresowos¢ portfela rynkowego. (5.33)

=1
Jak juz bowiem wspomnielimy w punkcie 3.3, mozna wykazaé, ze
okresowoé¢ dowolnego portfela obligacji jest réwna sumie wazonej parametrow
okresowosci D,0 poszczegdlnych obligacji wehodzacych w sktad tego portfela.
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Model portfela rynkowego. Podstawiajac wzory (5.28), (5.30) i (5.31) do
zaleznosci (5.27) otrzymamy
R,=r-B,Ar. (5.34)

Wyprowadzony model portfela rynkowego jest odpowiednikiem modelu
(5.24) rozpatrywanego dla pojedynczej akcji 0,. Zauwazmy, ze w przypadku
modelu (5.34), spodziewana stopa zwrotu z portfela (wyznaczona dla Ar = 0)
jest réowna rynkowej stopie procentowej, tj.

Ri= Z X,R'=r, (5.35)
i=1

Ponadto, w modelu rynkowym nie wystgpuje sktadnik ryzyka
specyficznego reprezentowanego, w przypadku pojedynczej obligacji - przez
zmienna resztowa &;. W modelu tym wystepuje wiec wylacznie czynnik ryzyka
systematycznego, reprezentowanego przez zmienno$¢ Ar rynkowej stopy
procentowe;.

7 réwnania (5.34) modelu portfela rynkowego otrzymamy

1
Ar=—{(r—R,). (5.36)
B, ( )
Wykorzystujac wzér (5.36), model jednoindeksowy (5.24) sformulowany dla
pojedynczej obligacji O;, mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

Model jednoindeksowy II

R =R/ +—§'—-(Rm—r)+£, , Vi=l..n (5.37)
Jest to gtéwna postaé rozpatrywanego w tym punkcie modelu stopy
zwrotu z obligacji. Z modelu tego mozna bezposrednio wyznaczy¢ podstawowe
parametry, majace zasadnicze znaczenie dla  aktywnego zarzadzania
portfelowego. Sa to:
Spodziewana stopa zwrotu (anticipated return)

R'=r, i=l...,n, (5.38)
Oczekiwana stopa zwrotu (expected return)

R =E(R)=R'+ % (R, -r), i=l,...,n, (5.39)

m
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Wariancja stopy zwrotu

2

. Y : ) .
var (R)) =0, =E‘l— g, +0,, i=l,...,n, (5.40)
Kowariancja
B, . .
cov(R,R)=0,= Lo® Lj=l..mi#j. (5.41)

Bz m?

m

Ponadto, z modelu (5.37) mamy:

Nieoczekiwana stopa zwrotu (excess return)

. B .
AR, &£ R, —R,":B—'(Rm——r)+£,., i=l,...,n, (5.42)

m

Wartoéé oczekiwana nieoczekiwanej stopy zwrotu (expected excess return)

. B -
AR E(R = RY) == (R, =1). (5.43)
Uwaga: Przedstawione powyzej parametry (5.39)-(5.43) mozna latwo
wyznaczyé bezposrednio z réwnania (5.37) modelu. Tym niemniej, w
przypadku obliczania kowariancji cov(R;,R;) nalezy dodatkowo wzia¢ pod

uwage przyjete wezesniej zatozenie (5.22), 4.

cov(e, R, 2 E[&(R, -R)]=0, Vi=l..n. (5.44)

Zalozenie to jest pewnym arbitralnym zalozeniem modelowym, ktérego
prawdziwo$¢ nalezatoby sprawdzi¢ na podstawie danych empirycznych.
Przyjety warunek nieskorelowania stopy zwrotu R, portfela rynkowego i
zmiennej resztowej €; jest niezwykle istotny; determinuje on bowiem
rozlaczno$¢  analizowanego w  ramach — powyZzszego modelu  ryzyka
systematycznego i ryzyka specyficznego danej obligacji. Rozlacznos¢ ta wynika
bezposrednio z addytywnej postaci wzoru (5.40), okre$lajacego wariancjg 0',.Z
stopy zwrotu obligacji.

Na uwage zastuguje w rozpatrywanym przypadku wskazanie kolejnego juz
bledu, wystgpujacego w zakresie omawianej powyzej tematyki — w pracy
Eltona, Grubera (1995). A mianowicie na stronie 554 tej pracy, we wzorze na
wariancjg U,l rzeczywistej stopy zwrotu z analizowanej obligacji — nie

uwzgledniono sktadnika aﬁ,. reprezentujacego wariancje zmiennej resztowej
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€;. Jest to oczywiscie ewidentnym niedopatrzeniem; szczegdlnie biorac pod
uwage fakt, ze jest to juz piate wydanie tej pracy.

Wyréznienie wprowadzonych powyzej kategorii: spodziewanej stopy
zwrotu (anticipated return), oczekiwanej stopy zwrotu (expected return),
nieoczekiwanej stopy zwrotu (excess return) oraz wartosci  oczekiwanej
nieoczekiwanej stopy zwrotu (expected excess return) - jest istotne dla
wlasciwego zrozumienia wigkszosci zaawansowanych prac z dziedziny
matematyki finansowej, odnoszacych sig do rynku obligacji; por. Zenios (1993).
Jedng z zalet wyprowadzonego powyzej modelu jednoindeksowego (5.37) jest
wlagnie mozliwosé dokonania przejrzystej interpretacji tych pojec.

Przedstawimy teraz trzecig posta¢ modelu jednoindeksowego obligacji. A
mianowicie, odejmujac stronami wzory (5.37) i (5.39) otrzymamy

R,'~E,=§(R,,,—E,,,)+e,, i=l....n. (5.45)
Ze wzoru (5.45) mamy zatem
Model jednoindeksowy III
R,‘=17,+—ll:—’(Rm—_,")+£,, Vi=l,...n, (5.46)

m

gdzie R, R, - wartosci oczekiwane rzeczywistych stép zwrotu z pojedynczej

obligacji O, iz portfela rynkowego 1,,, dane wzorami (5.39) i(5.20).

m?

Natomiast parametry B,, B, dane sa wzorami (5.26) i (5.32), tj.

B =D"-1, i=l..,n, oraz B,=D,-L (5.47)

Warto zauwazy¢, ze wyprowadzony powyzej model (5.46) ma podobna
posta¢ do modelu przedstawionego w pracy Eltona, Grubera (1995), 5.554;
przy czym w pracy tej w miejsce zmodyfikowanych parametréw okresowosci
B i B, wprowadzono parametry biezqcej okresowosci D, i D, - co nie ma
zadnego uzasadnienia.

Na zakonczenie rozwazain dotyczacych jednoindeksowego modelu
obligacji, nalezaloby wspomnie¢ o sposobie oszacowania wariancji o‘i
zmiennej resztowej €, - bez czego rozpatrywany model bylby niekompletny.
Otéz wariancje t¢ mozna wyznaczy¢ na podstawie danych z przesztosci,
wykorzystujac model jednoindeksowy II dany réwnaniem (5.37); szczegdty —
podano w raporcie autora (Jakubowski, 2004).
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6. Zagadnienie Markowitza zarzadzania portfelem

obligacji

Sformutujemy teraz zagadnienie portfelowe Markowitza dla rynku
obligacji. Zagadnienie to przedstawimy w podobny sposéb, jak sie to czyni dla

rynku akeji ; por. (Elton, Gruber, 1995).

Dla rynku obligacji, wykorzystujac model jednoindeksowy 1II dany
wzorem (5.37) oraz przyjmujac dla uproszczenia zapisu R; = R’ - rzeczywista

stopa zwrotu z obligacji O,, mamy

B,
R =R/ +E’—(Rm -r)+¢ i=l..,n,

— B - . .
R =R'+—(R,-r); gdzie R'=r,

2

B, ;
var(R) =0l =—Lol +0,  i=l..n,
B,
BB, , ..
cov(R,R))=0, = BZI o, Lj=lo.n i#]

Przyjmujac oznaczenie

B. ..
ﬂ;:? . i=l..,n, (parametr,beta” obligacji);

gdzie B, =D/ -1, B, =D, -1,
wzory (6.1)-(6.4) maja nastgpujaca postac

R =R'+B(R,—1)+E&; i=l..,n;

R =R'+B R, =1,

m

2

ol =plol+0ol,
o,=BB0,.
Wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:
P= LNJ w,0, - portfel obligacji,
=1

N
w;, - udzial wartoéciowy obligacji O, w portfelu P, Zw,. =1,

i=1

R, - stopa zwrotu z portfela obligacji P,

6.1)

6.2)

(6.3)

6.4)

6.5)

(6.6)
6.7)
(6.8)
(6.9)
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R,,V, - warto¢ oczekiwana i wariancja stopy zwrotu R,.
W przedstawionym ujeciu portfel P jest kombinacja wypukla obligacji
0 (i=l..,N), traktowanych jako elementy pewnej przestrzeni liniowej

1

obligacji. Ogdlnie rzecz biorac, dla portfela P mozna tatwo wykazaé
nastepujace relacje (Elron, Gruber, 1995):

N
=Y WwR, (6.10)
—_ N —_
R 2ERR)=) wR,, 6.11)
V, £var(R,)= Zw o} +Zwaau. (6.12)

i=t j=1
J#i

Podstawiajac do wzoréw (6.11), (6.12) warto$ci ﬁ, 0',2, o, okreslone dla

rynku obligacji wzorami (6.7)-(6.9), otrzymamy

R =ZNZW.17 iw[R“ +B/(R, -, (6.13)

»

N
v =S w(Bel+o)+y. o ww, BB0.. (6.14)
=1

»
i e

gdzie S, =B,/Bm, i=1..,n.

Optymalizacja portfela obligacji. Nalezy tak dobra¢ udziaty wartosciowe w,
obligacji O, (i=l,...,N) wchodzacych w sktad analizowanego portfela P, aby
przy zadanej w géry wartosci oczekiwanej 1?; stopy zwrotu z portfela P -

wariancja V, tej stopy zwrotu byta minimalna. Mamy zatem

1% =minV, (W,... W,,.. WWy), (6.15)

p
LT

przy ograniczeniach

—_— N —_—
R, => wR =R, (6.16)

N
oraz Yow =1 weloll, Vi=lL..N; (6.17)
=1

gdzie wartodci ﬁl,(-) s VI,(») sq dane wzorami (6.13), (6.14).
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Sformutowane powyzej zagadnienie optymalizacji (6.15)-(6.17) jest
klasycznym zadaniem programowania kwadratowego i moze byé rozwigzane
za pomocy jednej ze znanych metod. Réwniez wszystkie pozostale pojecia,
charakterystyczne dla analizy portfelowej rynku akcji - przenosza si¢ bez zmian
na przypadek analizowanego powyzej rynku obligacji. Dotyczy to w
szczegdlnosei analizy tzw. brzegu efektywnego (effective frontier) rozwiazan
dopuszczalnych, analizy ryzyka systematycznego i ryzyka specyficznego
pojedynczej obligacji, analizy ryzyka systematycznego i ryzyka specyficznego
portfela obligacji, zagadnienia dywersyfikacji portfela i wielu innych
probleméw; zagadnienia te oméwiono szczeg6lowo w cytowanym juz raporcie
autora Jakubowski (2004).

Istnieje  jednak jedna podstawowa réznica pomigdzy modelem
portfelowym Markowitza sformulowanym dla rynku akcji a analogicznym
modelem okreslonym dla rynku obligacji. Otéz ze wzoru (6.12) na wariancj¢
V, stopy zwrotu z portfela P wynika, ze bytoby korzystnie aby wspoiczynniki
korelacji jak najwigkszej liczby waloréw dobieranych do portfela - byly
przeciwnych znakéw. W przypadku portfela obligacji nie jest to jednak w
praktyce mozliwe. Ze wzoru (6.4) na kowariancjg pomigdzy stopami zwrotu R;
oraz R, obligacji mamy bowiem

A BiBl 2 s . .
cov(R,.,Rj):a,j=—BT0'm. i, j=lo,n, i#], (6.18)
edzie B =D°-1 (i=1...,n) oraz B, =D,-1.

Biorac zatem pod uwage, Ze (z zalozenia) D! >1, Vi=l,..,n, wartosci

zmodyfikowanych okresowosci B, i B; s dodatnie, a tym samym
cov(R,R)>0, Vi j=L.,n, i#]. (6.19)

Przedstawiona powyzej wlasnosé rynku obligacji O, (i =1,...,n) méwiaca
o tym, Ze rzeczywiste stopy zwrotu z tych obligacji sa zawsze dodatnio
skorelowane, wyraznie odréznia ten rynek od rynku akcji, na ktérym ujemne
korelacje jednak sa mozliwe.

Mozna stad wysnué wniosek, ze mozliwosci jakie oferuje rynkowi
obligacji teoria portfela sa znacznie mniejsze niz to ma miejsce w przypadku
akcji. Dla obligacji, nie mozna bowiem dobiera¢ do portfela P waloréw o
przeciwnych korelacjach - co wyraznie zmniejszyloby wariancje V, stopy

zwrotu z portfela - bowiem walory takie praktycznie nie wystepuja. Oczywiscie
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powyzszy wniosek jest prawdziwy jedynie pod warunkiem spelnienia szeregu
zalozen, jakie przyjelismy formutujac model jednoindeksowy obligacji.

7. Zagadnienie stabilnosci parametréw modelu

W przypadku zastosowania w praktyce sformufowanego w niniejszej
pracy modelu zarzadzania portfelem obligacji moze si¢ pojawié pewien
problem. Otéz w klasycznym zagadnieniu portfelowym Markowitza, zaklada
sie stabilnosé w czasie uzytych w analizowanym modelu parametréw. W
szczegdlnosei dotyczy to wspdlczynnikow kowariancji cov(R;,R;) pomigdzy
stopami zwrotu z aktywéw wchodzacych w sktad portfela. W przypadku rynku
akcji, obserwowana czgsto niestabilnos¢ w czasie wartosci tych kowariancji,
powoduje zasadnicze trudnosci w zastosowaniu modelu Markowitza w praktyce
rynkéw kapitatowych.

Zauwazmy teraz, ze podobne problemy moga pojawié si¢ w trakcie
stosowania rozpatrywanego modelu zarzadzania portfelowego dla rynku
obligacji. Jak to bowiem wynika ze wzoru (6.18) na kowariancj¢ pomigdzy
stopami zwrotu R, i R, obligacji, parametr ten zalezy od iloczynu
zmodyfikowanych okresowosci B;, B, obligacji O, i O;, podzielonego przez
zmodyfikowana okresowos¢ B, portfela rynkowego. Parametry B;, B;i B, -
podobnie jak parametry okresowosci D}, D] i D, - maleja z uptywem czasu
biezacego. Dlatego tez, nalezatoby przeprowadzié zaréwno teoretyczne jak i
empiryczne badania - jaka jest zaleznos¢ od czasu kowariancji cov(R,,R;),
i,j=1,..,n; i # j, analizowanych obligacji. W przypadku, gdyby kowariancje
te byly wolno zmienne w czasie - w obszarze analizowanego horyzontu
inwestycyjnego - zastosowanie Zaproponowanego podejscia w  praktyce
mogtoby prowadzi¢ do bardzo obiecujacych wynikéw.

Zagadnienie analizy stabilnosci parametréw zaproponowanego modelu
zarzadzania portfelem obligacji mozna formalnie zapisa¢ nastgpujaco.

Oznaczymy D’ =DP(r) - parametr okresowosci obligacji O, jako
funkcja (malejaca) czasu biezacego 7=12,3,... . Biorac pod uwage wzory
(6.5) oraz (5.32), (5.33) - parametr ,beta” obligacji O, mozemy wyrazi¢

nastgpujaco



36 Andrzej Jakubowski

) D’(t)- (1) -
pefo DlOSL Dol o)
i Z X, D0(7)-1  (T) =
i=1
gdzie D°(7) - okresowos¢ portfela rynkowego.
A zatem, z (6.18) i (7.1) otrzymamy
cov(R,,R,)=0,,(7) =,B,(T)ﬁ/(7)0'"l,; i,j=Lo,n i#] (7.2)

Tak wiec analiza stabilnosci ze wzgledu na czas biezacy 7 kowariancji
0,,(7) pomigdzy stopami zwrotu R, i R, rozpatrywanych obligacji, sprowadza
si¢ do analizy przebiegu w czasie parametrow B,(z) tych obligacji. Z kolei,
zgodnie ze wzorem (7.1), parametr B.(z) jest ilorazem dwdch funkcji
malejacych z uplywem czasu 7. Rodzi to wiec nadzieje, ze owe zmiany W
czasie tych funkcji beda si¢ wzajemnie kompensowac; przynajmniej w stopniu
uzasadniajacym  stosowalno$¢ w  praktyce zaproponowanego modelu
zarzadzania portfelem obligacji. Bardziej szczeglowy charakter przebiegu
funkeji f3,(r) mozna by okreéli¢ wprowadzajac wzory na okresowo$é¢ D) (7)
obligacji, dla przypadku ciaglej kapitalizacji odsetek; por. Jakubowski (2003b).

Réwniez wydaje si¢ (lecz nalezatoby to sprawdzic), ze zalozenie co do
stabilnosci w czasie parametrow analizowanego modelu jest spelnione w
przypadku, gdy rozpatrujemy  zbidr dlugoterminowych ~ obligacji O,
(i=1,...,n). Wowczas, dynamika zmian z uplywem czasu biezacego 7
parametréw ,.beta” obligacji, a tym samym i wsp6tczynnikéw kowariancji 0 ; -
powinna byé mala. Natomiast w przypadku obligacji krétkoterminowych (tj. o
bliskich terminach do wykupu T,) moga si¢ pojawi¢ zasadnicze problemy,
zwiazane z zastosowaniem w praktyce zaproponowanego podejscia  do
zarzadzania portfelem obligacji.

Na zakoficzenie tych rozwazai nalezy podkreslic, ze charakter
zmiennosci w czasie rozpatrywanych powyzej parametréw ﬂ,(r) obligacji
0, (i=1,...,n) - determinuje nie tylko analiz¢ stabilnosci wspdiczynnikéw
kowariancji (7.2) pomigdzy stopami zwrotu z obligacji wchodzacych w skiad
danego portfela. Zmiennos¢ badz stalos¢ w czasie parametrow ﬁ,(r)

oddziatywuje bowiem réwniez na charakter zachowania si¢ w czasie wartosci

oczekiwanej stép zwrotu Ri z analizowanych obligacji oraz wariacji 0',.2 tych
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stép zwrotu. Wynika to bezposrednio ze wzoréw (6.7) i (6.8) okreslajacych te
wartosci; tj.

Ri=R" +f,(Ru—1), (1.3)
gdzie R'=r, Vi=l...,n; oraz (7.4)
cl=p o) +0%. (7.5)

Ponadto, zauwazmy, ze ze wzoréw (7.3) i (7.4) okreslajacych warto$é

oczekiwang R stép zwrotu, mamy

Ri=r+ B (Ru=r)=(=B)r+B R (1.6)
Tak wiec w trakcie analizy stabilnosci w czasie wartosci oczekiwanych Ri
pojawia sie kolejny problem. Otéz jak to wynika z zaleznosci (7.6), wartosci te
sq liniowymi funkcjami (ze wspéiczynnikiem nachylenia réwnym 1-/,)
rynkowej stopy procentowej 7. O stopie tej zatozyli$my, ze jest ona w chwili
biezacej zadana deterministycznie, jako realizacja (dla 7= 0) pewnego procesu
stochastycznego r (7, @) opisujacego ewolucjg tej stopy w czasie; gdzie przez
@ oznaczono losowe zdarzenie elementarne. Oczywiscie dynamika w czasie
(dla 7>0) tej realizacji r(7) procesu r(z,w) - wplywac bedzie w okreslony
spos6b na dynamike zmiany wartosci oczekiwanej E (T), z uplywem czasu
biezacego 7 .

W celu pewnego ominigcia wskazanego powyzej problemu niestabilnosci
oczekiwanej stopy zwrotu R, mozemy wziagé pod uwage dwa zalozenia :

(i) Mozna przyjaé, ze w analizowanym modelu rozpatrujemy tylko
obligacje O, (i=l,...,n) o parametrach [, bliskich jednosci; powiedzmy
przyjmujacych wartoéci z przedziatu [0.8,1.2]. Wéwczas, ze wzoru (7.6)
bezposrednio wynika, ze wplyw wartosci stopy procentowej r (a wigc i
zmiennosci w czasie tej wartosci) na warto$¢ oczekiwang stopy zwrotu Ri
bedzie niewielki, w poréwnaniu ze stalym w czasie oddziatywaniem na t¢
wielko$é - warto$ci oczekiwanej R stopy zwrotu z portfela rynkowego 1, .

(ii) Mozemy réwniez zalozy¢, ze we wszystkich wyprowadzonych powyzej
zaleznodciach, determinujacych analizowana postaé modelu  zarzadzania
portfelowego na rynku obligacji — w miejsce biezacej wartosci rynkowej stopy
procentowej r, wprowadzamy pewng diugoterminowa $rednig wartosci 7 tej

stopy.
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Oczywiscie przyjecie jednego z dwdch proponowanych powyzej zatozen
upraszczajacych  bedzie dosyé silnym odejsciem od poziomu rygoryzmu”
reprezentowanego w prowadzonych dotad rozwazaniach. Niemniej wydaje sie,
ze wobec przedstawionego powyzej problemu potencjalnej niestabilnosci w

czasie oczekiwanej stopy zwrotu Ri z analizowanych obligacji — juz nic
bardziej rozsadnego w omawianym zakresie nie mozna uczynic.

8. Uwagi koncowe. Wyniki dalszych badan

Prezentowane w niniejszej pracy wyniki, dotyczace proby zastosowania
teorii portfelowej Markowitza dla celéw aktywnego zarzadzania inwestycjami
na rynku obligacji — zostaly w istotny sposéb uogdlnione w cytowanym juz
kilkakrotnie raporcie wewnetrznym IBS PAN, opracowanym przez autora
(Jakubowski, 2004). A mianowicie, w pracy tej sformutowano model
portfelowy zarzadzania obligacjami dla przypadku struktury terminowej stop
procentowych spot o dowolnym ksztalcie, przy czym zalozono, ze dynamika
zmian tej struktury wyraza si¢ schematem:

d(1+r,) d(l+r,)
L+, 1+, ’

vi=1,...,T. 8.1

Méwimy w tym przypadku o proporcjonalnych zmianach czynnika: jedno$¢
plus stopa procentowa spot 1, , (t=L,...,T); czy tez skrGtowo (lecz niezbyt
precyzyjnie) — o proporcjonalnych zmianach struktury terminowej  stép
procentowych; por. Zaremba (1995). W omawianym modelu zatozono réwniez,
ze dla analizowanego rynku kapitatowego spetnopna jest tzw. hipoteza czystych
oczekiwan (pure expectations).

Przy spelnieniu sformutowanych powyzej zatozen — w wyniku ciagu dosy¢
ztozonych przeksztalcenn i wyprowadzen — uzyskano zaskakujaco prosty
rezultat. A mianowicie wykazano, ze calo$¢ prezentowanych w niniejszej pracy
wzoréw, definiujacych modele jednoindeksowe obligacji dla przypadku plaskiej
krzywej dochodowosci — przenosi si¢ bez zmian na przypadek krzywej
dochodowosci o dowolnym ksztalcie — o ile tylko w miejsce rynkowej stopy
procentowej r, wstawimy w analizowanych wzorach stopg procentowq spot
Iy,» obowiazujaca w najblizszym (4. pierwszym) okresie odsetkowym
rozpatrywanych obligacji.



AKTYWNE ZARZADZANIE PORTFELEM OBLIGACII 39

W cytowanej pracy wskazano réwniez, ze jakiekolwiek odejscie od
wspomnianych  zalozen — powoduje juz zasadnicze trudnosci  w  prze-
prowadzeniu przedstawionego w niniejszej pracy rozumowania. Na przyklad, w
przypadku przyjecia , ze na analizowanym rynku obowiazuje tzw. teoria
preferencji ptynnosci (liquidity premium theory) — pojawiaja si¢ juz okreslone
trudnosci w zdefiniowaniu wprowadzonego w niniejszej pracy nowego pojecia
,oczekiwanej okresowosci” D' obligacji. Okreslone problemy pojawiaja si¢
réwniez w przypadku, gdy rozpatrujemy bardziej ogélny — niz przedstawiony
powyzej zaleznoscia (8.1.) — schemat dynamiki zmian analizowanej struktury

terminowej stép procentowych, tj. schemat

(l(l+r0,)= L d(l+r,) Viel. T 8.2)
L+r, 1+ 1, ’ e

gdzie Le (0,1) — parametr szacowany na podstawie danych z przesziosci.

Reasumujac przedstawione powyzej rozwazania, mozna stwierdzi¢, ze
uzyskane dotychczas przez autora wyniki co do mozliwosci zastosowania teorii
portfelowej Markowitza na rynku obligacji — jakkolwiek nie doprowadzity do
ostatecznego rozwiazania omawianego problemu, umozliwily one bardziej
dokladne skonkretyzowanie analizowanych probleméw i wynikajacych stad
trudnosci (por. punkt 7). Wydaje sig, ze w wyniku otrzymanych przeksztatcen i
modeli — wiemy obecnie o wiele wigcej niz to krylo sig pod dosyé
ogélnikowymi stwierdzeniami podanymi w cytowanej w punkcie 1 pracy
Fabozziego, Fonga (1994) — ze modelu Markowitza w og6le nie da si¢ w
odniesieniu do rynku obligacji zastosowaé; badz — niz to krylo si¢ pod ogdlng
tezq Eltona, Grubera (1995) — ze model ten mozna zastosowaé, ale po
odpowiednich modyfikacjach.

Wydaje sig, ze sformutowana przez autora niniejszej pracy teza, ze W
przypadku, gdy rozpatrujemy obligacje dtugoterminowe — zastosowanie modelu
portfelowego Markowitza ma sens — znajdzie potwierdzenie w dalszych
badaniach. Dotyczy to szczegblnie przypadku, gdy parametry ,beta”
analizowanych obligacji niezbyt odbiegaja swymi wartosciami od jednosci. Jak
to wskazano w punkcie 7 pracy, wymaga to jednak dalszych badan
teoretycznych; oraz przede wszystkim - przeprowadzenia serii obliczen

eksperymentalnych.
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