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ZARZADZANIE PORTFELOWE NA RYNKU OBLIGACIJI*
Streszczenie

Przedmiotem rozwazan jest zagadnienie aktywnego zarzadzania portfelem obligacji w
warunkach ryzyka stopy procentowej. Pod pojgciem aktywnego zarzadzania, rozumie sig tu
optymalizacje portfela obligacji ze wzglgdu na maksymalizacjg oczekiwanej stopy zawrotu z
podejmowanych decyzji inwestycyjnych, przy zadanym poziomie ryzyka. Jest to — obok tzw.
immunizacji portfela ze wzgledu na ryzyko stép procentowych — jedno z podstawowych
zagadnien dotyczacych zarzadzania portfelem obligacji w warunkach niepewnosci.

Przedstawiono szczegbtowe zalozenia oraz sformulowano model jednoindeksowy dla
rynku obligacji, bedacy w pewnym sensie analogiem modelu Sharpe’a rozpatrywancgo
powszechnie dla rynku akcji (single-index model). Wskazano na podobienstwa i réznice
pomigdzy analizowanymi modelami. Przedstawiono réwniez model portfela rynkowego
obligacji. Sformulowano opis matematyczny oraz dokonano interpretacji mnastgpujacych
parametréw modelu jednoindeksowego obligacji: spodziewanej stopy zwrotu (anticipated
return), oczekiwanej stopy zwrotu (expected return), nieoczekiwanej stopy zwrtu (excess
return) oraz warto$ci oczekiwanej nieoczekiwanej stopy zwrotu (expected excess return).
Podano roéwniez zalezno$¢ wariancji oraz kowariancji stop zwrotu od parametréw
okresowosci (duration) analizowanych obligacji.

W konicowej czeSci pracy sformufowano zatoZenia oraz podano opis matematyczny
zagadnienia portfelowego Markowitza w odniesieniu do rynku obligacji. Przedstawiono
rowniez dyskusj¢ warunkow stosowalnosci zaproponowanego podejécia w praktyce. W tym
zakresie, dokonano analizy stabilnosci parametréw rozpatrywanego modelu. Wskazano, Ze
zastosowanie zaproponowanej metody zarzadzania portfelowego moze byé szczegdlnie
obiecujace w przypadku obligacji dlugoterminowych, w ktorym problem niestabilnosci w
czasie parametrow modelu nie jest tak znaczacy.

Prezentowane wyniki stanowig pewne istotnie nowe rozwigzania w stosunku do
istniejacych opracowan z zakresu aktywnego zarzadzania portfelem obligacji,
przedstawionych w ostatnich latach przez G.Bierwaga (1983), T.S.Y.Ho (1990), G.Fonga
(1994), E.J.Eltona, M.J.Grubera (1995), R.E.Dattarey’a (1995), F.J.Fabozziego (2000) i
innych.

* Skrécona wersja niniejszej pracy zostala zgtoszona do publikacji w:
, Modelowanie Preferencji a Ryzyko'03”, T.Trzaskalik (Red.), Akademia Ekonomiczna w
Katowicach, Katowice 2003 (w przygotowaniu).
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1. Wprowadzenie

Przedmiotem prowadzonych rozwazan bedzie zagadnienie aktywnego zarzadzania
portfelem obligacji z wykorzystaniem znajomosci ksztaltu struktury terminowej rynkowych
stop procentowych. Pod pajgciem akiywnego zarzqdzania, rozumie si¢ tu optymalizacjg
portfela obligacji ze wzgledu na maksymalizacj¢ stopy zwrotu z podejmowanych decyzji
inwestlycyjnych, przy zadanym poziomic ryzyka. Jest to - obok tzw. immunizacji portfela zc
wzgledu na ryzyko stop procentowych - jedno z podstawowych zagadnien dotyczacych
zarzadzania portfelem obligacji w warunkach niepewnosci.

Badania.dotyczy¢ beda dwoch klas analizowanych modeli. Do pierwszej klasy zalicza
si¢ problematyke aktywnego zarzadzania portfelem obligacji przy zatozeniu, ze struktura
terminowa stop procentowych jest ptaska, przy czym bezwzgledny poziom tych stép moze
podlega¢ w przyszlosci zmianom. Natomiast w drugiej klasie metod dopuszcza sig
réznorodnosé  ksztaltu tej struktury. Podstawowym zagadnieniem, jakie nalezy w
rozpatrywanym przypadku rozwigzaé jest prognozowanie przysztego ksztaltu struktury
terminowej stop procentowych na podstawie znajomofci biezacej postaci tej struktury. Wiaze
sie to z prognozowaniem tzw. oczekiwanych stop procentowych spor.

Zagadnienia modelowania oraz analizy dynamiki zmian struktury terminowej stép
procentowych {the term structure of interest rates) zostaly obszernie oméwione w jednej z
prac autora (Jakubowski, 1996). Pewne szczegdlowe rozwiazania z tego zakresu, wigZace sig z
zastosowaniem metody analizy czynnikowej zawieraja prace (Jakubowski, 1997a) oraz
(Kulikowski, Bury, Jakubowski, 1995, 1996). Ponadto, wazne z punktu widzenia zarzadzania
portfelem obligacji, zagadnicnie wyceny tych instrumentéw przedstawiono w pracach
(Kulikowski, Jakubowski, 2000 a, b). Problematyka ta, poza pewnymi og6lnymi pojeciami, nie
bedzie w niniejszym opracowaniu szerzej rozpatrywana,

Natomiast przedstawimy szczegdtowo zalozenia oraz sformulowanie zagadnienia
portlclowego Markowitza w odniesieniu do rynku obligacji. Prezentowane wyniki stanowia
pewne istotnie nowe rozwiazania w stosunku do istniejacych opracowan z zakresu aktywnego
zarzadzania portfelem obligacji; por. Bierwag (1983), Ho (1990), Elton, Gruber (1995),
Dattatreya, Fabozzi (1995).

W zakoficzeniu pracy, przedstawimy rowniez dyskusj¢ warunkow stosowalnosci
zaproponowanego podejscia w praktyce. Chodzi w tym przypadku o analiz¢ stabilnodci w
czasie parametrow rozpatrywanego modelu. Niektorzy badacze twierdza, ze ze wzgledu na
niestabilnos¢ tych parametrow, zastosowanie w praktyce klasycznego podejicia Markowitza w
odniesieniu do- rynku obligacii — nie jest mozliwe; Fabozzi, Fong (1994). Zdanicm autora
ninicjszcgo opl'ucowania, stwicrdzcnie to nie jest w ogdlnym przypadku prawdziwe.
Zastosowanie zaproponowanej metody zarzadzania portfelowego moze by¢ szczegdlnie
obiecujace w przypadku obligacji dlugoterminowych, w ktérym problem niestabilnosci

parametrow modelu nie jest tak znaczacy.



2. Ryzyko stop procentowych -

parametry okresowosci i wypuklosci obligacji

Z podstaw teorii obfigacji wynika, ze wartos¢ biezaca obligacji P wyraza sig
nastepujacym wzorem (Fabozzi, 2000)

T
C
P=), —tr @1

gdzic 7' - okres do wykupu, ¢ - kolejny okics odsctkowy; ¢ =1,..., T,
C, - kupon, tj. warto$¢ odsetek za dany okres wyrazona w jednostkach pienigznych,
C,=C dla t=1..,(T-1) i C;=C+N, N -warto$¢ nominalna obligacji,

1, - rynkowa stopa procentowa spot dla okresu [0, 1],

Z zaleznosci (2.1) bezposrednio wynika, ze warto$é biezaca obligacji moze podlegaé
ciaglym oraz nieoczekiwanym fluktuacjom (price volatility) ze wzglegdu na zmiany
obowiazujacych w danym momencie rynkowych stop procentowych, za pomoca ktérych
dyskontujemy w czasie do chwili biezacej wszystkie przyszle wplywy pienigine zwiazane z
posiadaniem obligacji (tj. odsetki oraz nominat).

Czesto trudne do przewidzenia zmiany rynkowych stép procentowych oraz wynikajace
stad zmiany wartosci obligacji (czy tez szerzej - instrumentéw finansowych) sa utozsamiane z
ryzykiem stop pfocentowych. Ryzyko to wywoluje tzw. nieoczekiwana zmiang stopy zwrotu z
inwestycji (excess return). W zwiazku z tym istotna jest - z punktu widzenia zar6wno
inwestora jak i emitenta - wrazliwosé (lub tez przeciwnie - odporno$é) wartosci rozpatrywanej
obligacji na zmiany rynkowych stép procentowych. Parametrami umoiliwiajqéymi pomiar
takiej wrazliwosci jest okresowos$¢ (duration) oraz wypukloe$é (convexity) obligacii.

Przypadck plaskiej krzywej dochodowosci

Klasyczne definicjie (Macaulay'a) okresowoéci i wypuklosci obligacji zwigzane sq z
przyjeciem silnie ograniczajacego zalozenia, ze wszystkie rynkowe stopy procentowe spot
{wyrazone w skali roku) sa sobie rowne, niezaleznie od terminow zapadalnosci zobowiazan, tj.

r,=ry da t=1,.,T. 2.2)

Oznacza to, ze struktura terminowa stop procentowych — reprezentowana przez tzw, krzywq
dochodowosci skarbowych obligacji czysto-dyskontowych - jest , plaska”, przy czym zachodzi
to dla dowolnej chwili biezacej v=1273,... . Efekt ten mozemy uzyska¢ dokonujac np.
udrednienia wartosci 1o, (¢ =1,...,T), tj. przyjmujac r =7, .



Z powyzszego zalozenia wynika bezposrednio, ze jezeli chodzi o zmiany rynkowej stopy
procentowej r (w tym przypadku juz tylko jednej) to mozliwe sa jedynie rownolegte
przesunigcia w gore lub w dot rozpatrywanej krzywej dochodowosci o wartosé Ar.

Klasyczna definicja okresowosci (duration) obligacji jest nastepujaca.
Formule Macaulay’a:

__A_P_/ A(l+7)
P 1+r

- 2.3)
gdzie D - okresowosé obligacji,

r - rynkowa stopa procentowa,

P - warto$é biezaca obligacji,

AP, A(1+r) = Ar - przyrosty bezwzgledne wartosci P oraz r.

Ze wzoru (2.3) wynika, Ze okresowos¢ obligacji jest rowna tzw. wspdlezynnikowi
elastycznosci (ze znakiem minus) ceny P obligacji ze wzgledu na zmiany wartosci jeden plus
stopa procentowa r . Inaczej moéwiac, okresowos$¢ D obligacji okresla o ile procent zmieni sig
cena obligacji (w przyblizeniu) przy zmianie wartodci (1+r) 01 %.

Ponadto, z (2.3) mamy

AP Ar

—=-D—, 2.

P 1+r @4)
Tak wigc, wzrost rynkowej stopy procentowej powoduje spadek biezacej wartoici obligacii i
odwrotnie - spadek stopy procentowej powoduje wzrost warto$ci obligaci.

Wzér (2.3), dla nieskoficzenie matych przyrostdw Ar, mozna przeksztalcié do nastgpujcej
postaci

P _1+r
p=-Sox—L, 2.5)

gdzic dP/Jr - pochodna wartosci biezacej P obligacji, jako funkcji stopy proccntowej r
(tzw. dollar duration).
Okresowosc obligacji o stalym oprocentowaniu mozna wyznaczy¢ nastgpujaco:
Ze wzoru (2.1),dla r,, =r (¢ =1,...,T), olrzymamy
T C,
pP= L R 2.6
Z 1+ (2.6)

=1

gdzic P - wartos¢ biezaca obligacji, r - rynkowa stopa procentowa,



oraz z (2.5) i (2.6), po przeksztatceniach,

P1+r & tC

a P E+r) 2.7

Nalezy podkresli¢, ze wzor (2.4) ma jedynie charakter przyblizony; jest on prawdziwy
tylko dla malych zmian Ar rynkowej stopy procentowej. W zwiazku z tym, w teorii obligacji
wprowadza si¢ dodatkowo jeszcze jeden parametr zwany ,,wypukioicia™ obligacji (convexity).
Nazwa tego parametru wynika stad, ze zalezno§¢ wartosci obligacji P od stopy procentowcj
r dana wzorem (2.6) jest funkcja wypukta.

Dcflinicja wypuklosci ¥ obligacji (convexity) jest nastepujaca:

a1 g*P (1+r)?

T2 P

. (2.8)

Dla obligacji o stalym oprocentowaniu, ze wzorow (2.6) i (2.8), po przeksztalceniach,
otrzymamy: ’

1P +r)® lit(l+l)C,

“2a* P 243 (+r) P @9

Nieoczekiwana zmiana wartoSci biezacej obligacji

Wyznaczymy teraz wzOr na nieoczekiwang zmiang (AP/P) biezacej wartosci
wewngtrznej P obligacji w chwili t=0. Funkcje P(r) obrazujaca zalezno$¢ migdzy
wartoscig obligacji P a stopa procentowg r, dana wzorem (2.6) rozwijamy w szereg Taylora:

oznaczajac b= A(l+r) = Ar, mamy

19%p
29r*

P(r+h)=P(r) +~g—1:h+ B +... 2.10)

Z zaleznosci (2.7), (2.9) i (2.10), po przeksztatceniach (oraz pominigciu pochodnych wyzszego
rzgdu), otrzymamy

—= —~D(A,)+V(A,), 2.11)

A{l+r) _ Ar oraz é_}i= P(r+h)—P(r)
1+r 1+r P P(r) ’

gdzic A, =



Interpretacja parametru okresowosci obligacji
Wprowadzimy nastgpujace oznaczenie

C(l+ry"
x,=*%- 2.12)

Ze wzoréw (2.7) 1 (2.12) olrzymamy
T

r T
Z_: 1+) [P=Y xt; pryczym Y x =l. (2.13)

=1 t=1

Z wyprowadzonej zaleznoSci wynika, ze okresowos¢ obligacii to §redni wazony okres
otrzymywania wplywow pienigznych z tytutu posiadania obligacji, przy czym wspélezynnikami
wagowymi sa zdyskontowane w czasie wartoéci tych wplywow, przypadajace na jednostke
wartoci biezacej P obligacji. Okresowos¢ ta jest wyrazana w latach.

Ujmujac to jeszcze inaczej (Ladko, 1994), okresowosé D to Sredni wazony okres zwrotu
z inwestycji, rozumiany jako pewien przecigtny okres, po uplywie ktdrego inwestor otrzyma
zwrot zainwestowanego kapitalu wraz z oczekiwanymi dochodami. Okres ten zwykle nie
pokrywa si¢ z terminem trwania inwestycji (tj. czasem Zycia obligacji), gdyz w trakcie tego
okresu inwestor otrzymuje periodyczne wplywy pienigzne, ktdre przy$pieszajg zwrot
zainwestowanych $rodkow. .

Podobny wniosek mozna sformutowa¢ z punktu widzenia emitenta obligacji, ktory jest w
rozpatrywanym przypadku pozyczkobiorca, Emisja obligacji np. 3-letnich nie oznacza wecale,
Ze emitent korzysta z pozyczonych $rodkdw przez pelne trzy lata. Okres ten jest krotszy z racji
koniecznosci regulowania platnosci odsetkowych.

Ponadto, biorac pod uwagg przyjete oznaczenia
C,=C da ¢t=1.,(T-1) oraz C,=C+N dla (=T,

zc wzoru (2.7) otrzymamy
;
={): [tC/(l+r)']+TN/(1+r)T}/P. @.14)
=1

Z zaleznoci (2.6) i (2.14) wynika bezpos$rednio, ze

(i) Okresowosé kazdej obligacji z kuponem zerowym jest rowna czasowi zycia I tcj
obligacji, dla obligaciji zcro-kuponowcj mamy bowicm:

P=N/1+r)

azatem,dla C=0, D=T[N/Q+r)/P]=T.



(i) ~ Okresowo$¢ obligacji wielokuponowej jest mniejsza od czasu zycia T tcj obligacii.
Wynika to bezposrednio ze wzoru (2.13). Dla niezerowych wag x, rozpatrywanych dla
t=1,...,(T'=1) - co zachodzi dla obligacji wielokuponowej - okresowosé D jest srednig
wazong czasow ! (f=1,...,T). Okresowo$¢ D musi by¢ wiec mniejsza od ostatniego z

analizowanych czaséw, tj. 1 =T,
PRZYKLAD 2.1
Obliczimy okresowos¢ D obligacji wielokuponowej o nastgpujacych danych:
C =10 zl/rok, N =100 zt; T=4 lata.

Zalozmy, ze rynkowa stopa procentowa wynosi r = 20% = 0.20. Mamy

10 10 10 110

1).___

T 2) * (12)? * 2y * (12)*

=7411 2.

A zatem okresowosé D rozpatrywancj obligacji 4-letnicj wynosi

110
12)*

10
D= [(l rok) E+ (2 lata) +(31ata) +(4 lata) ]/ 7411=34 lat.

10 10
(12)? 2y
Powyzszy przyklad jest ilustracjg faktu, ze okresowos¢ D obligacji jest pewnym
przeciginym wazonym okresem zwrolu z inwestycji w obligacje, stad tez - przyjgta w niniejszej
pracy nazwa tego parametru; por. réwniez Ladko (1994).

Oczekiwana okresowos¢ obligacji

Wprowadzimy teraz pewne nowe pojecie zwiazane z tzw. oczekiwanq okresowosciq D'
obligacji. Stosujac to pojecie, wezmiemy bardziej szczegdéfowo pod uwage oddzialywanie
Luplywu czasu biezacego” T=0,1,2,3,..., na warto§¢ parametru biezacej okresowosci D°,

Prowadzgc w dalszym ciagu rozwazania dla plaskiej krzywej dochodowosci, oznaczymy:
P, - warto$6 biezaca obligacji w chwili 7=0, czyli
T v
C
p= —, 2.15
=L Gy (2.15)

=1

D - parametr biezacej okresowosci obligacji, rozpatrywany dia chwili 7 =0, tj,

AP, Ar
DY =D =0)=——2 /)=

n ey (2.16)



czyli - dla malych Ar - otrzymamy

/P, . @.17)

Tak wigc okresowosc DY okredla nam wrazliwosé wartosci biezacej P, obligacji,
rozpatrywancj w chwili =0, na zmiang stopy procentowej r o Ar jaka nastepuje w chwili
T=0+¢, gdzic & - dowolnie male. Mozemy wyobrazi¢ sobie nastepujaca sytuacje: kupujemy
w chwili 7= 0 dang obligacj¢ wedlug ceny £ I zastanawiamy si¢ jaka bedzie natychmiastowa
zmiana wartosci tej obligacji, o ile bezposrednio po zakupie (tj. dla T=04+¢) stopa
procentowa zmieni si¢ o Ar. OdpowiedZ na to pytanie mozemy uzyska¢ wykorzystujac
wlaénie parametr D", a mianowicic z (2.16) mamy

Al = " Ar

- (2.18)
Ve 1+7

Zaldzmy teraz, ze nabyliémy dang obligacje w chwili 7=0, oraz - ze przez pierwszy
okres odsctkowy stopa procentowa r nie ulegla zmianie, Zastanawiamy sie jak wrazliwa
bedzie wartosé biezaca posiadanej obligacji na zmiang stopy procentowej o Ar w chwili
T=1+¢, tj. po uplywie pierwszego okresu odsetkowego i wyplacie pierwszych odsetek
wynoszacych €, =C. Analizg powyzsza prowadzimy w chwili obecnej, tj. dla T=0. W tym
celu wprowadzamy wlasnie pojecie oczekiwanej okresowosci D', tj. przy oczekiwaniu, ze

stopa proccntowa r nic ulegnic zmianie w okresie T €[0,1].
Oznaczmy

P, - warto$¢ biezaca obligacji w chwili t=1, przy zalozeniu, ze stopa procentowa
r=const , tj.
7 C
p=Y — 2.19
1 Z (l+r)l—l ( )

=2

Warto$¢ [} jest wigc oczekiwang (czy tez spodziewana) wartoscia biezacq obligacji
wyznaczong w chwili 7= 0 dla chwili =1, w warunkach stalosci stopy procentowej r .

Paramctr oczekiwanej okresowosci D' obligacji definiujemy nastepujaco:
D' - oczekiwana okresowoié obligacji w chwili 7 =1, przy zatozeniu, ze r = const , \j.

2 Al / Ar

. - it 2.
D'=D(t=1) TRETYS (220

czyli, dla malych Ar, = (2.20) vtrzymamy



(9P It+r 2
P @21

oraz z (2.19) i (2.21)

r
(r- ]) Cl
D'=) ——==/Pp.
Z; T A (2.22)
Tak wiec w chwili 7 =0, przy zalozeniu, Ze stopa procentowa r nic ulegnic zmianic w
ciagu pierwszego okresu odsetkowego, mozemy oszacowaé wplyw zmiany tej stopy o Ar (w
chwili 7 =1+ ¢) - na ziniang wartosci 7} obligacji; z delinicji (2.20) mamy bowicm
AP, A
— == —,
R 1+r 2.23)

LR RS

Omowiony powyzej pokrotce parametr bieiqcej okresowosci D° obligacii ma
zasadnicze znaczenie przy stosowaniu tzw. techniki immunizacji portfela obligacji ze wzgledu
na ryzyko stop procentowych. Chodzi w tym przypadku o takie zaprojektowanie udziatow
wartosciowych pdszczegélnych obligacji (o roéznych terminach wykupu) wchodzacych w sklad
analizowanego portfela, aby warto$¢ globalna tego portfela byta jak najmniej wrazliwa na
nicoczekiwane zmiany rynkowych stdp procentowych. Zagadnienic to jest obszernic omawiane
w literaturze (por. Bierwag 1983, 1987, Dahl 1993); w tym - réwniez w pracach autora et.al,
(Kulikowski, Bury, Jakubowski 1995; Jakubowski 1997a).

Problematyka immunizacji portfela nie bedzie dalej szerzej rozpatrywana. Natomiast
nasza uwage skupimy na zastosowaniu wprowadzonej powyzej koncepcji parametru
oczekiwanej okresowosci D' dla aktywnego zarzadzania portfelem obligacji. W dalszej czesci
pracy sformutujemy najpierw tzw. jednoindeksowy model dla rynku obligacji. Rozwazania
nasze rozpoczniemy od przypadku plaskiej krzywej dochodowosci. Nast¢pnie, otrzymane
wyniki uogélnimy na przypadek krzywej dochodowosci o dowolnym ksztalcie. W tym celu,
podamy pewne uogdlnione definicje wprowadzonych w tym punkcie pojeé okresowosci oraz
oczekiwanej okresowosci obligacii.

Zagadnienia te wiaza si¢ juz bezposrednio z aktywnym zarzadzaniem portfelem obligacii,
co stanowi¢ bedzie zasadniczy przedmiot rozwazan prowadzonych w nastgpnych punktach
ninicjszcj pracy.



3.  Model jednoindeksowy dla rynku obligacji
- przypadek plaskiej krzywej dochodowosci

Prowadzone w dalszej czgéci tego punktu rozwazania poprzedzimy sformulowaniem
nastepujacych zalozen oraz definicji.

Plaska krzywa dochodowosciz

Warunek plaskiej krzywej dochodowosci (yield curve), jaki przyjmicmy dla
analizowanego rynku finansowego mozna formalnie zapisaé nastepujaco.
rg, =const(ty=r; Vi=1..T, 3.1
gdzic r, - rynkowa stopa procentowa spor dla okresu [0, /],
t - termin zapadalnoéci zobowiazan, w przypadku obligacji zero-kuponowych

termin ten jest nazywany okresem do wykuapu (term to maturity).

Zalozymy rowniez, ze jedynymi mozliwymi zmianami plaskiej krzywej dochodowosci,
jakie moga nastapi¢c wraz z uplywem czasu biezacego 7 =0,1,23,..., sa przesunigcia
rownolegle tej krzywej o tg sama warto$é Ar w gore lub w dol. Zauwazmy, ze zalozenie to
jest konieczne, poniewaz w przeciwnym przypadku poczatkowo ptaska krzywa dochodowosci
(dla T =0) przestawataby by¢ plaska dla przyszlych chwil 7. Mamy wigc

Ar=Ar, =const(t); Vi=1.,T ) 3.2)

— nieoczekiwana zmiana plaskiej krzywej dochodowosci o t¢ samg warto$é.

Horyzant inwestycyjny:

Zagadnienie aktywnego zarzadzania portfelem obligacji rozpatrywaé bedziemy przy
zalozeniu, ze horyzont inwestycyjny jest rowny jednemu (najblizszemu) okresowi
odsetkowemu. Z powyzszego wynika wige, ze analizujac portfele inwestycyjne, rozpatrywaé
bedziemy tylko te obligacje (o réznych terminach wykupu), ktérych okresy odsetkowe
pokrywajg sig ze soba. :

Ponadto przyjmiemy, ze inwestycji w okreslone obligacje dokonujemy wylacznie na
poczatku danego okresu odsetkowego, tj. w chwilach

T=0+€, T=1l+€, T=2+E,...,

gdzic £> 0 - wartosc dowolnie mala.



Powyzsze oznacza, ze rozpatrujemy tylko tzw. ceny ,czyste” F, obligacji (clean price);
ceny te sq bowiem rowne cenom ,brudnym” P, (dirty price) tylko na poczatku kolejnych

okreséw odsctkowych. W ogdlnym przypadku mamy bowicm
_ q
K=R+C, (3.3)

gdzic g - liczba dni, ktore uplynely od poczatku danego okresu odsctkowego do dnia
zakupu obligacji (sertlement date),

d - czas Lrwania okresu odsctkowego (w dniach),

9

4 C - odsctki, ktérc narosty od poczatku danego okresu odsetkowego do dnia

zakupu obligacji (accrued interest).

Ccena czysta P, obligacji ustalana jest jako okreslona cz¢§¢ wartosci nominalnej N ; ccna
ta moze byé wyrazana kwotowo lub procentowo.

Klasa analizowanych obligacji:

Prowadzone dalej rozwazania dotyczyé beda obligacji dhugoterminowych o statym
oprocentowaniu, Chodzi w tym przypadku o to, ze parametr okresowosci obligacji D° jest
silnie niestabilny z uplywem czasu biezacego. Okresowos¢ D° maleje z czasem, przy czym
spadek wartosci D° jest tym silniejszy im krétszy jest okres do wykupu T’ (term to maturity)
rozpatrywancj obligacii.

W najprostszym przypadku obligacji zcro-kuponowych mamy: dla 7 =15, D° =15;
T=14, D°=14;...;T=2, D°=2;T=1, D° =1.

Tak wigc dla okresu do wykupu rownego T =15 lat, po uptywie 1 roku, procéntowy

0
spadek okresowosci obligacji wynosi A—DDE— = 141515 %100 =-6.7%.

Natomiast dla okrcsu do wykupu rdwnego T =3 lata, po uplywie 1 roku, mamy

n —
AD” _2-3 100=-333%
O

oraz dla T =2 lata, po uplywie 1 roku

o —
AD 172 100 =-50.0%.
D" 2
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Powyzsze wnioski pozostajg rowniez aktualne w przypadku obligacji o niezerowym kuponie
(tj. €, #0), w ktérym spadek okresowosci D° obligacji wraz z uplywem czasu biezacego 7
ma charaktcr nicliniowy; Bierwag (1987), Francis (1991).

Rosnaca niestabilno$¢ parametru okresowosci D° analizowanych obligacji - wraz z
uplywem czasu biezacego - staje sig zrodlem okreslonej niestabilnodci parametrow modelu
zarzadzania portfelowego rozpatrywanego w dalszej czesci pracy. Z tego tez powodu
prowadzone rozwazania dotyczy¢ beda obligacji dlugoterminowych O, o okresowosciach

D} >>1; Vi=1,..,n. (G4
Dla tego typu obligacji, procentowa zmiana (tj. spadek) okresowosci D; po uplywie jednego
okresu odsetkowego nie bedzie zbyt duza, co pokazalimy na przedstawionym powyzej
przykladzie.
Rynek zréwnowazony, rynek niegrdwnowaiony:
Oznaczymy
P, - ccna rynkowa obligacji, F, - wartos¢ biezaca obligagji.

Warto$¢ biezaca obligacii, okreslona w punkcie 2 wzorem (2.15) jest pewna wartoscig
teoretyczna, wynikajaca ze zdyskontowania na chwilg biezaca wszystkich przyszlych strumieni
finansowych C, (r=1,...,T), wynikajacych z faktu posiadania danej obligacji. Warto§¢ ta jest
czesto nazywana wartoécia wewngtrzng obligacii (bond intrinsic value).

O rynku zréwnowazonym méwimy, gdy dla kazdej obligacji O, zachodzi
P =P, Vi=l.,n, (3.5)
gdzic n - ogélna liczba rozpatrywanych obligacii.
W przeciwnym przypadku - mowimy, ze rynek jest niezréwnowazony.

Oczywiscie o zrownowazeniu lub niezrownowazeniu rynku mozemy moéwi¢ rOwniez
tylko w odnicsicniu do dangj obligacji O,. Niezrownowazenie rynku danej obligacji wyrazajace
si¢ roznicq ceny rynkowej £, tej obligacji od jej wartosci wewngtrznej F, wynikaé moze np. z
okreslonych dziatan spekulacyjnych.

W teorii finanséw dowodzi sig, Ze w dluzszym okresie ceny rynkowe F. obligacji sa
zbiezne do ich wartodci wewngtrznych F£,. W dalszej czedci pracy zalozymy, ze owo
niezrownowazenie rynku danej obligacji trwa tylko jeden okres odsetkowy. Oznacza to, ze

nawet gdy w chwili 7 = 0 dla dancj obligacji zachodzi
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P(1=0)% B(r=0), (3.6)

to juz po uplywie jednego okresu odsetkowego, mamy
Rr=0)=RK(r=1. (3.7)

Powyzsze zalozenie, jakkolwiek nieco upraszczajace - jest powszechnie przyjmowane w
litcraturze przedmiotu; por. Elton, Gruber (1995). Ma ono réwniez zasadnicze znaczenie z

punktu widzenia rozwazan, prowadzonych w dalszej czgsci tej pracy.

Oczywidcie stan ogdlnego zrownowazenia rynku jest pewnym stanem ,idealnym”, ktéry
w praktyce nigdy nie ma migjsca. Jednak w przypadku tzw. rynkéw efektywnych, rynki te sg
zbiezne do stanu réwnowagi, ktory moze by¢ w powyzszym sensie traktowany jako pewien
stan graniczny. Owa zbiezno$¢ do stanu rownowagi rynkowej wynika z wystepujacych
powszechnie transakeji arbitrazowych charakteryzujacych rynki efektywne, Mowi si¢ w tym
przypadku o obowiazywaniu tzw. prawa jednej ceny (the law of one price).

3.1. Spodziewana stopa zwrotu oraz rzeczywista stopa zwrotu

Wyprowadzimy teraz podstawowe wzory wyrazajace spodziewang oraz rzeczywisty
stope zwrotu z inwestycji w obligacie, przy wprowadzonym weczeiniej zalozeniu, ze
analizowany horyzont inwestycyjny jest réwny jedncmu okresowi odsetkowemu. Owe stopy
zwrotu nazywane sq w literaturze stopami zwrotu ,z okresu na okres” (period-by-period
return). Rozwazania nasze rozpoczniemy od zaloZenia, Ze analizowany rynek kapitatowy jest
w rownowadze, a nastgpnie - uogdlnimy uzyskane wyniki na przypadek rynku
niezréwnowazonego.

3.1.1. Rynck zréwnowazony (P, = )

Pomijajac dla uproszczenia zapisu indeks /i obligacji O;, wprowadzimy nastepujace
oznaczenia

Py - warto$¢ biezaca obligacji w chwili 7 =0,

P} - wartos¢ biezaca obligacji w chwili T =1 przy zalozeniu, Ze rynkowa stopa procentowa r
nie zmienila sig; r = const ,

B - wartoic biezaca obligacji w chwili 7 =1 przy zalozeniu, ze stopa procentowa r zmienita
sie (wchwili T=1+€)0 Ar,tj. " =r+Ar,

RY - spodzicwana stopa zwrotu (anticipated retim) za jeden okres dla r = const ,

R - vzeczywista stopa zwrotu (realized return) za jeden okres dla »* =r +Ar,

12



Wzory na spodziewang oraz rzeczywistg stopg zwrotu sg nastgpujace

Rnsc_.*-};l——&., oraz (3.8)
0

., C+P -P

R =———1',——", (3.9
]

gdzic C - odsetki wyplacane za dany okres.

Zaleznosci (3.8), (3.9) obowiazuja dla okresow poprzedzajacych ostatni okres odsetkowy;
natomiast dla okresu ostatnicgo mamy

., C+N-PF
R=R =~——Po—°, (3.10)

gdzic N - warto$¢ nominalna obligacji.

Z zaleznosci (3.10) wynika bezposrednio, ze w przypadku obligacji kupionej na poczatku
ostatniego okresu odsetkowego (4. dla T=T —1) nie wystepuje ryzyko stopy procentowej.
Obligacja ta moze by¢ bowiem traktowana jako obligacja czysto-dyskontowa o ,wartoéci
nominalnej”’ réwnej (C+ N), ktdra jest przetrzymywana do terminu wykupu. Przypadek ten,
charakteryzujacy sig réwnoscia spodziewanej (R") i rzeczywistej (R') stopy zwroty,
pominiemy w dalszych rozwazaniach - jako przypadek trywialny.

Ponadto zauwazmy, ze w my$l wprowadzonych w punkcie 2 wzorow (2.15)1(2.19) na
biezaca wartos¢ wewnetrzng i B, wartoici te sa funkcjami stop procentowych, tj.

P, =P(r); B=R(r) oraz B =PR>"). ' (3.11)
A zatem, ze wzorow (3.8) i (3.9) bezposrednio wynika, Ze zachodzi réwniez

R=R'(r) orz R =R@)=R({+4r). (3.12)

Tak wigc juz na poczatku prowadzonych dalej rozwazan mozemy zauwazyé, ze dla danej

slopu procentowej r, spodziewana stopa zwrotu R® jest zmienng deterministyczna, ktorg
mozemy efektywnie obliczyé.

Natomiast, gdy nieoczekiwang zmiang stopy zwrotu Ar traktowac jako zmienng losowa,
to rzcczywisla stopa zwrotu R® z obligacji jest réwniez zmienng losowa, Wartosci tej nie
mozemy wiec a priori, §j. ,,deterministycznie” - wyznaczy¢. Powyzsze uwagi dotyczyé bedg
rowniez przypadku - analizowanego w dalszej czgdci tego punktu - rynku
niezréwnowazonego. '
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Spodziewana stopa zwrota R°
Dla spodziewancj stopy zwrotu R® udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1

W przypadku rynku zréwnowazZonego oraz plaskiej krzywej dochodowosci,
spodzicwanc stopy zwrotu R wszystkich wystepujacych na tym rynku obligacji o stalym
oprocentowaniu (w tym obligacji czysto-dyskontowych) sa sobie réwne. Stopy te sa rowne
obowiazujacej dla danego rynku stopie procentowej r, tj.

R =R"=r;, Vi=l_.n, (3.13)
gdzic n - liczba obligacji wystepujacych na danym rynku.

Dowéd: Dla dangj 6bligacji O, mamy (indcks i - pomijamy)
2 G G Cr

D = + +..+ , .
" l1+r (A+r) 1+ G.14)
oraz
a C. C. C.
P=-"24 34 4 T .
YTr qr)? a+rn™ (3.15)
gdzic C, =C (t=L..,T~1) oraz C; =C+XN .
A zatem, mnozac réwnanie (3.14) przez (1+r) otrzymamy
C C
PO+ =C +|—+.4—T—|=C +P. 3.16
o(I+n)=C, [1+r (1+r)’"‘] v (3.16)
Cryliz (3.8)1(3.16)
sC+P~F FQA+r)-A
Ru=cl 1 0 . 0( ’) 0 =7 (317)

Fy B
Warto$¢ rynkowej stopy procentowej » nie zalezy oczywiscie od indeksu 7 obligacji O, ; tak
wigc rownosé (3.13) zachodzi dla wszystkich obligacji.
' . cand.

Udowodnione powyzej twierdzenie o rownosci spodziewanych stop zwrotu jest rowniez
prawdziwe dla dowolnych okresow inwestycyjnych, bedacych wielokrotnoscia jednego okresu

odsctkowego. Mamy bowicm
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Twierdzenie 3.2

W  przypadku rynku zréwnowazonego oraz plaskiej krzywej dochodowosci,
spodziewane stopy zwrotu za ten sam okres inwestycyjny wszystkich wystepujacych na tym
rynku obligacji o statym oprocentowaniu (w tym obligacji czysto-dyskontowych) sa sobie
rowne. Stopy te sg rowne wartosci:

(1+n* -1,
gdzic K - okrcs inwestycyjny, r - rynkowa stopa proccntowa.

Dow6d:  Oznaczymy R7(X) - spodzicwana stopa zwrotu i -tcj obligacji za okres K .

Z zasady procentu skfadanego, mamy

RUK)=(+RH* -1, Vi=1,.,n (3.18)
oraz - z Twicrdzenia 3.1,
R =r, Vi=1l,..,n. (3.19)
A zatem R°(K)=(+r)* -1, Vi=l..,n. (3.20)
cad.

Mozna réwniez wykazac z fatwoScia nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.3

W przypadku rynku zrownowazonego oraz plaskiej krzywej dochodowosci, rentownosci
do wykupu YTM, wszystkich wystepujacych na danym rynku obligacji o stalym
oprocentowaniu (w tym obligacji czysto-dyskontowych) sa sobie réwne. Rentownodci te sg
rowne obowiazujacej dla danego rynku stopie procentowej r, tj.

YIM,=r; Vi=1..,n. (3.21)

Dowdd: Powyisze twierdzenie mozna by wykazac korzystajac z Twierdzenia 3.2. Ponizej
zastosujemy jednak bezposrednio dowdd ,,nie wprost”.

Zatozmy, ze dla i -l¢j obligacji zachodzi Y7M, #r oraz oznaczmy przez P - ceng
rynkowsq tej obligacii.

Z definicji rentownosci do wykupu YTM, (yield-to-marurity) mamy
T Cl'
p=y ——
7= (1+ Y1)

=1

(3.22)
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Natomiast z definicji wartosci biezacej tej obligacji
T I

=Ly

- 1+;) (3.23)

gdzic r - rynkowa stopa proccntowa.

Zauwazmy teraz, ze dla r# YTM, ze wzorow (3.22), (3.23) wynika, ze Pl# P co jest
sprzeczne z zalozeniem, ze rynek jest zréwnowazony.

c.n.d.

Wyprowadzimy teraz zalezno¢ funkcyjna pomiedzy parametrem oczekiwanej
okresowosci D' a paramelrem biezqeej okresowosci D°. W tym cclu wykorzystamy
wyprowadzone w punkcie 2 rdwnania (2.17) i (2.22) umozliwiajace wyznaczenie wartosci tych
parametrow.,

Lemat 3.1

Zaleznoé¢ funkcyjna pomiedzy parametrem oczekiwanej okresowoéci D' a paramctrem
biezacej okresowosci D° obligacji wyraza si¢ wzorem:

-1
D'=(D° -+ r)(%) s (3.24)

gdzic r - rynkowa stopa procentowa, F, - wartos¢ biezaca obligacji w chwili =0, P, -
warto$¢ biezaca obligacji w chwili T =1, wyznaczona przy zalozeniu, ze stopa procentowa r
nie ulegta zmianie; oraz z zalozenia (3.4), D° > 1.

Dowdd: Biorac pod uwage wzory (2. INi (2.22) mamy

"): (1+r) IB=), (1+r)’

=L

+1=

=1

icC,
1+r)'

/P +1=

[

]
1~

(1+r) ~):

=2

tC I C
— P, ~ !
+r " Y; (1+r)

(r—l)C -nc, 1)C 1
- —+1=
(1+ry B [ZI A+ "] .

T _
I i TP | () R PY () LY
o+n Py J1+r P ft+r
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A zatem,
P -l
D' =(D" =11+ )| =+
( X ’)[Po]

c.n.d.
Wzor (3.24) mozemy rowniez przeksztalcié do nastgpujacej postaci:

Lemat 3.2

Zaleznoéé funkcyjna pomigdzy parametrem oczekiwanej okresowosci D' a paramctrem
biezacej okresowosci D° obligacji wyraza sig wzorem:

1+r

1 0 _
b= 1)1+(r—CY0)’

(3.25)
gdzic r - rynkowa stopa procentowa, oraz

A
Cy, =% - oprocentowanie biezace obligacji (current yield), wyznaczone dla rynku
V]
zrownowazonego (tj. dla P, = F,);

przy czym zakladamy, ze CY, <1+ r oraz D° >1; por. (3.4).

Dowdd: Przyjete w sformutowaniu Lematu 3.2 zalozenie CY, <1+ r jest w praktyce zawsze
spelnione. Trudno bowiem wyobrazi¢ sobie sytuacje, w kiérej oprocentowanie biezace odsetek
CY, obligacji przekracza o 100 punktéw procéntowych rynkowa stopg procentowsg, r.

Biorac pod uwage wzdr (3.8) okreslajacy spodziewanq stope zwrotu r obligacji (na
rynku zréwnowazonym), tj.

re=CtR7h omy
)
s C+P-P
1+re-cr,=1+ <A € A : (3.26)
PD Pll PO

Wykorzystujac dodatkowo Twierdzenie 3.1, na mocy ktorego dla dowolnej obligacji O,
zachodzi

R'=R"=r; Vi=l..n, 3.27)
7 (3.26), (3.27) otrzymamy

Bctsr-c, (3.28)

0
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Uwzgledniajac teraz Lemat 3.1, z (3.24) i (3.28) mamy

. -t
P .
D' = (D" —I)(l+r)(F‘] =(D°-1) 1T(1ri—’cT)

c.n.d.
Z Lematu 3.2 wynika bezpo$rednio nastgpujacy wniosek.

Whiosek 3.1

W przypadku, gdy dla danej obligacji oprocentowanie biezace odsetek CY, jest réwne
rynkowcj stopic procentowcj r, tj. CY, =r, mamy

D' =(D°-1{A+r). (3.29)

Rzeczywista stopa zwrotu I :

Wyprowadzimy teraz wzor na rzeczywista stopg zwrotu R, z inwestycji w obligacje O,
przy horyzoncic czasowym réwnym jednemu okresowi odsctkowemu; indeks i - dla
uproszczenia zapisu - poczatkowo pominiemy. W rozwazaniach, wykorzystamy koncepcje
oczekiwanej okresowosci D' obligacii.

Oznaczmy

AR=R" - R" - nieoczekiwana zmiana stopy zwrotu wywotana zmiang stopy procentowej r o
warto§é Ar.

Warto$¢ AR bedziemy nazywali krotko nieoczekiwang stopa zwrotu (excess return), por.

Elton, Gruber (1995), Bierwag (1987).

Ze wzoréw (3.8) 1 (3.9) mamy

. o CH+B =P, C+B-P, P -B F-PRR
AR=R - R = - = = —, .
{ A, B, B B A (-30)

Biorac pod uwagg definicje (2.20) oczekiwanej okresowosci D' obligacii otrzymamy

. A
=-p' 2L (3.31)
1+r

R R,
P

1
A zatem, z (3.30) 1 (3.31)

Ar R (3.32)

R'—R°=-D' L
I+r PR,
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P 1
ayli R" =R —| D' - —— |Ar.
czyli [ P, 1+r] r (3.33)

Ponadto, po przeksztalceniu wzoru (3.24) z Lematu 3.1, otrzymamy
—=D"-1, (3.34)

gdzie D° >1 na mocy zatozenia (3.4).
A zatem, z (3.33) i (3.34) mamy

R'=R°*—(D°-1Ar. (3.35)

Korzystajqc teraz z Twierdzenia 3.1, mamy R” =r dla dowolnej obligacji. Uwzgledniajac to
we wzorze (3.35), otrzymamy ostatccznic

R =r—(D°-1)Ar; (3.30)

oraz dia dowolngj obligacji O;,
R =r—(D{ -DAr. (3.37)
Pewng odmiang wzoru (3‘:'3 7), na rzeczywista stopg zwrotu R; z obligacji, przy
zalozeniu, ze rynek jest zrownowazony — mozna znalezé w pracy Babcocka (1984); por.
rowniez Haugen (1993), str. 411, Wzér ten uogdlnimy teraz na przypadek, gdy cena rynkowa

P' danej obligacji nie jest rowna jej biezacej wartoéci wewnetrznej P, co jest
charakterystyczne dia rynku niezréwnowazonego.

3.1.2. Rynek niczréwnowazony (F, # Fy)

Pomijajac chwilowo indeks / obligacji O,, wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:

L - cena rynkowa obligacji w chwili 7=0,

5 - warto$¢ biezaca obligacji w chwili 7 =0,

R - warto$¢ biezaca obligacji w chwili =1, dla r = const ,

P,' - wartosé biezqca obligacji w chwili T =1, dla r* =r +Ar,

R® - spodzicwana stopa zwrotu (anticipated return) za jeden okres, przy zalozeniu
r=const

R - 1zcezywista stopa zwrotu (realized retwrn) za jeden okres, przy zaloZeniu
¥=rAr,



Uwzgledniajac sformutowane na poczatku tego punktu zalozenie (3.6), (3.7), ze cena
rynkowa F, obligacji (w chwili T=0) jest zbiezna - po uplywie jednego okresu odsetkowego
- do wartosci wewnetrznej F (dla » =const ) lub Pl' (dla = Ar), otrzymamy

C+hA~-P
R =——L, oraz 3.38
P (3.38)

. C+P-P
Rl ==——". (3.39)

W przedstawionym powyzej wzorze (3.38), wartosci F| oraz R’ s3a zmiennymi
deterministycznymi i mozna je (podobnie jak dla rynku zréwnowazonego) efektywnie obliczyé
dla kazdej z rozpatrywanych obligacji. Zaktadamy przy tym, ze cena rynkowa P, obligacji jest
dla 7=0 zadana deterministycznie; jest to po prostu cena wzigta z tablicy notowan
gieldowych.

Natomiast wystepujace we wzorze (3.39) wartoéci B’ oraz R sa - dla losowej zmiany
Ar stopy procentowej - zmiennymi losowymi, :

Spodziewana stopa zwrotu R:

W celu obliczenia spodziewanej stopy zwrotu dla przypadku rynku niezréwnowazonego
dokonamy nastepujacego przeksztalcenia rownania (3.38): -

AC+R-F _C'+Pl——P°+P},-—P, _C+P|"P0+Po"‘Pr —

R =
F k g F,
(3.40)
C+R-B B R-P_ B B-P
= —+ = R“ ._0.+
B ETER A
gdzic R® - spodziewana stopa zwrotu dla rynku zréwnowazonego.
Wprowadzimy teraz oznaczcnic:
B-P
p== (3.41)

r

— stopa zwrotu wynikajaca z nierdbwnowagowej wyceny przez rynek biezacej wartosci
wewngtrznej £ dancj obligacji (tzw. mispricing effect).

Z (3.40) i (3.41) mamy zalcm
RI=R(I+p)+p=R"+(1+R")p.

Wykorzystamy teraz Twicrdzenic 3.1, na mocy kiérego dla dowolncj obligacji zachodzi
R* =1 ; gdzic 1 - rynkowa slopa procentowa.
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A wiec, R =r+(+r)p.

Otrzymalismy zatem, e dla dowolnej obligacji (), rozpatrywanc
niezrownowazonym zachodzi

(B =r+(1+r)p;, Vislo,n,

B-r

gdzic pi = P i=1,..
r

Wz6r (3.43) interpretujemy nastgpujaco:

(3.42)

na rynku

(3.43)

Na rynku niezréwnowazonym, spodziewana stopa zwrotu z danej obligacji, za jeden

okres odsctkowy, jest réwna sumic rynkowcj slopy procentowej r (za tcn okres) oraz

zdyskontowanej na chwile =1 nicréwnowagowej stopy zwrolu p,.Dla p, =0 (i=1,...,n)

zachodzi
(R, =r=R] =const(i); Vi=l..n,

co wynika bezposrednio z rownania (3.43).

Natomiast dla p, #0 (i=1,...,n), spodzicwanc stopy zwrotu (R;); z inwestycji w obligacje

O, - beda oczywiscie rozne.
Rzeczywista stopa zwrotu R’ :
Wprowadzamy oznaczenie (indeks / obligacji chwilowo pomijamy)

AR, =R -R°

— nicoczekiwana zmiana stopy zwrotu (excess rezurn) dla rynku niezréwnowazonego,

wynikajaca ze zmiany stopy procentowe] r o losowa warto$é Ar.

Dalej, obliczenia przebiegaja podobnie jak dla rynku zrOwnowazonego; mamy zatem:

¢ WZOTOwW (3.38) 1(3.39)

C+R-F _C+K-B _FK-R R-RE

P, R TP KR B

r

AR =R - R =
Z definicji (2.20) oczekiwanej okresowosci D' obligacji zachodzi

PI.—PI :_Dl ar X
P, 1+r
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Ponadto, uwzgledniajac wzdr (3.41) na nieréwnowagowa stope zwrotu o, mamy

A_RA_R
o1l p),
Pr PO Pr Pﬂ( p) (3.46)

A zatcm, 7 (3.44)-(3.46)

R ~R! =—D‘—éf—[—P'—](l+p),

1+r| R,
czyli R =R’ -|D' L 1+ p)Ar (347
v A=k P 1tr ' AT

Dokonujac teraz przeksztalcenia wzoru (3.24) z Lematu 3.1, otrzymamy

ph 1
Fy 1+r

=D" -1, | (348
A zatem, z (3.47), (3.48) .

R =R® —(D° ~1)(1+ p)Ar-. ' (3.49)
Uwzgledniajac teraz wzor (3.42) na spodziewang stope zwrotu R?, otrzymamy

R} =[r+Q+rpl-(D° =1)(1+ p)Ar. (3.50)
Biorac pod uwagg indeks i obligacji O,, mamy ostatccznic

(R)), =[r+Q+r)p1-(D} DA+ p)Ar. 3.51)

Wyprowadzony powyzej wzor na rzeczywista stopg zwrotu z obligacji O,
rozpatrywanej na rynku niezrdwnowazonym, ma zasadnicze znaczenie dla analizowanej w
dalszej czedci pracy tearii. Zauwazmy, ze dla p, =1 - zalezno$¢ (3.51) przybiera identyczna
postaé jak wzor (3.37) wyprowadzony dla przypadku rynku zréwnowazonego, tj. dla P! = Py,

Dyskusja otrzymanego wyniku:

Wzor (3.51) zapiszemy w nastgpujacej postaci

(R); =R —B, &r, (3.52)
gdzic

R =r+(+r)p, - spodzicwana stopa zwrotu, (3.53)

B, =(D/ -1(+p;) -zmodyfikowany parametr okresowosci. (3.54)

22




A zatcm
a .
(AR ), =(R)), =R =—B, Ar. (3.55)

Wynika stad, ze nieoczekiwana zmiana (AR,), stopy zwrotu z inwestycji w obligacje O,,
tj. odchylenic rzcczywistej stopy zwrotu od spodziewanej stopy zwrotu, jest proporcjonalna
(z¢ znakicm minus) do zmiany Ar rynkowej stopy procentowej. Wspolczynnikiem
proporcjonalnosci jest parametr B, dany wzorem (3.54), ktory nazwalismy zmodyfikowang
okresowosciq obligacji O,. '

Zauwazmy, ze rownanie (3.55) jest pewnym analogiem réwnania (2.18) z punktu 2,
wynikajacego z klasycznej definicji okresowosci obligacji. W réwnaniu (3.55) chodzi jednak
nie o wrazliwo$é wartodci biezacej F, obligacji na zmiany Ar stopy procentowcj, a o
wrazliwosé rzeczywistej stopy zwrotu z inwestycji w dang obligacje O,. Nalezaloby w tym
miejscu przypomnieé, Ze horyzont czasowy analizowanej inwestycji jest rowny (z zalozenia)
Jjedncmu okresowi odsctkowemu obligacii O,.

Wyprowadzone powyzej rownanie (3.52) na rzeczywista stopg zwrotu z obligacji moze
by¢ wykorzystane dla celow dalszych badan w rézny sposéb:

(i) Dla danych wartosci r, By, P!, D/ oraz zadawanych skokowo zmian Ar mozemy
rozpatrywaé roine wartosci rzeczywistej stopy zwrotu (R, );» a tym samym - analizowaé rozne
scenariusze sytuacyjne dotyczace aktywnego zarzadzania portfelem obligacji. Taka analiza
rbznych wariantow jest czgsto niezwykle pomocna w rzeczywistych przypadkach dotyczacych
inwestowania na rynku obligacji. Przykiad analizy roznych scenariuszy zmian rynkowych stop
procentowych - stosowanej dla aktywnego zarzadzania inwestycjami w obligacje - zawiera
m.in. praca Fabozziego (1995).

(i) W najnowszych pracach dotyczacych teorii struktury terminowej stép procentowych
wykorzystuje si¢ czgsto modele stochastyczne dynamiki zmian Ar tych stép. Jednym z takich
opracowa jest model CIR - Coxa, Ingersolla, Rossa (1981) - w ktorym, dla opisu malych
zmian dr stopy procentowej rozpatruje si¢ pewien szczegélny przypadek stochastycznego
rownania rozniczkowego Iro, @ mianowicic réwnanie dyfuzji. Modcl CIR mégiby wigc byé
bezposrednio powiazany z rownaniem (3.52), w celu modelowania dynamiki zmian w czasie -
rzeczywiste] stopy zwrotu w obligacje. W szczegdlnosci, mozna by w tym przypadku
wykorzystaé wersje dyskretna tego modelu, prowadzaca do stochastycznego rdwnania

roznicowego na zmiang Ar stopy proccntowej; por. Fabozzi, Fong (1994).

(iii) Wzor (3.52) moze by¢ bezposrednio wykorzystany do opracowania tzw. niodelu
Jednoindeksowego obligacji, co prowadzi do sformulowania zagadnienita Markowitza
zarzadzania portfelowego - dla tego przypadku. Zagadnienie to rozwiniemy szerzej w
nastgpnych punktach niniejszej pracy.
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Przedstawimy teraz nastgpujacy przyklad obliczeniowy.

PRZYKLAD 3.1

Bierzemy pod uwage obligacj¢ o nastgpujacych parametrach C=8 zl, N =100 z,
7'=3 lata. Zalozymy, ze struktura terminowa stop procentowych jest dla analizowanego

rynku plaska, przy czym zachodzi
Ty =Tgy = loy =1 =10%.
W zaleznosci od relagji pomigdzy cena rynkowa P, obligacji, a jej warto$cia wewngtrzng P,
wyrdznimy dwa przypadki.
1° Rynck wrownowaiony (P, = F)):

Dla chwil 7=0 i =1 wyznaczymy biezace wartoci wewngtrzne F,, J oraz
parametry okresowosci D i D! obligacii.

Dla =0 mamy

XT: ~—i§»—+ 8 + 108 =9502 zt
par 1+,) 110 (L10)? " oy~ T

Dn_ L tCI —
A+ °

=ix-d _42x 3 ~+3x 1‘083 195.02=
1.10) (1.10) (1.10)

=1x0.0765+2x0.0696+3x0.8539 =2.7774 lat.

Dia 7 =1 mamy

T
A=) o= S 18 o653t
Z (1+r)' 110" (1.10)

l)C
E (1+:)‘l A=

1=2

8 108
= 1x——+2x—— |/ 9653 =
110 " 7 (110)2

=1%x0.0753+2x09247 = 19247 lat.

Zauwazmy, ze zgodnie z teorig przedstawiong w punkcie 2 otrzymaliSmy

D'=1.9247 < D" =277714 <T =3,
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Wyznaczong powyzej (z definicji 2.22) wartos¢ oczekiwanej okresowosci D' obligacji
mozemy réwniez obliczyé wykorzystujac Lemat 3.1 lub Lemat 3.2,

Zc wzoru (3.24) z Lematu 3.1, mamy

-1
P

V(D -1l 1 —

D'=(D 1)(+r)[—Po)

96.53 Y -—1.9247 Iat.
5.02

=(27774-1)x1+0. IO)X(

Natomiast aby wykorzystaé Lemat 3.2 musimy najpierw wyznaczy¢ oprocentowanic
biezace odsetek CY,, obligacii, tj.

CY, =—=-——=0.0842 =8.42%.

Ze wzoru (3.25) z Lematu 3.2, mamy zatcm

1+r _
1+(r—-CY,)
1+0.10

=(2.7774~1) —————————=1.9247 lat.
1+ (0.10-0.0842)

D' =(D"-1)

Zauwazmy ze, nawet przy zalozeniu stalej stopy procentowej 7 =10% =const wartoit
biezaca obligacji ulegta zmianie; roznica ta wynosi

P -PF)=9653-9502=151 zL

Owa zmiana warto$ci obligacji o 1.51 zt wynika bezpoérednio ,,z uptywu czasu biezacego”. A
mianowicic, obligacja rozpatrywana w chwili 7 =0 jako obligacja 3-letnia, staje si¢ po uplywie
jednego okresu odsctkowego (4. dla 7=1) — obligacja 2-letnia o warto$ci wewnetrznej
P, =96.53 2k,

. Spodziewana stopa zwrotu {za pierwszy okres odsetkowy) jest wigc rowna

AC+P-F _ C+P -P, 8 1.51

R’ +
P, P, P T95.02 " 9502

= 0.0842+0.0158 = 8.42% +1.58% =10%.

Zauwazmy, ze spodziewana stopa zwrotu R” jest réwna w tym przypadku (4. dla P. = F,)
sumie biezacego oprocentowania odsetek CY, =8.42% (cwrent yield) oraz wzglednego
przyrostu wartosci obligacji AP/P, =1.58% (capital gains). Co wigcej, wartosci R? nie
musielismy w bgc’)le oblicza¢, bowiem z Twierdzenia 3.1 (por. wzdr 3.13) bezposrednio
wynika, ze powinno by¢ R, =r =10%, co znalazlo potwierdzenie w powyzszym przykladzie.
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Zalozymny teraz, ze w chwili 7=1+¢ rynkowa stopa procentowa spadla o warto§¢
Ar =—1%, czyli

r =4 Ar = 10%~1% = 9% = 0.09.
Mamy wéwczas

. 8 108

)

)4 =I@+W=98.24 zt; oraz P~ P =322z

Obliczymy rzeczywistg stopg zwrotu R’ dwukrotnie, tj. bezposrednio z definicji oraz na
podstawic modelu (3.50).

Z dcfinicji, mamy

. C+PB -P _8+322
2 95.02

R =8.42%+3.39% =11.81%.

Natomiast z modclu (3.50), dla p =0, otrzymamy
R =r—(D"-1ar,

gdzic =010, D°=27774, Ar=-001,

A zatem,

R® =0,10-(2.7774~1)(-0.01) =0.1178 =11.78%.

Otrzymalki§my wigc bardzo dobrg aproksymacj¢ rzeczywistej stopy zwrotu; rdznica
wyniosta R* — R* =—0.03% co daje blad wzgledny modelu

"‘n_ » —0
RoR 220 oasw.
R 11.81

2" Rynek niezréwnowaiony (P # FRy).

Zalozymy teraz, ze cena rynkowa obligacji wynosi P =9027;, mamy wigc
P. < Py =9502 zl, oraz

CY=—= 5027 =0.0886 =8.86% (oprocentowanie biezace odsetek),

By -7
p= ——"—])—’ =0.0526=5.20% (nicréwnowagowa stopa zwrolu).

r
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Dla stopy procentowej r=10% = const, ze wzoru (3.42) wyznaczymy spodziewanq
stopg mwvroti.

R =r+(1+r)p =010+ (1.10)x (0.0526) = 0.1579 =15.79% .

Zalozymy teraz (podobnie jak poprzednio), ze w chwili T=1+¢ rynkowa stopa
procentowa spadla o Ar =—1%, czyli

¥’ =r+ Ar=10%-1% = 9% = 009
oraz P’ =98.24 2t (identycznie jak w przypadku 1%,
Mamy wéwczas
P —P, =9824-9027=197 zL
Bezposrednio z definicji otrzymamy

LAC+H+P -P 84797
r P 90.27

R =8.86%+8.83% =17.69%.

Natomiast z modclu (3.50) mamy

B =[r+ 1+ 1)pl-(D° - D1+ p)Ar,
gdzic r=0.10, p=00526, D°®=27774, Ar=-00l.
Cuyli

R =0.1579-(2.7774~1)x1.0526 X Ar =

=0.1579~1.8709x Ar = 0.1766 = 17.66%.
Blad bezwzgledny modelu: R — R’ =—0.03% .
Blad wzgl¢dny modelu: (ﬁ; -R)IR =-017%.

Przcprowadzimy jeszcze analogiczne obliczenia dla spadku stopy procentowej r o
warto$¢ Ar=-2%; czyli

r=r+br=10%-2%=8% =008,
Mamy wéwczas

. 8 108

p)

P =——t——=10000 2z, J' =P =973z
P 008) T (108) R =



R.iC+P|' ~P. _8+9.73

; =8.86% +10.78% =0.1964 =19.64%.
P 9027

Natomiast z modelu (3.50),

R =01579—18710% Ar = 01953 =19.53%.
Blad bezwzgl¢dn); modelu: ﬁ,' R =-011%,
Blad wzgledny modelu: (ﬁ,‘ ~R))IR =-056%.

Jak mozna zauwazy¢, blad modelu w powyzszym przypadku nieco si¢ zwigkszyl, co
wynika bezposrednio z przyblizenia zwiazanego z uzyciem w modelu parametru okresowosci
D°, przy do§¢ duzej zmianie Ar=-2% stopy procentowej. Tym niemniej, uzyskany wynik
jest w dalszym ciagu zadawalajacy. ’

* &k

Zdaniem autora, wzor (3.51) na rzeczywista stopg zwrotu (R: ), stanowi pewnc nowe
rozwigzanie z zakresu omawianej teorii. Wystepujacy w pracy Eltona, Grubera (1995) wzér o
podobnej postaci jest nie tylko niezrozumialy co wrgez bledny (por. strona 553 cytowanej
pracy, wzor 21.5). Wzor ten ma postac

R =R -DA+e, . (3.56).

gdzie X, - warto$¢ oczekiwana stopy zwrotu (expected return), D, - parametr okresowosci,
A - wzgledna zmiana stopy procentowej; tj. A=Ar/(1+r), ¢, - skladnik resztowy, przy
czym fig, =0 i Fee; =0, var (¢,) =62,

Zauwazmy nastgpujace fakty:

— Obliczajac warto$¢ oczekiwang obu stron rownania (3.56) mamy
— A —
E(R;) = I, — D, [Z(A) oraz zdchinicji, E(R,)=R,.
Z powyzszego wynikaloby, ze

A .
I(A) = E(l_-:r_) =0, astad E(Ar)=0.

Zalozenie, ze L(Ar)=0 jest na pewno zbyt duzym przyblizeniem, nie znajdujacym
potwicrdzenia w literaturze przcdmiotu (por. Smith, Spudeck, 1993; Janes, 1991).
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—  Ze wzoru (3.56) Eltona, Grubera wynikaja, zreszta dalsze bledne wnioski: a mianowicie,
na stronie 554 cytowanej pracy podano, ze wariancja i kowariancja zmiennych R i R,
wynosi

D} DD,

var(RJ:Z)‘?,G'Z" oraz cov (R, R))=—= o Lo, (3.57)

n
gdzic o}, D, - wariancja oraz okresowo§é portfela rynkowego.

Otoz wzor na wariancje var (1) jest bledny, poniewaz nie wystgpuje w nim wprowadzona
wezeniej wariancja 0, sktadnika resztowego, reprezentujacego ryzyko specyficzne abligacji.
Jest to zupelnie niezrozumiate, szczegdlnie w obecnosci wyprowadzanego na tej samej stronie
Ww2Ooru

R= —D—( =) e, (3.58)

m

U

gdzie R,, R, - odpowiednio stopa zwrotu oraz jej érednia dla indeksu rynkowego. Ze wzoru
tego wynika bowiem bezposrednio, ze powinno zachodzié
D}
var(R)) = Lo} + 07, (3.59)
DM
Poza tym, ze wzoréw (3.57) wynika, ze wspélczynmik korelacji pomigdzy zmiennymi R, i R,
wynosi

cor(R, R)A cov( R")—DD ol /| =L D, xef_ DDJ /DD o2 =1:
i 1N 0,0, DZ‘ O Dm Oum Dm " D:, m D2 O ’

Vi,j=1L..,m i#j.

Oznacza to, ze wspolczynniki korelagji stop zwrotu wszystkich obligacji wystepujacych na
_ rynku sg réwne jednosci; a to - jest juz kompletnym nieporozumieniem.

Reasumujac, zdaniem autora, podrozdziat pt. Single index models, cytowancj pracy
Eltona, Grubera (1995) - powinien by¢ z tej publikacji w calosci usunigty; dla dobra
przyszlych czytelnikow. Zauwazmy, Ze jest to juz piqle wydanie tej ksiazki, przy czym we
wprowadzeniu do tego wydania podano, Ze rozdzialy o obligacjach zostaly napisane od nowa!
Tymczasem cytowane powyzej bledy, wystgpowaly juz i poprzednio w wydaniu czwartyn
pracy; tak wigc - nie zostaly one poprawione.
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3.2. Model jednoindeksowy

Sformulujemy teraz model jednoindeksowy dla rynku obligacji. Model ten bedzie w
pewnym scnsic analogicm w stosunku do modclu Sharpe’a rozpatrywancgo powszechnic dla
rynku akcji (single-index model); por. Francis (1991). Natomiast podstawowa roznica miedzy
tymi modelami jest to, e model Sharpe’a jest modelem regresyjnym, natomiast przedstawiony
ponizej model bedzie wynikal bezposrednio z wyprowadzonego w punkcie 3.1 wzoru (3.51).

Nalezy wigc wyraznie podkresli¢, ze model jednoindcksowy dla rynku obligacji nic jest w
zadnym wypadku modelem regresyjnym. Natomiast podobiefistwo obu modeli tkwi wytacznie
w ich liniowosci oraz w fakcie uwzgledniania w obu przypadkach dwdch nieskorelowanych
czynnikéw. A mianowicic czynnika wspdlnego (indeksu) bgdqcym z zalozenia wylacznym
zrodlem korelacji pomigdzy analizowanymi walorami oraz czynnika specyficznego (zmicnna
resztowa), charakterystycznego tylko dla danego papieru warto$ciowego.

Ujmujac powyzsze jeszcze inaczej, mozna stwierdzié, ze pomimo podobiefistwa obu
liniowych modcli jednoindeksowych, réznica migdzy tymi modelami tkwi przede wszystkim w
sposobie identyfikacji parametréw wystepujacych w tych modelach. W przypadku modelu dla
rynku akcji parametry te (powszechnie oznaczane jako «,, ) Sq wyznaczane na podstawie
danych z przeszloéci, w sposob typowy dla metody regresji liniowej. Natomiast dla
sformulowanego ponize] modelu okre$lonego dla rynku obligacji, parametr - bedacy
odpowiednikicm parametru B, akeji - moze by¢ efektywnie (a priori) obliczony na podstawic
danych biezacych oraz wprowadzonej wczesniej koncepcji okresowosci obligacii (duration).

Podstawowe oznaczenia i definicje

W przedstawionym ponizej opisie modelu bedziemy wykorzystywali nastepujace
kategorie, z ktorych cze§é byla juz stosowana w punkcie 3.1. A mianowicie, wprowadzimy

nastepujace oznaczenia (indeks /i obligacji chwilowo pomijamy):

r - znana w chwili biezacej 7=0 rynkowa stopa proccntowa; zmicnna
deterministyczna,

# =r+Ar - nowa warto$é stopy procentowej » wynikajaca z nieoczekiwanej (losowej)
zmiany Ar tgj stopy; zmicnna losowa,

R - spodzicwana stopa zwrolu (anticipated return), przy zatozeniu, ze r = const
zmicnna deterministyczna,

* . . . - . *
I - rzeczywista stopa zwrotu (realized return), przy zalozeniu, ze r =r+Ar;
zimicnna losowa,
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R"=FE(R") - oczckiwana stopa zwrotu (expected return), tj. warto$¢ oczekiwana

rzeczywistej stopy zwrotu R,

AR=R"-R" - nicoczckiwana stopa zwrotu (excess return), j. nicoczckiwana zmiana stopy

zwrotu wywotana zmiana Ar stopy procentowcj; zmicnna losowa,

AR, = E(AR)=E(R' -~ R°) - warto$¢ oczekiwana nieoczekiwanej zmiany stopy zwrotu

(expected excess return).

Uwaga: W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze rozpatrujemy ogdlnie rzecz biorac rynek
niezrownowazony obligacji; w przedstawionych powyzej oznaczeniach stép zwrotu R, R -

stosowany wczesniej dolny indeks r zostat pominigty - tylko dla uproszczenia zapisu.

Jak juz wczesniej wspomniano, wszystkie rozpatrywane powyzej stopy zwrotu dotycza,
horyzontu inwestycyjnego réwnego jedncmu okresowi odsctkowemu analizowanych obligacii
O;; sa to tzw. stopy zwrotu ,z okresu na okres” (period-by-period return). Zaktadamy przy
tym, ze wszystkie okresy odsetkowe obligacji pokrywaja sig ze soba. Oznacza to ze
rozpatrujemy zbidr obligacji {O,, i=1,...,n} bedacy pewnym podzbiorem zbioru wszystkich
obligacji wystepujacych na danym rynku kapitalowym. Mamy zatem

{0,,i=1..njc A, (3.60)
gdzic A - zbi6r wszysikich obligacji na rynku; » - liczba wszystkich obligacji o tych samych
okresach odsctkowych. Terminy do wykupu 7; obligacji O, moga by¢ oczywiscie rozne; przy
czym zakladamy, ze rozpatrywane sa wylacznie obligacje dlugoterminowe, o parametrach

okresowosci D) >>1. W praktyce oznacza to, ze bierzemy pod uwagg obligacje o terminach
do wykupu (term to maturity) T, 235 lat

Portfel rynkowy obligacji

Wprowadzimy tez pewien umowny portfel rynkowy obligacji o tych samych okresach
odsctkowych, tj. i

I,, - portfcl utworzony zc zbioru wszystkich obligacji {0,, i=1,...,n}, oraz

A &
R, =Z X,R; - stopa zwrotu z portfcla 7,, za jcdcn okres odsctkowy, (3.61)
=

gdzic

X, € (0,1) - udziat wartosciowy obligacji O, w portlelu 7, ZXi =1.
i=1
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Stopg zwrotu R, z portlcla rynkowego 7, obligacji O, (i=1,...,n) definiujemy wiec
jako srednia wazona jednookresowych stép zwrotu R z inwestycji w poszczeg6luc obligacje,
przy czym przyjmiemy ze

LP
X, ==t Yi=l..,n, (3.62)

ZH’
gdzic /; - liczba wyemilowanych obligacji O;, 7, - cena ,,czysta” obligacji na poczatku danego

okresu odsetkowego.

Majac na uwadze powyzsze oznaczenia i wprowadzajac pojecie przestrzeni liniowej
obligacji, mozemy formalnie zapisa¢ portfel rynkowy 7,, jako kombinacjg wypukia

m U X OI (363)
I=1
Mamy ponadto
ACHE -
Ri =—7’—, i=1..,n, (3.64)

gdzic C; - adsctki od obligacji O,
P! -ccna rynkowa obligacji O, na poczatku danego okresu odsetkowego,

P - ccna rynkowa obligacji O, na koficu danego okresu odsetkowego.
Z powyzszego wynika, ze stopa zwrotu R, portfela 7, jest zmienna losowa; oznaczymy wige

R,=E(R,) - warto$¢ oczekiwana stopy zwrotu R,

ol =E(R,-R,)* - wariancja stopy zwrotu R .

Dla celow dalszych rozwazan zakladamy, ze parametry R,, o2 rozkladu rynkowej
stopy zwrotu R, sq okrelane na podstawie danych z przesztosci. Oznaczymy
M - okres obscrwacii, R, - wartos¢ rynkowej stopy zwrotu w chwili v. A zatem,

Al

R, = Z"W (3.65)

L
M

o, ﬁj—Z(W~m : , (3.66)
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Z rownan (3.61) i (3.65) wynika, ze w celu wyznaczenia estymatora wartosci oczekiwanej
R, =E(R,) musimy dokona¢ dwéch uérednien; tzw. najpierw -, usrednienia po zbiorze”, a
pozniej ,usrednienia po czasie”.

Zmienna resziowa

W wyprowadzonym w punkcie 3.1 wzorze (3.51) na rzeczywista stopg zwrotu R/ z
obligacji ©;, wprowadzimy dodatkowo losowy skladnik rtcsziowy (residual) ¢,.
Wprowadzenie tego skladnika ma na celu uwzglednienie tych wszystkich sytuacji, w ktorych

wprowadzone przez nas wczesniej zaloZenia moga nie by¢ spehnione.
Mamy wigc

£, - losowa zmienna rcszlowa o parametrach

Ee;=0; var(g)= ok Vi=1,..,n, przy czym zakladamy, ze
Eeg,)=0, Vi j=1..,01; i#]j, (3.67)
oraz  cov(g,,R,)=Ei§ (R, - E.. N=0, Vi=1..,n. (3.68)

Sformulowaiiec modelu

Przedstawimy teraz trzy réwnowazne sformulowania modelu jednoindcksowego dla
rynku obligacji. Sformutowania te oznaczymy kolejno jako modele I, ILi IIL.

Uwzgledniajac we wzorze (3.51) na rzeczywista stopg zwrotu R, - dodatkowo - sktadnik
resziowy €, , olrzymamy

R =[r+(1+0p1-(D] D+ p)Ar+e;  i=l..,n. (3.69)

A zatem, uwzgledniajac wprowadzone wezeéniej oznaczenia (3.53)-(3.54), mamy

Model jednoindeksowy 1

R =R —BAr+¢,, Vi=l..n, (3.70)
gdzic
R =r+(1+r)p; - spodzicwana stopa zwrotu, 3.70H)
B, =(D! -1)(1+p)) - zmodyfikowany parametr okresowosci, (3.72)
B-n -
;= T - nicréwnowagowa slopa zwrotu. (3.73)
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Powyzsze oznacza bowiem postulat, ze glownym i jedynym czynnikiem obserwowanej
na rynkach kapitalowych korelacji pomiedzy stopami zwrotu z réznych obligacji jest zmiana
stopy procenlowej Ar. Tak wige ryzyko stopy procentowej, wyrazajace si¢ zmiang Ar - jest
wspolne dla wszystkich analizowanych obligacji. Ryzyko to mozemy traktowaé jako pewne
ryzyko systematyczne (systematic risk), oddzialywujace jednoczesnie na stope zwrotu
wszystkich obligacji. Nalezy przy tym podkreslic przeciwny-kierunek tych oddzialywan; tj.
wzrost stopy procentowej (Ar>0) powoduje spadck R’ oraz spadek tcj stopy (Ar<0)
powodujc wzrost R,' . Wynika to bezpoérednio ze znaku ,minus” wystepujacym w modelu
(3.70).

Natomiast zmienno$¢ skiadnika reszlowego €, - mierzona wariancja o - reprezentuje
w analizowanym modclu ryzyko specyliczne (residual risk), charakierystyczne tylko dla dancj
obligacji O,. Jak to péZniej pokazemy, ryzyko to mozna wyraznie zmniejszyé (a teoretycznic
nawet zredukowa¢ do zera) poprzez odpowiednia dywersyfikacje przyjetego portfela
inwestycyjnego. Chodzi w tym przypadku o odpowiedni dobor udzialéw wartoSciowych
poszczegblnych obligacji w portfelu, dokonany na podstawie zhajomosci wzajemnych korelacji
pomigdzy stopami zwrotu z inwestycji w te walory. Z tego tez powodu ryzyko specyficzne
papieru warto$ciowego nosi czgsto w teorii portfela nazwg ryzyka dywersyfikowalncgo; w
odréznieniu od rynkowego ryzyka systematycznego, ktorego nie mozna pomnicjszyé za
pomoca dywersyfikacji. Jak to wykazali$my powyzej, ryzyko to - przy pewnych zalozeniach
upraszczajacych - wynika wprost z ryzyka stopy procentowej.

Powyzsze uwagi uzasadniaja zastosowanie w edniesieniu do modelu (3.70),
wprowadzonej wezesniej koncepcji stopy zwrotu R,, z portfcla rynkowcego.

A mianowicie, ze wzoréw (3.61) i (3.70) mamy

Rmii XIRI. =E XIRIa —(Z XiBI )A""-Z XIEI . (3-74)

=l =1 =1 1=}

We wzorze tym, dla duzej liczby » rozpatrywanych w portlelu rynkowym obligacji O,,
olrzymamy:

Y XR =Y, X r+G+0p]=rY, X +(0+1)), Xp, =7, (3.75)
i=t i=1 i=1 i=1

howicm Z X, =1, (3.76)
i=l
a ponadto, mozeny przyjac, ze
Y Xipi=0, (3.7
i=l

tj. ze érednie , niezrownowazenie” portfela rynkowego jest zerowe.
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We wzorze (3.74) mamy rowniez
) X£ =0, (3.78)
=l

bo $rednia wazona duzej liczby nieskorelowanych zmiennych losowych o zerowej wartoici
oczekiwangj jest zbiezna do zera, co mozna latwo wykazac. Wystarczy w tym celu zauwazyé,
ze wariancja wyrazenia (3.78) dla dowolnie duzych n - jest dowolnie mala; natomiast warto§é
oczekiwana tego wyrazenia jest oczywiscie rowna zeru,

Ponadto, we wzorze (3.74) oznaczymy

B, = Z X, B, - parametr zmodyf{ikowanej okresowosci portfela rynkowego.  (3.79)
i=1

Zauwazmy, ze ze wzordw (3.72) i (3.79) zachodzi

B, =Y X,B,=Y. X,(D} 1)1+ p)=
=

i=l

=Y X,DP(1+ p)-Y X, (4 p)y =

=l i=|

=Y X,DI+p)-Y. X,-Y X,p,. © (3.480)

=l =l =1

Tak wige, biorac pod uwage (3.76), (3.77) i (3.80) mamy

B, =Y X,B,=) X,D](1+p,)-1. (3.81)

= i=1

W przypadku rynku zrownowazonego (fj. dla p, =0, Vi=L..,n), wzér (3.81)
okreslajacy parametr zmodyfikowanej okresowosci portfela rynkowego — przybiera prostszy
postac; a mianowicie

B, =) X,B=) XD} ~1=D) -1, (3.82)
=l i=L
gdzic Dy =Y X,D! - okresowosé portfela rynkowego.
i=l

Mozna bowiem wykazaé, ze okresowo$é dowolnego portfela obligacji jest rowna sumie

wazonej parametrow okresowosci D' poszczegblnych obligacji wchodzacych w sklad tego
porticla; Bierwag (1987).
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Model portfela rynkowego
Podstawiajac wzory (3.75), (3.78) i (3.79).do zaleznosci (3.74) otrzymamy
R,=r- B,4r. (3.83)

Wyprowadzony model portlela  rynkowcgo jest analogicm modelu  (3.70)
rozpatrywancgo dla pojedynczej akcji O,. Zauwazmy, ze w przypadku modelu (3.83),
spodziewana stopa zwrotu z portfela (wyznaczona dla Ar =0) jest réwna rynkowcj stopic
procentowcj, 4.

Ri=Y X,R] =r, (3.84)
i=\

co wyniklo z zalozonego efektu ,zniesienia sig” niezrownowazenia rynku poszczegélnych
obligacji O;; por. wzor (3.77).

Ponadto, w modelu rynkowym nie wystgpuje skladnik ryzyka specyficznego
reprezentowancgo, w przypadku pojedynczej obligacji - przez zmicnna resztowy g, W
modelu tym wystgpuje wigc wylacznie czynnik ryzyka systematycznego, reprezentowanego
przez zmienno$¢ Ar rynkowej stopy procentowcj.

Z powyzszego wynika, ze o ile tylko dysponujemy odpowiednio duzym portfelem
obligacji o tych samych okresach odsetkowych i potrafimy priéwidzieé zmiang Ar rynkowej
stopy procentowej, to oszacowanie stopy zwrotu na najblizszy okres z tak utworzonego
portfela - jest juz bardzo proste. Wystarczy w tym celu obliczy¢ parametr B, zmodylikowancj
okresowosci tego portfela na podstawie wzoru (3.81), a nastepnie zastosowaé model (3.83).
Natomiast, gdy nie przewidujemy zmiany stopy procentowej (tj. zakladamy, ze Ar=0) - to
oszacowanic stopy zwrotu z portfela rynkowego jest natychmiastowe: stopa zwrotu ‘R, jest
bowiem w tym przypadku réwna slopic procentowej r, jaka obowiazuje w danej chwili na
rynku. Stopa ta powinna by¢ oczywiscie odniesiona do horyzontu czasowego réwnego
okresowi odsetkowemu posiadanych obligacji. W praktyce rynkéw finansowych, obowiazujace
w danej chwili stopy procentowe podawane sq bowiem w skali roku (365 dni).

Wydaje sig, ze jest to niezmiernie interesujacy wynik; przéde wszystkim ze wzgledu na
prostote modelu (3.83) portfela rynkowego. Ponadto, 2 rownania modelu (3.83) otrzymamy

1

Ar= Fm(’ -R,), (3.85)
— _
a stad L(Ay=Ar= 23—(" -R,) (3.86)
m

2

0-"1
oraz  var(Ar)= e (3.87)

m
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Tak wige znajac (na podstawie danych empirycznych) wartasci parametrow R, ol
stopy zwrotu R, indcksu rynkowcgo, zc wzoréw (3.86), (3.87) mozemy oszacowaéd
bezposrednio warto$§¢ oczekiwang i wariancje losowej zmiany Ar stopy procentowci.
Oczywiscie wartoéci te mozna by rowniez dla Ar estymowaé na podstawie danych z
przeszlosci; podobnie, jak to czynilismy wyznaczajac R,,, 0. Wystarczyloby w tym celu
wziaé pod uwagg wartosci (Ar),; v=1.. M, M - okres obserwacji. Jednak mogiby tu
pojawié si¢ pewien problem. Ot6z zalozylismy, ze krzywa dochodowosci jest plaska i mozliwe
sa tylko rownolegle przesunigcia tej krzywej, tj.

ry, =r=const(l),  Bry, =4Ar=consi(f). (3.88)

Zalozenie powyzsze dotyczy chwili biezacej 7 =0 oraz przyszlosci. Natomiast nie oznacza to,
ze zatozenie to bylo spelnione w przeszloici - szczeg6lnie dla dlugich okreséw obserwacji M .
Gdy tak nie jest - a nalezy si¢ tego w praktyce spodziewad - to nie bardzo wiadomo, ktore z
wartosci nierdwnoleglych przesunigé krzywej dochodowosci (Ary,), wziaé pod uwage w celu
cstymacji parametréw zmiconej losowej Ar. Sama zmicnna Ar nic jest bowicm w tym
przypadku dobrzc zdefiniowana.

Jak widzimy wigc, zastosowanie wzoréw (3.86), (3.87) w celu oszacowania parametréw
rozkladu zmiennej Ar, pozwala w pewien sposéb na ominigcie powyzszego problemu. A
znajomos¢ tych parametrow moze by¢ niezwykle przydatna dla celow dalszych analiz.

Mozemy réwniez odwrdci¢ tok przedstawionego powyzej rozumowania. A mianowicie,
zalozmy, ze w przeszlodci struktura terminowa stop procentowych byla rzeczywiscie w
przyblizeniu plaska (tj. n, =r, £=1,..,7T) i obserwowaliémy wylacznie losowe przesunigcia
réwnolegle Ar tej struktury (w gorg Tub w dol). Prawdziwo$¢ tego zalozenia mozna
oczywiscie z fatwodcia sprawdzié na podstawie danych empiryczaych. Wéwczas, na podstawie
danych z przeszlosci Ar, (V=1,...,M) mozemy wyznaczy¢ estymatory wartosci oczekiwanej i
wariancji zmicnncj losowej Ar, tj.

M

E(Ar)=Ar = Ar, oraz

v=1

R

M

1 X .

var(ar)=o}, =——Y) (4, —Ar).
Ar M—] g v

Z modelu portfela rynkowego (3.83) otrzymamy wléwczas oszacowanie wartosci
oczckiwancj 1 wariancji stopy zwrotu R,, z portfcla rynkowcgo, (j.

R,=r-B,br oraz

2 _op? 2
O = Bm Car-
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Przedstawiony powyzej sposob okreslania parametréw R, i 62, rynkowcj stopy zwrotu R,,
na podstawie znajomosci analogicznych parametrow dla zmiennej losowej Ar, moze mieé
duze znaczenie w praktyce. A mianowicie, gdy na rynku istnieja wylacznie obligacje O, o
niezbyt odleglych terminach do wykupu 7; - powicdzmy obligacjc 3-letnic,...,5-letnic -
mozemy mieé¢ zbyt malo danych historycznych, umozliwiajacych odpowiednio wiarygodna

estymacjg parametrow R, 67 dokonana bezposrednio - na podstawie danych z przeszlogci.
Wykorzystujac  wzor (3.85), model jednoindeksowy (3.70) sformulowany dia
pojedynczej obligacji O;, mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

Model jednoindeksowy II

, B
R =R,"+—]§’—(R,,,—r)+l:‘,, Yi=l..n. (3.89)

"

Jest to ostateczna postac rozpatrywanego w tym punkcie modelu stopy zwrotu z obligacji. Z
modelu tego mozna bezposrednio wyznaczyé podstawowe paramelry, majace zasadnicze
znaczenie dla aktywnego zarzadzania portfelowego. Sa to:

— Spodziewana stopa zwrotu (anticipated return)
R =r+(+r)p,, i=1,..,n, (3.90)

— Oczekiwana stopa zwrotu (expected return)

— . B,
R =E(R)= R + TR, =r),  i=h.n, 3.91)
m
— Wariancja stopy zwrofu
’ 2 B o :
var(R)=0; =—-0,+0,, i=l..,n, (3.92)
"
— Xowariancja
B’BI 2 .. .
cov(R, R)=6); =5~ O Lj=Y.,n; i#j. (3.93)
"

Ponadto, z modelu (3.89) mamy:

— Nicoczekiwana stopa zwrotu (excess return)

4 ¢ a Bl .
AR = R} —RY == (Ry =)+, i=lon, (3.94)

"
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— Wartosé oczekiwana nieoczekiwanej stopy zwrotu (expecied excess return)

A . . B, =
AR} =E(R] =B} = =* (R, =) | 3.95)
Uwaga: Przedstawione powyzej parametry (3.91)-(3.95) mozna latwo wyznaczyé
bezposrednio z r'éwnania (3.89) modelu. Tym niemniej, w przypadku obliczania kowariancii

cov(R,,R,) nalezy dodatkowo wziaé pod uwagg przyjgte wezesniej zalozenie (3.68), tj.

a —
cov(e,, R,)=L[g,(R,-R,)]=0, Vi=l,..,n.

Zalozenie to jest pewnym arbitralnym zatozeniem modelowym, ktdrego prawdziwosé
nalezaloby sprawdzit na podstawie danych empirycznych. Przyjety warunek nicskorclowania
stopy zwrotu R, portfela rynkowego i zmicnnej resztowej €; jest niczwykle istotny;
determinuje on bowiem rozlacznos¢ analizowanego w ramach powyzszego modelu ryzyka
systematycznego i ryzyka specyficznego dancj obligacii.

Natomiast w przypadku, gdy przedstawiony powyzej warunek nieskorclowania
zmicnnych losowych R, i € nie jest spetniony - wz6r (3.93) na kowariancjg cov(R;,R;) nic
jest oczywiscie prawdziwy. Powyzsza uwaga jest o tyle istotna, Ze wz6r (3.93) ma zasadnicze
znaczenie z punktu widzenia rozpatrywanego w dalszej czqéci pracy zagadnienia Markowilza
zarzadzania portfelem obligacji.

Z wyprowadzonych powyzej rbwnowaznych postaci modelu jednoindeksowego obligacji
O,, danych rownomianami (3.70) i (3.89) mozemy réwniez dokona¢ nastgpujacych
interpretacji:

* Spodziewana stopa zwrolu:
Z modclu (3.70) mamy
EQRAr=0)=R =r+Q+r)p,; i=1..,n. (3.96)

Spodzicwana stopa zwrotu R jest wige warnnkowq wartosciq oczekiwanq rzeczywistcj
stopy zwrolu R, wyznaczong przy warunku, ze Ar =0,

¥ QOczekiwana stopa zwrotu:

Z modclu (3.89) mamy

E(RY=R = ]§"+%(7{"—/'); i=1,..,n. (3.97)

m

Tak wiec oczekiwana stopa zwrotu I, jest benwarunkowq wartosciq oczekivang rzeczywistej
stopy zwrotu R/
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Ponadto, z rownania (3.97) wynika, ze spodziewana stopa zwrom R jest czedcia
skladowg oczekiwanej stopy zwrotu R, przy czym - zaleznie od znaku wyrazenia R,-r) -
wartod¢ K moze by¢ zarowno wigksza, jak i mniejsza od wartosci . Roznica migdzy tymi
wartodciami jest wladnie réwna wartosci oczekiwanej nieoczekivanej stopy zwromn AR! dancj
wzorem (3.95).

Wyrdznienie wprowadzonych powyzej kategorii: spodziewanej stopy zwrotu
(anticipated return), oczckiwancj stopy zwrolu (expected return) oraz wartoci oczekiwanej
nicoczckiwancj stopy zwrotu (expected excess return) jest istotne dla wlasciwego zrozumienia
wigkszosci zaawansowanych prac z dziedziny matematyki finansowej, odnoszacych si¢ do
rynku obligacji; por. Dahl (1993), Zenios (1993). Jedna z zalet wyprowadzonego powyzej
modclu jednoindeksowego (3.89) jest wlasnie mozliwoé¢ dokonania przejrzystej interpretacii
tych pojgc. '

Przedstawimy teraz trzecia posta¢ modelu jednoindcksowego obligacji. A mianowicic,

odejmujac stronami wzory (3.89) i (3.91) otrzymamy

. - B -
I =R =5 (R,~R)+e, i=1...0. (3.98)

Z réwnania (3.98) mamy zatem
Model jednoindeksowy IIT

. -~ B _
R =R+, ~R)+e, i=1,..m, (3.99)

"

gdzic R, R, - wartoici oczekiwane rzeczywistych stop zwrotu z pojedynczej obligacji O, i
portfcla rynkowego [, dunc wzorami (3.91) i (3.65).

Natomiast paramctry 53, B, dane sq wzorami (3.72) i (3.81), tj.

B, =(D} ~1)(1+p)), i=1..01, v (3.100)
B, =",_':x,.z;,. =)3x,.D,."(1+ p)-1. (3.101)
i=l i=l

Warto zauwazyC, ze wyprowadzony powyzej model (3.99) ma podobng posta¢ do
modelu przedstawionego w pracy Eltona, Grubera (1995), przy czym w pracy (cj w micjsce
zmodyfikowanych parametrow okresowosci B, i B, wprowadzono paramctlry bieiqeef

okresowosci DD, 1 D, co - jak juz wspomnielismy - jest nieuzasadnione.

Ll

Na zakonczenie rozwazai dotyczacych jednoindcksowego modclu obligacji, podamy

sposGb oszacowania waviancji o7, zmicnnej reszlowej € - bez czego rozpatrywany model
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bylby niekompletny. Otoz wariancj¢ t¢ mozna wyznaczyé na podstawie danych z przeszlodci,
wykorzystujac model jednoindcksowy 1T dany réwnaniem (3.89). Mamy zatcm

Identyfikacja wariancji o,

Nieobciazony estymator wariancji zmiennej losowej €;, szacowany na podstawie danych
empirycznych, wyraza si¢ wzorem

1 A
I A
a:l M_l i iv (3102)
gdzic €, - realizacja zmicnncj losowcj € w chwili v=1,...,M; M - horyzont cbscrwacii,
Wartodci (g,, vV =1,...,M) mozna wyznaczy¢ z modelu (3.89) w nastgpujacy sposéb. Ze
wzoréw (3.89) i (3.90) mamy
. B, .
R =[r+(l+r)P,]+B~(R,.—r)+£,; i=1..,n, (3.103)

czyli

- ' B .
Ey = RN _[rv +(l+rv)pi\']_(§l—) (Rmv —l‘v), v= 1’“-:M; = l""»n' (3-104)
mn/y

gdzie R, 7,, P+ R By, B, - obserwowane w przeszloci wartosci zmiennych i
parametréw modclu (3.103).

Z roéwnan (3.102) i (3.104) otrzymamy ostatecznie

2

M

03,=——-M11 {R.-'v—[r,+(1+r,)p,,]~[—;il(km,~r,)}, i=1,..,n.  (3.105)
“lya m

Oczywiscie, wykorzystujac w analogiczny sposob dane historyczne, nalezatoby jeszcze
zweryfikowaé przyjeta na poczatku tego punktu hipotezg, ze zachodzi

- 1 M
Ee, =¢, =X4—‘):_:,e,, =0, (3.106)

Mozna to uczyni¢ podstawiajac wartofci €, danc wzorem (3.104) do réwnania (3.106).
Oczywiscie w praktyce otrzymamy E#O; nalezaloby wigc w tym przypadku zastosowaé
odpowiedni test statystyczny w celu wykazania nieistotnosci wyznaczonego estymatora
warto$ci oczekiwanej E #0.

Podobne uwagi odnosza sig rowniez do empirycznego zweryfikowania przyjetej wezesniej
hipotezy (3.68), 26 cov(g,, R,)=E[e,(R, - R, )]=0, Vi=l..,u.

"
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Poréwnanie modeli jednoindeksowych dla rynku akeji i rynku obligacji

W przypadku rynku akcji, formuluje sig nastgpujacy model jednoindcksowy (Elton,
Gruber, 1995)

R=0+BR, +¢, i=1,...,n, 3.107)
gdzic R, - stopa zwrolu z akcji, R, - stopa zwrolu z indcksu rynkowcego 7,

g, - zmicnna reszlowa; Eg, =0, var(g)y=0a2, i=1,...n,

E(ge,)=0; ij=L.,n; i#j,

@,, B, - parametry modelu wyznaczane na podstawie danych historycznych za pomocy
analizy rcgresyjnej.

Z modclu (3.107) mamy

R=a+BR, i=1,..,n, (3.108)

gdzic R, R, - wartodci oczekiwane zmiennych losowych R, R,.
Odejmujac réwnania (3.107) i (3.108) stronami, otrzymamy

R-R =B(R,~R,)+&,
czyli R =R+B(R,-R)+g,. (3.109)
Model jednoindeksowy 11 obligacji dany réwnaniem (3.89) mozna zapisaé nastgpujaco
R,':[R," ———lir)+ﬂR,,+E,, i=1,...,n. (3.110)
v B, ) B,

Zauwazmy teraz, ze przyjmujac dla rynku obligacji oznaczenia

. B, . B ‘
o =R,”—B—'r, B ='B_‘v (3'-111)
otrzymamy R’ =a; +B/R, +¢,, i=1,..,n. (3.112)

Model (3.112) dla obligacji ma wigc podobng postaé jak model (3.107) sformutowany dla
rynku akcji.

Natomiast bezposrednio z modelu 1II dla obligacji danego réwnaniem (3.99),

uwzgledniajac oznaczenie (3.111) na warto$é f;, otrzymujemy
R =R+p'(R,~R,)+e, i=l..nm, (3.113)

co jest odpowicdnikicm modclu jednoindeksowego (3.109) okreslonego dla rynku akgji.
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Jak juz wspomnieliSmy we wprowadzeniu do tego punktu, podstawows rdznicy
pomigdzy analizowanymi dla rynku akeji i obligacji modelami jednoindeksowymi jest to, ze w
przypadku modelu akcji (3.107) - parametry «,, B, sq wyznaczane na podstawie danych
historycznych, przy zastosowanin wzoréw regresji liniowej. Natomiast w przypadku modeclu
obligacji (3.112), parametry @, B sa dane wzorami (3.111) - tak wiec mozna je wyznaczyé
na podstawie danych biezacych. Nie zachodzi wigc w tym miejscu przypadek bledu estymacji,
co wynika bezposrednio z fak(u, ze model jednoindcksowy obligacji (3.112) nic jest modclem
rcgresyjnym. '

® %k ¥

4.  Zagadnicnie Markowitza zazgdzania portfelem obligacji

Sformutujemy teraz zagadnienie portfclowe Markowitza dla rynku obligacji. Zagadnicnie
to przedstawimy w podobny sposob jak sig to czyni dla rynku akeji (Elton, Gruber, 1995).

Dla rynku obligacji, wykorzystujac mode! jednoindcksowy II dany réwnanicm (3.89)
oraz przyjmujac dla uproszczenia zapisu R =R’ - rzeczywista stopa zwrotu z obligacji O,,
mamy '

B,
R :RI"+'B—’(R"I -r)+g;, i=1,..,n, @.1)
7 a BI ) - a
R =K +E—(R" ~r); gdzic R =r+(+41)p,, 4.2)
; 2 B 2 .
var(R‘)=a, :—]};am+aﬂ, i=1..n, 4.3)
BIBI . )
cov(R,R) =0, =Ghaks  dj=lm 0% (44)

"

Przyjimujac oznaczenie

B,
B, =F‘_' i=1,.,n, (paramelr,bela” obligacji) 4.5)

"



wzory (4.1)-(4.4) maja nastgpujaca postac

R=R"+B(R,-r)+g:  i=1..,n, (4.6)
R =R +B(R,-1r), “.7
o} = Bjo,, +og, (4.8)
o,; = B,B,0% 4.9)

Wprowadzamy nastgpujace oznaczenia:

N
P={Jwo, - portfcl obligaci,
i={

N
w, - udzial warto$ciowy obligacji O, w portfclu 7, Z w, =1,
=

R, - stopa zwrotu z portfcla obligacji 7,
R,, V, - wartos¢ oczekiwana i wariancja stopy zwrotu R,.
w przedsléwionym ujeciu portfel 7 jest kombinacja wypukla obligacii O, (i =1,..,N),

traktowanych jako clementy pewncej przestrzeni liniowej obligacit.

Ogolnie rzecz biorac, dla portfela 7 mozna tatwo wykazaé nastgpujace relacie (Elton,
Gruber, 1995)

N .
R,=) wh, (4.10)
i=
R =li(R,)= g,w,R, : @.11)
A N N N
V,=var(R,)= Z:W,ZG,2 + ZZ"’ichif . 4.12)
i=] i=t j=1
j#i

Podstawiajac do wzorow (4.11), (4.12) wartosci R, o}, a,; okreslone dla rynku obligacji
wzorami (4.7)-(4.9), otrzymamy

45



N _ N _
Er = Zw,-R,- = Zw,-[Rf +B,(R, - 1), (4.13)

i=l i=l

AI
V,=Y wl(Bioh +oi)+) ) wow,B B0k, (4.14)
i=| iy
gdzic B, =B,/B,, i=1..,u.

4.1. Optymalizacja portfela obligacji

Nalezy tak dobra¢ udzialy wartosciowe w,; obligacji O, (i=1,...,N) wchodzacych w
sklad analizowanego portfela 7, aby przy zadanej w gory wartosci oczekiwanej 1_6; slopy
zwrotu z porifcla 7 - wariancja V, tej stopy zwrotu byla minimalna. Mamy zatem

V,= ?3';;1 V(Wi Wy, Wy ) (4.15)

przy ograniczeniach

R,=

™=

wh =F; (4.16)

1
N

oraz Y, w,=1; wel0l], Vi=L.,N, 4.17
=l

gdzie wartosci R, (), V() sadane wzorami (4.13), (4.14).

Sformulowane powyzej zagadnienie optymalizacji (4.15)-(4.17) jest klasycznym
zadaniem programowania kwadratowego i moze by¢ rozwiazane za pomocy jednej ze znanych
metod. Réwniez wszystkie pozostale pojecia, charakterystyczne dla analizy portfelowej rynku
akcji - przenoszs, si¢ bez zmian na przypadek analizowanego bowyiej rynku obligacji. Dotyczy
to w szczegodlnosci analiiy tzw. brzegu efeklywnego (effective frontier) rozwigzai
dopuszczalnych i wielu innych zagadnien.

Jednym z wazniejszych probleméw, jakie nalezy w rozpatrywanym przypadku wziaé pod
uwage - jest zagadnienie dywersyfikacji portfela. Zagadnienie to omowimy teraz nieco szerzej
oraz podamy prosty przyklad obliczeniowy.

4.2, Zagadnienic dywersyfikacji portfela obligacji

Podobnie jak w przypadku rynku akcji, chodzi w tym przypadku o dywersyfikacje tzw.
ryzyka specyficznego portfcla 7. Rozwazania nasze rozpoczniemy od analizy ryzyka
pojedynczej obligacii O,
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Ryzyko systematyczue i ryzyko specyficzne obligacji O,

Przyjmiemy, ze miara calkowitego ryzyka inwestycyjnego dotyczacego pojedynczej
obligacji O, jest zmienno$¢ rzeczywistej stopy zwrotu R, z tcj obligacji, odnicsiona do

wartosci oczekiwanej K . Zmienno$¢ ta wyrazona jest wariancja o7 stopy zwrotu R.
Zc wzoru (4.3) mamy

A _ B
var(R, )=E(R, ~R,)* =0} =—%-02 +0%, i=1..n, (4.18)

m

gdzic B, B, - zmodyfikowane okresowosci obligacji O, i portfcla rynkowego I, , o? -

wariancja slopy zwrotu R, portfcla rynkowego, @2, - wariancja zmicnnej resziowej modclu
jednoindcksowcgo obligacji (4.1).

Widzimy wigc, ze wariancje o] stopy zwrotu R, pojedynczcj obligacii, 4j. jej ryzyke
calkowite, mozna wyrazi¢ w postaci dwdch niezaleznych skladnikow. Skladniki te
interpretujemy nastgpujaco:

B C
Fo‘," - ryzyko systematyczne obligaciji 0,

ol - ryzyko specyficzne obligacii O,.

Ryzyko systematyczne dancj obligacii O, jest wigc czescia calkowitego ryzyka
rynkowego, reprezentowanego przez wariancjg o, indcksu f, obligacji. Jak to za chwilg
wykazemy, ryzyko to jest rowniez czeScia ryzyka systematycznego portfela #. Ryzyka
systematycznego portfela nie daje si¢ pomniejszy¢ tj. zdywersyfikowaé. Natomiast ryzyko
specyficzne poszczegdlnych obligacji reprezentowane przez wariancje o2, sklada si¢ na ryzyko
specyficzne portfela # i ryzyko to podlega w portfelu dywersyfikacji. W tym wladnie tkwi
podstawowy sens "analizy portfelowej rynku obligacji. Wnioski z tej analizy sg zreszta
analogiczne jak w fnzypadku rynku akcji; por. Francis (1991), El'lon, Gruber (1995),

Ryzyko systematyczne i ryzyko specyficzne portfela 7

W przedstawionych dalej rozwazaniach zakladamy, ze analizowany portfel 7 jcst
tworzony zc zbioru obligacji O, (i=1,...,N) bedacego pewnym podzbiorem zbioru, w skiad
ktérego wehodza wszystkie obligacie O, (i =1,...,n), z rozpatrywanej klasy obligacji o stalym
oprocentowaniu i o pokrywajacych sig okresach odsetkowych. Mamy zatem

N
P ={Jw0; (kombinacja wypukla),
i=1
przy czym
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i=1...N}c O, i=lL..nlcHA, (4.19)

{0;, i
gdzc N - liczba obligacji w portfelu 2, i - liczba wszystkich obligacji o tych samych

okrcsach odsctkowych; przy czym N <n, A - zbiér wszystkich obligacji wystepujacych na

danym rynku kapitalowym.

Wartosé oczehiwana stopy wrotu z portfela P

Przyjmiemy nastepujce oznaczenia
B; =5 - parametr ,beta” obligacji O,; i=1,...,n, (4.20)
AN
R ZW,R - spodzicwana stopa zwrotu z portfcla 2 (4.21)
b
gdzie ' =r+(1+r)p,, i=1,.,N,
Zw,ﬁ, Zw,[ ) - parametr ,beta” portfela 2. 4.22)
i=l i=1
Ze wzoru (4.13) otrzymamy
R —ZW,R, ):w,R +(Zw,ﬁ, }R -1, (4.23)
=1
(4.24)

a wiec biorac pod uwage (4.21) i (4.22) mamy

R,=R+p, R, -
— warto$§¢ oczekiwana stopy zwrotu z portfela 7
Wariancja stopy wwrotu z portfela 7
Dokonamy teraz nastepujacego przeksztalcenia wzoru (4.14) na wariancje ¥, stopy
zwrolu R, z portfela 725 por. Elton, Gruber (1995)
N N
v, Z w2 ,c,,, +Zw ol +) Yoww BB ol =
i=1 ji=1
N N
ZZW‘W BB,0h +Zw,10 (4.25)
i=t

(Zw,[},)[zw ]oﬁﬁwacz
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A zalem z (4.22), (4.25) olrzymamy

A _ N
V,=E(R,~R,) = Bjo+ }:w,?c:.- : (4.26)

=t

Powyzsze rdwnanie ma zasadnicze znaczenie z punktu widzenia teorii zarzadzania
portfelowego aktywami. Jak mozna tatwo zauwazy¢ wariancje V, slopy zwrotu z portfcla,

bedaca miarg calkowitego ryzyka portfela #, mozna zdekomponowaé na dwa niezalezne
skladniki; sa to

fop - ryzyko syslematyczne portlela 2, 4.27

N
Y wia, - ryzyko speeyficzne portfcla 7. (4.28)
=

Mamy wigc sytuacj¢ podobng do rynku pojedynczej obligacji O, ; a mianowicic ryzyko
calkowite jest suma dwoch rodzajow ryzyka, tj. ryzyka systematycznego bedacego czedciy
ogdincgo ryzyka rynkowcgo ol oraz ryzyka specyficznego, wynikajacego z oddzialywania
zmicnnych resztowych €, (i =1,...,N).

Istnieje jednak w tym przypadku jedna podstawowa rdznica. Otéz mozna wykazaé, ze
ryzyko specyliczne portlela 7 wyrazone wzorem (4.28) mozna - w odrdznieniu od przypadku
pojedynczej obligacii O, - uczynié dowolnie matym. Oznacza to, ze w wyniku odpowiednio
duzej dywersyfikacji (a wigc zroznicowania) porifela 7, wplyw oddzialywania zmiennych
resziowych g, poszczegblnych obligacjii O, (7=1,...,N) mozna zredukowa¢ - teoretycznie -
do zera, Zagadnienie to wyja$nimy na nastgpujacym przyktadzie.

PRZYKLAD 4.1

Zaldzmy dla uproszczenia rozwazah, ze wagi w, sa dla portfela 7 jednakowe, tj.
w,=—17, Vi=\,.,N,
Waéwczas, zc wzoru (4.26) otrzymamy
v, =Bo., +l[ii0§.-]- (4.29)
NN
Oznaczymy
— 1 )
Ge =7 Lou (4.30)
— §rednie ryzyko specyliczne obligacji O, (i = 1,...,N) wchodzacych w skiad portfela 7.
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Z (4.29), (4.30) mamy zatcm

v,= ﬁ,,cm+ al. 430
Wynika stad, ze ze wzrostem liczby N analizowanych obligacji O,, ryzyko specyficznc
. LT 1 . .
portfcla 72 (4. $rednie ryzyko specyficzne obligacji o}, razy W) - gwaltownie maleje.

Dla zilustrowania tego faktu zalozymy, ze wariancje skladnikow resztowych g sa
jednakowe, 1.

=g, Vi=1.,N. 432)

. Z (4.30) i (4.32) otrzymamy wéwczas
=——Z(0’) = —(NG’) a’ (4.33)
Nis

A zatem 7 (4.31), (4.33) mamy

V,=Bon +—-—a 434

oraz

) 1 .
Jim ¥, = lim (,BP ,,,+—1-v~a ) 205 (4.35)

Tak wigc ryzyko specyficzne portfela 77 (wynoszace w analizowanym przykladzie
Wc’) - moze by¢ dla dostatecznie duzej liczby N rozpatrywanych obligacji - praktycznic
zredukowane do zera. To co pozostaje, Lo rynkowe ryzyko syslematyczne : o2, wynikajace

bezposrednio (w przypadku rynku obligacji) z ryzyka stopy procentowej.

Aby si¢ o tym przekonal, wystarczy wzigé pod uwage wyprowadzone wczeéniej
réwnanic (3.83) modelu porifela rynkowego.

Mamy bowicm
R, =r-B(Ar), (4.36)

gdzie B, - zmodyfikowana okresowos¢ portfela rynkowego, Ar - losowa zmiana stopy
procentowej 7 .

A zatem, zmienno$¢ stopy zwrotu R,z portlcla rynkowcgo obligacji (micrzona
wariancja o7,) wynika bezposrednio z nieoczekiwanych zmian Ar stopy procentowej. Jak juz

1o wczesniej analizowali$my, z réwnania (4.3G) wynika rowniez bezposrednio, ze
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ol =B Gy (4.37)
gdzic o}, = var(Ar) - wariancja zmicnnej losowej Ar,

Na zakoiiczenie powyzszych rozwazan zauwazmy, ze dla 62, =c* (i =1,...,N), biorac
pod uwage wzor (4.34) mamy

o? - ryzyko specyficzne pojedynczej obligacji O, i =1,..., N,
l 2
WO" - ryzyko specylicznc porifcla 7.
A zalcm,

(ryzyko specyficzne portfela)

1
100% =—x100¢
(ryzyko specyficzne obligacji) x100% N *100%, (4.38)

gdzic N - liczba obligacji w porilelu 2.

Wynik tcn zilustrowano w tablicy 4.1, w pracy Elton, Gruber (1995) zamicszczono
analogiczna tabele dla rynku akgji.

Tablica 4.1
Liczba (N) obligacji w portfelu Ryzyko specyliczne portfela jako procent ryzyka
‘ speeyficzncgo pojedynczej obligacii
(dla o, = 0 = const)
1 100%
2 50%
3 33%
4 25%
5 20%
10 10%
20 5%
100 1%
1000 0.1%

Zauwazmy, ze juz dla portfela 7 zawierajacego N =20 waloréow (o tym samym
paramclize o}, = ¢7), ryzyko specyficzne portfela zostalo zredukowane do pieciu procent
ryzyka spceyficzncgo pojedynczej obligacji O,. Dlatego tez w praktyce rynkdw finansowych
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uwaza sig, ze zbyt duza dywersyfikacja portfela nie ma sensu. Powyzej N =20 aktywow,
dalsza dywersyfikacja portfela nic juz bowiem nowego nie wnosi z punktu widzenia redukecji
ryzyka specyficznego. Uwagg nalezy raczej skupi¢ na tym, jakie walory z ograniczonego
ilosciowo zestawu nalezy dobiera¢ z punktu widzenia zalozonego kryterium inwestycyjnego.
Chodzi tu przede wszystkim o dobor aktywow o mozliwie malych wspolezynnikach korelacj,
co wynika bezposrednio z zagadnienia optymalizacji portfela (4.15)-(4.17).

Ze wzoru (4.12) na wariancjg V, stopy zwrotu z porifcla 7 wynika réwniez, ze byloby
dobrze aby wspolczynniki korelacji jak najwigkszej liczby waloréw dobieranych do portfela
byly przeciwnych znakow. W przypadku portfela obligacji nie jest to jednak w praktyce
mozliwe. Ze wzoru (4.4) na kowariancje pomiedzy stopami zwrotu R, oraz R; obligacji mamy
bowicm

A BIBI 2 . s . .
cov(R,R)=0,, =—5=0,; i,j=L...n; i=*j, (4.39)
Bl"
gdzic
B, =(D} -D(+p,), i=1,...n, (4.40)
B,=).XB,. (4.41)

=l
Biorac zatem pod uwage, Ze w praktyce zawsze zachodzi
p,>-1, oraz (z zatozenia) D} >1, Vi=l..n, (4.42)

wartosci zmodyfikowanych okresowosci B, i B, sq dodatnie, a tym samym

COV(RLR)>0, Vi, j=lun; i%j. ’ (4.43)

Przedstawiona powyzej wlasno$¢ rynku obligacji O, (F=1,...,n) mowiaca o tym, Ze
rzeczywiste stopy zwrotu z tych obligacji s prawie zawsze dodatnio skorelowane, wyraznie
odréznia ten rynek od rynku akeji, na ktérym ujemne korelacje jednak s mozliwe.

Mozna stad wysnué wniosek, ze mozliwosci jakie oferuje rynkowi obligacji teoria
portfela sq znacznie mniejsze niz to ma miejsce w przypadku akcji. Dla obligacji, nie mozna
bowiem dobiera¢ do portfela 7 walordow o przeciwnych korelacjach - co wyraznie
zmniejszyloby warianéjc V, stopy zwrotu z portfcla - bowicm walory lakic praktycanie nic
wystepuja. Oczywiscie powyzszy wniosek jest prawdziwy jedynie pod warunkiem spelnienia
szeregu zalozed, jakie poczyniliSmy formulujac mode! jednoindcksowy obligaci.



4.3. Zagadnicnie stabilnosci parametréw modelu

W przypadku zastosowania w praktyce sformulowanego w tym punkcie modelu
zarzadzania portfelem obligacji moze sie pojawi¢ pewien problem. Otdéz w klasycznym
zagadnieniu portfelowym Markowitza, zaklada si¢ stabilno$¢ w czasie uzytych w
analizowanym modelu parametréw. W szczegolnosci dotyczy to wspdlczynnikiw kowariancji
cov(R;,R;) pomigdzy stopami zwrotu z aktywow wchodzacych w sklad portfela. W
przypadku rynku akcji, obserwowana czgsto niestabilnos¢é w czasie tych kowariancii,
powoduje zasadnicze trudnodci w zastosowaniu modelu Markowitza w praktyce rynkow
kapitatowych.

Zauwazmy teraz, ze podobne problemy moga pojawié si¢ w trakcie stosowania
rozpatrywanego modelu zarzadzania portfelowego dla rynku obligacji. Jak to bowiem wynika
ze wzoru (4.39) na kowariancj¢ pomigdzy stopami zwrotu R, i R; obligacji, paramctr ten
zalezy od iloczynu zmodyfikowanych okresowosci B;, B, obligacji O, i O,, podziclonego
przez zmodyfikowany okresowos¢ B, portfela rynkowego. Paramctry B, B, i B, -
podobnie jak parametry okresowo§ci D}, D} i Dy - malejq z uplywem czasu biezacego.
Dlatego tez, nalezaloby przeprowadzi¢ zaréwno teoretyczne jak i empiryczne badania - jaka
jest zalezno$¢ od czasu kowariancji cov(R,R)), i,j=1,..,n; i # j, analizowanych obligacji.
W przypadku, gdyby kowariancje te byly wolno zmienne w czasie - w obszarze analizowanego
horyzontu inwcestycyjnego (réwncgo w naszym przypadku okresowi odsctkowemu obligacii) -

zastosowanie zaproponowanego podejécia w praktyce mogloby prowadzi¢ do bardzo
obiecujacych wynikow.

Zagadnienie analizy stabilnosci parametrow zaproponowanego modelu zarzadzania
portfelem obligacji mozna formalnie zapisaé nast¢pujaco. Zaldzmy dla uproszczenia, ze
analizowany rynek obligacji znajduje si¢ w stanic rownowagi; tj. P/ = P/, czyli

p, =0, Vi=l..n. (4.44)
Oznaczymy

D! =D!(r) - parametr okresowosci obligacjii O, jako funkcja (malejaca) czasu biezacego
t=123,.. .

Biorac pod uwage wzory (4.5), (4.40), (4.41) i (4.44), parametr ,beta” obligacji O, mozemy
wyrazi¢ nastgpujaco
2 D) (z)~1 D! (z)-1

Bi=—>= = — , (4.45)
B - o D (T)_l
g XD} (t)-1 m
I'Z=|: '

gdzic D! (r) - okresowos¢ portfela rynkowego.
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Ponadto, z (4.39) i (4.45) olrzymamy
COV(R.'-R_/)ZO—U‘(T):‘B,'(T) ,BJ(T)O_E,; i.j=1,....n; I?‘-’_] (4_46)

Tak wigc analiza stabilnosci ze wzgledu na czas biezacy 7 kowariancji 0;;(r) pomiedzy
stopami zwrotu R, i R; rozpatrywanych obligacji, sprowadza si¢ do analizy przebiegu w
czasic parametréw B,(T) Lych obligacji. Zgodnic zc wzorem (4.45), parametr f§,(t) jest
ilorazem dwoch funkcji malejacych z uplywem czasu 7. Bardzej szczegblowy charakter
przebiegu funkeji B,(r) mozna by okreslic wprowadzajac wzory na okresowosé Dj ()
obligacji dla przypadku ciagtej kapitalizacji odsetek.

Wydaje si¢ (lecz nalezaloby to sprawdzié), ze zalozenie co do stabilnosci w czasie
parametrow analizowanego modelu jest spelnione w przypadku, gdy rozpatrujemy zbior
diugoterminowych obligacji O; (i=1,...,n). Wowczas, dynamika zmian z uplywem czasu
biezacego T parametrow ,beta” obligacji, a tym samym i wspotczynnikéw kowariancji o, ) -
. powinna byé mata. Natomiast w przypadku obligacji krotkoterminowych (tj. o bliskich
terminach do wykupu 7;) moga si¢ pojawic pewne problemy, zwiazane z zastosowaniem w
praktyce zaproponowanego podejscia do zarzadzania portfelem obligacji.

5. Model jednoindeksowy dla rynku obligacji
- przypadek krzywej dochodowosci o dowolnym ksztalcie

Dokonamy teraz pewnego istotnego uvogolnienia zagadniefi rozpatrywanych w punktach
2-4. A mianowicie, pominiemy zalozenie, ze dla danego rynku finansowego obowiazuje plaska
krzywa dochodowosci, przyjmujac, ze krzywa ta moZze mie¢ dowolny ksztalt. W
przedstawionych ponizej rozwazaniach przedstawimy szereg definicji oraz twierdzen bez
obszerniejszego komentarza oraz dowodow. Prezentowane zagadnienia sy szerzej
przedstawione w pracy autora (Jakubowski, 2000). Tak wigc ponizej, skoncentrujemy sig
jedynie na przedstawieniu samych wynikow uzyskanych w powyzszej pracy.

Oznaczymy
{roes t= Lo T) = {1y, Ty ou Ty} - struklura terminowa stop procentowych,

gdzic 1 - termin zapadalno$ci zobowigzan, ry, - stopa procentowa spot {w skali roku).
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Warto$é obligacji w chwili biezgcej 1=0

Wartos¢ té mozna - w przypadku krzywej dochodowosci o dowolnym ksztalcie -

przedstawié na kilka sposobow.
Podstawowy wzdr jest nastgpujacy

= C+N

P= 7
o =1 (H"m) (H"'m)r

oznaczajac C, =C dla (=1,..,(T-Noraz C,=C+N dla (=T, olrzymamy
T C,

Pp=Y,

t=1 (1"'"0:)’ )

Stopy procentowe forward oraz eczekiwane stopy procentowe spot

5.1

(5.2)

Problematyka dotyczaca tych stop procentowych byla rozpatrywana m.in. w pracy

(Jakubowski, 1996). Ponizej, przedstawimy tylko pewne uwagi z tego zakresu.

Oznaczymy

oJfy, - stopa procentowa forward dia okresu [1,1,] obowiazujaca (czy tex rozpatrywana) w

chwili t=0.

Ponadlo, dla okres6éw jednorocznych

A
£i= ofays =237

oraz dla =1, f =ry (zdebnicji),

(5.3)

gdzic f, - roczna stopa procenlowa forward dla roku frozpalrywana w chwili ©=0,

ry, - stopa procentowa spot dla picrwszego roku.

Relacja pomigdzy stopami procentowymi forward f, i stopami spot ry, jest nastepujaca:

A -1 ;
(T = | BRI I (R CR R N

oraz, dlar=1,

A
Itrg =1+ ceyli fy =1y,
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+5,)
Stad f,=—__(] T ) -1; 1=2,

(14 1y ] -l (5:5)

Stosujac rekurencyjnie wzor (5.4) otrzymamy rowniez
(1) =+ A+ L) x . x(1+ £,). (5.6)

Wzory (5.4)-(5.6) sa zawsze prawdziwe, niezaleznie od teorii struktury terminowej stop
procentowych, jaka obowiazuje dia danego rynku finansowego. Stopy procentowe forward f,
mozna wigc w powyzszym sensie traktowa¢ jako pewien fakt matematyczny, okreslony przez
réwnanic rckurencyine (5.4). '

Ujmujac to jeszcze inaczej mozna stwierdzi¢, ze znajac stopy procentowe spot 1y,
okreslajace dang strukturg terminowa stép procentowych, mozemy jednoznacznie wyznaczy¢
stopy procentowe forward f, . Istnicje rowniez zaleznos¢ odwrotna: znajac stopy procentowe
forward f, mozemy okresli¢ jednoznacznie stopy procentowe spot ro,, wykorzystujac
réwnanic (5.6). Stopy procentowc forward f, moga byé na przyktad okreslone przez wyniki
notowan (tj. ceny) na rynkach terminowych obligacji czysto-dyskontowych.

Z powyzszego wynika, Ze mozna méwié o strukturze terminowej stop procentowych
spot jak i o strukturze tcrminowcj stép procentowych forward, przy czym strukiury te
wzajemnie z siebie wynikaja.

Warto$é biczgca obligacji wyraZzona za pomocy stop procentowych Sforward
(w chwili ©=0)

Z (5.2)1(5.6) mamy

=) % .7
H"un) G A+ )0+ f)x.x1+ 1)

przy czym f, = 1y,.

Relacja pomigdzy rocznymi stopami forward

a rocznymi oczekiwanymi stopami procentowymi spot

Jednym z podstawowych probleméw rozpatrywanych w teorii stép proccntowych jest
zagadnicnic na ile stopy procentowe forward sa dobrymi prognozami przysztych rocznych stép
procentowych, jakie bedg obowigzywaé na danym rynku. Te przyszte stopy procentowe
nazywa sie wlasnie aczekiwanymi rocznymi stopami spot. OdpowiedZ na to wazne pytanie nie
jest niestety jednoznaczna i zalezy od obowiazujacej dla danego rynku teorii struknery

terminowej stép procentowych. Mozna to sprawdzi¢ wylqcznie empirycznie weryfikujae
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zalozenia odnosnych teorii. Zagadnienia te zostaly obszernie opisane m.in. w pracy autora
(Jakubowski, 1996).

Ogolnie, przyjinuje si¢ nastepujaca relacje
fi=r+0,; =2,.,T (5.8)
oraz fi=n=ry, da =1,

gdzic r,- oczckiwane roczuc stopy procentowe spot, O, - tzw. parametr ptynnosci (liquidity
premium),

W przypadku teorii czystych oczekiwan (pure expectations theory) zaklada si¢ o, = 0
(t=1,...,T); dla teorii preferencji plynnosci (liquidity preference theory) - &, >0 (t =2,.,T);
natomiast w mys$l teorii preferowanego $rodowiska (preferred habitat theory) wartoci o, -
moga byé zaréwno dodatnie jak i ujemne; por. Elton, Gruber (1995).

Teoria czystych oczekiwait

Jak wspomniano, w my$l tej teorii zachodzi o, =0 (r=1,...,T), a zatcm zc wzoru (5.8)
otrzymamy

Ji=r, Vi=1..,T. (5.9)

Zalezno§¢ (5.9) jest chyba najkrotszym z mozliwych sformutowaniem teorii czystych
oczekiwaf; a mianowicie: roczne stopy procentowe forward sq rowne oczekiwanym rocznynt
stopom procentowym spot. Jest to jednoczeénie ,bardzo odwazne” stwierdzenie. Wynika
bowiem z niego bezpoérednio, ze majac zidentyfikowana (dla ©=0) struktur¢ terminowq
biezacych stop procentowych spot 1y, mozemy jednoznacznie okreslié oczekiwane roczne
stopy procentowc spot 7, dla przyszlych okresdw. Stopy te sa jednoczesnie prognozowanymi
stopami procentowymi, okreslonymi przy zalozeniu, ze oczekiwania rynku co do przyszlosci
si¢ nie zmienia;, Fama (1976). )

Z (5.5) 1 (5.9) mamy zatcm

1415,

;:-ﬁﬂ—)—,_—,-x, 1=2,.T (5.10)
U+ 1]
oraz. 1 =1y dla f=1.

Z (5.6) 1(5.9) wynika rowniez, ze

(I4r,) =) I+ )X X (1+r). (5.11)
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Réwnanic to jest podstawowym réwnanicm feorii czysiych oczekiwan. Jest ono czesto
komentowanc, intcrpretowane, a nickicdy - ncgowane; por. McCulloch (1975), Jakubowski
(1996). Zauwazmy bowiem, ze w ogblnym przypadku (). dla «, £0) - ze wzoréw (5.6) i
(5.8) mamy

(+rp Y =) A+ o) XX T+ +a,) .

Warto$é biezaca obligacji wyrazona za pomocs) oczekiwanych
rocznych st6p procentowych spot

Z rdéwnah (5.2) i (5.11), w przypadku obowiazywania feorii czystych oczekiwan, mamy

C, _)i C,
o (1+r,)  F AER)A+R) XX (1+r)

——
0

(5.12)

Warto§¢ przyszla obligacji w chwili t=1

Wyznaczymy teraz przyszia wartos¢ wewnetrzng obligacii dla chwili ©=1 okreslong przy
zalozeniu, ze oczekiwane roczne stopy procentowe spof r, (f=2,..,) nie zmienig sig.
Stosujac wzor (5.12) dla chwili =1, a wigc dla skroconego horyzontu czasowego
wynoszacego (I —1), otrzymamy

T
B=P=1) =Y,

e (1+rz)x ><(1+r,) ’ G.13)
Wprowadzimy nastgpujace oznaczenie
11, - oczekiwana stopa procentowa spot dla okresu [1,¢], 1=2,...,T.
Z definicji mamy
-2
1) =14+ n) X x (14n). (5.14)
A zatem, z (5.13) i (5.14) otrzymamy
T
B=rr= =):, (5.15)

=2 1rn)

Wzory (5.13)-(5.15) sa prawdziwe dla dowolnej tcorii struktury terminowej stop
procentowych. Tym niemniej, zakladajac prawdziwosé reorii czysiych oczekiwair wzory tc
maja dla nas szczegdlne znaczenie, bowiem znajac biezaca strukturg terminowg stop
procentowych spot )b,, potrafimy efektywnie wyznaczy¢ oczekiwane stopy procentowe spot
1/ » & tym samym i spodziewana dla chwili ©=1wartos¢ 7 obligacji.
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W przypadku innych tcorii, np. feorii preferencji plynnosci, sprawa si¢ powaznie
komplikuje, poniewaz w celu wyznaczenia stop procentowych 7, (a tym samym i stép ;r,),
musimy najpierw zidentyfikowac (dla chwili t=0) paramctry o, . Nastgpnie, musimy zalozy¢,

ze parametry te nie zmieniq si¢ z okresu na okres, tj. ze

o, (t=0) = o, (t=1), Vi=2,..T.

Ogolnie rzecz biorac, identyfikacja parametrow plynnosci o, (liguidity premiwmn) napotyka w
praktyce na powazne trudnosci; oczywiscie - o ile w ogdle dla danego rynku obowiazuje teoria
preferencji ptynnosci, por. Fama (1976, 1984).

Dla celow dalszych rozwazan zalozymy, ze dla danego rynku finansowego obowiazuje
teoria czystych oczekiwarl, to znaczy, ze potrafimy efektywnie wyznaczyé na podstawie wzoru
(5.15) oczekiwana dla chwili ©=1warto$é obligacji.

Sformulujemy teraz nastgpujace twierdzenie.

Twicrdzenie 5.1

W przypadku, gdy dla danego rynku obowiazuje teoria czystych oczekiwai oraz rynek
ten jest zréwnowazony (§. P’ =P), spodzicwana stopa zwrotu z wszystkich obligacji o
stalym oprocentowaniu jest - dla tego samego okresu inwestycyjnego - jednakowa. Stopa ta,
liczona w skali roku, jest dla wszystkich obligacji réwna slopic procentowej spot ry, dla
dancgo okresu, tj.

Ri(D=ry, Yl..,n,

gdzic R/(f) - spodziewana stopa zwrotu z obligacii O, za f. okreséw odsctkowych
(wyrazona w skali roku).

Dowéd: (Jakubowski, 2000). -

Z Twierdzenia 5.1 wyplywa natychimiast nastepujacy wniosek.

Whiosek 5.1

O ile zalozenia Twierdzenia 5.1 sq spelnione, to spodziewana stopa zwrotu z wszystkich
obligacji liczona za jeden (najblizszy) okres odsetkowy jest taka sama i rdwna stopie
procentowej spot 1y, dla lego okresu, ().

R =1y, Yv1,..,n,.

Mozina rowniez wykazac, ze
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Whniosek 5.2

W przypadku rynku niezréwnowazonego (F, # F) ‘oraz przy spelnionych pozostalych
zalozeniach Twierdzenia 5.1, spodziewana stopa zwrotu z obligacji O,, za jeden (najblizszy)
okres odsetkowy, wyraza sig wzorem

R =1, +(+15,) P54

H-
P

gdzic = , P! - biezaca cena rynkowa obligacji, P/ - biezqca warto$é wewnetrzna
Py r 0 €

obligacji.

Dowéd: Jakubowski (2000).

¥ & %

Parametr okresowosci oraz oczekiwanej okresowosci obligacji

W przypadku struktury terminowej stdp procentowych o dowolnym ksztalcie,
zdefiniowanie parametru okresowofci D obligacji jest nieco bardziej zlozone, niz to
przedstawiliémy w punkcie 2. Wymaga to na ogot przyjecia pewnych dodatkowych zalozen co
do dynamiki zmian tej struktury; por. Elton, Gruber (1995), Zaremba (1995), Jakubowski
(2000).

Dla potrzeb dalszych rozwazan przyjmiemy jedno z najprostszych (a jednocze$nie
najbardziej ograniczajacych) zalozen, tj. ze

._é’..o_’_=_Alil— V1=1

, L., T. .
1+71, 141y (.16)

Powyzsze oznacza, ze “zakladamy, ze mozliwe éa tylko proporcjonalne zmiany wartoéci
(1+1,,); wynika to bezposrednio z faktu, Ze Ary, = A(1+1y,).

Mamy wiwczas (Jakubowski, 1997a):

Okresowosé obligacji w chwili T=0

& AP, | Ar
po=_20, Zo '
PRSTT .17
przy czym mozna wykazac, ze
T T C
Z [Py;  gdriec P = Z ! (5.18)

]+)0,) (l+'01)
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Oczekivvana okresowo$é obligacji w chwili t=1

Podobnie, jak w przypadku plaskiej struktury terminowej stop procentowych,
wprowadzimy teraz pojecie oczekiwanej okresowosci D' obligacji O;. Przyjmicmy
nastgpujace oznaczenia:

Vi - oczckiwana stopa procentowa spot dla okresu [1,1]; oraz w szczegdlnoéci,
i =13 - oczckiwana roczna stopa proccnriowa spot dla okresu [1,2].

Definicja oczekiwanej okresowosci D' jest nastgpujaca:

A AP A
D' =D(t=1)= ——P—'/—]-;'%’—, przy czym mozna wykazac, ze (5.19)
1 12
T v T
(-1, . C
p=Y —=2)p;, gdic PB=) ——. (5.20)
E ()" g E (I+,n,)"

Wprowadzenie definicji (5.19) oczekiwanej okresowosci D!wymaga spelnienia nast¢pujacego
warunku

Any A Vi=2,..T, (5.21)
1+|rl, 41,

Warunek (5.21) jest odpowiednikiem warunku (5.16), sformulowanym dla zmian
oczckiwanych st6p procentowych spot | r;, . Dlatego wazne jest nastgpujace twierdzenie:

Twicrdzenie 5.2

Przy zalozeniu teorii czysiych oczekiwari oraz dla proporcjonalnych zmian biezacych

stép procentowych spot (dla T=0) 4.
Ary, Ay
T, l4ry '
charakter tych zmian przenosi si¢ rowniez (dla malych Ary,) na oczckiwane stopy procentowe
spot, rozpatrywanc dla T=1, {j.

Am Al

vt=2,.,T.
45, M,

Dowéd: Jakubowski (2000).
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Z Twierdzenia 5.2 wynika bezpoSrednio, ze warunek (5.21) jest automatycznie spetniony
o ile tylko zalozymy prawdziwosé warunku (5.16) - co uczyniliémy na poczatku rozwazan.
Ponadto, mozna rowniez latwo wykazaé, ze dla malych Ary; zachodzi

Ay Ary
=0 (5.22)
I+,5, I+,
A zatem z (5.19) i (5.22) mamy
AR Ar,
i _pt—oa
A 1+ry, (5.23)

Zalezno$é (5.23) ma zasadnicze znaczenie dla dalszych rozwazan. A mianowicie,
postepujac  dalej analogicznie jak w przypadku pléskiej struktury terminowej stop
procentowych (por. punkt 3), mozna wyprowadzi¢ nastgpujacy wzor na zaleznosé funkcyjng
pomiedzy parametrem oczekiwanej okresowosci D' aparamctrem biezqcej okresowosci D°:

~1
D'=(D° -1+ rm)[%} , (5.24)

gdzie r, - rynkowa stopa procentowa spot dla okresu [0,1], F, - warto$¢ biezaca obligacyi w
chwili T=0, P, - warto$¢ biezaca obligacji w chwili 7=1, wyznaczona przy zalozeniu, ze w
okresie 7 & [0,]] oczekiwane stopy procentowe spot 7, (t=2,...,T) nie ulegly zmianie.

Nastepnie, wykorzystujac zaleznosé¢ (5.24), mozna wyprowadzi¢ wzdr na rzeczywistg
stopg zwrotu R, zinwestycji w obligacj¢ O;:

R =l +(+15,)p)~(DP DA+ p)Ar, +,. (5.25)
Postepujac teraz analogicznie jak w punkcie 3, mozemy sformulowac nastepujacy modet

jednoindeksowy obligacji:

Model jednoindcksowy I

R =R —BAr, +€,, Vi=l,..,n, (5.26)
gdzie
Rl =ry, +(+15,)p; - spodziewana stopa zwrotu, (5.27)
B, =(D{-1(1+p)) - zmodyfikowany parametr okresowosci, (5.28)
p; = f%l—i - nieréwnowagowa slopa zwrolu, (5.29)
)
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Réwnicz sformulowanie modeli jednoindeksowych I i IIT obligacji ‘O, jest analogiczne
jak w punkcie 3 z tym, ze kazdorazowo w migjsce rynkowej stopy procentowej r nalezy

podstawic stopg procentowa spof 7y, obowiazujaca w pierwszym okresie odsetkowym,

Mamy zatcm:
Model jednoindcksowy II

. B,
B = R+ 2E (= ry ) be Vi=l,.,n. (5.30)

"

Model jednoindeksowy IIX

.« — B = )
R =R+ 5-(Ry = R,)+e;, Vizl,..,n, (5.31)
n
gdzic
= _pay Bm .
R =R +E—(R’" —T51) - oczekiwana stopa zwrotu,

Zagadnicnie Markowitza

Wykorzystujac podany powyzej model jednoindcksowy II o postaci (5.30),
sformulowanie zagadnienie Markowitza zarzadzania portfelem obligacji jest w analizowanym
przypadku identyczne ze sformutowaniem zamieszczonym w punkcie 4, odnoszacym sig do
przypadku plaskiej struktury terminowej stop procentowych; por. (4.15)-(4.17).

Rowniez rozpatrywane w punkcie 4.2 rozwazania dotyczace zagadnienia dywersyfikacji
portfela obligacji — przenosza si¢ bez zmian na analizowany powyzej przypadek struktury
terminowej stop procentowych o dowolnym ksztalcie, '

Uwagi koiicowe

Wyprowadzone powyzej modele jednoindeksowe I, II, IIl obligacji, przy zalozeniu
dowolnego ksztaltu struktury terminowej stop procentowych spot oraz proporcjonalnych
zmian tych stop, stanowig istotne uogdlnienie modeli, rozpatrywanych poprzednio dla plaskiej
krzywej dochodowosci. O ile autorowi jest wiadomo, modele takie nie byly jak dotad

rozpatrywanc w literaturze przedmiotu.

Dalsze uogdlnienie zaproponowanego podejscia na przypadek innych - niz
proporcjonalne - zmian stép proccnlowych s, , stwarza juz zasadnicze trudnosci. Na przykiad

dla czesto zakladanego modelu zmian (Elron, Gruber, 1995)
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Ary, = ! Arg, i=1

, T, Le(0,1),
1+, 1+ 1y, .0 (5.32)

mozna wykaza¢, ze nie jest prawdziwe Twierdzenie 5.2. Czy tez ujmujac to nieco inaczej,
mozna wykazag, ze twierdzenie to jest prawdziwe wylacznie dla wartosci L =1 i malych zmian
Ary,s Jakubowski (2000).

Ponadto, z punktu widzenia Twierdzenia 5.2, istotne jest rowniez spelnienie zalozen
teorii czystych oczekiwari. Mozna na przyklad wykazaé, ze twierdzenie to nie jest prawdziwe
w preypadku feorii preferencji plynnosci.

Z kolei w przypadkach, w ktérych Twierdzenie 5.2 nie jest prawdziwe, pojawiaja sie
zasadnicze trudnoici w sformulowaniu tego co rozumiemy pod pojeciem oczekiwanej
okresowosci D', por. wzory (5.19) i (5.23). A to z kolei uniemozliwia w ogole sformulowanie
modclu jednoindeksowego obligacji - przynajmniej w postaci - jaka zostala powyzej
Zaproponowana pirzez autora.

. Oczywiscie zawsze moina przyjac, ze wszelkie odstgpstwa od sformufowanych w
powyzszym modelu zatozen - sa ujete w losowosci zmiennej resztowej €,. Jednak 1o ostatnic -
byloby tylko potwierdzeniem pogladu autora, ze dalsza komplikacja - czy tez uogélnienie
sformulowanego modelu - nie wydaje sig mozliwe. Przynajmniej w klasie modeli
jednoindeksowych. Pozostaje oczywiscie otwarta sprawg - czy takie uogdlnienie jest w ogole
potrzebne. Ale zeby odpowiedzieé na to pytanie, nalezatoby najpierw odwolaé si¢ do badad
empirycznych, dotyczacych testowania dokladnosci sformulowanego modelu w praktyce.
Powyzsze dotyczy rowniez cato$ci rozpatrywanych w niniejszej pracy zagadnien aktywnego
zarzadzania portfelem obligacji.
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