L) b//,z 001,

Raport Badawczy
RB/42/2002

Research Report

Analiza niezawodnos$ci

systemow wielostanowych

J. Karpinski

Instytut Badan Systemowych
Polska Akademia Nauk

Systems Research Institute
Polish Academy of Sciences




POLSKA AKADEMIA NAUK

Instytut Badan Systemowych

ul. Newelska 6

01-447 Warszawa

tel..  (+48) (22) 8373578
fax:  (+48) (22) 8372772

Kierownik Pracowni zglaszajacy prace:
Prof. dr hab. inz. Olgierd Hryniewicz

Warszawa 2002



INSTYTUT BADAN SYSTEMOWYCH PAN

Analiza niezawodnoSci systeméw wielostanowych

Kierownik zadania i wykonawca: prof. dr hab. inz. Janusz Karpinski

Warszawa, grudzien 2002



SPIS TRESCI

1. Wprowadzenie .

Podstawowe definicje i oznaczenia

2.1. Monotoniczne systemy wielostanowe i ich struktury .

2.2. Reprezentacja binarna .
2.3. WskazZniki niezawodnosci .

2.4. Zaéoenia

. Obliczanie wskaZnikéw niezawodnosgci

3.1. Wzory ogdlne

3.2. Zasada substytucji

3.3. Suma rozéfNcznych iloczynéw
3.4. Dekompozycja liniowa
Przyktady

S. Wnioski

Literatura .

= W

14
16
16
18
22
23
25
35
36



1. WPROWADZENIE

Podstawowym problemem w analizie niezawodnos$ci jest 2znalezienie sposobu
wyrzenia charakterystyk niezawodno$ciowych systemu na podstwie znajomoyci
wskaznikéw niezawodnosci jego elementéw. Do tej pory opracowano wiele
algorytméw stuzacych do wyznaczania niezawodnosci dwustanowych koherentnych
systeméw [23, 45, 47]. Jednake w praktyce inzynierskiej bardzo czesto
zdarza sie, ze zardéwno system, jak tez jego elementy mogg przebywaé w
wielu stanach, poczawszy od stanu pelnej zdatnosi az po stan zupeinej
niezdatnosci (uszkodzenia), na przyklad, systemy energetyczne, systemy
transportu publicznego, systemy produkcji i przesytania ropy i gazu, systemy
zaopatrzenia w wode itp. W celu rozpatrywania takich zagadnienn opracowano
ogélng teorie, tzw. teorie monotonicznych systeméw wielostanowych MMS (od
angielskiego skrétu: multistate monotone systems). Opublikowano wiele prac
poéwigconych MMS i osiagnieto wiele interesujacych rezultatéw [1, 2, 5+9,
11+21, 24, 33+38, 40+44, 46].

W celu obliczania wskanikéw typu gotowosé dla MMS stosuje sie nastepujace
pode jééia: metoda wlaczen i wylaczed [3,18,20,22,33,36,42], rozszerzony
algorytm Abrahama [20], dekompozyc ja meoda Doulliez-Jamoulle [31,
dekompozycja Shannona [18,42,48] oraz metoda przegladu stanéw [3]. Niestety,
bardzo malo uwagi poswieca sie opracowywaniu praktycznych metod obliczania
wskaznikéw czegstotliwosciowych. Metody przedstawione W niektdérych
publikacjach maja bardzo ogélny charakter i sg trudne do zastosowan
praktycznych [32, 36, 41]

Celem niniejszego opracowania jest pokazanie sposobéw obliczania czestot-
liwo$ciowych wskazZnikéw dla systeméw MMS z wykorzystaniem wymienionych wyZej
metod, przy zalozeniu, 2Ze elementy rozpatrywanych systeméw sg stochastycznie

niezalezne.

Praca jest skonstruowana nastegpujaco. W rozdziale 2 przedstawiono
podstawowe pojecia terminologiczne i oznaczenia. W szegdlnosci, przedstawiono
w nim binarng reprezentacje MMS oraz definicje wskazZnikéw niezawodnosci MMS i
ich elementéw. Rozdzial 3 zawiera gidéwne rezultaty opracowania - wzory do

obliczania wskazZnikéw niezawodnosci MMS: ogdélny wzdér pseudo-wielomianowy (w



kilku szczegélnych przypadkach), sume roztacznych wielowymiarowych kostek
oraz wzér na dekompozycje liniowa. Wzory te sa uogélnieniem wzordéw znanych
znanych z terorii monotonicznych systeméw Rozdziat 4 zawiera dwa przyktady
tego, w jaki sposéb uzyskane wyniki moga by¢ zastosowane w praktyce i jak MMS
moga byé analizowane przy uzyciu binarnych algorytméw. Podsumowanie zawarte

Jjest w rozdziale 5.

2. PODSTAWOWE DEFINICJE I OZNACZENIA
2.1. Monotoniczne systemy wielostanowe i ich struktury

Niech <C’K¢'K K .Kn,¢> bedzie systemem wielostanowym sktadajcym si¢ z

FELOTRS
wielostanowych elementdéw Cc-= (cl,cz...,cn) = {1,2,...,n}, gdzie
Kw = (0,...,M¢) Jjest zbiorem stansw systemu , Ki = (0,...,Mi} jest zbiorem
stanéw elementu g i=1,...,n, oraz g¢: leKZx...xKn - KW Jjest strukturalna
funkc ja systemu, lesz...xkn = (g=Fx1,x2,...,xn): xieKi, i=1,2,...,n}.

Stan systemu (elementu Ci) okresla rzeczywisty poziom dziatania,

poczawszy od stanu pelnej zdatnoyci M¢ [Mi] az do stanu zupelnego
uszkodzenia oznaczanego liczbN 0. Stan elementu 4 Jjest reprezentowany
zmienng Xi’ przyjmujaca wartosci =z Ki. Kombinacja stanéw wszystkich
elementéw jest opisywana przez wektor stanu elementdw X = (Xl,Xz,...,Xn),

XeV= KIXKZX"'XKn’ gdzie V oznacza przestrzen wektora stanu elementdw.

Stan X systemu jest w peéni okreslony przez stany elementéw za posrednictwem
funkcji strukturalnej ¢, tzn. XW = ¢(X).

Funkcja strukturalna ¢: V — K¢ Jjest nazywana monotoniczna, jesli ¢ jest
niemalejaca ze wzgldu na kaZdy argument, tzn. dla kazdego ieC, je$li r<s,

r,sek to ¢(ri»§)5¢(51»§) dla kazdego xe€V, lub réwnowaznie, je$li x=<y

i
implikuje ¢(x)=p(y) dla kazdego x,yeV.
Bedziemy uzywaé nastepujacych oznaczen:

r x ), rek,,

(r,,x) = (xl,x S ITUTRRRI i

i PYRRREE M

(-i,x) = (XgaXpa Xy g Xy e X ),
xsy iff xiSyi dla wszystkich ieC,
x<y iff xsy i xi<yi dla pewnych ieC.
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System nzywamy monotonicznym systemem wielostanowym (MMS) [4, 27] jesli
jego funkcja strukturalna ¢ spefnia nastepujace warunki, gdzie 0 = (0,...,0)
i M= (Ml,...,Mn):

a) ¢ jest monotoniczna,
(2.1.1)
b) ¢(0) =0 i ¢(M) = M¢.

Warunek (a) oznacza, xe pogorszenie stanu elementu nie moze prowadzié¢ do
poprawienia stanu systemu i - odpowiednio - poprawienie stanu elementu nie
moze pogorszyé stanu systemu. Warunek (b) oznacza, ze je$li pelnemu
uszkodzeniu ulegng wszystkie elementy systemu, to system tez bedzie w peini
uszkodzony i - odpowiedni - je$li wszystkie elementy sa w pelni zdayne, to
system tez jest w peini zdatny. Bedziemy rozpatrywaé tylko systemy typu
MMS. Ze wzgledu na to, ze znajomos¢ funkcji strukturalnej jest réwnowazne ze
zna jomo$cia systemu, czesto bedziemy uZywaé okreslenia "struktura ¢" lub
"system ¢" zamiast "MMS ma funkcje¢ strukturalng ¢". Bedziemy tez czesto pisaéd
"ieC" zamiast "c eC".

Wektor y nazytamy $ciezka poziomu j systemu MMS iff w(z)zj‘ Wektor ten
Jjest minimalng $ciezka poaiomu j je$li dodatkowo x<y implkuje ¢(x)<j.

Wektor z nazywamy przekrojem poziomu j systemu MMS iff ¢(z)<j. Jest on
minimalnym przekrojem poziomu j, je$li dodatkowo x>z implikuje ¢(x)zj.

Wektor wszystkich minimalnych $cieZzek poziomu j jest oznaczany przez
UJ(¢) = Uj’ oraz zbidér wszystkich minimalnych przekrojéw poziomu j jest

oznaczany przez Lj(w) = L,, gdzie U0 = {0}, L = @. Z warunku (b) niniejszego

J 0
punktu wynika, ze U i L sa niepuste dla j=1,2,...,M .

14
Niech W; = {xeV: ¢(x)zj} bedzie zbiorem wszystkich $ciezek poziomu j oraz

W} = {xeV: ¢(x)<j} niech oznacza zbiér wszystkich przekrojéw poziomu j.
Wtedy, z definicji Uj i Lj (patrz rys. 1),
vi= U [y,Ml, v;= U lo.zl, (2.1.2)
J zeuj zel

gdzie [y,M] = {xeV: ysx=M}, [0,z] = {xeV: O=x=z}.

Nalezy zauwazy¢, 2ze zbidér wszystkich minimalnych $ciezek Uj i zbidr
wszystkich minimalnych przekrojéw Lj’ j=1,2,...,Mw, sg $cidle wzajemnie

powigzane w takim sensie, Zze U, moga by¢ wyznaczone z LJ i odwrotnie.

J
- -



Rysunek 1. Podzial przestrzeni V wektora stanu elementdw.

2.2. Reprezentacja binarna

1
Niech Ir bedzie wskaZnikiem poziomu, Ir(k) = {

Zdefiniujmy binarne zmienne Xlr = Ir(xl)’ ieC, r=z0:

Jjesli k=r

0 Jjesli

® . .
s ¥1 M UJ = {¥;,¥,:¥5:¥,} - minimalna
Z . + $ciezka poziomu j
Vy = xip(x)zg)
= Y2 L. ={z,,2z,,z,} - minimaln
20 j - RrrE2Es y
= ~ przekréj poziomu j
WJ = {x:ip(x)<j} s I3
o
=3
02 "R

1 jesli Xizr
Xir = { . (2.2.1)
0 jesli Xi<r
Ze wzgledu na to, ze dla kazdego ustalonego i, 1axiozxil_ = iMiEXi,Mi+1EO
Mi
i X, = ¥ X. , to binarne =zmienne X, , reK,, nie algebraicznie
i =1 ir ir i
niezalezne.
WprowadZmy nastepujace oznaczenia:
X - (X11'x12""'X1M1)'
X = (Xir: ieC, reKl-(O}) = (;1,52,...,§n).
Wector éi nie przyjmuje wartodéci ze zbioru {0,1} = X {0,1}, lecz =ze
zbioru Ei = (gi(r): reKi), gdzie



1 jesli a=r
gl(r) = (ei (r), aeKi~(0)), rek, , e; a(r) = { " tzn.
- ’ ! 0 je$li a>r
e.(0) = (0, O, ..., 0), gi(r) =(1, 1,..., 1, O, , 0), r>0,
=t 1 2 12 r r+l M,
i tym samym, wector é przyjmuje wartosci z E = Elezx...xEn.
Oczywiscie,
Xi=r iff §i=gl(r) iff (Xi 1, Xi,r+1=0) » (2.2.2)
r=X.<s iff e, (r)=X.<e.(s) iff (X, =1, X. =0), r<s, (2.2.3)
i =i =i =i ir i,s

Zachodzg ponadto nastepujace zaleznosci, gdzie ; = 1-a, avb = max(a,b) dla

a,be{0,1}:
Xir¥ie = xi,max(r,s)’ XipXig = Xi,min(r,s) (2.2.4)
Xirvxis = Xi,min(r,s)’ Xirvxis = Xi,max(r,s)' (2.2.5)
_ Xir_xis dla r<s
Rir s = { : (2.2.6)
s 0 dla rzs

Pokazemy, ze "] moze by¢ przedstawiona za pomocg szeregu binarnych
monotonicznych funkcji binarnych zmiennych Xir' Zaczniemy od zdefiniowania

binarnej funkcji ¢j’ jeKw—(O}, wslaznikow poziomu systemu

. (X) =\/ X, =1- [—] [1 = [_] X ] (2.2.7)
JT yeu, Yy tyy
Jiec yeu ieC
yi>0 J y1>0

z (2.1.2) wynika, ze @(X) =J Iff @ (3(X) =1, gdzie $: V> E Jest
bisekcjg, F(X) = (Ir(Xi): ieC, reKi-(O)) = X, tzn.

1 jesli_p(X)zj
9. (X) ={ . (2.2.8)
J 0 jesli @(X)<j
Wskazniki poziomu systemu speiniaja zaleznosci 1 = 2 I Pm z 0,
[4
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M

¢
e(X) = ¥ wj(é), §=}(§), a tym samym wyznaczaja ¢. Mozna ponadto zauwazydé, ze

jesli ¢ jest funkcja E — {0,1} spetniajaca zaleznos$é: ¢(X)zj iff WJ(J(K))=1,

to ijwJ.
Z definicji minimalnej $ciezki poziomu j wynika, ze (patrz 2.1.2))

Oznacza to, Ze warunek (2.2.8) wyznacza wj Jjednoznacznie.

(X) = X, =1 - X . (2.2.9)
wj = [1 }é& i, zi+1 )éL i’zi+1
zel. . 21<M1 ieC
J z, <M,
il
Zauwazmy, ze wiele zmiennych binarnych x.lr moze by¢ nieistotnych, tzn.
moze nie mieé¢ wplywu na wartos$¢ funkcji wj. Definicje nieistotnosgci (oraz
istotnosci) zmiennych binarnych Xir dla funkcji wj réznia sie
w szczegblach, w zaleZnosci od Zréd¥a ich pochodzenia.

Méwimy, ze zmienna X, , reKi—(O), is nieistotna dla funkcji 2T Jjesli
wJ(Oir’é) = ¢J(1ir,§) dla dowolnego xe€E takiego, ze (Oir’é)EE i (1ir,§)eE,
gdzie

(air,g) = (él, "éi—l’(a i) Xi+1""’§n) = (stz keC, lssSMk, Xir=a)’

(ar’éi) = (Xil’ "Xi,r 10 2 Xi r+1""'XiM1)' ae{0,1}.

W przeciwnym przypadku zmienna X

ir

MozZzna wykazaé¢, Ze zmienna xir’

reKi—(O),

Jjest nazywana istotng dla wj.

Jest istotna dla funkcji wj wtedy

i tylko wtedy, kiedy istnieje xeV takie, ze w((r—l)i,§)<j5¢(ri,g). Innymi
stowy, zmienna X Jjest istotna dla funkcji ¢ wtedy i tylko wtedy, kiedy
stan r elementu c Jest istotny dla poziomu j.

Niech {é)relevant bedzie zbiorem wszystkich zmiennych Xir
istotnych dla funkcji wJ. Wtedy

= . > =

(—)relevant (Xiy1 iec,yi O,erj) (Xi,zi+1 ieC,z <Mi,zeL }.

Funkc ja wj moze by¢ zapisana w kilku ekwiwalentnych postaciach. W
szczegélnos$ci, zapisana w postaci korzystajacej z minimalnych sciezek (2.2.7)
lub minimalnych przekrojéw (2.2.9), moze byé przeksztatcona za pomocg
prostych regul algebraicznych, tozsamosci boolowskich i wWZoréw

- 8 -



(2.2.4)+(2.2.6), w postaé liniowa
mo
p;(X) = By + Z B Gy (XD,
k=1

gdzie BO’BI""’B . T liczby catkowite,
m
Gk(x) - iloczyn boolowski postaci:

gdzie 0#0;90 i 1srtsM dla kazdego leCk.

Postac liniowa Jjest szczegblnym przypadkiem ogdlnej

pseudo-wielomianowe j:

k -
iMbom=L

ieo

m
¢j(§) =g+ akBk(gl,
k=1
gdzie ao,al,...,am - liczby catkowite,
Bk(X) - iloczyn boolowski postaci:
B (%) = l—| X Xk = H X Xk
ia, ib; ia, ib,
< i i . i i
ieC ieC
k
. k k . . k
gdzie OSai<bisMi+1 dla kazdego ieC, Ck=(ieC: bi—a
Xo =1 X un =0
i
.k . .k . . -
Jegli ai=0 i bi=Mi+l dla wszystkich ieC, to Ck=z i Bk(é) =1,

Wyrazenie (2.2.13) Jjest =zapisane w bardzo

skondensowane j

(2.2.10)

(2.2.11)

postaci

(2.2.12)

(2.2.13)

formie i

dlatego niekiedy pozyteczne jest dysponowanie bardziej bezposrednia postacig.

z kolei, zdefiniujmy zbiory indeksowe
ST P P < e k .k
Ck = {ieC: O—ai<biSMi), Ck
+ = = N N
Ck V] Ck V] Ck = Ck € C. Mozemy wtedy napisac

_9...

C; = {ieC: O<a

1.(<b1.(=M. +1},
1 p 8 1

= {ieC: 0<ai<biSMi}, ktére sg parami roztaczne i



B, (X) = [|_| X ][H X ][l_l X X ] (2.2.14)
k= iak ibk iak ibg
. i i, i i

Stosujac zasade wl czenn i wytaczedn do (2.2.7) 1lub (2.2.9) otrzymujemy
postaci Poincaré funkcji wJ, ktére sa szczegdélnymi przypadkami postaci

pseudo-wielomianowe j:

p ) = Z S |_| X4, 0 (2.2.15)
DSUJ ieC
Do ui(D)to
Py =1 - Z -1y 101+ |—| ii,di(mm' (2.2.16)
DSLj d %;?*M
D+@ i i

gdzie dla kazdego @#D<V
ui(D) = max(xi: xeD}, di(D) = min(xiz xeD}, ieC, |D| = card(D).

2.3. WskaZniki niezawodnosci

Proces stanu i-tego elementu cy ieC, jest procesem stochastycznym
(Xi(t)), gdzie dla kazdego gstalonego t=0, Xi(t) jest zmiennag losowg
przyjmujaca wartosci z Ki i reprezentujaca stan elementu ci w chwili t.
{X(t)} = ((Xl(t),Xz(t),...,Xn(t))), tYaczny proces stanu elementéw wyrazony
przez odpowiedni wektor. Proces stanu systemu jest procesem stochastycznym
(Xw(t)), Xw(t)ekw, reprezentujacym stan systemu jako funkcja =zalezna od
czasu. Z definicji funkcji strukturalnej ¢, dla kazdego ustalonego t,
X¢(t) = @(X(t)) odpowiada stanowi systemu w chwili t przy =zatozeniu, ze
wektor stanu elementdéw jest X(t).

Rozpatrzmy obiekt wielostanowy (system lub element) w przestrzeni standéw
K, = {0,1,...,M } i stochastyczny proces stanu {X (t)}. W zapisie tym dowolna

wielkosé Q. odnosi sie do elementu ci jesli < =i, lub do systemu, jesli

e =g,

_10_



Niech jEK.—(O) bedzie pewnym ustalonym stanem obiektu. Mdéwimy, ze obiekt
jest uszkodzony na poziomie j, je$li stan ten przyjmuje wartosci mniejsze niz
j; w przeciwnym przypadki méwimy, ze jest on w stanie poprawnego
funkc jonowania na poziomie j. Niech G? = (j,j+1,...,M') oznacza podzbidr
stanéw poprawnego funkcjonowania na poziomie j i B? ={0,1,...,j-1},
podzbidér standéw uszkodzenia na poziomie j. Dowolne przejscie ze stanu j do
stanu nizszego (tzn. przejscie G? - B?) nazywamy uszkodzeniem na poziomie j
(lub krécej, j-uszkodzeniem), i kazde przejscie ze stanu j-1 w gére (tzn.
przejscie B? — G?) nazywamy naprawg na poziomie j (lub krécej, j—naprawq)
(patrz Rys. 2). W ten sposé wskazZniki niezawodnos$ci poziomu j obiektu mogag
byé zdefiniowane podobnie jak wslazZniki dla binarnego przypadku [23, 45, 47].

j-failure
< N
Jj-failed states Bf Jj-success states G?
T 1 I 1
| ] | | | | | |
I 1 T i T I 1 |
o 1 2 V1§ g+ M -1 M,
\\ /z. _ | ¢ for system
Jj-repair

i for component <

Rys. 2. Podzial przestrzeni stanéw na poziomie j.

Rozpatrzymy nastepujace wskazZniki niezawodnosci zalezne od czasu

(niestacjonarne) dla kazdego poziomu j=1 obiektu:

R (J,t)

Pr{X (t)zj}, gotowo$¢ dla poziomu j,

Q,(j,t) = 1-R_(j,t), niegotowos$¢ dla poziomu j,
B CX,
F.(j,t) = Fr{e) = B),t}, czestotliwosé uszkodzer dla poziomu j,

. X
Ft(j,t) = Fr{Bf — G?,t), czestotliwo$é napraw dla poziomu j.

X
W niniejszym opracowaniu Fr{A — B, t} oznacza czestotliwo$¢ lub przejscie

ze zbioru stanéw A do zbioru stanéw B, w procesie dzilania {X (t)}, A,BsK ,

- 11 -



AnB=2, i jest definiowane w nastepujacy sposéb. Niech W (A — B,t) bedzie
oczekiwang liczba przej$é procesu stanu {X (t)} z A do B w przedziale
czasu (0,t]. W przypadku gdy W (A — B,t) jest absolutnie ciagle na [0,»), to

X
Fr{a -5 B,t} Jjest gestoscia W(A — B,t), tzn. dla dowolnego t>0:

t X
W (A — B,t) = J Fr{A — B,u}du. (2.3.1)
0

X
Z powyzszego wynika, ze Fr{A — B,t} = 'gf W (A — B,t) prawie wszedzie

w [0,0). Srednia liczbe j-uszkodzern i j-napraw obiektu bedziemy oznaczaé
odpowiednio przez W:(j,t) i WT(J,t):

t t
WG = [ FlGawa,  wig,e = [ Frowau. (2.3.2)
0 0

Bedziemy takZze rozpatrywaé stacjonarne lub graniczne charakterystyki

obiektu:

R, (j,o) = lim Pr{X (t)zj}, stacjonarna gotowo$¢ dla poziomu j,
t—+w

Q,(j,™) 1-R, (j,=).,, stacjonarna niegotowo$¢ dla poziomu j,

X .
F:(j,w) = Fr(G? — Bf,w), stacjonarna czestotliwo$é uszkodzeri dla poziomu

J»
+ AR
F (j,o) = Fr{B] — G,,»}, stacjonarna czestotliwoé¢ napraw dla poziomy j
X'
Dla dowolnego A,BSK , AnB=z, Fr{A — B,»} jest definiowana w nastepujacy
sposéb
Xo
Fr{A — B,o} = lim W (A — B,t)/t (2.3.3)

t—tw
(jesli istnieje).
X
Zauwazmy, ze w stacjonarnym przypadku isntnienie Fr{A — B,t}, tz0, nie

jest wymagane, tzn. nie jest wymagane, by funkcja W (A — B,t) byla
X
absolutnie ciggta. Ale jes$li Fr{A — B,t} jest dobrze zdefiniowana i ma

granice przy t—+w, to

_12_



X X
Fr{A — B,o} = lim Fr{A — B, t}. (2.3.4)
t—+w

Odwrotne stwierdzenie nie zawsze jest prawdiwe.

Zuwazmy tez, ze Iw:(j,t)—wt(j,t)ISI dla kazdego jeK -{0} i t=0. Dlatego

lim W_(§,t)/t = lim W (j,t)/t, . (2.3.5)
t—tw t—+w
i
F.(j,m) = F.(j,) =F_(j,m), (2.3.6)

tzn. nie ma réznicy miedzy stacjonarnymi czestotliwosciami uszkodzen i

napraw dla poziomu j.

Obiekt jest nienaprawiany, jesli proces stanu {X (t)} jest nierosnacy,
X, (t)zX (s) dla t<s, tzn. nie sa przeprowadzane z2adne naprawy korekcyjne

mogace poprawié¢ stan obiektu.

Niech T (j) = inf{tz0: X (t)<j} bedzie (losowym) czasem do pierwszego

uszkodzenia na poziomie j nienaprawianego obiektu, gdzie infe = +w. Zatem
R, (j,t) = Pr{r (j)>t} Jjest niezawodnoscia obiektu na poziomie j i
FI(J,t) = -5 R (J,t) Jest gestoscia t,(j), F,(J,t)At = Prit (J)e(t,t+at)}.

MTFF (j), $redni czas do pierwszego uszkodzenia obiektu na poziomie j, moZe

byé obliczony w zwykly sposdb:

00
MIFF (5) = [ R, (J,tat. (2.3.7)
0

Oczywiscie, w tym przypadku Ft(j,t) 0, F:(j,w) = Ft(j,m) = 0, i jesli
Pr(T.(J)<m)=1, to R.(j,m) = 0.
System Jjest nienaprawiany, Jjesli wszystkie Jjego elementy sg

nienaprawiane.
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2.4. Zalozenia

WprowadzZzmy dodatkowe oznaczenia (ieC, r,seKi, r#s):

Wis(t) = Wi((r} — {s},t), oczekiwana liczba przej$é elementu c; ze stanu r
do stanu s w przedziale (0,t], Wis(O) =0,

rs xi
Fi (t) = Fr{{r} — {s},t}, czestotliwogéé przejsé elementu c; ze stanu r do

stanu s w chwili t,

X,
F;S(w) = Fri{{r} — {s},} = lim W °(t)/t, stac jonarna czestotliwogé
t—+w
przejsé elementu c; ze stanu r do stnu s,

pir(t) = Pr(Xi(t)=r), prawdopodobieristwo tego, Ze element 4 jest w stanie r
w chwili t,
pir(w) = lim pir(t)’ graniczne prawdopodobieristwo tego, Ze element 4 Jjest

t—+eo
w stanie r.

Oczywiscie, dla dowolnego keK

.7
M,
1
R, (k,t) = Z p, (£), R (0,t) =1, tel0,w], (2.4.1)
r=k
k-1
Qi(k,t) = }: pir(t) = l—Ri(k,t), Qi(O,t) =0, tel0,wn], (2.4.2)
=
M k-1 k-1 M ,
Wl t) = Z Z WES(E), Wl t) = Z Z WS(t),  tel0,e), (2.4.3)
r=k s=0 r=0 s=k
Mi k-1 k-1 Ml
Fl(k,t) = Z F'5(t), Fiik,t) = Z Z F'S(t), tel0,ol, (2.4.4)
i i i i
r=k s=0 r=0 s=k
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W (0,t) = w;(o,t) = F (0,t) = F;(O,t) =0, tel0,w]. (2.4.5)

Przyjmijmy nastepujace ogélne zalozenia.

1. Procesy stanu (Xi(t)), ieC, elementdéw sg statystycznie niezalezne.
2. wgs(t) < o dla dowolnego te[0,w), ieC i r,ssKi, r#s.

Dla przypadku niestacjonarnego zatozymy, ze:

3. Dla dowolnego ieC i r,seKi, r#s, funkcje wgs(t) sa absolutnie

ciggte na [0,+w), co oznacza, ze istnieja czestotliwosci F;S(t):
rs . rs
WSt = I FT (u)du. (2.4.6)
i ol

Dla przypadku stacjonarnego zatozymy, ze:

4. Dla dowolnego ieC i r,seKi, r#s, istnieja nastepujace granice:

Lim WIS ()t = i (@) < w, (2.4.7)
t—+w
lim pir(t) = pir(w). (2.4.8)
t—+o
Wniosek . Niezaleznosdé (Xi(t)}, ieC, implkuje niezalezno$¢ wektora
proceséw (éi(t)) = ((Xil(t),XiZ(t),...,XiMi(t))). ieC, Xir(t) = Ir(xi(t))' W

szczegdlnosci, dla dowolnego r EKi binarne zmienne losowe Xir (t), ieC, sa

i
wzajemnie s-independent. Jednakze dla kazdego ustalonego ieC, xil(t)’ X.,(t),

r(t)in'r+1(t).

i2

. XiMi(t) sg zalezne, gdyz Xi

Jesli (Xi(t)) jest  homogenicznym procesem Markowa z macierzg

intensywno$ci przejs¢ A, = [ai;r,s: r,seKi], to

i
rs _ .
F.1 (t) = pir(t) a0 o (2.4.9)
. rs _ .
pir(m) = lim pir(t). F1 (o) = pir(m) T (2.4.10)
t—+w
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Ponadto, jesli {Xi(t)) Jest nieredukowalny, to prawdopodobieristwa pir(m),

reKi sa jedynymi rozwigzaniami liniowych réwnan systemu Ei.éi =0, pi-l =1,

gdzie p; = (p; (=): rek;), 1= 1(1,1,...,1), 0= (0,0,...,0).

3. OBLICZANIE WSKAZNIKOW NIEZAWODNOSCI

3.1. Wzory ogdélne

Obecnie wyprowadzimy ogdélne wzory dotyczace czestotliwodci, =zardéwno
zaleznych od czasu, jak teZ stacjonarnych, F;(j,t), F;(J,t), F;(j,w),
F;(J,m), gdzie j=1 jest zadanym stanem systemu.

Z zatozen 1 - 3 wynika [29,pp.598], Ze dla dowolnego te[0,w)

t
W.(3,t) = Z Z J-P(j,uli:r,s) WS (du), (3.1.1)
¢ 0 i
ieC r,seki
r>s
+ : rs '
Wt = Z Z _[P(j,uli:s,r) WS (du), (3.1.2)
% 0 i
ieC r,sek,
r<s
gdziee P(j,tli:r,s) = Pr(w(ri,g(t))ZJ) - Pr(w(si,g(t))zj), r>s, Jjest

prawdopodobieristwem tego, Ze system w chwili t jest w takim stanie x at, ze

(a) przejscie elementu c, ze stanu r do stanu s doprowadzi system do

i
uszkodzenia na poziomie j, lub réwnowaznie,

(b) Przejscie elementu c, ze stanu s do stanu r, spowoduje naprawe

i
systemu do poziomu j,

Oznacza to, Ze na podstawie (2.4.6) mamy

F;(J,t) = Z Z P(j,tli:r,s) F;s(t). (3.1.3)
ieC r,seK,
r>s
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F;(j.t) - }; }: PG, tliis,r) Fio(t), (3.1.4)

ieC r,seK,
r<s

Dizelgc (3.1.1) i (3.1.2) przez t i dazac t—+w, otrzymujemy [33]

F (e = E: }: P(j,0litr,s) FI%(), (3.1.5)
ieC r,sek,
r>S
R () = }: }: P(wliis,r) FiS(w), (3.1.6)
ieC r,seK
i
r<s

gdziee P(j,w|i:r,s) = 1lim P(j,tli:r,s).
t—to

Zauwazmy, ze ze wzgledu na to, iz Iw;(j,t)—w;(J,t)lsl, mamy F;(j,w) =
F (j,w).
i

Z kolei, jest oczywistym, Zze dla te[0,w]

R(Jt)— Z ﬂpix (t), Q(J t) = Z Hpix i (3.1.7)
xew ieC
J

er ieC

gdzie w; = {xeV: ¢(x)zj}, V} = {xeV: ¢(x)<j}.

Inne miary niezawodnos$ci zwigzane z Rw(j,m) i Fw(j,m) = F;(j,m) = F;(j,m)
sa nastepujace:

MUTw(j) = Rw(J,m)/Fw(J,w) - dredni czas powyzej poziomu j systemu (mean up
time to the level j of the system), tzn. $redni czas, przez ktéry system

przebywa w stanach nie gorszych niz poziom j =1,

MDTw(J) = Qw(J,m)/Fw(j,m) - dredni czas ponizej poziomu j systemu (mean
down time to the level j of the system), tzn. $redni czas, przez ktéry system

przebywa w stanach gorszych niz poziom jz1.
Je$li system Jjest nienaprawiany, to Rw(j,t) = w;(j,t), te[0,w), jest

niezawodnos$cig systemu na poziomie j, F;(j,t) = -'%YRw(j't) jest gestoscig
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prawdopodobiernistwa czasu do pierwszego uszkodzenia systemu na poziomie j i

+
F (j,t)=0.
® J

Wniosek 1. Wzory (3.1.1) i (3.1.2) s3a szczegbélnymi przypadkami ogdlnych
zaleznos$ci udowodnionych w [32, pp.597, (8)]. Wzory (3.1.3) i (3.1.4) sa
szczegdlnymi przypadkami z [32, pp.598, (10)].

W nastepnych czesciach niniejszego opracowania pokazemy, jak wskaZniki
niezawodno$ci systemu wielostanowego moga by¢ wyznaczane za pomoca binarnej

reprezentacji struktury ¢.

3.2. Zasada substytucji

Niech j=1 bedzie dowolnym ustalonym poziomem systemu. Poniewaz dla

wszystkich reKi, na podstawie (2.2.2),

plr;,X)zj iff (g (r),0)=1, (3.2.1)

gdziee (gi(r),é) = (X,, X X gi(r), X A N

1’ =20 TUUEi-1 Si+1’ =n

moZzemy napisaé réwnos$ci(3.1.3)+(3.1.6) w postaci

F () =Z Z Elp (g, (1), X9, (g, (51,01 -F}, (3.2.2)
ieC r,sekK,
r>s
F (3 =Z Z Ely, (g, (s):X)-p (g, (r),0)1-F}°. (3.2.3)
ieC r,sek,
r<s

Ponadto, ze wzgledu na to, ze ¢(X)zj iff wj(§)=1, i e(X)<j iff wj(§)=0,

mamy

R (j) = Elp.(X)], =1 - Elp.(X)]. 3.2.4
¢(J) [wJ(=)] Q¢(J) [wJ(=)] ( )

Niech ¢j bedzie dana w ogdélnej pseudo-wielomianowej postaci (2.1.12), 0<jSM¢.

_18_



Wtedy

m
oo K, . .k
Rw(J) = + Z @ |—| (Ri(ai) Ri(bi))’ (3.
k=1 iECk
m
CO ok, %k Ky o ok
F¢(J) - }: @ }: (Fr(ar) Fr(br)) [_] (Ri(ai) Ri(bi))’ (3.
k=1 reCk ieCk
i#r
gdzie znak ’'%’ stawiany jest zamiast '+ lub ’'-’, i Fi(o) = F?(Mi+1)
Ri(Mi+1) =0, Ri(O) =
Zauwazmy, ze dla wszystkich r<s, r,seKiu(Mi+l),
R. (r)-R, (s) = Pr{r=X,=s-1}, (3.
i i i
_ ~ X, X,
F|(r)-F](s) = Fr{[r,s-115[0,r-11} - Fr{[s,M;)>I[r,s-11}, (3.
+ + Xi Xi
Fi(r)—Fi(s) = Fr{[0,r-1]->[r,s-1]1} - Fr([r,s-l]—%[s,Mi]). (3.

X.
gdzie [0,-1] = M ;+1,M,] = o, Fr{A—3B} = 0 for A = o or B = o.

W takim razie rozsadnie jest zalozy¢ (i od tego miejsca tak zrobimy), ze

+ +
Jesli Ri(r)—Ri(s) =0, to0 F;(r]—F;(s) =0 (3.2.10)
dla wszystkich Osr<sSMi+1, ieC.

Zatem, ktadac a/0 = 0 dla dowolnego a, (3.2.6) moZzemy napisaé¢ w postaci
+
N Fi @)-F} (65)
F (j) = }: F}(R (a )= R (b )) }: — k ; (3
¢ R, (a;)-R, (b))
k=1 ie

_19_
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lub, stosujac (2.1.14), w postaci

m
o +
F () = E: o« B (R)F (J,B,), (3.2.12)

k=1

gdziee R = (Ri(r): ieC, reKi—{O)),

k k k k
B (R) = [[_] Ri(ai)]{[_] Qi(bi)][[_] (Ri(ai)—Ri(bi))], (3.2.13)

r + s - -

1eCk 1eCk leck
. Fr(a5) F: (0% F: (25)-FF (65)
+ i i ii il i i

F (J,Bk) = E < E e & é S S (3.2.14)
R, (a)) Q. (b)) R. (a,)-R, (b))
R . += 11 i
1eck ieC 1eck

Zdefiniujmy teraz tak zwane pseudo-intensywnosci:

Fi(r) Fr(r)
jegli R, (r)#0, 1 jesli Q. (r)=0,
A?(r) = { Ry0) ) ul(rf ={ ) . (3.2.15)
0 Jjesli R, (r)=0, 0 Jesli q (r)=0.

Zauwazmy, ze w przypadku stacjonarnym A;(r) = A;(r) = 1/MUTi(r), u;(s) =

n;(s) = 1/MDT1(r), gdzie MUTi(r) [MDTi(r)] Jjest $rednim czasem powyZej
[poniZzej] poziomu r elementu - Przy tych oznaczeniach wzdér (3.2.14) moze
byé napisany w postaci
+ k., * k
F;(a;)-F;(b,)
+ + +

F(J,B,) = AFES) - ) T - e A Ay (3.2.16)

k ii i1 k k

R. (a,)-R, (b,)

iec’ ieC, iect” 1P M1

k k k

Wzory (3.2.6), (3.2.11) i (3.2.12), ktére wydaj sie by¢ nowymi,wyrazaja
tzw. zasade substytucji i sa uogdlnieniem zasady substytucji otrzymanej dla
binarnych systeméw koherentnych [23, 45] (patrz Przyktad 4.1). Te wzory, w
przeciwieristwie do ogélnych wzordw (3.1.3) i (3.1.4), maja bardzo przyjemng
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wlasnos$é, ze na "wejsciu" i na "wyjsciu" sg tego samego typu wielkodci:
gotowosci i iczestotliwosci dla odpowiednich pozioméw.Ta cecha czyni te wzory
uzytecznymi w ocenie niezawodno$ci ztozZonych systeméw za pomoca techniki
dekompozycji modularnej (w [16, 19, 22] zamieszczone sa definicje dekom-

pozycji modularnej MMS).

Zwréémy uwage na podobienstwo wzoru(3.2.12), z Ft(j,Bk) wyrazong przez
(3.2.16), do odpowiednich wzordéw dla przypadku binarnego, szczegdlnie gdy C;_
= 2.

Stosujac (3.2.5) i (3.2.12) do wzoréw Poincaré (2.2.15) i (2.2.16),
otrzymamy uogdélnienie na przypadek wielowymiarowy wzordéw otrzymanych na

podstawie metody wlgczeri i wylaczen w terorii systeméw binarnych [23, 45]:

0 ., IDI+1
R,()) = Z (-1) I_’ R, (u, (D)), (3.2.17)
DSUJ ieC
D ui(D)=0
Fry) = Z (—1)“”'”[ ﬂ R.(u.(ID))][ Z f(u.(m)], (3.2.18)
) iti iti
Dguj ieC ieC
D+ ui(D)$0 ui(D)$0
L DI+
0,1 = Z (-1) ﬂ 0, (d, (D)+1), (3.2.19)
DSLJ ieC
D di(ID)¢Mi
o0 ., ID[+1 +
Fw(J) = E: (-1) [ [1 Qi(di(D)+1)][ }: ui(ui(D)+1)]. (3.2.20)
DSLj ieC ieC
Do di(ID)::Mi di([D):M1

gdzie dla dowolnego @#DsV

ui(D) = max(xi: EED), di(D) = min{xi: xeD}, ieC, |ID| = card(D).

- 21 -



3.3. Suma roziacznych iloczyndéw

Rozpatrzymy obecnie metode oceny niezawodnos$ci bazujaca na podziale zbioru
V; = {xeV: ¢(x)zj} lub jego dopelnienia W} = {xe€V: ¢(x)<j} na rozitgczne
wielowymiarowe kostki. Niech Cl’CZ""’cm' [Dl’DZ""'Dm’] beda niepustymi i
parami rozigcznymi szedcianami, takimi, zZe

. m B m
vi=Uc, Vv,= UD, (3.3.1)
J k=1 K I k=1
gdzie C, = {xeV: gksgsyk), D, = {xeV: gks§sgk). gksyk, gkfgk,
xk = (xk xk xk)
X 10X X )

Taki podzial mozna wuzyskaé za pomocg Jjednego 2z dwu algorytméw

opracowanych przez Avena [3] 1lub Abrahama, rozszerzonych na przypadek

wielostanowy.
Dla dowolnej kostki P = [a,b] = {xeV: a=x=b}, asb, zdefiniujmy iloczyn
boolowski:
B, (X) = ﬂ Xia i b = I_I Xio Xy b oape (3.3.2)
i i i i
ieC ieC

P

gdzie CP = {ieC: bi—ai<Mi).

Z (3.3.1) i (3.3.2) wynika, ze

m
0@ = Z B, (0, ¢, =1- Z By (3.3.3)

k=1 k=1

Jjest inng representacja ¢J, nazywana sumg rozigcznych iloczyndow, i jest ona
szczegblnym przypadkiem postaci pseudowielomianowej. Wyznaczenie R¢(j) oraz

+
F;(j) mozna przeprowadzié przez bezposrednie zasosowanie zasady substytucji.
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3.4. Dekompozycja liniowa

Dekompozycja (faktoryzacja) liniowa jest bardzo efektywnym narzedziem
stosowanym do oceny niezawodnos$ci systeméw binarnych, szczegdélnie sieci i
drzew uszkodzeri [23, 45]. Obecnie zaprezentujemy uogélnienie dekompozycji
liniowej na przypadek wielostanowy.

(i,r)

Niech ¢ (X) = w(ri,l) bedzie funkcjg strukturalng systemu z elementem

4 bedacym stale w stanie rEKl. Chociaz funkcja nie zalezy od Xi, traktujemy

Jja, dla wygody oznaczeri, jako funkcje wszystkich n zmiennych Xl,...,Xn.
Niech wgl’r) bedzie indykatorem poziomu systemu "zredukowanej" struktury
w(l,r)’ tzn.
(i,r)
T (X) = op(e, (r),X), (3.4.1)
wJ =) ‘pJ =i =
gdzie (gi(r),g) = (él’""éi—l'gi(r)’§i+l’""gn)’ X, = (Xil’XiZ""’XiMi)‘
Oczywiscie, i-te zmienne éi nie wplywaja na w;i,r)-
(i,r)

Zauwazmy, ze w(l’r)(g) = w(ri,Q) oraz ¢ (M) = w(ri,u), a wiec funkcja

strukturalna w(l’r)
(i,r)

w ogbélnym przypadku,nie spefnia warunku (b) w (2.1.1),
konkretnie ¢ przyjmuje wartogci ze zbioru K;i’r) = (w(ri,g). .
w(ri,ﬁl). Pomimo tego, wszystkie wzory dotyczace obliczania wskaznikéw

niezawodnosci sa poprawne.

Nastepujace relacje, zwane dekompozycja liniowa funkcji ¢ i wj ze wzgledu

na element c,, sg dobrze znane [6, 16, 18]

i
X) =) I o (x) (3.4.2)
et (Xizr) =7 T
rek,
i
_ . o (i,r)
¢J(§) = }: (Xir Xi,r+1) ¢ (X), (3.4.3)
rek,
i
gdzie I(Xi=r)=1 if Xi=r, =0 if Xi¢r,

_23_



(i,r)
4

Parametry niezawodnosciowe struktury bedziemy oznaczaé¢ przez

(i,r)

. " - SR R - . . .
Rw(J|l,r] = R (i,r)(J) i Fw(Jll,r) = F (i’r)(J). Jesli ¢j jest
4 [
(i,r) _ (i,r) _ . o
zdegenerowana, tzn. ¢j =1, 1lub wj = 0, to nie ma przejscia w
zredukowanej strukturze w(l’r) miedzy zbiorami {O,...,j-1} i (j,...,Mw}, a

(i,r)

zat R (jli,r) = ¢, 0.
em ¢(J| ?;

+
and F (jli,r)
(le

Analogicznie jak dla systeméw binarnych, zachodzg nastepujgce réwnosci dla

dowolnych ieC i 0<jSMw:

R¢(j) = }: (Ri(r)-Ri(r+1))'Rw(jli,r)
rek,
1
M.-1
&
= Qi(l)'Rw(J|i,0) + }: (Ri(r)—Ri(r+1))'Rw(jli,r)
r=1
+ Ri(Mi).Rw(Jll’Mi)’ (3.4.4)
+ . & ¢ <13 o . x PO
Fr) = ) (IR, 015008, (518, r-DIF (04 R, ()R, (o] (5 11,10)

rek,
i

L}

S
Qi(l)F¢(JI1,0)

M. -1
0. +
+ Z [[R«)(jli,r)—Rw(jIi,r—l)]FI(r)+[Ri(r)—Ri(r+1)]F(;(jli,r)]

r=1
s 1% - - -
+ [R¢(J|1,Mi) R,y (JIL,M-D]F (M) + Ry (M)F (J11,M4,), (3.4.5)
gdzie Rw(jli,—l) =0

W przypadku systeméw binarnych wzory (3.4.4) oraz (3.4.5) redukujg sie
do dobrze znanych réwnosci [23, 47]
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Ro = % Rpx=0) * RiRpox =1

+ + +

+ & + +
0= % o0 * ®ox,=1) Fox =01 Fi ¥ By Fyrx =10

4. PRZYKLADY

W niniejszym rozdziale zostang przedstawione dwa przyktady zastosowania
metod boolowskich do oceny niezawodnos$ci monotonicznych systeméw
wielostanowych (MMS). Ograniczymy sie do rozpatrzenia jedynie poziomu

systemu j=1. Obliczenia dla innych pozioméw systemu sa podobne.

Przyklad 4.1: metoda substytucji i metoda sumy roziacznych iloczyndéw

Rozpatrzmy MMS MMS <C,KW,K1,K2,w>: C=(c1,02}, K¢={0,1,2,3),
K1={0,1,2,3}, K2=(0,1,2}, z funkcjg strukturalng ¢ dang przez przez wartosci

tablicy (Rys. 3).

1

Rysunek 3. Tablica wartos$ci funkcji ¢ do Przykladu 4.1.

Z tablicy wynika, 2ze zbidér minimalnych $ciezek dla poziomu 1 jest

nastepujacy: U1 = {(0,2), (1,1), (2,0)}, a zatem z (2.2.7)

0 = Xop VX Xy VK, (4.1)

(patrz Rys. 4).
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Rysunek 4. Schemat blokowy dla 2

Na popdstawie metody wiaczen i wytaczen otrzymujemy

g}

X

X

X

22 * X

22 * X

+ X

22

=X

Na

R (1)
14

%

11X22

g * X

11%21

11X21

11X21

+ X, . X

11721

11X21x22

+ X

12

+ X

12

+ X

12

+ X

+ X

T XpoXi1%o1 T XX T X% Xy
(z tego, ze Xir. .

= Xp1%on T Kpp¥on T XK Xy,

T X% T X%

12221

12221'

Ql(l)Rz(Z) + Rl(l)Rz(l) + Rl(Z)Qz(l)

RZ(Z) + Rl(l)(Rz(l)—Rz(Z)) + R1(2)QZ(IL

+
Z metody substytucji (3.2.12) dla F;(j) otrzymujemy

t ot
Fw(l) = FZ(Z) + Rl(l)RZ(l)[

R

- 26 -

podstawie metody substytucji (3.2.5) dla Rw(j) mamy

X

* XpoX11%01%15

22

R2(2) + Rl(l)RZ(l) + R1(2) - Rl(l)RZ(Z) - R1(2)R2(1)

- Xi,max(r,s))

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.2a)

(4.3a)

(4.4a)



(1)
- R1(2)R2(“[ R, "R, ]

+ F(2)
Fl(l) 2(2

Q1(1)R2(2)[— A 0 ] + Rl(l)RZ(lJ[ R(D R,

Fi2)  Fy(1)
* R1(2’Q2“)[ R (2 ~ o, ]

—_

Fr(y  Fra-Fi)
1 2(1)- 2 ]

+
Fi2) + Rl(l)(RZ(l)—RZ(Z))[ AW ¢ RTRD

Fi2)  Fi(1)
! R1(2)Q2(“[ R,@ M ]'

lub réwnowaznie, z (3.2.16)

+ _ + + +
F (1) = Ry(2)2,(2) + Ry (DR, (1) (A7 (1) + 25(1))
+ : +
+ R (2)A7(2) - Ry(1R,(2) (A (1) + a5(2))

+ +
- R, (2)R, (D) (A](2) + A5 (1))

>(2)

+
Q (1R, (2) (- w (1) + A

11t +
+ R (DR, (1D (A] (1) + a5(1))

+ +
+ R (2)Q,(1) (A](2) - p,(1))

f-Fr2)
FZ 1)—F2 2

+ +
R,(2A%(2) + Rl(l)(RZ(l)—RZ(Z))[ HOR

+ t
+ R (2)Q, (1) (A (2) - py(1)).

R2(1)—R2(2)

(4.2b)

(4.3b)

(4.4b)

(4.2¢)

(4.3c)

)

(4.4c)

Zbidr WI = ((xl,xz): ¢(x1,x2]=1) moze byé¢ podzielony na roztaczne kostki w

réznoraki sposéb. Podzial ?1 (patrz Rys. 5):
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w‘{ = [(0,2),(0,2)] v [(1,1),(3,2)] u [(2,0),(2,0)],

wedtug (3.3.2) i (3.3.3), prowadzi do postaci SDP

X, X, X X

x|

?1 = X10%11%22%23 * X11%14%01%23 * *12%14%20%01
(przez X10 = X20 =1, X14 = X23 = 0)
= X1Xpp * Xp¥p * Xpp¥ope
co daje identyczny rezultat jak (4.3).
S —— .
2 1| [(0,2),(0,2)] — §
—\ i =
X, 1]o0 [(1,1),(3,2)] — &
// =
ojo|o ZZE [(2,0),(2,0)] — Z
¢ 0 1 2 3
-
° X

1

Rysunek 5. Podzial T1:WI=[(O,2),(0,2)]u[(1,1),(3,2)]U[(2,0),(2,0)].

Podobnie, podzial ?2 (patrz Rys. 6):

W; = [(0,2),(3,2)] v [(1,1),(3,1)] v [(2,0),(3,0)]

prowadzi do (4.4).

[(0,2),(3,2)] —

/A

[(1,1),(3,1)] —

[(2,0),(3,0)] —

A

Rysunek 6. Podziatl ?2:W1=[(0,2],(3,2)]u[(1,1),(3,1)]U[(2,0),(3,0)].
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Pokazemy, 2e korzystajac z minimalnych przekrojéw L1 poziomu j=1
otrzymamy te same wyniki. Z Rys. 3 otrzymujemy: L1 = {(0,1), (1,0)}, a na

podstawie (2.1.9) (patrz Rys. 7)

Rysunek 7. Reprezentacja minimalnych wektordéw funkcji ¢ -

o =1 -9 = X, X, vX ? (4.5)

(na podstawie metody wiaczen i wytaczen)

= X11%00 * X10%01 T X0 %X0%

< |
=<

(na podstawie zaleznosci X, ‘X, =X. . )
ir “is i,min(r,s)

11%22 * *12%1 ™ X% (4.5)

x|
><I
< |
x|
x|

a zatem

¢, = 1= (X11X22 + X12X21 - X11X21) (4.7)

Korzystajac z elementarnych zasad algebry moZna pokazaé, ze (4.7) i (4.2) sa
ekwiwalentne, Jjednakze zastosujemy zwykla procedure odracania  §
minimalizacji:
01 = X11%0n V X%
(zasada de Morgana)

= (Xlle )A(X12VX21) = X“X12 \ X“Xz1 v X22X12 v x22X21

(z zaleznosci X, -X. = X. )
ir “is i,max(r,s)

= Xp VX% VXX vV Xy

(z tego, ze X11X21 12X22 wynika X“X21VX12X22 X11X21)
=X v X, .X v X

12 11721 22’
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tzn. odwrécilidmy reprezentacje z uzyciem minimalnych przekrojéw (4.5) do

reprezentacji z uzyciem minimalnych $ciezek (4.1)

Stosujac metode substytucji do (4.7), otrzymujemy

R,(1) =1 - [0,(1)Q,(2) +Q,(2)Q,(1) - Q, (1, ()], (4.8)

+ : ] + t k-
F (1) = - [, (1)Q, (2) (-1 (1)-p; (2)) + Q(2)Q, (1) (-p; (2)-p;, (1))

t *
= Q (10, (1) (-uy (1) -, (1) ]

- - * - +
Q, (110, (2) (1} (141, (2)) + Q, (2)Q, (1) (k] (2)+u; (1))

+ +
- Q(1)Q, (1) (y (D)4 (1) (4.9)

Nie jest trudno sprawdzié, ze (4.8) i (4.9) sg ekwiwalentne z - odpowiednio -

(4.2a) i (4.2c).

Przykiad 4.2: dekompozycja liniowa

Rozpatrzmy MMS postaci: <C,K¢,K K ,K3,¢>: C=(cl,cz,03), KW=(0'1'2'3)'

1"72
K1=K2=(0,1,2), K3=(0,1,2,3), z funkcjg strukturalng ¢ dang przez minimalne

$ciezki:

u, = {(1,2,1),(2,1,1),(0,1,2),(1,0,2), (0,0,3) },
U, = {(1,1,2),(0,1,3),(1,0,3)},
U, = {(1,2,3),(2,1,3)}.
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X2 %21 1 %a1
7 1R
X1 X3
X33 X33

Rysunek 8. Dwa réwnowazne schematy blokowe struktur 2%

Mamy (patrz Rys..8)

9 = X1 %0Xay v X X001y V XpiXgp V X Xy Vv Xg5e

Stsosujac zasade wtaczeni i wylaczen otrzymujemy

01 = X XoXay * X X0 Xyt XpiXgp * XXy * X5

- X X, . X,.X X, . X

= X p%o0X 12%21%32 7 *11%21% 52 ~ ¥11¥s3

12522531 7 *11%20% 32

= X51%a3 * X pXp0Xg * X%y Xage

(4.10)

(4.11)

+
Obliczenie Rw(l) i F;(l) Jjest teraz Yatwe i pominiemy je (wyrazenia sa

raczej dlugie w zapisie).

Zapiszmy (4.11) w postaci

- X X,,) X

01 = (X Xon * XX~ Xp%p0) Xy

+ (X, +X X,, - X, X,, - X X, +X ,X,)X

21 11~ ¥11%2 12721 11721 127227 " "32

=X T Xy X %py) Xy

Zastosujemy teraz metode dekompozycji liniowej wzgledem elementu o

(4.12)

3

Warstwy (ze wzgledu na stany elementu c3) tablicy wartos$ci struktury ¢

pokazano na Rys. 9.
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X.=0 X, =1 X =2 X =

N [[ojojo
>
€ [[O|=|N
N o=
€ [|O]|=N
N =N N
e
€ [[O|=|N
O = NN W
= ININ| W
NN W W

€ O]

N

N
N
N

Rysunek 9. Warstwy tablicy wartosci funkcji ¢.

Z powyzszej tablicy bezpoéredniowynika, ze (patrz Rys. 10)

(3,0) _
0% =0,
e X X VX XK. =X X, +X. X.-X.X
1 11%22 ¥ X12%01 T X %op XKy T KoKy
L (4.13)
(3,2) _ _ _
¢ = X1 VX T X Y Xy T X%y
(3,3) _
0,0 =1,

i dalej, na podstawie (3.4.3), dekompozycja liniowa struktury ¢, ze wzgledu

na element Cqs prowadzi do zalezZnosci (patrz Rys. 10)

B (3,0) (3,1) (3,2) (3,3)
¢y = XypXgy)0 * (X5 Xp)e * (XgpXg3)e * Xz Xy e
= (X X)) (X X504 5%01 7% 0%00)
+ (X32 33)(X X11X21) + X33, (4.14)

co jest zgodne z (4.12).

- 32 -



Rysunek 10. Dekompozycja liniowa struktury wl ze wzhgledu na c
( ir = Xir, e.g. 11 = xll’ 21 = le )

Stosujac metode substytucji do (4.13) otrzymujemy

R (113,0) =0, R (113,3) =1,
14 12

Rw(1|3,1) Rl(l)RZ(Z) + R1(2)R2(1) = R1(2)R2(2),

_33_
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R,(113,2) = R,(1) + R, (1) - R, (1)R,(1),

+ +
F(113,0) = F (113,3) =0,

¢ ¢

+ _ t + Ex *
F,(113,1) = R, (1)R,(2) (A] (1)+25(2)) + R, (2)R, (1) (A} (2)+a; (1))

k4 2 k4
- R, (2)R,(2) (A} (2)+25(2))

: = R, (1AS(1) + R, (1A]( TS (1)

F,(113,2) = R, (1)1, 1 (DAT(1) - R (1R, (1) (A7 (1)+a5(1)).

W ten sposdéb wzory (3.4.4) i (3.4.5) na dekompozycje¢ liniowg daja

R,(1) = (Ry(1)-Ry(2)IR (113,1) + (Ry(2)-Ry(3)IR,(113,2) + Ry(3),
) oy 3,r)-R (113 = )R, (r+1)]FE(113,1)
F (1) = rgo[[Rw(ll »)-R (113, r-D]F5(r) + [Ry(r)-Ry(r+D)]F (113,r ]

+ +
R,(113,DF3(1) + (Ry(1)-Ry(2))F (113,1)
2 :
+ (R (113,2)R (113,1)F3(2) + (Ry(2)-Ry(3))F(113,2)
+ (1-R (113,2))F (3). (4.15)
"] 3

Z drugiej strony, stosujac zasade substytucji (3.2.12) do (4.14),
otrzymujemy

+ +
FZ(1)-F,(2)

+ _ _ + + 3 3

F (1) = (Ry(D) R3(2))[Rl(l)Rz(z)(A1(1)+A2(2)+7§;(frqigczr)

+ ko
F-(1)-F(2)
+ E: 3 3
+ Rl(2)R2(1)(A1(2)+A2(1)+Tﬁﬂijfﬁgffr)

+ + 2
- Rl(z)RZ(z)(Al(2)+A2(2)+-§5777:ﬁ‘T§7“)

+ +
F,(1)-F,(2)
o)

. Fa(2)-F33)
+ (R3(2)-R3(3))[R2(1)(A2(1)+iigﬁzrqi;§j.)
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+ +
Fy(2)-F5(3)

+
+ R (D) (AT ()4 ==
1 1 R,(2)-R,(3)

+ s
F1(2)-F(3) ]

* +
= Rl(l]Rz(l)(7\1(1)+7\2(1)+W)

5 o
+ R3(3)A3(3), (4.16)

co, Jjak nietrudno sprawdzié¢, jest rdéwnowazne =z (4.15). Zastosowanie

zaleZnodci (3.2.12) do (4.11) takze prowadzi do identycznego wyniku.

5. WNIOSKI

Pokazalismy, Ze szeroko znane metody dotyczgce systeméw binarnych moga by¢
z powodzeniem stosowane do analizy monotonicznych systeméw wielostanowych.
Otrzymaligmy wiele wzordéw stuzacych do obliczania czestotliwodci uszkodzer i
napraw systeméw MMS: : z wykorzystaniem metody substytucji (3.2.6), (3.2.11)
i (3.2.12), z zastosowaniem metody wlaczen i wylaczen (3.2.18) i (3.2.20), i
z zastosowaniem dekompozycji liniowej - wzdér (3.4.5). Sg to prawdopodobnie
nowe wzory. Ze wzgledu na to, Ze wymienione wyzZzej wzory charakteryzuja sie
tym, ze wielkos$ci na "wejs$ciu" i na "wyjéciu" maja ten sam charakter, to moga
by¢ one wykorzystywane w sposéb rekursywny, co umozliwia analize zYozZonych
systeméw modutami (krok po kroku). Binarne pode j$cie do analizy MMS jest
zilustrowane dwoma prostymi przykladami, kt2ore pokazuja, Ze istniejace juz
binarne algorytmy - po pewnych modyfikacjach -moga by¢é stosowane do

monotonicznych systeméw wielostanowych.
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