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W pracy [3] przedstawiono nowa definicje mediany okreslona dla uporzadkowan,
omoéwiono tez wybrane wiasciwosci tak zdefiniowanej mediany. Zagadnienia zwiazane
z wyznaczeniem tej mediany przedyskutowano w pracach [1, 2]; zaproponowano rowniez
algorytmy heurystyczne mogace uproscic jej wyznaczanie.

W zadnej z wymienionych prac nie dokonano jednak pelnej analizy wiasciwosci
omawianej mediany, zwanej dalej mediang Litvaka. Podstawe definicji mediany Litvaka
stanowi pojecie wektorow preferencji okreslonych, jak nastepuje.

Zatozmy, ze dany jest zbior uporzadkowan P={P' __ PX} zbioru obiektow 7= {0y, ...0,}.
Dla uporzadkowania P* (k=1, ..., K) tworzymy wektor preferencji TT* = {mf} (i=1,...,n), gdzie
T} - liczba obiektow poprzedzajacych obiekt O; w uporzadkowaniu P*. Oczywiscie

0<T <n-1. e))
W uporzadkowaniach P* (podanych przez ekspertow) moga wystepowaé obiekty

rOwnowazne.

Przyklad 1.
Dane jest uporzadkowanie 6 obiektow P = {O,, Os, (), Og), O4, Os}", wektor preferencji ma

dla tego uporzadkowania posta¢ T=(2, 0, 1, 4, 5, 2).

Przyjmiemy teraz, ze jest dane uporzadkowanie P (traktowane jako odniesienie),
w ktorym obiekt O; zajmuje pozycje j. Zakladamy, ze w uporzadkowaniu P nie wystepuja
rownowaznosci. Liczba obiektow poprzedzajacych ten obiekt w uporzadkowaniu P
(oznaczymy ja przez T™) jest wigc rowna j-1. Zatdézmy, ze dane jest uporzadkowanie P
o postaci

0,.(0,,0,)....(0,.0, .0, ).... @

jn 2
zawierajace grupy obiektow rownowaznych, gdzie f— liczba obiektow w grupie, f=1,...,n oraz
vrliczba grup o licznosci f.
W przypadku, gdy nie ma obiektéw rownowaznych f=1, vi=n. Wektor preferencji ma w tym

przypadku postac¢
TT= (T4, ..., T) (3)

przy czym

" W nawiasach ujgto obiekty rownowazne



S o 0+(n—l)n: n(n—l)‘
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Jezeli wystepuja grupy rownowazne, to
Z m < n(n - 1)

przy czym zachodzi zwiazek

éna +fz;: f(fz— 1) w*o= n(n2— 1) ’
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Przyklad 2.
Wektor preferencji ma postac¢
6
n=(0,2,0,3,3,5), > 7 =13,
i=1
Mamy dwie dwuelementowe grupy obiektow rownowaznych, czyli

26: f(f— Dy -, 2(22—1) .

skad

6
Y +2=13+2=15

_6(6-1)
=

Przyklad 3.

6
Wektor preferencji ma postaé n=(51,1,1,0,1), ) ®=9.
i=1

Wystepuje jedna czteroelementowa grupa obiektow rownowaznych, czyli

6 6 — . —
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W pracy [1] wykazano, ze przy wyznaczaniu mediany Litvaka podstawowa role

odgrywaja wspotczynniki pf@ definiowane, jak nastgpuje

p:‘(l) ’n(l) TC|

(13)



Wspotezynniki te okreslaja roznice migdzy danym uporzadkowaniem P (nazywanym
uporzadkowaniem referencyjnym) a uporzadkowaniem P* k=1,..,, K, rozpatrywana z punktu
widzenia obiektu O;, i=1,..., n, przy zalozeniu, ze w uporzadkowaniu P obiekt O; zajmuje
pozycje j =1...., n).

Wspotczynniki p*@ dla danego i (i=1,...,n) tworza wigc macierz [ pf’ ] o wymiarach K x n;
macierzy takich jest n.

Nalezy podkreslié, ze przy takiej definicji wspotczynnikow pr zaklada sie, ze
w uporzadkowaniu referencyjnym P nie wystepuja obiekty rownowazne; stad j=1,..., n.

k(j)

Jezeli zsumujemy wspotezynniki p*@ wzgledem k, otrzymamy n® wspétczynnikow p!

tworzacych jedng macierz o wymiarach n x n

ji=1 ... n
i=1[p® ... p®™ TR T
" . P|' pl. , gdzie p® =" k0 (14)
[pi"1= ¢ | ¢ : =
i=n pg) - p“)
Jezeli ustalimy wartosci p{ takie, ze p? = min p?, (15)

to macierz [ p{’ ] mozna zastapi¢ macierza [ 5 ] o wymiarach n x n

=1 ... n
i=1[8" ... &™ o o
e
i=n| 8" ... &™

Nalezy podkresli¢, ze definicje wspotczynnikow pf® (13) oraz p? (14) wskazuja na ich
specyficzny charakter.

Wprowadzimy do rozwazan dwie macierze T i L, gdzie

0 1 2 ... n-1|1 pozycaj=1
0 1 ... n-2(2 pozycjaj=2
T=[t,]= : : i ; 17
n-1 n-2 n-3 ... O |n-tapozycjaj=n
0, O, o,
1|| 112 lln (18)
L:[ISI]: E ’
lnl ll'|2 lnn

gdzie ;i — liczba ekspertow, ktorych zdaniem obiekt O; jest poprzedzany przez (j-1) obiektow.



W przypadku uporzadkowan, w ktorych nie wystepuja obiekty rownowazne, ljj oznacza liczbe

uporzadkowan, w ktorych obiekt O; zajmuje pozycje j.

Oczywiscie
K . . k —F_ &
I, =>2% gdzie z}= b Jezeli 76 =1 oraz Y1, =K". (19)
p 0 w pozostalych przypadkach =
Latwo zauwazy¢, ze
(P 1=[t; 10,1 (20)
czyli p®? ="t 1,1, j=1,..,n 21
s=1

Ponizej zostanie podany przyktad wyznaczania powyzszych wielkosci przy zalozeniu, ze n=6

oraz K=10.

Przyklad 4.
Zalozmy, ze jest dany zbior uporzadkowan podanych przez 10 ekspertow, P=(P', .., P'"}.
Zadaniem ekspertow bylo uporzadkowanie zbioru 6 obiektow 7= {0, Oy, O3, O4, Os, Og}.

Uporzadkowania podane przez ekspertow sa jak nastepuje:

P' = {(02, Og), (04, O3, 04, Os)} n'=(2,0,2,22,0)
P? = {Og, (03, O4), Oy, (Oz, Os)} n’=(3,4,1,1,4,0)
P’ = {0y, O4, Os, (03, O4, O5)} =Q1,03,3,3,2)
P*= {0y, O3, (04, Os), (O4, O6)} w=(2,0,1,4,2 4)
P® = {Os, 04, (04, Og), 03, 03} mw=(2541,002) (22)
P® = {0y, Og, (02, 03, Os), 04} m=(0,2,2521)
P” = {(Oz, 0, 04, 05), Og, O1} ' =(5,0,0,0,0,4)
P* = {0}, (02, Os), (O3, Os, Og)} w=(0,1,3,3,1,3)
P’ = {0,, 03, 04, Os, (01, Og)} m’=(4,0,1,23,4)
P'’={0, (Oy, 03, 04, Os), Og} w'’=(0,1,1,1,1,5)

! Suma elementéw w kazdej kolumnie macierzy L wynosi K, suma w wierszach nie jest stala. W Dodatku 1
podano wzory okreslajace te sumy.



Macierz L ma postac¢

0, 0, 0, 0, O, O, >,
i=l
(3 5 1 1 2 2] s=1 14
1 2 4 3 2 1| s=2 13
R 2 2 3 2| s=3 13
1 0 2 2 2 1| s=4 8
1 1 1 1 1 3| s=5
1 1 0 1 0 1] s=6

Macierz [p{”] wyznaczona zgodnie z wzorami (13), (14) jest, jak nastepuje

(19 15 13 17 23 31] 118
13 13 17 23 29 37| 132
18 10 10 14 22 32| 106
22 14 12 14 20 28| 110.
18 12 10 14 22 32| 108
25 19 15 15 17 25| 116
115 83 77 97 133 185 690

[o"1=

(23)

24

Minimalne elementy w kolumnach macierzy [p®¥’]wyrézniono pogrubieniem. Z prawe;

strony macierzy [p®’] podano sumy elementéw w poszczegolnych wierszach, a ponizej

macierzy [p®] sa podane sumy elementéw w poszczegolnych kolumnach.

Macierz [57] (16) jest wigc, jak nastepuje

(6 5 3 3 6 6]

0 37 9 12 12

(597 5 000 5 7
9 420 3 3

5 200 5 7

129 51 0 0]

Analizujac posta¢ macierzy T (17) fatwo stwierdzié, ze

u 0+(n 1) n(n—l)

Ztﬂ 2

" 0+(n-2) n’-3n+4

z:p_-————4 “D+l=—" "

o 0+(n-3 n’-5n+12
Z 5= ( )( 2)+3:———2

(25)



Z“:‘,a—(”(n a)( a+l)+0+(;1—1)a=nz_n(2a—1)+2a(a_1)

2

Dty -2, =(n-a)a-1).
j=1 j=l
Stad wynika, ze dla a=b+1
2t =2ty =b=b-1,  b<
= j=1
oraz dla a=n-b

n n n
Dty =Dty =bn—=b-1), bsE.
j=1 =1

(29)

(30)

(€3]

(32)

n
Z przytoczonych zaleznosci bezposrednio wynika, ze wartosci sum ths zaleza wylacznie

od norazs.

Na podstawie wzoru (21) mamy

S0 S5 -3(Se

j=l s=1

Dla danego n wyrazenie (33) zalezy wigc wylacznie od I (s=1,..., n).

Przyklad 5.

Dla n=6 mamy

66-1)_1s. ¥ : g
=TS Mt =1s-4s1h X, =15-6=9
=

=

t.

i

M

T

6 6
t,=15-6=9; Yt =15-4=11 Dt =15-0=15

= =

M-

J

A zatem

6
3PP =150+ 11y +9-15, +9- 1, +11-1g, +15-1 ;.

=l

(33)

(34

(35)



Przyklad 6.
Macierz L z przyktadu 4 ma postac¢

0, 0, 0, 0, O, O,

3 5 1 1 2 2|14

1 2 4 3 2 1|13

3 1 2 2 3 2|13
L=l 0 2 2 2 1s

1 1 1 1 1 318

11 0 1 0 1/4

10 10 10 10 10 10 60
Mamy zatem

6
> pP=15-3+11-1+9-3+9-1+11-1+15-1=118

3=

6
> pP =15-5+11-24+9:1+9-0+11-1+15-1=132

=l

6 =
> P =15:1+11-:4+9-2+9-2+11-1+15-0 =106

=l

6
> pP =15-1+11-3+9-2+9-2+11-1+15-1=110

=1

6
D PP =15-2411-249-3+9-2+11-1+15-0=108

=l

6 .
> PP =15-2411-149-2+9-1+11-3+15-1=116

=1
co potwierdzaja sumy w wierszach macierzy (24).
Z zaleznosci (21) wynika rowniez, ze

i=l s=

Przyklad 7.
Dla macierzy L (23) z przykladu 4 mamy

6 6 6 6 6 6
Yhi=14 D, =13, Yl =13; Y1, =8 Dl,=8 >l,=4,
i=l i=1 i=l

i=1 i=1 i=l

skad

(36)

G7

(3%

(39



6

3 p® =0-14+1-13+2-13+3-8+4-8+5-4=115
i=l

6

3 p® =1-14+0-13+1-13+2-8+3-8+4-4 =83
i=1

6
3 p® =2.14+1.134+0-13+1.8+2.8+3.4=77
- (40)
35 =3-1442-13+1.13+0-8+1.8+2.4=97

6
> p® =4-14+3-13+2.13+1.8+0-8+1-4 =133
i=1
6
3 p® =5-14+4-13+3-13+2.8+1-8+0-4 =185
i=l

co potwierdzaja sumy w kolumnach macierzy (24).

Na podstawie wzoru (30) mamy
St =2t —(n=s)s-1), @an
i =

skad biorac pod uwage zaleznos¢ (26) i (33) otrzymujemy

>~ a-s)s-1), 2)

s=1

n(n-1)
2

_ Z @lﬂ S (-8)s- D), =

- “(“2" ) K—é(n—s)(s—l),i

Przyktadowo dla n=6 mamy

6
prj) =15K -4l -6l,, -6l -4l =15K -4(l,; +15,)-6(1,; +1,,). (43)

=1
Jezeli n jest parzyste, to najmniejsza warto$¢ wspotczynnikow przy li uzyskujemy dla s = g .

Mamy wtedy z wzorow (29) i (42)
M_(n_ﬂ 3_1J=£"(_";1):M=£ (44)
2 2N2 4 4
62
Przyktadowo, dla n=6 mamy iln 9.
Jezeli n jest nieparzyste, wowczas najmniejsza warto$¢ wspolczynnikow przy I uzyskujemy

_n+l

dla s= . Mamy wtedy



n(n~])_(n_LHJ(LH_lJ= 20(n-1)-(n-1)° _(n-D(@n+1) 4s)
2 2 N2 4 4

Dla n=5 wartos¢ tego wspotczynnika wynosi w =6

Przy n — parzystym wyrazenie Zp") mozna zapisa¢ w postaci (po wyodrebnieniu z kazdego

=1

2
wspotczynnika sktadnika n? ):

me Z +Z[“(“ D _(n-s)s- 1)] _"T Z["(n 2 (n-9)s- 1)] (46)

s=1 s=1

Przykiadowo, dla n=6 mamy
Zp"’ =9K +6l,, +21,, +2l; + 6l =9K +6(1,, +1,)+2(1,; +15,) . 47)

ZZp(’) Z["(" Dg - Z(n s)(s— 1)1,,] n (" oDy Z(n s)(s— 1)21,,. (48)

i=l j=1 i=1

Dla rozpatrywanego przyktadu n=6 mamy

ZZP(J) =15-6-K- 42(12. +l5) - 62(13. +1g). (49)
i=l =1

Dla danych z przyktadu 4 mamy

6 6

373 p? =15-6-10~4-(13+8) — 6- (13 +8) = 900 84 —126 = 690, (50)

i=l j=1

co potwierdza suma wierszy lub kolumn macierzy (24).

Z definicji (20) bezposrednio wynika, ze

PP ==l + G =2y +owe+ 11y, F0-1+ 11,y +o+ (=L 51

Latwo zatem wykazac, ze

P +pY =(-DK+22 (s jl,; . (52)
s=l+)

Mamy zatem dla j=n

PO +p®™ = (n-1K . (53)

A zatem

suma pierwszego i ostatniego elementu jest dla kazdego wiersza macierzy [p] taka

sama i wynosi (n-1)K.



Przyklad 8.
Dla danych z przyktadu 4 mamy

p”)+p(6)_(6 l) 10=50 (54)
PP +pP =(5-1)- 10+2Z(s 5),, =40+2l, =40+2-1-0=40 (55)
p +p{? = (4-1)- 10+2Z(s MHl, =30+2l,+2-21,=30+2-1+2-2-0=32 (56)

(n=j#l)

Wykorzystujac definicje (17) i (20) mozemy okresli¢ postac p;

P = (n =l +(n—j—=Dly +... 411, 5 +0-1 1 gy +ee G DI (57)

(n—j+1)i
Wzory (51) oraz (52) pozwalaja okreslic sume¢ wspotczynnikow p? oraz p" i

odpowiadajacych przeciwlegtym pozycjom [(1; n), (2; n-1)...]. Mamy

n—j+l
pd 4 plnith —Z(n 2s+1)1, +Z(n 2j+ DI, + Z(Zs n-1)l,
s=j+1 s=n—j+2 i (58)
= (n—25+l)lsi Z(n 28+l +(n— 2]*’1)21“
=] s=n-j+2 s=j+l
Przykiad 9.

Dla danych z przyktadu 4 mamy
j=2, n-jtl = 6-24+1=5 K =10

pf2)+p(5)—2(6 2s+1)1,|—2(6 2s+1)l, +(6— 4+1)Z|,,
=6 ; (59)
=T -2, +(7-Ml,, +5l, +321,i =51, +31, +515 +3Y 1,
s=3

s=3
Dla i=4 mamy ||4 = ] lz4 3 134 2 |44 2 154= ] 164 = ] skqd

PD 4o =5.143.3+45 1432 +2+1) =549+ 5+15=34. (60)
Na podstawie macierzy (24) mamy p{” =14, p{” =20 czyli p¥ +p{’ =34.
Dlaj=3,njt1=4,K=100razi=2 (1;1=5,1,=2,l1=1,142=0, 152 = 1, le2 = 1)
PP 4 p® = (7-2)-5+(7-4)-2+1-1— (T-10)-1—(7—12)-141.(0) = D
2546+1+3+5=40

“) _

Na podstawie macierzy (24) mamy p$” =17, p{" =23 czyli p{’ +p$¥ =40.



Istotna jest rowniez suma dwu kolejnych wspétczynnikow p?. Na podstawie wzoru

(51) mamy

P."+p(”"—Z[2(J S)+1]|,.+Z[2(S D=1 =

s=j+l

ZZ(J s)l,,+22(s J)lu+le, ZI,,= (62)

s=j+1 s=j+1

Z[Z(J I+ D~ _l)lﬂ:|+221 -

s=j+l

Przyklad 10.
Dla danych z przykiadu 4 przy zalozeniu, ze j=3;i=5(i5=2, bs=2, s =3, l4s=2, Iss= 1,
lgs = 0) mamy
pg” +p§4) =2B-Dls +(B =25 +(4=3) 5 +(5-3)s5 +(6-3) s ]+ 2(1,5 + 1,5 +1,5)-10= ©3)
2(2-2+1-241:242:143-0)+2(2+2+3)-10=2-10+2-7-10=24
Z danych macierzy (24) wynika, ze p$’ =10, p{* =14.
Podobniedlaj=5,i=2(112=5,112=2,132= 1,152 =0, s = 1, ls = 1) mamy
P +p$ = 2[(5- DIy, +(5=2)l,, + (5=3)ly, + (5=, +(6-5),,1+
2(1,+ 1y, + 15, +1, +1,)-10= (64)
2(4-5+3-2+2-1+1-0+1-)+2(5+2+1+0+1)-10=2-29+2-9-10 =66
Z danych macierzy (24) wynika, ze p$¥ =29, p® =37.
Zaleznosci (42), (46), (52), (57), (58), (62) pozwalaja wyznaczaé wszelkie interesujace sumy
wspotczynnikow p@ (j = L,..., n) dla danego i (i=1,...,, n).

Podobnie mozna okresli¢ roznice tych wspotczynnikow. Przyjmijmy, ze j; < j. Mamy wtedy

PP —p(? =—(j, —J',)K+2[ i(s—j.)‘.a + Zn:(jz —j.)l.a} =

=l s=1ti
Ja n
= = J)K+2 3 = )i +2G, —§) 2 li = (65)
s=l+j; s=1+j,

i —j.)[z 3, —K)u 36—l

s=1+j, s=l+j;



Przyklad 11.

Dla danych z przykfadu 4 przy zalozeniu, ze j; =2, =5,1=4, (lla=1, ha =3, by =2, l44 =2,

Is4 =1, lgg = 1) mamy

pP —pP =(5-2)(2 15 —10)+2[B-2)l,, +(4=-2),, +(5-2)I,,]= ©6)
3(2-1-10)+2(1-2+2-2+3-1)=—24+18 = -6

Z danych macierzy (24) mamy p{® =14, p® =20.

Podobnie dlaj; =3, j2=6,1=6, (lis =2, s =1, 34 =2, lss =1, Is¢ = 3, lgs = 1) mamy

P& —p® =(6-3)(-10)+2[(4-3) 5 +(5-3)l;s + (6 -3)l, | = ©7)
~30+2(1-142-3+3-1)=-30+2-10=—10

Z danych macierzy (24) mamy p{’ =15, p® =25,

Dla j, =j; + 1 na podstawie wzoru (65) otrzymujemy

pP —pit = 2 le, K+2l,,;, =-K +2Z‘m =K- 221“ . (68)

$=2+] s=14j

Przyklad 12.
Dla danych z przyktadu 4 przy zalozeniu, ze j=4,i=1( =3, lu=111=3, lu=1,15s=1,
lg; = 1) mamy

PP —p® =—-10+2(,, +1,) =-10+2(1+1)=-6. (69)

Z danych macierzy (24) mamy p{® =17, p® =23.

Dla j; = 1 oraz j; = n na podstawie wzoru (65) otrzymujemy

p® —p™ = —(n-DK + zz sly =2 1y =—(n+DK +2Y sl +21,, =—(n+ DK +23 sl .(70)
2 =2 s=1

Przyklad 13.
Dla danych z przyktadu 4 przy zatozeniu, ze i =4 (s =1, Ls =3, ba =2, Ly = 2, Is4 = 1,
lgs4 = 1) mamy

PP —p® = —(6+1)-10+2(1-143-2+4-2+5-1+6-1)=-70+2-32 = 6. (71)

Z danych macierzy (24) mamy p{’ =22, p!© =28.

Na podstawie wzoru (65) mozna rowniez obliczy¢ dla danego i roznice
wspotczynnikow p? stojacych na przeciwlegtych pozycjach, to znaczy réznicg p —p™ /™.

Mamy bowiem



p® — (e =(n—21+1)[2 S, —KJ+2“f(s—j)l,i 4 (72)

s=n-j+2 s=j+l

Ze wzoru (72) bezposrednio wynika, ze (zaktadajac n-2j+1 > 0) roznica (72) jest dodatnia

jezeli
n—j+l
(n-2j+1)K <2[(n 2j+1) Zl,, + Z(s J)l“:| (73)
s=n—j+2 s=j+l
Przyklad 14.

Dla danych z przykladu 4 przy zalozeniu, ze j=2,i=3 (l3=1,li3=4,133=2, 13 =2, 153 =1,

lgz = 0) mamy

P —p® =(6-4+1)(2l, —10)+2[(3-2)- 2+ (4-2)-2+(5-2)-1]=
3(2:0-10)+2(1-2+2-2+43-1)=-30+2-9=-12

(74)

Z danych macierzy (24) mamy p{® =10, p® =22.

Warto zwrdci¢ uwage, ze wyrazenie (51) mozna zapisa¢ w postaci

")-Z(J S)L.+Z(S J)L.—Z(J s)l.,w‘Z(s D+ (=l =

s=j+l s=j+1

Z(] s)I,,+Z(s M, +(n- ])(K Zl“J

(75)
Z[u $)-(n- J)]L.+2[(s D-@-pl; +(-HK =

s=j+l

—Z(n—ZjJrs)lsi - Z(n—s)lSi +(n-jK

s=1 s=j+l
Pierwsze dwa sktadniki wyrazenia (75) sa ujemne, a zatem p? < (n-jK. (76)
Przyktadowo wigc
p" < (n-1K; PP <(n-2)K. (77)

Przyklad 15.

Dla danych z przyktadu 4 przy zatozeniu, ze j=2, i=3 mamy

Do S (6449, -3 (6-9),, +(6-2)10=

—@24D); = (2+2)ly, —(6-3)ly; — (6= 4)l,, — (6-5)l, +4-10= (78)
-3.1-4.4-3.2-2-2-1-1440=-30+40=10

Z danych macierzy (24) wynika, ze p{” =10.



)

Rozpatrzymy teraz roznicg sum wspotczynnikow p;” znajdujacych si¢ na sasiednich

przeciwlegtych pozycjach. Bedziemy wigc rozwazaé sumy wspolczynnikow p +p-ith
oraz p*" +p"P Pierwsza sume okresla wyrazenie (53). Mamy zatem

(Pfj)+p(n )+I)) (p(1+l)+p(n .l)) (p(J) J+l))+(p(n J+) pl(nﬂ))' (79)

Wykorzystujac wzor (68) mamy

. = l n
(pl(j) +pl(n—ju)) _ (pf’“) &+ pfn—))) =K- 221!i —(K ZZJ: ls.)
s=1 s (80)

=
—ZZ:I,l +22'.. = ZHZJI,,
s=p

Wiadomo, ze

ZIM+ZIM+ Z]s. =K, 81)

sl senjel
skad
0P +p" )= +p{" ) = 2{1( —Z’ll,i - Z"jl,iJ <2K. (82)
P

A zatem roznica (79) jest zawsze dodatnia lub réwna zeru.

Przyklad 16.
Dla danych z przyktadu 4 przy zatozeniu , ze j=2, i=3 mamy
(p§2) +p35)) (pgj) + P§4)) 2(; +1,5)=2(2+2)=8. (83)

Z danych macierzy (24) wynika, ze p{® =10; p{’ =22, p® =10, p{¥ =14,

(+1)

Oczywiscie fakt, ze roznica (79) jest nieujemna nie oznacza, ze roznica p —pU*” musi byé

tez nieujemna. Ze wzoru (68) mamy

pr) (JH) =K _22] = 2[ ZIHJ (84)

s=1

Jezeli wigc

J D .

Sl <5 10 90 -pi 20, 55)
s=1

J . .

12K 10 507 0. (56)

w
s



Przyklad 17.
Na podstawie analizy macierzy L (23) z przyktadu 4 mamy:

10
Zl,,—7>?0 oraz Zl,s—7>7 (87)

(2)

Zgodnie z wzorem (86) p? —pP <0 oraz p® —p¥ <0. (88)

Z danych macierzy (24) wynika, ze
pP —p® =13-17=~4 oraz p¥ —-p¥ =10-14=—4. (89)

Podobnie mamy

2

21“—4<—oraz 2156—5—~—. (90)
s=1
Zgodnie z wzorem (85) p? —p® >0 oraz p@’ -p? =0. 91)
Z danych macierzy (24) wynika, ze

p? —p® =15-13=2 oraz p¥ -p" =15-15=0. (92)

Zgodnie z wzorem (16) mamy Sfj):pfj)—pf,j). Wykorzystujac zaleznos¢ (62) mozna

znaczyé roznice 6P —59 . Mamy bowiem
wy. y! i, % y

89 — 50 = [p9 - (J)) (P(»l) (nl)) o 0 u+l)) o 4 (j+1))_
e B )=

'}-l Tjn i

2[§(j—s)(‘.a;.. ) Z(J s)(,, )}rzg(]ﬁ,m_l“;) (93)

s=j+l

Z zaleznosci (93) bezposrednio wynika, ze o wartosci roznicy 8¢ —53" decyduja skladowe

Ly ~l. (=1,..,n).

St

Przyklad 18.

Dla danych z przykladu 4 oraz j=1 mamy i} =i; =2, i},, =i, =3. Ponadto

h2=512=2,1n=1L1le=0,ln=1Llg=1l3=1,lh=4 =2 la=2Ixs= 1,1 =0,
skad i3 —l2=-4; I3 -l =2; 33— b2 = 1; ly3 — lig = 2; Is3 — 52 = 0; lg3 — ls2 = - 1. (94)
Mamy zatem

6
69) _6(22) = ZZ (-D(; -1, +20,5-1;,) =

s=2

A1-2+2-143-2+4-045-(-1)]+2-(-4)=10-8 =2

(9%)

15



Z danych macierzy (25) wynika, ze 8" =5, 8 =3.
Wyrazenie (75) mozna wykorzystaé do wyznaczenia réznic wspétczynnikow p! dla roznych

i. Mamy bowiem

P —pf = Zj: (n=2j+s),;, ~1,;)+ Z (-s)(,;, ~15;) (96)

iy
s=1 s=j+l

Przyklad 19.
Dla danych z przyktadu 4 przy zatozeniu, ze j =3, i; =4, i =5 mamy (4 — ;s = 1-2 = -1;
124 = 125 =3-2= 1; 134 = 135 =2-5= -l; 144— 145 =22= 0;154 — 155 =1-1= 0; 164 = l(,s =1-0= I)

3 6
P —ps” = (6-6+8)(Iis 1)+ (6-5)(1,5 —1,,) =

s=1 s=4

(lls _114)+2(l25 "]24)'*'3(]35 _lu)+2(]4s _IM)+(|55 _ls4) = (97)

1+2(-1)+3-1+2:0+0=2

Z danych macierzy (24) wynika, ze p{’ =12 p{ =10.

Whioski koncowe

Wyprowadzone zalezno$ci moga by¢ pomocne przy wyznaczaniu mediany Litvaka
przy uzyciu algorytméw heurystycznych opisanych w pracach [1], [2]. Moga one by¢
szczegolnie uzyteczne przy analizie pozycji i wyznaczaniu kolejno$ci obiektow, dla ktorych

wspoltczynniki 8% maja te same wartosci.
P y i 1]
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Dodatek

W zaleznosciach wykorzystywanych przy obliczaniu mediany Litvaka czesto pojawia

sig wyraienieZl,i . Ponizej zostanie podany sposob obliczania tej sumy.
i=1
Oznaczymy przez t, liczbe obiektow rownowaznych stojacych na pozycji v
w uporzadkowaniu podanym przez eksperta o numerze k.

Oznaczymy przez {E,} zbidr numerow uporzadkowan podanych przez ekspertow takich, ze

>t =s-1, (1)
v=1
gdzie vy <s—1. (D2)

Liczbe ekspertow, wedlug ktorych opinii dany obiekt O; poprzedza (s-1) obiektow,

oznaczymy przez l;. Mamy Zn: 1, =card{k, J+ Y (3" -1+ Y (t; - 1) (D3)
X, K,

EZt:‘“ +Y =2 +) (D4)
2 K, K,

Przyklad D1.
Dla przykfadu 4 utworzono tablicg D1, bedaca zapisem omawianych zaleznosci

Tablica D1.

1 |2 |3 |4 |5 ‘6 0, |0, |0; |04 |Os |Os Z")n?

o {[0; Tos JI[or Tor 1o 1o = 12 o 1z 1z |z o | s
P? |0s |[[Os |04 ||O lOz Os [|=* |3 |4 |1 |1 |4 o 13
P o, |0, [0 Io_g ? [t (o [3 |3 [3 |2 12
? o, [0 [[Oi T]ETGI |2 lo [t |4 |2 |4 13
P° |0s [04 ||O1 |06 |[Os O, |®° |2 |5 |4 |1 |0 |2 14
P° [0, |0s ||O2 [Os [Os ||Os |®® |O f2 |2 |5 |2 |1 12
P’ [0, [0s |04 [Os [[Os |O/ |#7 |5 [0 [0 o |0 |4 9
P* [0, |[0: [Os ]|[Os |04 [Os ||=* [0 |1 3 |3 |1 |3 §
P° |0, |0s |04 |Os [[O:i |Os ||7° |4 fOo |1 |2 [3 |4 14
P |0, [[0, |05 |O4 [Os |[Os =" JO {1 |1 |1 |1 |5 9
=115
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Dla s =3 mamy
{k;}=(p', P, P*, P’ PS, P°} card {k, )= 6
t=2;t2=4; ti+t3=2; t)=1; th+t;=2; t} =2;

t+t2=2; =2, tp+ti=2; t3=3; ty+t;=2; ty =1.

A zatem

ilSi =6+(@A-D)+(1-D+2-D+2-D+B-D+(1-1D)=6+3+1+1+2=13.

i=1
Dla s = 4 mamy
k.= (P, P P, P’} card{k,}=4

4

o+t =3; t=1; ty+0+t3=3; t5=3; ty+t7=3; t;=3; ty+t;+t;=3; t5 =

Zﬁ:l‘,i =4+(1-D+@B-D+@3-D+(1-1)=4+2+2=8.

i=1
Dla s = 1 mamy
&)= (P PP PP P P PR PP, P, card {K, }= 10
=t tt=tlctl=tl=fl=1: i =4; = =t} =1.
6
D1, =2+8+4=14.
i=1

Zgodnie z wzorem (7)

i - n(n 1) fi:f(f 1) v

i=1

A zatem

K n K
k=1 i=1 f=2 2 k=1
Przyklad D2.

W rozpatrywanym przyktadzie D1 K=10, mamy zatem

10

10
Dvi=8; > vi=3; Zv‘—B
k=1

k=1

skad

K n 10 6 . ) .

ZZ’T =y = 6— .21 332 343 _150-8-9-18=115
k=1 i=1 k=1 i=1 2 2 2

co potwierdza tablica D1.
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(D7)

(D8)

1. (D9)

(D10)

(D11)
(D12)

(D13)

(D14)

(D15)















