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WSTEP

Przedmiotem pracy bedzie analiza modelu wyceny obligacji
katastroficznych, w ktéorym wykorzystuje si¢ dwuczynnikows funkcjg
uzytecznosci inwestora. Obligacje katastroficzne (catastrophe bonds) rozpatruje
si¢ jako pewna klas¢ instrumentow dluinych obarczonych ryzykiem
nieoplacalno$ci eminenta.

Sa to obligacje komunalne, emitowane przez wladze regionu narazonego na
duze ryzyko wystapienia klgsk zywiolowych takich, jak powddz, trzgsienie ziemi,
pozary lasow, susza itp. W prospekcie emisyjnym takiej obligacji zaklada si¢, ze
w przypadku wystapienia katastrofy prowadzacej do z géry zdefiniowanych strat
finansowych, emitent obligacji jest zwolniony z obowiazku dalszej splaty odsetek
i/lub zwrotu wartosci nominalngj obligacji. Natomiast w przypadku
niewystapienia katastrofy inwestor otrzymuje wszystkie piatnosci odsetkowe oraz
na koncu okresu inwestycyjnego - warto$é nominalng.

Stopa zwrotu z tak zdefiniowanej obligacji powinna oczywiscie
uwzgledniac okreslong premi¢ za ryzyko inwestycyjne, wiazace sig z okreslonym
prawdopodobienstwem wystapienia katastrofy w analizowanym regionie. Innymi
stowy, obligacja ta powinna byé sprzedawana z okreslonym dyskontem
w stosunku do ceny obligacji wolnej od ryzyka, o tych samych strumieniach
finansowych; por. Doherty [7], Litzenberger, Beaglehole [23].

W zaproponowanym  podejéciu  wykorzystuje  si¢  koncepcje
dwuczynnikowej funkcji uzytecznosci inwestora, w ktérej czynnik pierwszy jest
wyrazony przez wartoS¢ oczekiwang stopy zwrotu z inwestycji, natomiast
czynnik drugi — jest okreslony przez stopg zwrotu ,,w najgorszym przypadku”.
Odpowiednio zdefiniowana stopa zwrotu najgorszego przypadku determinuje tzw.
poziom bezpieczenstwa papieru wartosciowego bedacy pewna miara ryzyka
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inwestycyjnego. Ryzyko to jest $ciSle powiazane z zadanym (z zalozenia)
prawdopodobiefistwem wystapienia katastrofy w regionie, zarzadzanym przez
emitenta obligacji.

Podstawowym problemem rozpatrywanym w pracy jest sposob wyceny
obligacji katastroficznej, tj. okreslenie premii za ryzyko inwestycyjne (default
risk). W tym celu wykorzystano pewne nowe kategorie dotyczace ,poziomu
bezpieczefistwa” papieru wartosciowego, ,wskaznika bezpieczefistwa” oraz
zaproponowano dwuetapowy model decyzyjny wyceny, wiazacy sig
z zastosowaniem tzw. zasady akceptacji oraz zasady preferencji.

Zalozono, ze zasada akceptacji jest dla danego papieru wartoSciowego
spelniona, o ile poziom bezpieczenistwa okre$lony dla tego instrumentu jest
wyzszy od zera. Natomiast zasada preferencji wynika z poréwnania wartosci
funkcji uzytecznosci wyznaczonej dla obligacji katastroficznej, z wartoscia tej
funkcji okreslong dla obligacji wolnej od ryzyka, o tych samych strumieniach
finansowych.

Zaproponowano réwniez pewna subiektywna skalg ilosciowej oceny
stosunku inwestora do ryzyka, uwzgledniajaca awersje do ryzyka (risk-aversion),
tolerancje ryzyka (risk-folerance) oraz sklonno§é do ryzyka (risk-seeking).
W analizowanym podejsciu uwzgledniono wige podziat ryzyka inwestycyjnego na
czynniki subiektywne oraz czynniki obiektywne zdeterminowane poprzez
losowos$¢ otoczenia, w jakim podejmowane sq decyzje finansowe. Rozpatrywana
w pracy metodologi¢ zilustrowano przykladem obliczeniowym. Przedstawione
wyniki stanowia kontynuacj¢ wczesniejszych prac autora prowadzonych w tym
kierunku; por. Kulikowski, Jakubowski [19, 20].

Nalezy podkreslié, e rozpatrywany model wyceny obligacji
katastroficznych stanowi pewno nowe rozwiazanie w tym zakresie. Obligacje tego
typu — nazywane CAT bonds - s stosunkowo nowymi instrumentami
finansowymi. Pierwsze z nich pojawily si¢ w USA w 1996 r.; emitentem byt
Zarzad Stanu Kaliforni ds. Zagrozen Trzesieniami Ziemi (California Earthquake
Authority), warto$¢ emisji — 1,5 mld USD, por. Stripple [25].

Brak jest, jak dotad, wyczerpujacej literatury przedmiotu dotyczacej
analizy obligacji katastroficznych. Dotychczasowe publikacje na ten temat
dostgpne s3 na ogdt w formie wewngtrznych raportow badawczych
o ograniczonym zasiggu. Raporty te sa publikowane przez duze banki
inwestycyjne (Goldman, Sachs & Co., Merrill Lynch) oraz dzialajace w skali
$wiatowej firmy reasekuracyjne (Munich Re, Swiss Re, General Re); por.
Canabarro, Finkemeier (et al) [4], Cholnoky, Zief (et al.) [6], Lane [22],
Litzenberger, Beaglehole (et al.) [23], Canter, Cole [5], Baryshnikov, Mayo [2].



Ostatnio przedmiotem duzego zainteresowania staly si¢ rowniez katastroficzne
instrumenty pochodne (CAT-options, CAT-swaps); pewien przeglad tej tematyki
zawiera praca Lizaka [24].

Pomimo tego, ze idea emisji obligacji katastroficznych czy tez szerzej
- ubezpieczeniowych papierow wartosciowych i ich pochodnych (insured-linked
securities) — cieszy si¢ ostatnio coraz wigkszym powodzeniem, rynek wtorny
transakgcji tymi walorami praktycznie jeszcze nie istnicje. Pierwsze proby w tym
zakresie prowadzone s przez Bermuda Stock Exchange, Chicago Board of Trade
czy tez na rynku OTC, z czynnym udzialem najwigkszych bankow
inwestycyjnych.

Trudnosci zwigzane z obrotem na rynku wtornym obligacjami
katastroficznymi wynikaja m. in. stad, ze s3 one na ogdl sprzedawane dla
waskiego grona nabywcéw instytucjonalnych, w ramach tzw. ofert
niepublicznych. Dodatkowe przeszkody wynikajg réwniez w tym przypadku
z pewnych niedociagnig¢ organizacyjno-prawnych. W zwigzku z tym,
zaproponowany w tej pracy teoretyczny model wyceny moze by€ szczegélnie
uzyteczny dla inwestoréw, kupujacych obligacje katastroficzne bezposrednio od
emitenta, badz tez dokonujacych tych transakcji na niedojrzatym jeszcze rynku
wtémym, na ktorym odpowiednio wiarygodna rynkowa wycena tych waloréw nie
jest mozliwa.

1. STOPA ZWROTU ORAZ RYZYKO
OBLIGACJI KATASTROFICZNEJ

Pod pojeciem obligacji  katastroficznej bedziemy rozumieli ogolnie
obligacje komunalna, charakteryzujaca si¢ oszacowanym w okreSlony sposob
ryzykiem niewyplacalnosci zobowigzanh ze strony emitenta takiej obligacii.
W charakterze emitenta, rozpatrywa¢ bedziemy wladze danego regionu (np.
wojewodztwa, powiatu, itp.). Zakladamy, Ze zaleinie od tego czy okreslonego
rodzaju klgska zywiolowa (tj. katastrofa) nie wystapi w danym regionie
w zadanym horyzoncie czasowym, badZ tez wystapi - wszystkie zobowigzania
finansowe emitenta bgda przez niego wypelnione, badz tez - w przypadku
katastrofy - emitent zawiesza obshugg takiej obligacii.

Innymi slowy, inwestor, ktory dokonal zakupu rozpatrywanej obligacji
bedzie otrzymywal odsetki od tej obligacji w kolejnych okresach (np. co rok)
zadanego horyzontu inwestycyjnego, az do momentu wystapienia $cisle
zdefiniowanej katastrofy w skali regionu. Natomiast w przypadku, gdy katastrofa
taka w ogole nie wystapi w okresie istnienia obligacji (ferm fo maturity),



wszystkie zobowiazania ze strony emitenta zostana spelnione; tj. inwestor
otrzyma wszystkie platnosci kuponowe, jak rowniez - na koncu okresu
inwestycyjnego - zwrot wartosci nominalnej obligacji. Oczywicie, aby uniknaé
mozliwych wzajemnych nieporozumien - sam termin ,katastrofa regionalna”, jak
rowniez wielkos¢ wynikajacych stad strat ekonomicznych - musza byé dcisle
zdefiniowane w prospekcie emisyjnym analizowanej obligacji.

Z powyiszego opisu bezpoérednio wynika, ze aby dana obligacja
katastroficzna zmajdowala w ogole nabywcoéw, oczekiwana stopa zwrotu
z inwestycji w taka obligacj¢ powinna dostatecznie ,,atrakcyjna” w poréwnaniu ze
stopa zwrotu z istniejacych na rynku obligacji wolnych od ryzyka, o tych samych
strumieniach finansowych (np. obligacji skarbowych). Oczywiscie, odpowiedz na
pytanie o jaka wartoS¢ wymagana stopa zwrotu z obligacji katastroficznej
powinna by¢ wyzsza od stopy zwrotu wolnej od ryzyka (risk-free rate) jest dosy¢
Ziozonym problemem. Ogélnie mozna powiedzieé, ze owa ,,premia za ryzyko”
(risk premium), micrzona roéznica pomiedzy oczekiwana (czy tez wymagana)
stopa zwrotu z obligacji katastroficznej a stopa zwrotu z ,,analogicznej” obligacji
skarbowej, powinna zaleze¢ od szacowanego ryzyka wystapienia okreslonej
katastrofy w rozpatrywanym regionie, wielkoéci spodziewanych strat jak i od
wielu innych czynnikéw; Stripple [25]). Podstawowym czynnikiem wyceny
obligacji katastroficznej przez inwestora, tj. wyznaczenia okreslonego dyskonta
cenowego tej obligacji w stosunku do obligacji wolnej od ryzyka, jest mozliwos¢
dostgpu inwestora do oszacowari prawdopodobicnistwa wystapienia katastrofy
w analizowanym regionie.

W pracy, jako przyklad katastrofy regionalnej, rozpatrywaé bedziemy
mozliwo$¢ wystapienia w danym regionie powodzi o charakterze klgski
zywiolowej. Zalozymy, e zdarzenia wystapienia badz tez niewystapienia
w kolejnych latach powodzi w analizowanym regionie, sa zdarzeniami losowymi
statystycznie niezaleznymi, z zadanymi prawdopodobienstwami szacowanymi
w skali roku. Dane takie sa dla zagrozonych regionéw dostarczane przez
odpowiednie sluzby meteorologiczne.

Oznaczajac przez « - prawdopodobienstwo wystapienia powodzi
w danym roku, mamy: @ =0.002 (p.a.) - dla ,,wody 500-letnicj”; a =0.01
(p.a.) - dla wody ,,100-letniej”, & =0.05 - dla ,,wody 20-letniej”, @ =0.10 - dla
,,wody 10-letniej”; itp.

A Dla ilustracji zagadnienia wyceny obligacji katastroficznej, zalozymy, ze
jest to obligacja 3-letnia z platnym co 1 rok kuponem odsetkowym. Tak wigc
przyjmujac, ze zdarzenia losowe dotyczace mozliwosci wystapicnia powodzi



w kolejnych latach analizowanego okresu 7T =3 lata - sa zdarzeniami

niezaleznymi, mamy:

p=a - prawdopodobiefistwo wystapienia powodzi w 1-szym roku,

P, =(1-a)a - prawdopodobieiistwo wystapienia powodzi w 2-gim roku oraz

: niewystapienia powodzi w 1-szym roku,

ps =(1-a)? a - prawdopodobienstwo wystapienia powodzi w 3-cim roku oraz
niewystapienia powodzi w pierwszych dwoch latach,

py =(1-a)* - prawdopodobienstwo niewystapienia powodzi w pierwszych
trzech latach.

Jak mozna latwo wykazaé, zachodz

PPy Dy +p =a+(l-a)a+(1-a)a+(l-a)’=1.

Na przykiad, dla a =010 (tj. ,,woda 10-letnia”) mamy

Py =01000, p, =00900, p, =0.0810, p, =0.7290.

A zatem, rozpatrywane powyzej cztery zdarzenia losowe dotyczace wystapienia
(badz nie) powodzi w kolejnych latach =123 analizowanego horyzontu
inwestycyjnego wypelniaja cala przestrzen zdarzen.

Dla rozpatrywanej obligacji katastroficznej wprowadzimy nastgpujace
oznaczenia: C - odsetki roczne, N - wartos¢ nominalna, P. - cena obligacji
w chwili = 0. Wprowadzimy réwniez nastgpujace zalozenia upraszczajace co
do analizowanego rynku finansowego:

(1) Struktura terminowa stop procentowych jest scharakteryzowana przez plaska
krzywa dochodowosci (flat yield curve), tj.

Tol =...=Ty = .=V, =1y, T, - stopa procentowa spot dla lat r=1,....n;
r; - stopa procentowa wolna od ryzyka, okreslona na podstawie rentownosci
do wykupu (Y7M) rocznych bonéw skarbowych.

Gi) W pracy, jako jedyne ryzyko inwestycyjne, rozpatrujemy ryzyko
niewyplacalnosci emitenta obligacji (default risk). Natomiast nie bierzemy
pod uwagg ryzyka stopy procentowej r,. Zakladamy, ze warto$¢ r, jest
dana i pozostaje niczmienna przez okres 7=3 lata. W przypadku
nieoczckiwanej zmiany stopy r,, cala prezentowana ponizej procedurg
wyceny obligaciji nalezy powtérzy¢ od nowa.

(iii) Analizowany rynek obligacji jest w stanie rownowagi, tj. cena rynkowa P,
kazdej wolnej od ryzyka n-kuponowej obligacji jest rowna jej wartosci
biezacej PV (present value), tj.



c c c C+N
= + g+t —t -
(+rp)  (A+rp) (+rs) (+rs)

P, =PV (1)

Z powyzszego opisu wynika, 3¢ cena P. obligacji katastroficznej powinna
by¢ istotnie nizsza od wartosci biezacej P, obligacji wolnej od ryzyka, majacej te
same strumienie finansowe; tj. P, < P,. Innymi slowy, obligacja katastroficzna
powinna by¢ wyceniana z dyskontem

D. =~P';—P"x100 [%], (D, <0)

o
tak, aby nastapila okre§lona kompensacja ryzyka niewyplacalnosci, bedacego
cecha charakterystyczng tej obligacji.

Warto$¢  dyskonta D,  powinna  oczywiscie  zaleze¢ od
prawdopodobiefistwa @ wystapienia powodzi (czy tez ogélnigj - katastrofy)
w danym roku, w analizowanym regionie. Zagadnienie okreslenia ceny P,
obligacji katastroficznej, a tym samym i dyskonta D, (zauwaimy, zc wartos¢ P,
jest w mysl przyjetych przez nas zalozen - dana), stanowié¢ bedzie zasadniczy
przedmiot rozwazan prowadzonych w dalszej czgsci pracy.

Zauwazmy, ze w ogélnym przypadku, obligacj¢ katastroficzna mozna
traktowaé jako obligacj¢ o ,niekompletnej” strukturze strumieni finansowych,
w poréwnaniu z obligacja wolna od ryzyka, o tym samym kuponic C oraz
warto$ci nominalnej N . Fakt ten zilustrowano na rysunku 1.

Wprowadzmy oznaczenie: R” - stopa zwrotu (za caly okres 3~h lat) z
inwestycji w obligacj¢ katastroficzng. Ze struktury strumieni finansowych tej
obligacji, przedstawionej na rysunku 1, wynika, e stopa zwrotu R jest
dyskretna zmienna losows, przybierajaca z prawdopodobietistwami p,,..., p4 -
wartosci R, ,...,R; , wyrazone nastgpujacym wzorem:

(R} =-1=-100% s p=a

. Cl+r)*=P

R2=____f___ ; Pp=(1-a)a

P,
R'={ . CQA+r))*+CQA+r;)-P 1))

Ry = ! 7 ! ;p3=(1-—a)2a

. C+r)?+CA+r;)+C+N-P,

Ry = L P A ;p4=(l—a)3
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Rys. 1. Strumienie finansowe obligacji katastroficznej uwarunkowane wystapieniem
badZz niewystapieniem powodzi w kolejnych latach; « - prawdopodobieristwo
powodzi (p.a);, p,p,,p;- prawdopodobiefistwa warunkowe wystapienia
powodzi w latach ¢ =1,2,3; p, - prawdopodobienstwo niewystapienia powodzi
w calym okresie 3 lat.




Wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:

N C ..
x=5 i= v oprocentowanie nominalne obligacii;

Ro=rp, Ry=(1+17)* ~1, Ry =(1+r;)’ -1,

- stopy zwrotu wolne od ryzyka za okres 1 roku, 2 lat, 3 lat; oraz
Ry=(+R) 7, Ry=(1+R)i+A+Ry)i, Ry =(1+R)i+(1+R)i+(1+37).
Zakladamy, Ze wszystkie podane powyzej wartosci sa dane - za wyjatkiem

ceny P, a tym samym i zmiennegj x=N/P.. Ze wzoru (2), po
przeksztatceniach, otrzymamy

R;:-—l s P =a

. R.=§R x—1 ; =.l—aa
R = f 2 Pa=( ) 16))
Ry =R,x~1 ; py=(-a)la
Ry=R,x-1 ; 2a=(1-a)?
Ozaczmy: R, - warto$¢ oczekiwana stopy zwrotu R”, o - odchylenie
standardowe stopy zwrotu R". Wprowadzajac dodatkowo oznaczenie

4
a=p, Ry + psR; + pR,, 4

bf 2 2 2 _ 27172 5
=[pa” + p(Ry ~a)” + p;(Ry —a)* + Ry -a)°]"", ®)

ze wzoru (3), po przeksztalceniach, otrzymamy

44 .
R, =) pR =[p,R, + PR3+ py(RyIx—1=ax-1, 6)

i=1

Al a ) R
U=|:ZP,(R[ _Re) :l =
i=1

1/2
=[pla2 + PRy ~a)t + py(Ry —a)? + py (R, ——a)2] x=bx. (7)

Tak wigc warto$¢ oczekiwana R, stopy zwrotu z inwestycji w obligacje
katastroficzna, jak rownicz odchylenie standardowe o tej stopy zwrotu - zostaly
wyrazone jako liniowe funkcje zmiennej x = N/P.. Nalezy podkreslic, ze
wartosci wystgpujacych we wzorach (4) - (7) wspélczynnikéw a i b s3 znane



z zalozenia. Rownania (6), (7) sa wigc parametrycznymi rownaniami zaleznosci
liniowej pomigdzy wartosciami o i R,; z (6) mamy bowiem

x= l(R, +1) (8)
a
oraz z (7) i (8) otrzymamy
lLCAT: a= _Z-(Rg + 1) b (9)

gdzie przez lexr oznmaczono symbolicznie linig obligacji katastroficznej
rozpatrywana na plaszczysie (O,R,,o).

Uogdlnienie wyprowadzonych powyzej zaleznosci (2) — (9) na przypadek
obligacji n— kuponowej mozna znalezé w pracy autora (ef al.) [19].

Podobnie jak w klasycznej teorii portfela [8], odchylenie standardowe o
mozemy traktowaé jako pewna miar¢ ryzyka obligacji katastroficzne;j.
W nastgpnym punkcie, przedstawimy nieco inne podejscie do oceny tego ryzyka.

2. POZIOM BEZPIECZENSTWA PAPIERU WARTOSCIOWEGO
JAKO MIARA RYZYKA INWESTYCYJNEGO

W nowoczesnej teorii zarzadzania portfelowego definiuje si¢ wicle miar
ryzyka inwestycyjnego, tj. odchylenie standardowe stopy zwrotu, semiodchylenie
standardowe, wspélczynnik zmiennosci o / R, (dla dodatnich R, ), wspélczynnik
skosnosci rozkladu stopu zwrotu, prawdopodobienstwo osiagnigcia okreslonego
poziomu aspiracji i inne. Ponizej, wprowadzimy koncepcj¢ tzw. poziomu
bezpieczenstwa papieru wartosciowego (lub portfela). Idea ta zostata po raz
pierwszy sformulowana przez Kataoka, por. [8, 12], a nastgpnie zmodyfikowana
przez Kulikowskiego [16-18,21], w ramach modelu optymalizacji portfeta
inwestycyjnego z wykorzystaniem dwuczynnikowej funkcji uzytecznosci.
Wprowadzimy nast¢pujace oznaczenia:

R, - poziom bezpieczefistwa papieru wartociowego (the safety level), tj.
stopa zwrotu z inwestycji osiagana w ,,najgorszym przypadku”;

b, - zaloione z gory prawdopodobieastwo ,najgorszego przypadku™; tj.
zadana (przez inwestora) mala liczba dodatnia, np. p, =0.05.

Formalna definicja poziomu bezpieczenstwa R, jest nastgpujaca:

PR SR py, (10)
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gdzie P() - prawdopodobiefistwo, R* - stopa zwrotu z inwestycji (zmienna
losowa o zadanym rozkladzie prawdopodobieristwa).

Tak wigc dla malej wartosci p,, poziom bezpieczenstwa R, papieru
warto$ciowego moze interpretowac jako stope zwrotu z inwestycji, ktora ,,prawie
nigdy” nie zostanie przekroczona w dol. Na przyklad, dla p, = 0.05 moze si¢ to
zdarzy¢ tylko jeden raz na dwadzieécia mozliwych przypadkéw. Z powyzszego
wynika, z¢ im wyZszy jest poziom bezpieczefistwa R, danego papieru
wartoéciowego, tym mniejsze jest ryzyko inwestycyjne w analizowanym
przypadku.

Przedstawiong powyzej koncepcj¢, zmodyfikujemy w nastgpujacy sposéb.
Oznaczymy:

x - wspdlczynnik liczbowy bedacy pewna subiektywna miarg stopnia ,,awersji do
ryzyka”, charakteryzujacego danego inwestora; x 20, np. x=0.5, 1.0, 1.5.
Poziom bezpieczenstwa R, papieru warto§ciowego mozemy teraz zdefiniowaé
jako
A
R =R, ~xo, (11

gdzie R,- wartos¢ oczekiwana oraz o - odchylenie standardowe rzeczywistej
(losowej) stopy zwrotu Rz inwestycji.

Zauwazmy, ze im wyzszy jest stopien x awersji do ryzyka danego
inwestora, tym nizszy jest - z punktu widzenia tego inwestora - poziom
bezpieczeistwa R, analizowanego papieru wartosciowego. Wprowadzenie
definicji (11) poziomu bezpieczefistwa R, , umozliwia wydziclenie z ogdlnej
kategorii ryzyka inwestycyjnego ,czeéci obiektywnej”, ktérej miarg jest
odchylenie standardowe o losowej stopy zwrotu R oraz ,,czgéci subiektywnej”,
mierzonej za pomocg wspolczynnika x, charakteryzujacego danego inwestora.
Z powyiszego wynika, Ze ten sam papier wartoiciowy, tj. walor o ustalonych
parametrach R,, o, moze by¢ postrzegany jako papier mniej lub bardziej
ryzykowny, w zaleznosci od stopnia x awersji danego inwestora do ryzyka.
Parametr x bedziemy dalej skrdtowo nazywali wspolczynnikiem ryzyka
inwestora.

Ze wzordw (10) i (11) otrzymamy

P(R"<R.)=P(R' <R, -xo)=p,. (12)

Zaléimy, ze wszystkie analizowane papiery wartosciowe, charakteryzuja
si¢ tym samym rozkladem ggstosci prawdopodobienstwa stop zwrotu R*;np. dla
uproszczenia, niech to bedzie rozklad normalny. Wéwczas, z zaleinosci (12)
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wynika, ze wspolczynnik ryzyka inwestora x jest $cisle zdeterminowany przez
zadang warto$¢ prawdopodobiefistwa p,. ,najgorszego przypadku”. Oznaczajac
X=(R -R,)/o- standaryzowana wartoié zmicnnej losowej R*, camyli
R' = R, +aX, z(12)otrzymamy bowiem

P(R*SR,-x0)=P(R, +aX <R, -xo)=P(X <—x)=F(-x)=p,, (13)

gdzie F(°) - dystrybuanta zmiennej losowe;j.

Majac na uwadze, ze dystrybuanta rozkladu F(-) jest z zalozenia funkcja
$cisle rosnaca, otrzymalismy nast¢pujacy wynik. Im nizsza jest warto§é
przypisana przez danego inwestora do prawdopodobienstwa p, ,najgorszego
przypadku”, tym wyzszy jest wspolczynnik ryzyka x charakteryzujacy tego
inwestora. W szczegolnosci, postugujac sig tablicami statystycznymi dla rozktadu
normalnego, mozemy  wyroznic  pewne charakierystyczne — wartosci
prawdopodobieastw p, i odpowiadajacych im wspélczynnikow x. A
mianowicie,

P =0309=1/3, x=05 (sklonnoé¢ do ryzyka - risk seeking) (14)
P =0159=1/6, x=10 (tolerancja ryzyka - risk tolerance) (15)
p.=0067=1/15, x=15 (awersja do ryzyka - risk aversion) (16)

Przyjgta powyzej skala, przypisujaca okreslonym cechom inwestora
konkretne wartoéci liczbowe prawdopodobiesistw p, (a tym samym i wartosci
wspolczynnikow x) ma w duzym stopniu charakter arbitrainy. Po prostu
przyjeliémy, ze inwestor charakteryzujacy si¢ ,,awersjq do ryzyka”, wyraza zgodg
na to, ze rzeczywista stopa zwrotu R* z podejmowanych przez niego inwestycji
bedzie nizsza od poziomu bezpieczenstwa R, tylko w jednym na pigtnascie
mozliwych przypadkéw (dla dziennych stop zwrotu - w przyblizeniu 1 raz
w okresie trzech tygodni). Natomiast dla inwestora o sklonnoéci do ryzyka,
przypadek taki moze zachodzi¢ jeden raz na kazde trzy mozliwosci (dla dziennych
stop zwrotu - jeden raz na kazde trzy sesje gieldowe).

Nalezy podkreslié, ze zalozenie co do normalnosci rozkladu stép zwrotu
R® nie jest niezb¢dne; wzory (12), (13) obowiazuja bowiem w przypadku
dowolnego rozktadu stop zwrotu R*, o znanej dystrybuancie F(). W zaleznosci
od analizowanego (innego niz normalny) rozkladu R®, wartosci liczbowe
parametru x odpowiadajace tym samym wartosciom prawdopodobieristw p,.,
beda oczywiscie romme od wartoici podanych we wzorach (14) - (16). W
szczegblnosci, dla ogolngy klasy ciaglych rozkladow symetrycznych,
z nieréwnosci Czebyszewa mozna wykazaé [16], ze na przyklad dla p,. =1/6,
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musimy nalozy¢ bardziej restrykcyjny (niz dla rozkladu normalnego) warunek na
parametr x ; tj. & =1.155.

W ogélnym przypadku, zagadnienie identyfikacji wspélczynnikéw x dla
poszczegllnych grup inwestorow jest zagadnieniem zlozonym. Wspolczynniki te
zaleza bowiem od szeregu réinych czynnikéw, takich jak poziom bogactwa
inwestora, czy tez dokladniej - zaleza one od proporcji jego ogélnych zasobow,
jakie sa inwestowane w danym okresic w walory obarczone ryzykiem
(np. w akcje). Moga one réwniez zalezeé od horyzontu inwestycyjnego inwestora,
a takze — od jego wieku. Z powyzszego bezposrednio wynika, Ze wspélczynniki
x moga si¢ charakteryzowaé okre$lona niestabilno$cia wraz z uplywem czasu
biezacego. Zagadnienia te sg szerzej omowione w pracach [16, 17].

2.1. Regula akceptacji

Wprowadzimy teraz pojecie reguly akceptacji dla analizowanego
zagadnienia inwestycyjnego. A mianowicie, zakladamy, ze inwestor akceptuje
dany papier wartosciowy dla swych celéw inwestycyjnych tylko wowczas, gdy
poziom bezpieczenstwa R, tego walom jest nieujemny; tj. gdy

R =R,-xc20; gdzie x20. an
Z reguly akceptacji (17) otrzymamy —Ig— < 1 . (18)
x

Tak wiec, dla zadanej wartosci parametru x inwestora, regula akceptacji jest dla
danego papieru wartoSciowego spelniona, gdy wspdlczynnik zmiennoéci stopy
zwrotu R’ z tego papieru, tj. o/ R, - jest ograniczony od goéry przez (1/x).
Zauwazmy ponadto, ze dla przypadku x = 1.0, regula akceptacji (17) sprowadza
si¢ do prostego warunku: R, 2 0.
Interpretacja geometryczna:

Z reguly akceptacji (17) mamy

2,:0<0, =lR,. (19)
'y

Tak wigc na plaszczyznie (0,R,,0) zdefiniowany mamy pewien obszar
£, parametrow R,,0 papicru wartosciowego, dla ktorego spelniona jest regula
akceptacji. Obszar ten ograniczony jest przez linig akceptacji Licc 0 rownaniu

1
I'LAcc: 0'3 =-K—'RB > Re 20. (20)
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Zauwazmy teraz, ze o ile dla obligacji katastroficznej reprezentowanej
w ukladzie wspolrzgdnych (0,R,o) przez linig L..: o réwnaniu (9), reguta
akceptacji ma byé spetniona — linia Lc,r musi przecinaé linig L., bedaca
brzegiem obszaru akceptacji £2,. A zatem, wspolczynnik kierunkowy linii Lear
musi miec nizsza wartosé niz wspétczynnik kierunkowy linii Lacc .

Tak wige z réwnas (9) i (20) mamy -b‘i<l, a stad
K

05x<xm=%. @

Nierownosé (21) okresla warunek konieczny reguly akceptacji,
sformulowany dla rozpatrywanego zagadnienia wyceny obligacji katastroficznej.
Oznacza to, ze w przypadku x >k, , poziom bezpieczefistwa R, analizowanej
obligacji jest ujemny (tj. R, <0) ; inwestycjc w taka obligacj¢ z zaloZenia
odrzucamy.

2.2. Wskainik bezpieczenstwa papieru warto$ciowego

Zakladajac, ze dla danego papieru warto§ciowego spelniona jest regula
akceptacji, tj. 2¢ R, =R,~-x020, mozemy zdefiniowaé nasigpujacy
(nieujemny) wskaznik bezpicczenistwa S tego waloru; tj.

4R, o
S§=—X =1-x—; przyczym Se[0]]. (22)
RB RE

Wskaznik bezpieczenstwa S papieru wartosciowego (the safety index) osiaga
warto$¢ zerowa ,ha granicy spelnienia” reguly akceptacii, tj. dla R, =xo .
Natomiast maksymalna warto$¢ tego wskaznika jest rowna 1, co zachodzi dla
waloru wolnego od ryzyka; tj. dla o =0. Zauwazmy roéwniez, ze wartosé
wskaznika bezpieczenistwa S analizowanego papieru wartosciowego maleje, przy
wzroécie wspolczynnika zmiennosci o/ R,, jak rowniez przy wazroscie
wspblczynnika ryzyka x, charakteryzujacego danego inwestora.

3. DWUCZYNNIKOWA FUNKCJA UZYTECZNOSCI INWESTORA

Koncepcja dwuczynnikowej funkcji uzytecznosci w odniesieniu do
zagadnien inwestycyjnych zostala wprowadzona w ciagu ostatnich kilku lat
w pracach Kulikowskiego [16-18, 21]. Podstawa tego podejscia jest przekonanie
autora, z¢ aby we wlasciwy sposéb opisaé zachowanie inwestorow
funkcjonujacych na analizowanym rynku finansowym, nalezy uwzgledni¢ co
najmniej dwa czynniki: oczekiwang stopg zwrotu R, z inwestycji oraz stopg
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zwrotu ,,w najgorszym przypadku” R, . Co wiccej, oba te czynniki powinny byé
uwzglednione bezposrednio w funkcji uzytecznosci charakteryzujacej okreslone
preferencje inwestora.

Zalézmy, ¢ dla analizowanego papieru warto$ciowego spelniona jest
regula akceptacji (17), a tym samym zachodzi R, 20 oraz $20. Dla celow
dalszych rozwazann zalozymy ponadto, ze funkcje uzytecznosci inwestora
U(R,,R.) mozna aproksymowaé nastepujaca funkcja o postaci Cobba-
Douglasa:

U=UR,R)=yR?RE, 23)

gdzie y>0, pe[0]] - zadane stale, oraz R, =R,-x0 poziom
bezpieczenstwa papieru wartosciowego.

Dwuczynnikowa funkcja uzytecznosci U(R,,R.) moie byé latwo
przeksztalcona do postaci U =U(R, ,S), gdzie wskaznik bezpieczefstwa papieru
warto§ciowego S jest okreslony wzorem (22). A mianowicie, z (23) mamy

R, A
U=yR™RF =7R,(-R—) oraz z (22)

U=U(R,S)=yR,S?, y>0, felo]]. (24

Jak moina latwo sprawdzi¢, wspdlczynnik £ bedacy wspolczynnikiem
elastycznosci uzytecznosci U inwestora, ze wzglgdu na zmiang czynnika R, ,
jest rowniez analogicznym wspélczynnikiem elastycznosci &g ze wzgledu na

zmiang czynnika S . Biorac pod uwage (24), mamy bowiem Z—g— =yfR,S B-1.a

stad, po przeksztalceniach, otrzymamy

24U dS_oUS _
S"u's ssu

Tak wigc z powyiszego réwnania wynika, ze wspolczynnik /F okresla
procentowy wzrost uzytecznosci inwestora spowodowany wzrostem wskaznika
bezpieczenstwa S papieru wartosciowego o 1%. Mozemy wigc przyjaé,
Ze parametr f okresla wrazliwodé inwestora na wzrost (lub spadek) wskaznika
bezpieczenstwa 5. A zatem, podobnie jak wczesniej wprowadzony parametr x,
warto$¢ liczbowa wspolczynnika f# okreéla w pewien sposob stosunek inwestora
do ryzyka inwestycyjnego i jest ona immanentna cechg tego inwestora.
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Rozwiazjac teraz uklad réwnan (9), (34) dla ustalonego x €[0,x,,)
otrzymamy wartosci liczbowe wspéhrzgdnych (R;,o") analizowanego punktu
przecigcia. Uwzgledniajac nastepnie wzory (6), (7), wyznaczamy wartosci x,
oraz P, =N/x, , stanowiace rozwiazanie zagadnienia wyceny dla przypadku
£=0.

Dla B € (0, 1] : réwnanie linii preferencji Loee wyznaczamy z warunku (28).

Wyrazajac nierdwno$¢ (28) reprezentujaca regufe preferencji w postaci
roéwnosci, mozemy okresli¢ pewien warunek graniczny, przy ktorym inwestycje
w obligacj¢ katastroficzna oraz w obligacje wolng od ryzyka - sa réwnowazne.
A mianowicie, z (28) otrzymamy

R,=RfS'ﬂ; gdzie S=1—x7‘;—, astad

-p

o

R, = R,(l—x-l-gj . (35

Rozwiazujac rownanie (35) ze wzgledu na o, oraz oznaczajac otrzymana
warto§é przez o* mamy

“‘PI.EF :

iy
o' =0"(R,)= % 1{1;;—’} , (36)

gdzie R, >R, (por. warunck konieczny (29)) oraz o* - warto$¢ progowa
odchylenia standardowego o, jako funkcja oczekiwanej stopy zwrotu R, .
Rownanie (36) definivje linig rozdzielajgcq Lmer ma plaszezyimie

(0, R, , o) o nastgpujacej interpretacji:

- Dla kaizdej wartosci R, oraz o<o'(R,), inwestycja w obligacje
katastroficzna powinna by¢ bardziej preferowana od inwestycji w obligacje
wolna od ryzyka; mamy wowczas (R,,0)e £2,.

~ Dla kazdej wartoéci R, oraz o >0 *(R,) zachodzi przypadek przeciwny; tj.
inwestycja w obligacje wolng od ryzyka powinna by¢ bardziej preferowana;
mamy wowczas (R,,0)e 2,

~ Dla kazdej wartosci R, oraz o =o*(R,) - obie inwestycje sa rownowaine
z punktu widzenia przyjgtej funkcji uzytecznosci inwestora.
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Biorac pod uwagg, Ze nierowno$é

1+R R R
1 s L zachodzidla 0sx< 2L - 1 Kmax» (41)
a—-xb a bl+Rf 1+Rf
z (40), (41) mamy
1+R R
S f
; x€f0,
. a [ l+fo""x]
xX2x = 42)
L ; ke By K g K ey )
a-xp ’ 1+R, ™% ™

Warunek (42) jest warunkiem koniecznym dla spelnienia reguly preferencji
dla analizowanego problemu. Warunek ten (wyrazony dla zmiennej x) jest
rownowazny warunkowi (30), rozpatrywanemu dla parametréow R,,o obligacji.
Przy zalozeniu, ze warunek ten jest spelniony, réwnanie wyceny obligacji
katastroficznej ma nastgpujaca postaé:

Przypadek B8 =0: Jak to wykazaliémy w punkcie 4, warunek konieczny (30)
reguly preferencji jest, dla S=0, jednoczesnie warunkiem dostatecznym. A
zatem, wartoéé graniczna x* dana wzorem (42), odpowiadajaca punktowi
przecigcia linii obligacji katastroficznej ey z linia rozdzielajaca Lpese okreslona
dla B8=0 réwnaniem (31) — jest jednoczesnie rozwiazaniem analizowanego
zagadnienia wyceny.

Biorac pod uwagg, ze x, = PE’ z (42) otrzymamy

R
TR Oy o]
P, = s s 43)
(a-xB)N xe(l+ X max. Kmax )
f

Warto$é progowa ceny P, mozemy réwniez wyznaczy¢ bezposrednio ze
wzoru (34), podstawiajac do tego wzoru réwnania parametryczne (6), (7) linii
L, tj R,=ax-1 oraz o =bx, a nastepnic — rozwiazujac otrzymane
rownanie ze wzglegdu na x.

Przypadek B8 €(0,1]:

W tym przypadku uwzgledniajac R, =ax—1 oraz ¢ =bx, z rownania
(36), po przeksztalceniach, otrzymamy
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(ax— l)l"ﬂ [(a— xb)x— l]ﬂ =R, 44)
Rownanie to mozna réwniez bezposrednio wyprowadzi¢ z zalenosci:
U(R,,R.)=y R\ R =y R¥F (R, - xo)*, (45)
U;=U(R;,Rr)=yR, , oraz (46)
UR,,R)=U; ; ti. R\PR,-x0)?=R,. 7%))

Roéwnanie wyceny (44) jest ogélnym przypadku réwnaniem nieliniowym ze
wzgledu na zmienng x. W wyniku numerycznego rozwiazania tego réwnania
w obszarze okreSlonym przez warunek konieczmy (42), otrzymujemy
poszukiwang wartos¢ progowa zmiennej x,, w tym samym — wartos¢ progowa,
ceny P, =—AL obligacji katastroficanej.

x‘

Dla parametrow f=1/2 oraz f =1, rownanie (44) moina rozwigzac

analitycznie; mamy wowczas

B =05: z(44) otrzymamy (ax-1)[(a—xb)x-1]=R}. (48)

Rozwiazujac powyzisze rownanie kwadratowe oraz odrzucajac rozwiazanie
nie spelniajace warunku (42), mamy

_ Qa-xb)+[(xb)” +4a(a-xb)R;

X, — oraz P =N/x,. (49)
2a(a — xb)
1+R,
B =1.0: z(44) otrzymamy x,= , (50)
a-xo
azatem P, =2 _97%0y 1)
Xe 1+Rf

6. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Zaldésmy, ze stosunck do ryzyka jest dla danego inwestora okreslony
parametrami S =05, x =10 (cecha ,risk tolerance”). Inwestor ten analizuje
oplacalnosé inwestycji w 3-letnig obligacje katastroficzng o kuponie C=10 zl
(p.a.) oraz o wartosci nominalnej N = 100 zt; por. rysunek 1.

Oprocentowanie  nominalne odsetek od obligacji wynosi  wigc
i=C/N=10% . Zalozymy, ze oprocentowanie to jest rowne rynkowej stopie
procentowej r, (wolngj od ryzyka), t). ry =i =10%.
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Z rownania (1), mozna latwo wykazaé, ze w tym szczegblnym przypadku
(tj. dla i=C/N=rg) zachodzi Fy = N=100 zl, tj. wartos¢ biezaca Fy = PV
obligacji bez ryzyka jest rowna jej wartoéci nominalnej N ; por. [10].
Uwzgledniajac oznaczenia wprowadzone w punkcie 1, mamy:

Ry =r; =01000; R, =(1+r;)* =1=02100; Ry =(1+7,)* -1=03310;
Stopa zwrotu wolna od ryzyka R za okres 3 lat wynosi wige
Ry iR3 =03310=3310%.
Ponadto, mamy
R, =(1+R,)i=0.1100; Ry=(1+R)i+(1+R,)i=02310;

Ry =(1+R)i+(1+R;)i +(1+7)=13310.

Zalozymy, ze obligacja katastroficzna jest emitowana przez wiadze
regionu, w ktorym zagrozenic powodziowe jest szacowane jako
prawdopodobienstwo ,,wody 20-letniej”, tj. & =0.05 (p.a.). Mamy zatem

p=a=00500, p,=(1-a)a=00475,

p3=(1-a)?a@=0.0451, p,=(1-a)®=0.8574.
Uwzgledniajac powyzsze dane, ze wzorow (4) i (5) wyznaczamy wartosci
wspétczynnikow a i b, tj. a=1.1568, b=0.4285.
Ze wzorow (6) i (7) otrzymamy zatem

R,=ax-1=1.1568x-1;, o=5bx=04285x, (52)
gdzie x=N /P =100/ F..
Warunek (38), bedacy warunkiem koniecznym reguly akceptacji (39), ma dla
analizowanego przykladu postaé:

_a_ L1568

™ T 04285

K<K =2.6996. (53)

Warunek ten jest - wobec zalozonej wartosci x = 1.0 - spehniony.
Natomiast warunck konieczny (42) reguly preferencji jest w naszym
przypadku nastgpujacy:

R 0.331
Mamyx—f _ 933

el = 26996 =0.6714,
o TR, ™ T 1331
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W naszym przypadku x =1.0, tak wigc zachodzi

R
K € (K gy Kimag) = | 2K s Ko | =(0.6714, 2.6996). (54)
1+ R,
Z (54) oraz (42) mamy:
.1
xzxt= =13737
— , oraz
P=X _ns3a (55)
X

Wartoé¢ graniczna P, =72.83 =zt jest jednoczesnic rozwigzaniem naszego
zagadnienia wyceny, rozpatrywanym dla parametru g = 0; por. wzory (42), (43).
Warunek dostateczny reguly preferencii jest okreslony dla (f =0.5)przez
zaleno$¢ (49), przy podstawieniu a=1.1568, 5=04285, x=10 omaz
R, =03310; mamy zatem
x=15600 oraz P = N _ 100 = 64.10 zl. (56)
x, 15600
Tak wigc otrzymana warto$¢ progowa ceny P =64.10 zt jest rozwigzaniem
analizowanego zagadnienia wyceny obligacji katastroficznej. Ponadto, z (52)
i (56) mamy:

R, =ax -1=0.8046=80.46% (oczekiwana stopa zwrotu za 3 lata), (57)

o =bx=0.6685=66.85% (odchylenie standardowe). (58)
Poziom bezpieczenstwa R, obligacji jest rowny:

R, =R, —xo=80.46%—-1.0%x66.85%=13.61%; (59)
oraz wskaznik bezpieczenstwa S :

5=Le =l—x£=l—l‘0x66'jz=0.l692. (60)

R

e

4
Dyskonto cenowe rozpatrywangj obligacji w stosunku do ceny obligacji wolnej od
ryzyka wynosi:
_64.10-100.00

=P‘_P0 x]100=——— % 100=-35.90%. (61)
7 100.00

D'
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Oczekiwana premia za ryzyko jest natomiast rowna:
A
IT=R, —R; =80.46%-33.10%=4736% (za3 lata). (62)

Majac wyznaczong cen¢ progowa P, =64.10z1 odpowiadajaca wartosci
x=1.5600, ze¢ wzoru (3) mozemy roéwniez okresli¢ scenariusz mozliwych
(ti. z zadanymi prawdopodobienstwami p,,...,p,) wynikéw inwestycji
w rozpatrywang obligacj¢ katastroficzna. Scenariusz ten okreslony jest przez
realizacje R} ,...,R,, losowej stopy zwrotu R’ z inwestycji. Z (3) mamy zatem

R =-1 -100.0% ;  p, =0.0500

. |Ry=R,x-1 [-828% ; =0.0475
R = 3 2 _ P2 (63)

Ry =Ryx -1 -64.0% ;  py=00451

Ry=Rex-1 [+1076% ; p,=08574

Otrzymany wynik inwestycji w obligacje katastroficzna jest rownowazny - w
sensie przyjetej funkcji uzytecznosci U =U(R,,S) - inwestycji w obligacje
wolna od ryzyka o stopie zwrotu R, =331% (za okres 3 lat).

Stosunkowo duze dyskonto cenowe D, =-35.90% oraz duia oczekiwana
przez inwestora premia za ryzyko IT =47.36% (za 3 lata), jakie otrzymalismy w
wyniku powyiszych obliczefi - jest rezultatem zalozenia dos¢ duzego
prawdopodobieristwa powodzi, tj. a =0.05 (p.a.).

Zgodnie ze wzorem (63), rozklad rzeczywistej stopy zwrotu R* z obligaciji
katastroficznej jest lewostronnie skosnym, czteropunktowym rozkladem
dyskretnym. Musimy zatem sprawdzi¢, czy zachodzi jeszcze jeden warunek. A
mianowicie, ze wzoru (15) wynika, z¢ dla przyjetego powyzej parametru x =1.0,
prawdopodobienstwo najgorszego przypadku p, =0.159~1/6. Wartos¢ tg
wyznaczylismy przy zaloZeniu, ze rozklad stopy zwrotu R® jest rozkladem
normalnym. Nalezy zatem sprawdzi¢, czy prawdopodobieristwo py wyliczone
dla rozktadu dyskretnego (63) nie przekracza wartosci prawdopodobienstwa p, ,
tj. czy zachodzi

P{R* <R }=p. <p, =0.159. (64)

W naszym przykladzie mamy R, =13.61% (por. 59), a zatem z rozkladu
prawdopodobienistwa (63), otrzymamy

pr=P{R* <13.61%} = p, + py + p; =0.0500+0.0475 +0.0451=0.143. (65)
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Tak wigc warunek (64) jest spelniony, co oznacza, z¢ regula preferencji (28)
prowadzaca w analizowanym przykiadzie do wartosci x, =1.5600, dominuje
w powyZszym sensie nad tym warunkiem.

W przypadku przeciwnym, gdyby nieréwnosé (64) nie byla spelniona,
musiclibySmy powigkszaé wartos¢ x=N/P, tak dlugo, az osiagniemy
Pe S p. =0.159 . Geometrycznie, réwnowazne jest to przesuwaniu sig¢ wzdluz
lini WLcar obligacji katastroficznej w prawo, tj. poruszaniu si¢ od punktu
przecigcia tej linii z linig rozdziclajaca Wpser w kicrunku - w glab obszaru
preferencji £2,. W tym przypadku otrzymaliby$Smy x,>1.5600, co
oznaczaloby, ze warunek (64) dominuje nad regulg preferencji (28). Dla wyceny
obligacji, przyj¢libySmy wéwczas otrzymang w powyiszy sposéb wartosé x,;
a tym samym P, =N /x,. Oczywiscie, okreSlona w ten sposéb wartos¢ ceny
progowej P, obligacji bylaby nizsza od wartosci P, =64.10 zl, wyznaczonej
w analizowanym powy:ej przykladzie.

W pewnych  przypadkach, dla  odpowiednio wysokiego
prawdopodobicastwa katastrofy « (p.a.), a tym samym dla wysokich
prawdopodobiefistw p;, p,, p3 - moze si¢ zdarzyé, ze dla danej wartosci
x €(0,xp,,) spelienic warunku (64) w ogole nie jest mozliwe. Wowczas,
zgodnie z przyjgtym modelem decyzyjnym wyceny, inwestycj¢ w taka obligacjg
odrzucamy; bowiem ryzyko inwestycyjne byloby w analizowanym przypadku
zbyt duze. Inwestycja taka moglaby by¢ atrakcyjna dla inwestora
charakteryzujacego si¢ wigkszym stopniem akceptacji ryzyka, tj. majacego nizsza
wartos¢ parametru k. Oczywiscie w tym przypadku, cala proponowana
procedurg wyceny, nalezaloby powtorzy¢ od nowa.

Bardziej obszemna analizg wynikow numerycznych dotyczacych
analizowanego przykladu, otrzymanych dla parametrow «a =0.01, 0.05, 0.10
oraz x = 0.5, 1.0, 1.5 - mozna znalez¢ w pracy autora (ef al.) [19]. W pracy tej,
dokonano réwniez istotnego uogdlnienia rozpatrywanego modelu wyceny
obligacji katastroficznych na przypadek, w ktérym dwuczynnikowa funkcja
uzytecznosci inwestora ma postaé funkcji CES (constant elasticity of
substitution), Jak wiadomo, analizowana w niniejszej pracy funkcja uzytecznosci
U(R,, R,) typu Cobba-Douglasa jest przypadkiem szczeg6lnym funkcji typu
CES, majacej charakter zaleznosci multiplikatywno-addytywnej; por. Arrow,
Chenery et al. {1].
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