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Streszczenie

W pracy rozwazono problem estymacji modeli jednorodnych ze stalymi
parametrami w sytuacji, gdy rzeczywiste parametry zmieniaja si¢ w czasie
w ograniczonym zakresie. Wskazano, ze estymowane parametry stale moga
przyjmowaé wartosci z zakresu zmian parametréw. Jednak wykonujac po-
miary po odczekaniu dostatecznie dlugiego czasu mozemy uzyskaé parame-
try, ktére przyjmuja wartos¢ srednia (ewentualnie Srednia wazona). Zapro-
ponowano tez test badania zmiennosci parametréw.

Stowa kluczowe: Estymacja parametrow, parametry zmienne w czasie, tes-
towanie zmiennosci parametréw

1 Wprowadzenie

Do estymacji parametréw zinieniajacych si¢ w nieznany sposéb w czasie sto-
suje si¢ kilka metod: (1) estymacje stalych parametréw w odcinkach o skori-
czonej dlugoéci, (2) metody rekurencyjne, (3) metody z rozwinigciami funkcji
opisujacej zmiany parametréw w szereg, (4) metody wielokrotnych danych.
Jednak modelujac rzeczywisty system czesto przyjmujemy, ze ma on stale
parametry, jezeli tylko nie mamy dostatecznych danych o ich zmiennosci w cza-
sie. Bedzie si¢ to zdarzalo przede wszystkim wtedy, gdy zmiany parametréw
w rozpatrywanym zakresie czasu sa wolne lub zmieniajg si¢ w ograniczonym
zakresie. Takie sytuacje moga si¢ pojawi¢ w zlozonych systemach, ktérych
szczegblowe dzialanie nie jest do konca znane, jak na przyklad w zywych orga-
nizmach, zlozonych ukltadach srodowiska naturalnego, systemach spolecznych
czy ekonomicznych. Zalozenie o staloSci parametréw jest tam czesto watpliwe,
a czasami nawet przyjmowane z premedytacja dla uproszczenia modelu, choé
wiadomo, ze rzeczywiste parametry na pewno stale nie sg. Przyklad nieoczeki-
wanego wykrycia dobowej zmiennosci parametru od lat uwazanego za staly
mozna znalezé w pracach [10] i [11].



Zachodzi pytanie, co si¢ dzieje, gdy estymujemy stale parametry zamiast
zmiennych i jak interpretowaé uzyskane oceny parametréw, przyjmowanych
za stale, gdy w rzeczywistosci zmieniaja sie one w czasie. Zagadnienie to
rozwazymy w tej pracy.

2 Model pierwszego rzedu
Rozwazmy uklad opisany réwnaniem skalarnym

WO — iy v0) = )

Jego rozwigzaniem jest funkcja
t
y(t) — yne— fo a(r)dr (2)

Zapiszemy ja w postaci

a(T)drt —a(t)t

1t
y(t) = yoe o = e
gdzie kreska nad wspélczynnikiem a oznaczono jego warto$c srednia w prze-

dziale [0, ¢]
t
a(t) =1 / a(r)dr
tJo
Jezeli jednak przyjmiemy, ze uklad jest opisany réwnaniem ze statym para-

metrem d (t)
L=y, yO) =

to rozwiazaniem bedzie funkcja
y(t) = yoe ™ 3

Dla ustalonego t estymowany parametr staly a odpowiada wartodci sredniej
a(t) wspdtczynnika w okresie obserwacyi. Jezeli tylko warto$é érednia zbiega do
wartosci stalej (lub niewiele si¢ zmienia), to przyjecie dla wigkszych wartosci ¢
stalego parametru wydaje si¢ w tym przypadku uzasadnione, a nzyskany esty-
mator ma intuicyjnie spodziewans interpretacje. Do takiej zbieznosci wystar-
czy, aby poczatkowy paramectr zmienial si¢ w ograniczonym zakresie.

PrzYKLAD. Ocena zuzycia energii przez organizm. W wyniku badan nad
rozchodzeniem si¢ tlenu w organizmie [5) opracowano metode szacowania zuzycia
energii z zastosowaniem izotopéw trwalych (stabilnych), zwang metoda podwdjnie
2naczonej wody, patrz np. [8]. Moze ona sluzyé na przyklad do mierzenia wydatku
energii zwierzat, ktore sy chwytane co pewien czas do badania, a potem moga byé
wypuszezane na wolnosé. gdzie zachowuja naturalna aktywnosé.

W metodzie tej wprowadza si¢ do organizmu wodg ze znaczng zawartoscia czas-
teczek zlozonych z deuteru i izotopu tlenu 80, czyli wody o skladzie D,'80. Czesé
tych atoméw jest. wydalana z organizmu w postaci wody, ale cze$é atoméw izotopu
180 jest takze wydalana z dwutlenkiem wegla. Tlogé produkowanego przez organizm
dwutlenku wegla jest zas Scisle zwiazana z wydatkiem energii.
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Jezeli w jednostce czasu ulamek liczby wydalonych z organizmu atoméw tlenu 20
wyniesie k,, a ulamek liczby wydalonych atoméw deuteru wyniesie kq, to, zakladajac
Jjednokompartmentowy model przemian, liczba czasteczek powstalego w tym czasie
dwutlenku wegla, oznaczona ponizej przez rco,, wyniesie

1
rco, = 'ivw(kn - kd)

gdzie V,, jest objetosciy rozprzestrzeniania si¢ wody w organizinie, a wspélczynnik %
wynika z faktu, Ze do uzyskania jednej czgsteczki CO2 sq potrzebne dwie czasteczki
wody H20. Poniewaz wydatek energii w wigkszosci organizméw zywych jest w sposéb
oczywisty zmienny w czasie, wigc przyjmujac, ze objetosé V,, jest stala w czasie,
muszg byé zmienne wspélezynniki ko (t) i kq(t). Wydatek dwutlenku wegla w okresie
czasu [0, t] jest wige zadany calky

A oy (r)dr = Vol /0 ko(r)dr — /u ' ka(r)dr) (4)

Objetosé rozprzestrzeniania si¢ wody V,, mozna obliczyé mierzac poczatkowe stezenie
(liczbe¢ atoméw w jednostce objetosci) — ponad poziomem naturalnym - atoméw
deuteru lub izotopu tlenu w plazmie, powiedzmy cg, przy znanej wprowadzonej liczbie
atoméw izotopu Iy, ze wzoru

Iy

Vw=—

co
Aby obliczyé wydatek tlenu musimy wige wyznaczyé obie calki po prawej stronie
réwnania (4). Mozna Lo zrobi¢ wyznaczajac dla kazdego z izotopéw wspélczynnik
zanikania ze wzoru (3) i korzystajac z jego odpowiedniosci z calky we wzorze (2).

Przesledzimy teraz na przykladach, jak moze zmieniaé si¢ estymowana
warto$¢ wspotczynnika a ze wzrostem dlugosci przedzialu obserwacji.

PRrzZYKLAD. Przyjmujgc przykladowo a(t) = a + Bsinwt dostajemy
Do B, . a(0) =
a(l.)_a—;z(coswt——l) t>0, a(0) =a

idlat > %{)‘Q warto$é a(t) rézni sie nie wigcej niz 0 1% od a, patrz rys. 1dlaa =1,
P=0.2iw=2n

[ T T T T T T T T T

T
0 ) 10 15

T T T T T

Rysunek 1: Zmiana wartosci $rednicj parametru ze wzrostem dlugosci obserwacji

Oczywiscie Lo, Ze wartosé srednia znajduje sie tylko po jednej stronie stalej a, jest
zwigzane z fazg sinusoidy. Przyjmujae bowiem a(t) = a + B cos wt dostajemy

a(t) =a+ £ sinwt
wl
Krzywa te, dla o = 1, # = 0,7 i w = 27, wykreslono na rys. 2.
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Rysunek 2: Wykres wartosci $redniej parametru przy zmianie fazy sinusoidy

PrzesledZzmy teraz przyklad, w ktérym sinusoide zamieniono na odpowie-
dnia fal¢ prostokatna.
PRzZYKLAD. Rozwazmy réwnanie (1), gdzie

_fap aT<t<(n+H)T _
a(t)_{a,v (n+HT<t<(n+1)T fe=0;1,8,... (5)

W kazdej poléwce okresu zmiennosci 1" sa to réwnania o stalych wspélezynnikach,
ktérych rozwiazanie jest dane wzorem

e-an(t-=nT)y 0<t<(n+ )T
y(t) = —an(t—(n+1)T) 1
€ My +)T<t<(n+1)T
gdzie y, = y(al'). Dla pierwszego okresu mamy
T

y(t) = e *Plyo 0<t< 3 (6)

y(t) = ean(t %)y% = e an(t- {”e“‘";yo =
= ¢ onte= T Ty, %5 t<T (7)
a dla dowolnego okresu zachodzi

() = e*"o‘e‘"iﬂ;_nn”'yu n<t<(n+ %)T ®)
eante=(HDEEEET Y (n DT <t < (n4+1)T

W szczegélnosei z (8) wynika, ze
y(nT) — c—niﬂ-;—"-D-Tyo = e—z'mTyo

Wartodci rozwiazania w chwilach n7' sa wigc takie same, jak dla ukladu o stalym
parametrze @ bedacym srednig parametréow ay i ap.

Wzér (8) mozna wykazaé metoda indukcji zupelnej, gdyz dla n = 0 wyrazenia po
prawej stronie réwnania sprowadzajg sie do (6) i (7) oraz zachodzi

o dla(n+1)I'<t<(n+3)T

—aplt-—(nt |)'r)y"+l — c~aD|l—(n+l)T]e—(n+l)“—ﬂ;—°ﬂ’I‘y0 _

— cfa,,zef(mn)ﬂ"il-ﬂ'l'm

y(t) =e



edla(n+3T<t<(n+2)T
y(") = CAaNlt'("+%),"]y,,+g == e—ault-—(n+*})lTe—(n+l)m—;—°nTyo -
— 8‘“Nt€_("+2,m-;-mTyo

Obliczmy teraz wartosci srednie parametréw w wykladnikach funkcji

edlanT<t<(n+3)T

apt + L(ay — ap)nT ay —ap nT
agy = 2t a0l o apal

__,ap—ayt—nT
=a+ 5 Z
o dla(n+ )T <t<(n+ 1)1

aNt+%(aD—aN)(1L+1)T_a ap—ay (n+1)T

at) = t N3 t
SR LA

W rezultacie wartosé srednia zbliza si¢ z uplywem czasu obserwacji do wartosci a,
chociaz odchylenia od tej wartosci sa tylko jednostronne, patrz rys. 3, gdzie ap = 2,
ay =01 a = 1. Zauwazmy, ze w tym przypadku odleglo§é punktéw najwiekszych
odchyleii od wartosci sredniej wynosi ﬁ

a(t)

10 15 b

Rysunek 3: Zmiana wartosci $redniej parametru ze wzrostem dlugosci obserwacji

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, estymowany staly parametr odpowiada
wartosci sredniej w wykladniku potegi. Wartosé srednia a(t) zmienia si¢ podobnie,
jak w poprzednim przykladzie, i moze by¢ uwazana za pewnego rodzaju aproksymacje
poprzedniego przypadku. Zauwazmy przy okazji, ze w pierwszym kroku, dla n = 0,
a(t) = ap, a wige estymowana wartosé srednia znajduje si¢ na granicy zmiennosci
parametru a(t).

Przejscie od modelu ze zmicnnyini parametrami do modelu o statych para-
metrach dla ustalonego ¢ mozna oprzeé tez na innym wyprowadzeniu. Calku-
jac réwnanie (1) otrzymamy, dla & =ty '

y(lx) —w =— /0 " a(r)y(r)dr



Poniewaz rozwiazanie (2) jest zawsze dodatnie lub zawsze ujemne, w zalez-
noéci od znaku yg, wigc z twierdzenia o wartosci éredniej zachodzi

y(tk) —yo = —a(§) /0 " y(r)dr 9)

gdzie 0 < £ < tg. Oznaczmy a(€) = @, a dla podkreslenia zaleznosci wyboru &
od przedziatu [0, ] uwzglednimy to bezposrednio w notacji piszac @ = a(t ).
Z definicji zachodzi
i
a(7)y(r)dr
fO ‘K( )/( ) (10)
Jo* y(r)dr
Zauwazmy, ze @ jest réwne wartosci sredniej a, gdy y(7) = 1. Takze dla stalej
wartoéci a obie $rednie sa sobie réwne. Natomiast w ogdlnym przypadku
a# a.
PRZYKLAD. Przyjmijmy a(t) = a + fsinwt. Rozwiazaniem réwnania (1) jest
wtedy

a(tk) =

y(t) = !Ioe# (ut—%(coﬂwt~l))
Wobec tego

j;; a(T)y(r)dr _ ﬁ;(a + Bsinwr)e” (am- 8 (coswr-1)) 3
f(: y(t)dr fol = (ar—L(coswr—1)) -

at) =

ﬁﬁ, e (ur—g(conwr—-l))d,’. +ﬂﬁ; sinuref(nr—g(wswr—l))dr

j;: e (ur—g(coew'r—l))

! sinwre” (ot~ Eteos ’"‘l))d‘r

o

=t "Ul e—(nt—%(cosw‘r—l))d,r

wykres tej zaleznoéci, obliczony numerycznie, przedstawiono na rys. 4. Widaé z niej,
ze wartosé srednia @ rézni sie od @, a w szczegSlnosei nie zbiega do a = 1, ale do
wartosci nieco wigkszej (dokladniej réwnej 1.154). Jest to zwiazane z tym, ze funkcja
podcalkowa w liczniku nie jest symetryczna w okresie 2m, ze wzgledu na wystepujaca
w niej malejaca funkcje wykladnicza.

Réznica miedzy a(t) i a(t) wynika gléwnie z tego, ze do wyznaczenia a(t)
uzywa si¢ tylko jednego pomiaru y(t) — przyjmujac, ze yo jest wyznaczone z
pomiaru w chwili ¢ = 0. Natomiast do wyznaczenia a(t) uzywa si¢ calego prze-
biegu y(7) dla 0 < 7 < i, z ktérego jest obliczana calka. Przyjecie wigkszej
liczby pomiaréw do wyznaczenia wspélezynnika a w zaleznosci (3) wplyneloby
na zwickszenie wartosci @ w powyzszym przykladzie, w szczegélnosci dla
nieduzych wartosdci .

Podsumowujac, jezeli mierzymy dokladnie wartosci y(t), to do wyznacze-
nia dwéch stalych parametréw g i @ w wyrazeniu (3) wystarcza dwa pomia-
ry. Na przyklad z pomiarn w £ = 0 mozna wyznaczyé¢ yg, a z dowolnego
pomiaru y(¢) dla ¢ > 0 warto$¢ a. Dla zmiennych parametréw ta ostatnia
warto$¢é bedzie odpowiadata a@(t). Jednak w celu estymacji parametréw na
ogol dysponujemy wigksza liczba pomiaréw niz dwa, a najczesciej staramy
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Rysunek 4: Zmiana wartosci éredniej parametru a(t) ze wzrostem dlugoéci obserwacji. Linia
przerywang wykreslono wartoéci a(t).

si¢ ich uzyskaé jak najwiece). Jezeli nie zamierzamy uchwycié¢ zmiennosci
parametréw, a zalezy nam tylko na wyznaczenin wartosci Sredniej, lub a 2z
przykladu, to jak widaé¢ z wykreséw, przydatno$¢ pomiaréw we wstepnej cz
eSci przedzialu pomiarowego bedzie raczej watpliwa. Dla maltych wartosci ¢
niewielka zmiana ¢ prowadzi do znacznej zmiany wartosci sredniej. Bedzie
si¢ to objawialo duza niestabilnoscia ocen parametréw przy zmianie diugosci
obserwacji. Natomiast dla duzych wartosci t zjawisko to zanika i nawet przy
zmianie ¢ nie zaobserwuje si¢ zmian ocen estymowanego stalego parametru
a. 7 tego wzgledu, w celu zmniejszenia wplywu bledéw pomiarowych na
ocene parametréw uzyskanych z estymacji nalezaloby preferowaé wielokrotne
pomiary w chwili 0 oraz na koiicu przedzialu obserwacji, albo przynajmniej
po uplywie pewnego czasu, gdy wartosé srednia niewiele si¢ ziienia. Trudno
podaé tu Scisle zalecenia, gdyz w duzej mierze bedzie Lo zalezalo od struktury
systemu i bledéw pomiarowych.

Pewnym wyjatkiem sy parametry zinieniajace si¢ okresowo, na przyktad z
okresem 71'. Mozna je zapisaé w postaci

a(t) =a+p(t)
gdzie a = 1—]‘,7,];,"'1'(1(7')(11', A ‘;'Tp(r)d'r = 0 dla dowolnego n = 1,2,... i
p(t+ 1) = p(t). Wobec tego dla dowolnego t = nT" dla rozwigzania réwnania
zachodzi

y(nl') = yoe
W tym przypadku pomiary wykonywane co okres T odpowiadaja modelowi
ze stalym parametrem réwnym wartosci sredniej za okres zmian.

Dla ilustracji rozwazaii popalrziny na poréwnanie wykreséw rozwigzan dla
stalego parametru a(t) = a i zmiennego a(t) = a + Bsinwt, a =1, = 0,1,
w = 27 na rys. 5. Wida¢, Ze réznia si¢ one przede wszystkim na poczatku
wykresu. Jezeli wiemy, ze parametry zinieniaja si¢ okresowo, to najlepiej
wykonywaé powmiary z okresem jego zmian, czyli w tym przypadku w chwilach

=~



catkowitych. Jezeli wiemy tylko, Ze sa to parametry zmienne, to bezpiecznie
jest wykoné pomiary dla ¢ = 0 oraz po pewnym czasie, na przyktad w tym
przypadku po t = 3. Jezeli jednak nie wiemy, ze parametr zmienia si¢, to
przy dyskretnych rzadkich pomiarach latwo mozna przyjaé¢ kilka pomiaréw
na poczatku, rézniacych si¢ od reszty, za wartosci oddalone spowodowane
bledami pomiaru. Préba dopasowania modelu z doborem jego rzedu latwo
moze si¢ wtedy skonczyé wyborem zbyt wysokiego rzedu, w tym przypadku
drugiego zamiast pierwszego.

y(t)

————— a(t) =1
a(t) =1+ 0.1sin2mt

T
0 5 t

Rysunek 5: Poréwnanic rozwigzai réwnaii ze zmiennym i ze stalym parametrem

PRrzYKLAD. Model katabolizmu lipoprotein malej gestodci. Analiza kine-
tyczna transportu i metabolizmu lipoprotein jest szeroko znana metoda wyznacza-
nia wspélezynnikéw charakteryzujacych metabolizm substancji. Szczegdlnie intere-
sujaca jest occna wspdlezynnikéw metabolizmu lipoprotein malej gestosei (LDL),
ktére stanowia podstawowe Zrédlo cholesterolu we krwi. Nadmiar LDL, to znaczy
nadmierne zwigkszenie ich st¢zenia we krwi, moze spowodowaé odkladanie si¢ zlogéw
cholesterolu w tetnicach ukladu krazenia.

Znajdujace si¢ w osoczu krwi czasteczki LDL przenikaja przez scianki naczyit
wloskowatych do przestrzeni micdzykomérkowej. Transport do wnetrza komérek
odbywa sie natomiast gléwnie za pomoca wyspecjalizowanych receptoréw i zalezy od
stezenia wolnego cholesterolu wewngtrz komdérek. Transport receptorowy LDL jest
modyfikowany przez dodatkowe czynniki (hormony). Gléwna czesé LDL (okolo 70%)
metabolizowanego w organizmie czlowicka pobiera watroba. Jest ona jednoczesnie
Zrédiem, z ktdrego zsynletyzowane lipoproteiny o bardzo malej gestosci (VLDL) sa
dostarczane do krwi. Po oddaniu tréjglicerydéw VLDL zmniejszaja wymiary i staja
sie czasteezkami LDTL.

7 powyzszego, skrétowego opisu wylania si¢ model kompartmentowy transportu
i metabolizmu LDT przedstawiony na rys. 6. Obejmuje on dwa kompartmenty: cen-
tralny (osocze krwi) i peryferyjny (plyn miedzykomérkowy), miedzy ktérymi naste-



puje transport LDL okreslony wspdlczynnikami wymiany miedzykompartmentowej
k2 i k2;. Do centralnego kompartmentu wplywa nowo powstaly strumieit LDL, oz-
naczony przez Ra, i wyplywa strumieii metabolizowanego LDL (pobieranego giéwnie
droga receptorowa do komérek). Strumieii wyplywajacy z kompartmentu centralnego
jest réwny FCR -y, gdzie FCR jest nlamkowym wspélezynnikiem katabolizmu, a
m; masg LDL w kompartmencie centralnym.
Uklad dwukompartmentowy z rys. 6 opisuje si¢ réwnaniami rézniczkowymi
diny

Tu._@ =— (F CR + kgl)ml(t) + kyama(t) + Ra(t) (11)

ﬂ";til = kgymy(t) — kiama(t) (12)

gdzie my (t) jest masy substancji w picrwszym kompartmencie (osoczu krwi) w chwili
t, a my(t) masy substancji w drugim kompartmencie (plynie migdzykomérkowym)
w chwili . Wspdlezynniki wymiany migdzykompartmentowej k2 i kay sa zwigzane
z transportem substancji przez Scianki naczyn krwiono$nych. Substancja jest synte-
zowana w organizmie z szybkoscig Ra(t) i usuwana z ukladu krwionosnego (katabo-
lizowana) proporcjonaliie do jej masy w osoczu, ze wspdlczynnikiem FCR.

Rysunck 6: Model kompartmentowy transportu i metabolizimu LDL

Estymacji wspolezynnikéw FCR, ky2 i k2, mozna dokonaé droga eksperymentu,
w ktérym LDL znaczone radiouktywnym jodem sy wstrzykiwane do krwiobiegu pa-
cjenta, a nastepnie z probek pobieranych w ciggu kilkunastu dni wyznacza si¢ krzywa
zaniku radioaktywnosci. Przyjmuje si¢ powszechnie zalozenie, ze wspélezynniki FCR,
k12 1 k21 sg stale, a wobec tego krzywe zaniku radioaktywnosci mozna opisaé funk-
cjami dwuwykladniczymi o stalych wspélezynnikach. W ten sposéb proces katabo-
lizmu LDL sprowadza si¢ do modelu (11)-(12). W celu uzyskania mozliwic jednolitej
réznicy miedzy wartosciami kolejno pobieranych prébek, w trakcie dwu kolejnych dni
po wstrzyknigeiu znakowancgo LDL, kiedy zanik radioaktywnosei jest szybki, probki
sg zwykle pobicrane czesto (w odstepach kilku godzin), a nastepuie, w kolejnych
péznicjszych dniach, tylko raz dziennie.

Do modeclowania uzyto pomiaréw z 45 oséb przebadanych w ciggu kilku lat w ra-
mach rutynowych badaii'. Zawieraly one od 12 do 20 pomiaréw w chwilach t,, ta, .. .,
ty, gdzie N jest liczby pomiaréw, przy czym cykl badania zaczynano zawsze o godz.
8 rano. Ze wzgledu na szybki spadek funkeji mj(t), bezposrednio po wstrzyknieciu
znakowanego LD pomiary odbywaly si¢ na ogél przez picrwsze pél doby co 2 godz.,
a dalej byly one wykonywane zazwyczaj raz na dob¢ o godz. 8 rano. W ustalonym
schemacie pomiaréw w wieln praypadkach brakowalo pomiaréw, stad duzy rozrzut
liczby pomiaréw N dla poszezegdlnych osob.

'Badania te przeprowadzono w Huddinge University Hospital w Szwecji.  Autorzy cheieliby
podzigkowaé drom L. Berglundowi, B. Angelinowi i M. Lrikssonowi za udostepnienie wynikéw
badan.



Zaczniemy rozwazania od przypuszezenia, ze wspélezynnik FCR jest staly. Przy
tym zalozeniu do estymacji parametréw w rozwiazaniu réwnan (11)-12) uzyto regresji
nieliniowej z minimalizacja sumy odchyleii kwadratowych bledéw

N

min 3 le(ta) = fiet = foe

p1.r2Juf2
n=1

Przeprowadzono dobér rzedu modelu dopasownjac modele o jednym skladniku (pier-
wszego rzedu, jednokompartmentowe), o dwéch skladnikach (drugiego rzedu, dwu-
kompartmentowe) oraz o trzech skladnikach (trzeciego rzedu, tréjkompartmentowe).
W wielu przypadkach przeprowadzone testy statystyczne (test F, testy AIC i FPE
Akaike’go) wyraZznie wskazywaly na istotnosé modelu o trzech skladnikach. Przyklad
dopasowania modeli o réznej liczbie skladnikéw przedstawiono na rys. 7, a w tabl. 1
podano wyniki testéw doboru liczby skladnikéw dla tego przypadku. Jak widaé,
zaréwno wykresy dopasowania jak i testy sugernjg w tym przypadku wybér modelu
o trzech skladnikach. Tymczasem interpretacja fizjologiczna takich modeli nie jest

jasna.

Tablica 1: Wyniki testéw statystycznych doboru rzedu dla przypadku przedstawionego na rys. 7

rzad modelu | reszt. suma kw. | AIC | FPE I’
1 11,63 38,35 | 15,01
2 3,32 24,79 | 6,00 35,09
3 1,22 14,74 | 3,04 24,18

1. Dla testéw AIC i FPE wybiera si¢ model o najnizszej wartosci statystyki.
2. Warto$é krytyczna testu I' przy poziomie istotnosci 0,05 okolo 4.

Badania proceséw metabolicznych wykazaly, ze czesto podlegajg one rytmom do-
bowym. Poniewaz na transport receptorowy, a wigc na wartoéé FCR, ma wplyw
wiele czynnikéw regulujacych (hormonéw), mozna przypuszczaé, ze rozpatrywany
tu wspdlezynnik IFCR moze takze podlega¢ rytmom. Nie powinno to natomiast
dotyczyé wspdlezynnikéw kyz i k2y zwiazanych z transportem przez blony.

Jezeli jednak w procesie katabolizmm LD wystepuja rytmy dobowe, to powinno
si¢ uniknaé¢ ich wplywu przyjmujac tylko pomiary wykonywane co 24 godziny, w
tym przypadku o godz. 8 rano, zgodnie z wezesniejszymi rozwazaniami. Aby sie
o tym przckonaé, przeliczono jeszeze raz wszystkie przypadki po pominigciu po-
miaréw wykonanych wewnatrz jednodniowego odstepu miedzy nimi. Dopasowanie
modeli jedno- i dwukompartmentowych do pomiaréw wykonanych raz dziennie dla
rozpatrywanego poprzednio przypadku przedstawiono na rys. 8. W takich przypad-
kach préby dopasowania modelu o trzech skladnikach konczyly sie niepowodzeniami
wskazujacymi na nadmiarowosé parametréw, takimi jak osobliwoéci macierzy, czy
zatrzymywanie si¢ algorytmu w ewidentnie nieprawidlowych punktach. Kéleczkami
zaznaczono na rysunku pominicte pomiary, znacznie odbiegajace od wyznaczonych
tu krzywych, a stanowiace dosyé znaczny procent wszystkich pomiaréw. Pomiary
te “Sciagaja® wyznaczana krzywa prowadzac do wystepowania trzeciego skladnika w

modeln.

Rys. 9 przedstawia unormowany i usredniony wykres wszystkich 45 pomiaréw na
tle modelu obliczonego na podstawie pomiaréw wykonanych raz dziennie. Widaé na
nim, ze w okresie ezestych pomiaréw w picrwszej polowie pierwszej doby (czyli w ciagu
dnia) nastepuje szybki spadek krzywej radioaktywnosei, szybszy od wynikajacego z
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Rysunek 7: Przykladowe dopasowanie modeli 1-go, 2-go i 3-go rzedu do wszystkich pomiaréw

modelu dla pomiaréw wykonywanych raz dziennie, sugerujacy zwigkszong wartosé
FCR w tym okresic. Dalej krzywa wraca po 24 godzinach do poziomu wyznaczonego
przez model, aby ponownie obnizy¢ si¢ w polowie drugiej doby pomiaréw, o godz. 20
(jest to jedyny dodatkowy pomiar wykonywany poza godz. 8 rano innego dnia, niz
pierwszy) i powrdci¢ z powrotem do podstawowej krzywej po jej zakoiiczeniu. Wykres
ten silnie sugeruje istnicnie cyklicznych dobowych zmian FCR.

Pomini¢cie pomiaréw wewnatrz przedzialu jednodniowego nie wplywalo znacznie
na estymowany warto$¢ £'C' R, natomiast w zdecydowanej wigkszosci przypadkow is-
totnie zmienialo oceny kyy i kzy. Zestawienic obliczeit dla modeli pierwszego i drugiego
rzedu przedstawiono w tabl. 2. Przedstawiono w niej takze wartosei srednie i odchyle-
nia standardowe obliczone z wynikéw uzyskanych dla wszystkich pomiaréw oraz z
wynikéw dla pomiaréw raz dziennic. Widaé istotne réznice w wartosciach srednich
ocen kyp ik polaczone ze znacznym zmnicjszeniem ich odchyleii standardowych
dla pomiaréw raz dziennic. W wynikach uzyskanych dla modelu jednokompartmen-
towego nie ma wspolezynnikéw wymiany miedzykompartmentowej, a wartosci srednie

11
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Rysunek 8: Dopasowanic modeli pierwszego i drugiego rzedu do pomiaréw wykonywanych raz
dzienie. Kélkami oznaczono pomiary z picrwszego dnia.
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Rysunek 9: Usrednione i unormalizowane krzywe zaniku radioaktywnosci cj(t)/ci(0) i ich od-
chylenia standardowe z préby. Pomiary polaczone liniami przerywanymi. Linia ciagla jest wykre-
sem Munkeji ¢j(t)/c;(0) = Ayexp(—at) + Azexp(—ast), ktdrej parametry estymowano z unor-
malizowanych danych wykonanych raz dziennie. W gérnej prawej czesci powigkszenie wykresu dla
pierwszych dwéch dni z zaznaczonymi odchyleniami standardowymi.
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dla ocen FCR ze wszystkich pomiaréw i pomiaréw raz dziennie sq jednakowe, lecz
w stosunku do modelu dwukompartmentowego nieco zawyzone (obcigzone). Jed-
noczeénie obliczone dla nich odchylenia standardowe sa nieco wigksze niz dla modeli
dwukompartmentowych. O mozliwych zmianach ocen ky2 i k2; po odrzuceniu po-
miaréw wewngtrz okresu jednodobowego mozna si¢ przekonaé przegladajac wyniki w
tabl. 2.

3 Modele wyzszych rzedow
W przypadku réwnania wyzszego rzedu, ktére mozemy zapisa¢ w postaci r6w-
nania wektorowego

YO _ a0y v =y (13)

mozna przeprowadzi¢ podobne roziumowanie o réwnosci stalych parametréw

i wartoéci Sredniej, jezeli rozwiazanie daje sie przedstawié¢ w postaci y(t) =
t

e—ﬁ) Arydr Wymaga to, aby macierz A(t) i jej calka byly przemienne, por

np. [2], to znaczy aby zachodzilo

¢ t
A(t) / A(r)dr = / A(r)drA(t)
0 0
Jednym z takich specjalnych przypadkéw, ktére moga czesciej wystapié w
praktyce i kiedy przemiennos¢ zachodzi, jest macierz A(t) o postaci

A(t) = Ag(1)

gdzie A jest macierza staly, zas £(t) jest skalarna funkcja. W takim przypadku
mainy
L -
y(t) = Al 5(1')“‘fy0 = Aty

gdzie £(t) = % f(f E(T)dr. 1 tu eslymowany paramelr staly jest wartoscig
$redniq z okresu obserwacji. Przyjmumjac €£(t) = 1 widaé, ze przemiennosé
dotyczy takze macierzy statych.

Mozemy jednak postapi¢ podobnie, jak w przypadku skalarnym, stosujac
metode przeksztaleenia calkowego. Scalkujmy obie strony réwnania (13) w
przedziale [0, ¢ otrzymujac

ti
yx) =y = [ Aw)y(ryir (14)
Calka z wektora A(7)y(7) po prawej stronie réwnania jest réwna wektorowi
2 calek z elementéw tego wektora.

Korzystajac z liniowosci operatora catkowania mamy po prawej stronie tej

réwnosci do czynienia z calkami typu

i
/ ai(T)y;(T)dr
Jo

© Zalozymy, 7e sygnal yj(7) jest nicujemny (lab niedodatni). Jest to czesto spo-
tykany przypadek w praktycznych zastosowaniach, gdy sygnal opisuje zmiany

14



Tablica 2: Wartoéci wspélezynnikéw estymowane na podstawie pomiaréw raz dziennie i wszyst-
kich dla modeli jedno- i dwukompartmentowych

Jeden kompartment ) Dwa kompartmenty
Subject | Raz dziennie | Wszystkic Raz dziennie Wszystkie
I'CR1 FCR2 FCRI [ K12 | K21 | FCR2 | K12 K21
1 0.396 0.393 0.358 [ 0.298 | 0.16 | 0.383 | 1.381 | 0.333
2 0.355 0.367 0.325 | 0.210 | 0.087 | 0.353 | 0.831 | 0.175
3 0.310 0.284 0.276 | 0.127 | 0.105 | 0.320 | 9.570 | 2.298
4 0.408 0.405 0.383 | 0.520 | 0.221 | 0.385 | 0.727 | 0.265
5 0.284 0.275 0.271 | 0.262 | 0.075 | 0.291 | 2.274 | 0.421
6 0.431 0.437 0.399 | 0.385 | 0.166 | 0.418 | 1.164 | 0.318
@ 0.428 0.422 0.402 | 0.516 | 0.201 | 0.429 | 2.240 | 0.606
8 0.412 0.411 0.351 | 0.27 | 0.166 | 0.365 | 0.824 | 0.279
9 0.331 0.334 0.319 | 0.355 | 0.100 | 0.314 | 0.279 | 0.087
10 0.309 0.311 0.297 | 0.614 | 0.217 | 0.298 | 0.773 | 0.255
11 0.435 0.459 0.329 | 0.298 | 0.324 | 0.328 | 0.298 | 0.328
12 0.281 0.272 0.286 | 1.001 | 0.289 | 0.303 | 6.571 | 1.740
13 0.309 0.318 0.286 | 0.221 | 0.111 | 0.294 | 0.316 | 0.123
14 0.344 0.362 0.293 | 0.118 | 0.105 | 0.313 | 0.155 | 0.111
15 0.298 0.276 0.293 | 0.587 | 0.179 brak zbieznosci
16 0.761 0.794 0.648 | 1.078 | 0.860 | 0.619 | 0.537 | 0.469
17 0.389 0.393 0.333 | 0.238 | 0.128 | 0.338 | 0.294 | 0.142
18 0.368 0.365 0.340 | 0.262 | 0.109 | 0.328 | 0.205 | 0.099
19 0.233 0.242 0.230 | 0.483 | 0.092 | 0.238 | 0.783 | 0.151
20 0.376 0.395 0.369 | 0.574 | 0.190 | 0.376 | 0.998 | 0.296
21 0.302 0.309 0.258 | 0.135 | 0.103 | 0.285 | 0.377 | 0.119
22 0.416 0.447 0.331 | 0.126 | 0.156 | 0.356 | 0.170 | 0.170
23 0.363 0.373 0.330 | 0.218 | 0.124 | 0.329 | 0.227 | 0.120
24 0.329 0.319 0.313 | 0.339 | 0.152 | 0.345 | 5.576 | 1.146
25 0.353 0.347 0.320 | 0.234 | 0.109 | 0.326 | 0.333 | 0.108
26 0.336 0.308 brak zbieznoéci 0.318 | 25.588 | 1.303
27 0.345 0.349 0.325 | 0.284 | 0.093 | 0.328 | 0.347 | 0.100
28 0.301 0.301 0.271 | 0.215 | 0.102 | 0.267 | 0.207 | 0.096
29 0.272 0.263 0.262 | 0.447 | 0.105 | 0.256 | 0.562 | 0.092
30 0.283 0.272 brak zbieznosci
31 0.326 0.328 0.229 | 0.236 | 0.234 | 0.247 | 0.353 | 0.251
32 0.263 0.267 0.238 | 0.264 | 0.140 | 0.247 | 0.414 | 0.172
33 0.269 0.277 0.206 | 0.074 | 0.107 | 0.172 | 0.048 | 0.143
34 0.286 0.286 0.261 | 0.209 | 0.105 | 0.273 | 0.469 | 0.143
35 0.508 0.470 0.397 | 0.187 | 0.217 | 0.378 | 0.201 | 0.176
36 0.287 0.278 0.269 | 0.277 | 0.084 | 0.258 | 0.232 | 0.066
37 0.483 0.499 0.458 | 1.366 | 0.636 | 0.459 | 1.421 | 0.646
38 0.287 0.284 0.268 | 0.194 | 0.071L | 0.263 | 0.190 | 0.065
39 0.287 0.283 0.271 | 0.251 | 0.096 | 0.296 | 3.663 | 0.485
40 0.328 0.313 0.287 | 0.198 | 0.111 | 0.321 | 0.543 | 0.164
41 0.501 0.508 0.433 | 0.236 | 0.171 | 0.4148 | 0.357 | 0.198
12 0.257 0.2.11 0.256 | 0.627 | 0.175 | 0.230 [ 0.314 | 0.083
43 0.120 0.-101 0.373 1 0.312 | 0.166 | 0.373 | 0.538 | 0.197
4 0.325 0.321 0.307 | 0.395 | 0.156 | 0.334 L1916 | 0.515
45 0.310 0.318 0.313 1 0231 ] 0.108 | 0.350 | 7.072 | 1.500
srednia 0.351 0.351 0.321 [ 0350 | 0.172 | 0.329 | 1.327 | 0.363
odch.st. 0.091 0.096 0.077 | 0.263 | 0.141 | 0.076 | 2.104 | 0.472
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masy lub stezeii substancji. Korzystajac z twierdzenia o wartosci Sredniej
mozemy powyzsza catke zapisaé w postaci

tic tic
A aij(T)y; (T)dT = aij(&i(Lx)) [) yij(T)dr

gdzie 0 < &;(tk) < tg. Oznaczmy przez a;(tx) = aij(&ij(tk)) wartosé
Srednig wazony z zakresu zmienno$ci parametru a;j(t) w przedziale [0,¢k]
zdefiniowans nastepujaco

g {tze) = " aig (r)y;(r)dr
! Jo* wii ()dr

Zanwazmy, ze dla y;(7) = 1 zachodzi @;j(ly) = i—:‘— WK ai(T)dr = aij(ti),
czyli wiedy $rednia wazona jest réwna zwyklej Sredniej.
Mozemy teraz zapisa¢ réwnanie (14) jako

y) =yo+ A [“yir A =AGH)  (19)

gdzie E(tx) = {&;(tx)}tij=1,...m jest macierza wspSlezynnikéw o wymiarze
M x M. Wyznaczenie macierzy A(ix) jest teraz mozliwe tylko wtedy, gdy
zawiera ona nie wigcej niz M niezaleZznych parametréw.

Aby przej$é do dalszych rozwazan przypomnimy, jak wyglada rozwigza-
nie ukladu réwnan rézniczkowych ze ziniennymi parametrami. Rozwazymy
uktad (13) opisany jednorodnym réwnaniem rézniczkowym macierzowo-wek-
torowym o zicunych wspolezymikach, gdzie A(t) jest macierza M X M.
Zalozymy, ze wsplczynniki sy [unkcjami ciaglymi. Jego rozwigzanie ma
postac

y(t) = 2()yo (16)
gdzie ®(t) jest macierza tranzycyjna speliajaca réwnanie
1P (1
s df ) _awe@) o0 =1 a7

Przyjmijiny teraz, ze paramelry réwnania zinieniajg sig cyklicznie w czasie,
czyli ze zachodzi
A(t+T)=A(t) (18)
gdzie 1" jest (zasadniczo najimniejszym) okresem zmiennoéci wspélczynnikéw.
Rozwiazanie réwnania (13) ma postaé (16), gdzie ®(t) spelia réwnanie (17).
Ze wzgledu na (18) mamy

@ﬁ.ttﬂ =A(L+T)B(t+T1)=A)®(t+T)

di
skad ®(t 4+ 71') jest Ltakze rozwigzanicim réwnania (17), z warnukiem poczal-
kowyw ®(7°). 2 wlaSciwodci macierzy tranzycyjnej wicmy, ze ®(7°) jest
nicosobliwa i wobec tego istuicje jej odwrotnosé.  Zauwazmy, Ze macierz
W(t) = ®(t +7)2~"'(1') spelia réwnanie (17) z warunkiem poczatkowym
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¥(0) = I. Ze wrzgledu na jednoznaczno$é rozwiazania réwnania (17) musi
zachodzié ¥(t) = ®(t), skad

B(L+T)=D(t)B(T) (19)
a po przedhuzeniu rozumowania
Bt +nT) = B(t)®™(T) (20)
oraz
y(t+nT) = DO (T)yo (21)
Jak wida¢, rozwiazanic réwnania (13) jest iloczynein macierzy ®(t) powtarza-
jacej sie periodyeznie oraz pewnej potegi macierzy stalej ®(1°). Do jego wyz-
naczenia wystarczy znaé macierz tranzycyjng ®(t) na odcinku 0 < ¢ < 7'
Dla ¢ = nT" mamy
y(nT) = ®"(T)yo
Z poprzednich rozwazan wiemy, ze istnieje pewna stala macierz A, dla ktérej
zachodzi
B(T) = Al (22)
Przedstawmy macierz ®(t) w postaci
B(t) = B(t)e AMert = P(t)er

gdzie
P(t) = ®(t)e At (23)
Zachodzi teraz
P(t+T) = ®(t+T)e 2 = &(1)(T)e~AAT =
= ®(t)eAr e AT Al = (1) At = P(t)

wige macierz P(t) jest [unkcja okresows o okresie T'. Zauwazmy, ze P(0)
®(0) = I, skad P(nT) = L Zwr6émy tez uwage, e réwnosé e~ At-AT =
e~ ATe=Al wynika 7 przemiennodci macierzy AT i At.

Podstawiajac wyrazenie dla ®(t) do rozwigzania (16) otrzymujemy tak
zwane rozwiqzanic Iloqueta (3]

y(t) = P(t)erlyo (24)

Jest ono iloczynem macierzy okresowej o okresie 7', macierzowej funkcji wyk-
ladniczej i wektora warunkéw poczatkowych. Podobnie jak w przypadku jed-
nowymiarowym dla ¢ = n7" zachodzi

) — CAn'I'

y(nT' Yo

a wiec pomiary wykonywane co okres odpowiadaja rozwiazaniu o stalych para-

metrach.
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PRZYKLAD. Rozwazmy réwnanie (13) z macierzgq wspélezynnikéw

A(t.):[ 1+215-c% 9 ]

Jest to macierz okresowa z okresem T' = 2. Latwo obliczamy, ze

AQ2r) = %/OHA(l)dt: [ -~ ]

Skorzystamy teraz z dwéch wzoréw, por. np. [2):

1. Dla nieosobliwej macierzy S
S8 = 825! (25)

2. Jezeli macicerz Z jest diagonalna

2z 0 0
0 22 - 0
Z= .
: 0
0 0 M
to zachodzi
e 0 0
0 e ... 0
A= . (26)

H : 0

0 0 ... e

Poniewaz macierz A(27r) - 27 mozna rozlozy¢ nastepujaco

[ S =0T 2 ][ 0]
|

wice zgodnie z (25) i (26)

(A _ [ 10 émo0 1 oo]_ P 0
% 1 0 e 2 -3 1 e —e?m) e 2

Z drugicj strony, réwnanie (13) z powyzsza macicrza A(t) daje si¢ rozwigzaé,
gdyz mozna je rozdzieli¢ na dwa réwnania skalarne, przy czym w pierwszym z nich
nie wyst¢puje druga zmicnna

[N

i zachodzi

Wl -
-
PR
—
|-
Nl

-
[em—
]

—
(=
-
[e——

dy (1) cost
1 -1
di 1+ 2 +sint

Jyi (L)
Jego rozwigzanie ma postac
L
cont )y 24uin .
n(t) = L,;Uc_f;ll‘ra—l—g...f)‘ T _ c;(,c‘““ Zigut L‘we‘(Z +sint)
gdzie ¢19 = ¢y/2 jest dowolny staly. Drugie réwnanie ma postaé
10 I

dyz(t) _

ol yi(t) —y2(t)
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a jego rozwigzaniem jest
~t t 2. 1
y2(t) = caoe ™" + croe’ (1 + 5 sint — gcost)

Mozemy to zapisaé¢ nast¢pujaco

c!(2 +sint) 0 } [ co ]

y()= [ et(1+ Esint — Leost) e €20

Na to, aby wystepujaca tu macierz byla macierzg ®(t) musi zachodzié #(0) = L
Tymezasem, oznaczajac te macierz przez ¥(t) otrzymujemy

RS HIEEH

Wstawiajac teraz ¥~'(0)¥(0) do wyrazenia dla y(t) otrzymujemy

- (2 +sin) 0 1o0][2 0 ~
y®) = [ c‘(l:%sinﬁllécost) et ] [ —g— 1 ] [ g 1 ] [z;z ] -

= ors ot Ty g 2] [ 0]
st (L + gsinl — geost) — ge e %20
gdzie yi0 = 2¢40 1 Y20 = €20 + %CI()- Macierz przed wektorem wspélezynnikéw jest
dla t = 0 macierza jednostkows, czyli jest macierza ®(t), wiec
e2n 0
%(e'zn —e2m) }

¥(0) =

—
Al NS

®(2r) = [

Sledzac rozumowanie latwo zauwazyé, 7e ®(27) mozna przedstawi¢ w postaci
B(27) = A"

gdzie

Wobec tego A # A(2r) i A # A(2r).

W tym przypadku w punktach okresowosdci rozwiazanie daje si¢ przed-
stawié w postaci eM2™  jednak macierz A nie jest réuna wartosci sredniej
A(27n), ani tez nie jest réwna wartosci Sredniej wazonej A(2mwn), chocia jest
to spowodowane tylko nieodpowicdnioécia jednego elementu macierzy, lewego
dolnego. Zagadnienie znaczenia stalych parametréw wymaga dalszych badan.

Jak widaé, w ogdlnym przypadku modeli wyzszego rzedu estymujac stale
parametry zamiast zimicnnych mozemy uzyskaé wartodci, ktére byé moze w
jakis sposob daja pojecie o zakresie, w jakim moga si¢ znajdowaé prawdziwe
parametry, ale nie mmszy one odpowiadaé jakims intuicyjnie wyobrazalnym
charakterystykom, jak na przyklad wartosé srednia parametru.

4 Testowanie zmiennosci parametrow

Funkcja opisnjaca zimienne patrametry ma typowo wigcej nieznanych wspél-
czynnikéw niz [inkcja stala reprezentnjaca staly parametr. Badanie, czy
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model ze zmieunymi parametrami lepiej opisuje zachowanie si¢ badanego
obiektu niz model ze stalymi parametrami mozna wigc oprze¢ na testowaniu
istotnosci tych dodatkowych wspélezynnikéw. Systematyczne postepowanie
mogloby wygladaé nastgpujaco. Zaczynamy od dopasowania modelu ze staly-
mi parametrami. Nastepnie przyjujemy, Ze wybrany parametr jest funkcja
liniowy (a Scile méwigc aliniczng) i dopasujemy tak zmodyfikowany model
do danych, po czym testujemy istotnosé nowo dodanego wspélczynnika. Dalej
dodajemy wyraz kwadratowy i powtarzamy dopasowanie i testowanie. Takie
postepowanie byloby jednak bardzo pracochionne.

Zaproponowane ponizej poslgpowanie korzysta z rozwiniecia sygnalu w
szereg funkcyjny. Rozwazmy przestrzen Hilberta Ly(0, ¢k ) funkcji f mierzal-
nych i catkowalnych z kwadratem z waga w(t) > 0 na przedziale (0,tg)

tic )
/ w(r) f2(r)dr < 00
0
z iloczynem skalarnym
tic
| w@ @@, o€ 10, tx)

i indukowang przez niego normg

il = [ we)rryar

Dowolna funkcje f € L(0, L) mozna przedstawié w postaci szeregu wzgle-
dem funkcji bazy 0;,i=1,...,00

oo
J) =) f:0:(t)
i=1
gdzie f;, zwane wspolczynnikami Fouriera, sy zadane wzorami
UN
fi= /0 w(r)f(T)0(r)dr  i=1,2,...

Przyjmiemy ortonormalne funkcje bazy, to znaczy speliajace warunek

b Py _J 0 dla i#j
/0 w(T)(),(T)O,('T)dT—{l iy

W metodzie rozwijania sygnaléw w szereg w réwnaniu ze stalymi parame-
trami rozwija si¢ sygual w skonczony szereg wzgledem J pierwszych funkcji
bazy

"
y(t) = Y y;0;(t)
j=1

gdzie y; sa odpowicdnimi wspolezynnikami Fowriera rozwinigcia.  Calke z
[ankeji y(7) mozewmy teraz przedstawic nastgpujaco

" ¢ J J '
/ y(”r)drz/ Zyﬂj(r)(l‘l':Zy,/ 0;(r)dr
0 (i = o
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Calka f(; 0;(7)dr jest hinkeja z przestrzeni Ly(0,tx). Mozna wigc ja rozwinaé
W szereg

t J
[, 0j(T)!_lT ~ Zej,0,(t)
=1

skad otrzymamy

J J
/ y(r)dr =~ ZZy c10(t)

j=11=1

W rezultacie z réwnania picrwszego 1zedu (1) ze stalym parametrem a,
ktére po scatkowaniu obu stron ma postaé

y(t) —p=—a [) ' y(r)dr

po podstawienin rozwiniecia sygnatéw y(L), yo i [ y(7)dr, pomnozenin obu
stron przez w(t)0;(t) i scalkowanin w granicach od 0 do tx otrzymamy

J
—y(,,-z—aZyjej; $=1;2; 505
j=1

Jest to uklad J réwnaii z jednym nieznanym wspélczynnikiem. Wspélczynnik
ten mozna estymowacé za pomoca liniowej metody najmniejszych kwadratéw.
Szczegdlowy opis metody mozna znalezé na przyklad w [4].

Metode te mozna takze zastosowa¢ w réwnaniach ze zmiennymi parame-
trami. Przypudémy, ze wspélezynnik a(t) jest funkcja czasu. Po sprowadzeniu
réwnania rézniczkowego do catkowego bedziemy mieli do czynienia z catka z
iloczynow [} a(r)y(r)dr. Rozwijajac a(t) w szereg

K
a(r) ~ Z arOk(7)
k=1

dostajemy

/ a(T)y(r)dr = Z Zaku]/ Ox(7)0;(T)dr

k=1 j=1

Mozemy teraz rozwinaé catke w szereg
il J
[ onstniar =3 ewon® @7)
=1

co pozwala postepowac dalej podobnie jak poprzednio. Mamy teraz

J K J
/ T)y(r)dT =~ Z E Z aryjerjifi(t)
k=11=1

i=1

podstawiajac powyzsze wyrazenie do réwnania
t
y(t) =y = — / a(r)y(r)dr
Jo
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po pomnozeniu obu stron przez w(t)0;(t) i scatkowaniu w przedziale od 0 do
ti otrzymamy

K J
vi—yoi ==Y > ayeri  i=1,2,...,J
k=1j=1
W tym ukladzie J réwnaii jest K nieznanych wspélczynnikéw. Jezeli K < J,
to wspoélezynniki te mozna wyznaczy¢ liniowa metoda najmniejszych kwadra-
tow.
Przechodzac na zmienne wektorowe rozwiniemy w szereg ypm (t), m-ty ele-
ment wektora y(t)
J
:’Im(l') ~ Z ykmok(l')
k=1

otrzymujac stad rozwiniecic calego wektora w postaci

J
)~ Y yrli(t)
k=1

gdzie yj, jest wektorem o skladowych yk,, . Zauwaziny, ze w ten sposb mozemy
takze rozwinal szczegllny sygnal — sygnal staly, na przyklad yp. Podobnie
mozemy postapi¢ z catka otrzymujac

J J
/ y(7)dr =~ E Zy €10)(t)
j=11=1
Wstawiajac powyzsze rozwini¢cia do réwnania (15) ze stalymi parame-
trami, mnozac obie strony prawostronnie przez w(7)0;(7) i catkujac w grani-
cach od 0 do g, ze wzgledu na ortonormalnosé funkcji bazy uzyskamy réw-

nanie
J

yimyo+Alk)Y e i=12...,J
j=1

W powyzszym ukladzie M x J réwnaii skalarnych nie sa znane tylko elementy
macierzy A(tg). Jest ich M x M. Jesli wiec tylko J > M, to mozemy
z tego ukladu wyznaczy¢ elementy macierzy A(I,K) metoda najmniejszych
kwadratéw.

Dla ziniennych parametréw rozwiniemy sygunal y(t) i macierz A(t) w sze-
regi

J
y(t) = Y yi0;(t)
=

K
t) ~ Z AkOk(t)
k=1

Przeksztalcajac catke nzyskujemny

Al A(r)y(r)dr = Z Z AAy,/ (7)0;(7)dr

k=1j-1
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Korzystajac # rozwinigcia (27), po podstawienin do réwnania (14), pomnoze-
nin obu stron przez w(t)0;(t) i scatkowanin w przedziale od 0 do ¢k uzyskujemy

K J

yi—yoi= .Y Aryiersi  i=1,2,...,J
k=1j=1

Jest to uklad M x J réwnani skalarnych z M x M x K nieznanymi wspétczyn-
nikami. Wspélezynniki te mozna estymowacé, jezeli J > M x K. Jezeli ten
warunek jest trudny do spelnienia, to mozna przyjaé¢ jeden lub wiecej innych
ukladéw funkcji bazowych.

Testowanie zmiennodci parametréw sprowadza si¢ teraz do testowania is-
totnosci wspélezynnikéw ag lub clementéw macierzy Ag. Jezeli te wspélezyn-
niki dla & > 1 sa nieistotne, to nalezy przyjaé, Ze parametry sa stale w czasie.
W odwrotnym przypadku nie ma powodn do przyjecia takiej hipotezy.

5 Zakonczenie

W pracy rozwazono zagadnicnic estymacji stalych parametréw modelu w
postaci réwnania rézniczkowego jednorodnego, gdy w rzeczywistosci sa one
zmienne, w ograniczonyin zakresie. Wskazano na przykladach, ze estymowane
parametry moga odpowiadaé¢ wartosciom z zakresu zmian parametréw, be-
dacym wartosciami &rednimi lub drednimi wazonymi liczonymi od poczatku
przedziatu do chwili obserwacji, ale po uplywie pewnego czasu maja tendencje
do stabilizacji. Przyklad podany dla ukladu wielowymiarowego wskazuje, ze
sytuacja w tym przypadku jest bardziej skomplikowana i interpretacja esty-
mowanych wartosci statych nic zawsze jest oczywista. To zagadnienie wymaga
jeszeze dalszych badani.

Przy wigkszej liczbie pomiaréw, pomiary wykonywane zbyt wczednie nie
tylko powoduja niestabilnosé uzyskiwanych ocen parametréw, lecz moga do-
prowadzi¢ do wyboru modelu o zbyt wysokich rz¢dach, jezeli z powodu niez-
najomosci rzedu jest on dobierany metodami statystycznymi.

Szczegbdlng pozycje wiréd parametréw zimieniajacych sie w ograniczonym
zakresie stanowia parawmelry z okresows zmiennoscia. Do estymacji wartosci
drednich mozna w takich przypadkach nzywaé pomiaréw wykonywanych co
okres zZmiennosci.

W ostatnim prnkcie pracy przedstawiono zarys metody testowania zmien-
nosci parametréw opartej na rozwijaniu zmiennych w szeregi wzgledem orto-
gonalnych baz [unkcji. W dalszych pracach nad tym tematem beda przepro-
wadzone badania tego pomysht na rzeczywistych danych.

W pracy przedstawiono kilka przyktadéw, w tym przyklady praktyczne,
wskazujace na istotnosé tej tematyki. Jednak potrzebne sa dalsze badania
symulacyjne, ktore mogtyby by¢ inspiracja dla dalszych badan teoretycznych.
W szezegdlnoscei dotyezy to modeli wiclowymiarowych oraz testowania zmien-

nosci parametrow.
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