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Streszczenie 

W pracy rozważono problem estymacji modeli jednorodnych ze stałymi 
parametrami w sytuacji, gdy 1·zeczywiste parametiy zmieniają się w czasie 
w ogi·ai:uczonym zakresie. Wskazano, że estymowane pai·ametry stale mogą 
przyjmować waitości z zakresu zmian para.metrów. Jednak wykonując po
miary po odczekaniu dostatecznie długiego cza.su możemy uzyskać para.me
try, które przyjmują wartość średnią (ewentualnie średnią ważoną). Zapro
ponowano też test badania z1nienności parametrów. 

Słowa kluczowe: Estymacja parametrów, parametry z1ruenne w czasie, tes
towanil~ ~utlennośd para1netrów 

1 W prowadzenie 

Do estymacji parainetrów zmieniających się w nieznany sposób w czasie sto
suje się kilka metod: (1) estymację stałych parametrów w odcinkach o skoń
czonej długości, (2) metody rekurencyjne, (3) metody z rozwiu.ięcia1ru funkcji 
opisującej zmiany parametrów w szereg, ( 4) metody wielokrotnych danych. 
Jednak modelując rzeczywisty system często przyjmujemy, że 111a on stale 
paramet1y, jeżeli tylko nie mamy dostatec.-znych danych o ich zmienności w <--za
sie. Będzie się I.o zdarzało p1-zede wszystki111 wtedy, gdy zmiauy parametrów 
w rozpatrywanym zakresie czasu są wolne lub zmieniają się w ogi·auiczonym 
zakresie. Takie sytuacje mogą się pojawić w zlo.tonych systemach, których 
szczegółowe działai:ue nie jest do końca znane, jak na przykład w żywych orga
nizmach, złożonych układach środowiska naturalnego, systemach spolec.-znych 
czy ekonmuic:,mych. Założenie o stałości parametrów jest tam często w,1tpliwe, 
a <-"Zasanli nawet p1-zyjmowaue z premedytacją dla uproszcze1lia modelu, choć 
wia<.101110, że rwczywiste parametry na pewno stale nie są. Przykład 1ueoczeki
wa11ego wykrycia dobowej zmieuności parametru od lat uwa:i:auego za stały 
111oż11a zualeźć; w pracach [10] i [11]. 



Zachodzi pytanie, co się dzieje, gdy estymujemy stale parametry zamiast 
zmiennych i jak interpretować uzyskane oceny parametrów, przyjmowanych 
za stale, gdy w rzeczywistości zmieniają się one w czasie. Zagadnienie to 
rozważymy w tej pracy. 

2 Model pierwszego rzędu 

Rozważmy układ opisany równaniem skalarnym 

dyd(t) = -a(t)y(t) 
t 

Jego rozwiązm1ic111 jest funkcja 

y(O) = 110 

11( t) = 110e - J; a(r)dr 

Zapiszemy ją w postaci 

I ft 
y(t) = YQC- 1 Jo a(r)drt = 1/()e-d(t)t 

(1) 

(2) 

gdzie kreską nad współczynnikiem a oznaczono jego wartość średnią w prze
dziale [O, t] 

a(t) = ! t a(r)dr 
t Jo 

Jeżeli jednak przyjmiemy, że układ jest opisany równaniem ze stałym para-
metrem 

dyl(t) = -ay(t), 
et 

to rozwiązaniem będzie funkcja 

y(O) = Yo 

y(t) = vae-at (3) 

Dla ustalonego /. estymowany parametr stały a odpowiada wartości średniej 
i.i( t) współczynnika w okresie ob.,e11V11cji. Jeżeli tylko wartość średnia zbiega do 
wartości stałej (lub niewiele się z1nienia), to przyjęcie dla większych wartości t 
stałego parametru wydaje się w tym przypadku uzasadnione, a uzyskany esty
mator ma intuicyjnie spodziewaną interpretację. Do takiej zbieżności wystar
czy, aby początkowy parametr zmienia! się w ograniczonym zakresie. 

PIU\YKLAD. Ocena zużycia energii przez organizm. W wyniku badań nad 
rmchodzeniem sic tleuu w organizmie [5] opracowano metodę szacowaniu zużycia 
energii z zastosowaniem izotopów trwałych (stabilnych), zwaną metodą podwójnie 
znaczonej wody, patrz up. [8). Mo:i.c ona s111:i.yć na przykład do mierzenia wydatku 
energii zwierząt, które si, chwytane co pewien czas do badania, a potem mogą być 
wypuszcumc na wol11oŚ<~ '. gdzie ;.mchownją naturalną aktywność. 

\V metodzie tej wprowadzn ~ię do orp;anizmu wod~ ze ZIUlCZllfl 7.,mvortościcJ cząR

teczck złożonych z dcnt„rn i izolopu tlenu 180, c--<yli wody o składzie D/8 O. Część 
tych at.omów jest, wydnlmia z orgm1izmu w post.nci wody, nie część atomów iwtopn 
180 jest tnkże wydnlann z dwutlenkiem węgla . Ilość procl11kownncgo przez organizm 
clwutlcuku węgla jest zaś ściśle zwi;17.n11a z wydatkiem energii. 
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Jeżeli w jednostce czasu ułamek liczby wydalonych z organizmu atomów tlenu 180 
wyniesie k0 , a ułamek liczby wydalo11yd1 ut.omów deuteru wyniesie kt1, to, zakładając 
jednokompartmentowy motlcl przemian, liczba cząsteczek powstałego w tym czasie 
dwuLlenku węgla, oznacwna poniżej przez 1·co„ wyniesie 

gdzie Vw jest objętości'! rozprzestrzeniania się wody w organizmie, a współczynnik ½ 
wynika z faktu, Że do uzyskania jednej cz,isteczki C02 "'I potrzebne dwie cząsteczki 
wody H20, Ponieważ wydatek energii w większości organizmów żywych jest w sposób 
oczywisty zmienny w czusie, wiec przyjmując, że objętość Vw jest stała w czasie, 
musz,1 być zmienne współczynniki k0 (t) i k,1(t). Wydatek dwutlenku węgla w okresie 
czasu [O, t] jest więc zadany calk.1 

(' I (' {' lu 1·co,(r)dr = 2 Vw( lo k0 (r)dr - lu kd(r)dr) (4) 

Objętość rozprzestrzeniania się wody Vw uwżua obliczyć mierząc początkowe stężenie 
(liczbę atomów w jednostce objętości) - pound poziomem naturalnym - atomów 
deuteru lub izotopu tlenu w plazmie, powiedzmy Co, przy znanej wprowadzonej liczbie 
atomów iwtopu Io, ze wwrn 

Vw= ~ 
Co 

Aby obliczyć wydaick tlenu musi1uy więc wyznaczyć obie całki po p1·awej stronic 

rówuuuia (4). Możuu lo zrobić wyznaczając dla każdego z izotopów współczynnik 

zanikania ze wzorn (3) i korzystając z jego odpowiedniości z całką we wzorze (2). 

Prześledzimy teraz na przykładach, jak może zmieniać się estymowana 
wartość współczynnika a ze wzrostem długości przedziału obserwacji. 

PnZYKLAD. Przyjmując przykładowo a(t) =o+ f3sinwt dostajemy 

ii(t) = o - f!...(coswt - 1) 
wt 

t > o, ii(O) = o 

i dla t c>: ~ wart.ość ii(t) różni się nie więcej niż o 1% od o, patrz rys. 1 dla o= 1, 
f3 = 0.2 i w= 2,r, 

Il{) 
a-:;:--:;:-:;:-:;:-;-; , 

O 5 10 15 t 

Rysunek 1: Zmiaua wart,ości śn„xluicj pununelru ze wzrostem długości obserwacji 

{)ęzywiścic t.0 1 że wartość śn, ... luia :t.11ajd11jc się tylko po jcduej slro11ie stałej a, jest 
zwif1zanc z faził sim1.soidy. Przyjumjcic bowiem n(/.) = er + j3 cos wt. doslajcmy 

ii(/) = o+ f!...sinwt 
wt 

Krzyw,1 tę , dla n= I , f3 = O, 7 i w= 21r, wykreślono na rys. 2. 
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r·(t) 

a~~ 
o 5 

I 

10 
I i ' 

15 

Rysunek 2: Wykres wnrtości śrndniej pnrametru prt.y zmianie fnzy sinusoidy 

Prześledźmy teraz przykład, w którym sinusoidę zamieniono na odpowie
dnią fali., prostokątną. 

PllZYKLAD. Rozważmy równanie (l), gdzie 

a(t) = { ao 
aN 

nT S t < (n+ ½)T 
(n+½)TSt<(n+l)T 

n =0, 1,2, ... (5) 

W k117,<lcj polówce okresu zmienności T są to równania o stałych wsp<>lczynnikach, 
których rozwiązanie jest dane wzorem 

05,t<(n+½)T 
(11+ ½)TS t < (11+ l)T 

gdzie Ya = y(o1'). Dla pierwszego okresu mamy 

y(t) = e- nN(I · t>y½ = e- •N(• - t>e- 0oty0 = 
T = c-"N'e - ~T l/0 2 St< T 

a dla dowolnego okresu zachodzi 

11T S t < (n+ ½)T 
(n+ ½)T St < (n+ l)T 

W szczególności z (8) wynika, Że 

y(11T) = e-n~T l/0 = e-•nT l/0 

(6) 

(7) 

(8) 

Warto,;ci rozwiązania w chwilach 117' są więc takie same, jak dla układu o stałym 
parametrze a bęchwym śrcdniłl parametrów aN i av. 

Wzór (8) m<Yi.nn wylow,,ć mcto<l'! indukcji zupełnej, gdyż dla n= O wyrażenia po 
prawej s t.rcmiP- równnnia sprowmhmją się do (6) i (7) ornz zachodzi 

• dla(n+l)7'Sl < (n+1)T 



• dla (n+ ł)T::,; t < (n+2)T 

Obliczmy teraz wartości średnic parametrów w wykładnikach funkcji 

• dla nT::,; t < (n+ ½)T 

_ ovt + ½(oN - ov)nT ON - ov nT 
o(t)= t =ov+--2- 1 = 

_ ov - oN t- 111' 
=o+------

2 t 

• dla (n+ ½)T ::5 t < (n+ l)T 

_ ONt + ½(ov - ON )(11 + l)T ov - ON (n+ l)T 
o(t) = t = ON +--2---t- = 

=a+ ov - ON (n+ l)T- t 
2 t 

W rezultacie wartość średnia zbliża się z upływem czasu obserwacji do wartości a, 
chociaż odchylenia od tej wartości s,1 tylko jednostronne, patrz rys. 3, gdzie ov = 2, 
ON = O i a = l. Zauważmy, że w tym przypadku odległość punktów największych 
odchyle1l od wartości średuiej wynosi 11 ~ 1 • 

a(t) 

-r::::=::: =:: 
o 5 10 

I 
15 

Rysune k 3: Zmiana wartości śrndniej parametru ze wzrostem długości obserwacji 

Podobnie jak w poprzednim przykładzie, estymowany stały parametr odpowiada 
wartości średniej w wykładniku potęgi. Wartość średnia a(t) zmienia się podobnie, 
jak w poprzednim przykładzie, i mai:e być uważana za pewnego rodzaju aproksymację 
poprzedniego przypadku. Zauważmy przy okazji, że w pierwszym kroku, dla n = O, 
a(t) = aD, u wi4r-c esty111owa11u wartość średnia znajduje się na granicy zmienności 

parametru o(/.). 

Przejście od modelu ze zrnic1111yrni parametrami do modelu o stałych para
metrach dla ustalcmego t mrn,ua oprzeć leż ua innym wyprowadzeniu. Calku
j ,1c rówmmie (1) otrzymamy, dla/,= li,: 

t" y( li,:) - 110 = - Jo a(-r )11( T )dr 
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Ponieważ rozwiązanie (2) jest zawsze dodatnie lub zawsze ujemne, w zależ
ności od znaku yo, więc z twierdzenia o wartości średniej zachodzi 

ftK 
11(tK) - yo= -a(() Jo y(r)dr (9) 

gdzie O < ( < t K. Oznaczmy a(() = ii, a dla podkreślenia zależności wyboru ( 
od pr7.edziału [O, t,d uwzględnimy to bezpośrednio w notacji pisząc ii= ii(tK ). 
Z definicji zachodzi 

_( ) J~K a(r)11(r)dr 
a /,1< = =~, ----

.fi," 11(r)rlr 
(10) 

Zauważmy, że ii jest równe wart.ości śrechtlej ii, gdy 11( r) = l . Także dla stałej 
wartości a obie średnie są sobie równe. Natomiast w ogólnym przypadku 
ii f ii. 

PllZYKLAD. Prnyjmijmy a(t) = a+ /3sinwt. Rozwiązaniem równania (1) jest 
wtedy 

Wobec tego 

_ .fc1 a(r)11(r)dr .fc1(a + /3sinwr)e - (=- g(«>0wT- 1J) 
a(t) = o , = ""o"-'----~'-----~--

fo y(r)dr J~ e-(aT-g(coowT- 1)} 

r' - (aT- l!.(oo8WT- t))d +/3 r' • - (aT - 1!.(oo,wT- l))d a Joe .., r Jo smwre .., r 

= J: e- (aT-g(coowT- 1)) = 

f~ sinwre- (ot - S(coswT- t))dT 
=a+/3=--c-------,--

r. , C- (at - g(oo,wT- IJ)d,
. o 

wykres t~j zależności, obliczony numerycznie, przedstawiono na rys. 4. Widać z niej, 
że wartość średnia ii rÓ'i;ni się od a, a w szcwgólności nie zbiega do er = 1, ale do 
wartości nieco więks1.cj (dokładniej r6wnej 1.15,l). ,Jest to związane z tym, że funkcja 
podcałkowa w liczniku nie jest symetryczna w okresie 2ir, 7,e względu na występującą 
w niej malcjącl) funkcję wyklndnicZ>1. 

Różnica między ii(t) i ii(t) wynika głównie z tego, że do wyznaczenia ii(t) 
używa się tylko jednego pomiaru 11(t) - przyjmując, że yo jest wyznaczone z 
pomiaru w chwili t = O. N atorn.iast do wyznaczenia ii( t) używa się całego prze
biegu 11( r) dla O < r < t, 7, którego jest obliczana całka . Przyjęcie większej 

liczby pomiarów do wyznaczenia wspólczymtlka a w zależności (3) wpłynęłoby 
na zwiększenie wnrto,ki ii w powyższym przykład7,ie, w szczególności dla 
niedużych wartości t. 

PodsmH0Wt\j,1c, jddi 111ierzy111y rloklarluie wart.ości 11(1.), to do wyznacze
nia dwóch stnlych parametrów !/o i a w wyrażeniu (3) wystarczą dwa pomia
ry. Na pr:,;yklacl 7. po111iarn w I = O można wyznaczyć yo, a z dowolnego 
pomiaru y(l) dla /. > O wartość a. Dla zntlermych parametrów ta ostat1tla 
wartość będzie odpowiadała ii(t) . . Jednak w celu estymacji parametrów na 
ogól dysponujemy wkksz,1 liczbą pomiarów niż dwa, a najc,-zęściej staramy 

(i 



I\ 
I 

a(t), a(t) I I 
I 

I I 
I I 
I I 
I I 

I 
I ,, 
I I I 

I I I\ 
'\ I I I\ ' a . . J . . . J . 

o 5 10 15 
t 

Rysunek 4: Zmiana wartości średniej parnmetru ii( t) ze wzrostem długości obserwacji. Linią 
przerywami wykreślono wart.ości ii(t) . 

się id1 uzyskać jak naJwtęcej. Jeżeli nie zamierzamy uchwycić zmiennosc1 
parametrów, a zależy muu tylko na wyzuaL-zeniu wartości średniej, lub o z 
przykładu, to jak widać z wykresów, przydatność pomiai·ów we wstępnej C'.l 

eści przedziału pomiai·owego będ:,ie raczej wątpliwa. Dla małych wartości t 
niewielka zmiana t prowad:,i do znacznej zmially wartości ś1·edniej. Będzie 

się to objawiało dużą niestabilnością ocen parametrów przy zmianie długości 
obserwacji. Natomiast dla dużych wai·tości t zjawisko to zanika i nawet przy 
zinianie t nie zaobserwuje się zinian ocen estymowallego stałego parametru 
a. Z tego względu, w c,·elu zmniejszenia wpływu błędów pomiarowych na 
ocenę parametrów uzyskanych z estymacji należałoby preferować wielokrotne 
pomiary w chwili O oraz na ko11cu przedziału obserwacji, albo p1·zynajmniej 
po upływie pewnego c-.lasu, gdy wartość średnia niewiele się zmienia. Trudno 
podać tu ścisłe zalecenia, gdyż w dużej mierze ll\,>tlzie to zależało od struktury 
systemu i błędów pom.iarowyd1. 

Pcwuym wyj111.kic111 s,1 pai·aiuetry zmieniające się okresowo, na przykład z 
okresem T. Mofam je zapisać w postaci 

a(t) =a+ p(t) 

gdzie a = ,.\. Ji;•~· ,1(r)dr, ,.1, J~•1' p(r)clr = O dla dowolnego n = 1, 2,,,, i 
p(t + '1') = p(t) . Wobec tego dla dowoh1ego t = nT dla ra,1wiązania równania 
zachodzi 

y(n'J') = weat 

W tym przypadku pomiary wykouywane co okres T odpowiadają modelowi 
ze stałym parametrem równy111 wartości średniej za okres zmian. 

Dla ilustracji rozważań popatrzmy na porównanie wykresów rozwiązań dla 
stałego parametru a(t) =" i zmiennego a(t) = "+ {3sinwl, o= 1, {3 = O, 1, 
w = 21r na rys. 5. \1/idać, że ró:t.nią się one przede wszystkim na poe,-zątku 
wykresu. Jeżeli wiemy, że parametry zmieniają się okresowo, to najlepiej 
wykonywać po111iary z okresem jego zmian, czyli w tym przypadku w chwilach 
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całkowitych. Jeżeli wiemy tylko, że są to parametry zmienne, to bezpiecznie 
jest wykonć pomiary dla t = O oraz po pewnym e,-zasic, na przykład w tym 
przypadku po t = 3. Jeżeli jednak nie wiemy, że parametr zmienia się, to 
pi-zy dyskretnych rzadkich pomiarach łatwo można przyjąć kilka pomiarów 
na początku, ró~niących się od reszty, za wartości oddalone spowodowane 
błędami pomiaru. Próba dopasowania modelu z doborem jego rzędu łatwo 
może si<;' wtedy skmkzyć wyborem zbyt wysokiego 1-zędu, w tym przypadku 
drugiego zam.iast. pierwszego. 

y(t) 

a(t) = l 

a( t) = 1 + 0.1 sin 21rt 

o 2 3 4 5 

Rysunek 5: Porównanie rozwi,,,,a,\ równa,\ ze zmiennym i ze stałym parametrem 

PRZYKLAD. Model katabolizmu lipoprotein malej gęstości. Anali7.a kine
tyczna transportu i metabolizmu lipoprotein jest S7..eroko znaną metodą wyznacza
nia współczynników charakteryznj,l(:ych metabolizm substancji. Szczególnie intere
sującn jest oe,,,im współczynników 111cLnboliz11111 lipoprotein malej gęstości (LOL), 
które stanowi'! podstnwoW<, źródło cholesterolu we krwi. Nadmiar LOL, to znaczy 
nadn1icrne zwiększenie ich stężenia we krwi, może spowodować odkładanie się złogów 
cholesterolu w ~tnicach nklndu krążenia. 

Znajdujące się w o,;oczu krwi c,~1st.e,-czki LOL przenikają przez ścianki nnczy11 
włoskowatych do prnestrzeni 111icdzykomórkowej. Transport do wnętrza komórek 
odbywa się 11utominst gł<lwnie za pmnocl} wyspecjali7.owanych receptorów i ZR.leży od 
stężenia ,volncgo dmlestcrolu wewułłtrz komón~k. 'Ifansport receptorowy LDL jest 
modyfikowany przez dodat.kowe czynniki (hormony). Główną c~ść LOL (około 70%) 
metabolizowanego w organizmie człowieka pobiera Włltroba. .Jest ona jcdnoc7.eśnie 
źródłem, z którego zsynl.dyr.owane lipoproteiny o l·mrdw malej gest.ości (VLOL) są 
dostnrcznnc do krwi. Po oddaniu t.n~jgliccryd{nv VLUL zmniejszają wymiary i stają 
siv ,.,.,1sl-L't0Zku111i LDL. 

Z pow_y;i;:;zcgo1 skrclt.owcgo opisu WJ1 ła11ia si-; model kompartmentowy transportu 
i mctnholiznm l,l)T, przcdsl.awiony 1111 rys. 6. Ohcjmnjc on dwa kompartmenty: ccn
trnlny (osocze krwi) i peryferyjny (pl_y11 111i,;dzyko111órkowy), mi~'tl7.y którymi nnstę-

8 



puje transport LDL określony współczynnikami wymiany międzykompartmentowej 
k12 i k21. Do ceutralncgo kompartmentu wpływu uowo powstały strumie1\ LOL, oz
naczony przez Ra, i wypływa strumie,\ metabolizowanego LOL (pobieranego głównie 
drogą receptorową do komórek) . Strumień wypływający z kompartmentu centralnego 
jest równy 14'CR • uii, gdzie PGR jest nlamkowy111 współczynnikiem kataboliznm, a 
1n1 1uasą LOL w ko111pmtmc11cie ceutralnym. 

Układ dwukmupartmcutowy '.t rys. (; opisuje się równaniami różniczkowymi 

dm 1(t) ( ) -- = - PCR + k21 m1 (t) + k12m2(t) + Ra(t) 
,li. 

(ll) 

(12) 

gdzie m1 (t) jest 111a,u1 substaucji w pierwszym k01npart111eucic (o.soczu krwi) w chwili 
t, a 11•i(t) mas,1 subst.aucji w drugim kompru-tmeucie (płynie międzykomórkowym) 
w chwili t. Wsp,ilczynuiki wyu,iauy mi~'<lzykompartmcntowej k12 i k21 są związane 

z transportern sul,st.aucji pr~.e~ ściauki uaczy1I krwiono.5uych. Substancja jest syute
zowaua w orgaui:uuic z szyl>k<Jt:ici,l lla(I.) i usuwana z układu krwiouośuego (kat.abo
lizowana) proporcjoualuic do jej tuusy w oso~·,m, ze współczynnikiem PCR. 

m2(t 
~---------

Rysuuek 6: Model ko111part.n1culowy trnusporlu i melabolizmu LDL 

Estymacji wspólczyuników PCR, k12 i k21 można dokonać drogą eksperymentu, 
w którym LDL zuucwue radiouktywnytn jodem są wstrzykiwane do krwiobiegu pa
cjenta, a następnie z próbek pobieranych w ciągu kilkunastu dni wyznacz" się krzywą 
zaniku radioaktywności . Przyjmuje się powszechnie za!o-°L.Cnie, że współczynniki PC R, 
k12 i k21 są stale, u wobec tego krzywe zaniku radioaktywności można opisać funk
cjami dwuwykladniczyrni o st.a!ych współczynnikach . W ten sposób proces katabo
lizmu LOL sprnwmlza si1: do modelu (11)-(12). W celu uzyskania możliwie jednolitej 
r&lnicy między wartościami kolcjuo pohierauych próbek, w trakcie dwu kolejnych dni 
po wstrzykuiv-ciu znakowauego LDL, kiedy 7A,nik rndioaktywności jest szybki, próbki 
s11 zwykle pobiernnc c,,ęsl.o (w o<lst.ępach kilku godzin), 11 następuie, w kolejnych 
późniejszych dniach, tylko raz d~ieuuic. 

Do n1odclowania u~yto pomiarów z 115 osób przebadanych w ciągu kilku lat w ra
mach rutynowych Lmdati 1 • Zawicrnły oue od 12 do 20 pomiarów w chwilach ti, t2 , .. . , 

tN, g<hde N jest, lic:1.bc1 pomiar6w, przy czym cykl badania zaczynano zawsze o godz. 
8 rnuo. Ze względu 1111 s,ybki spadek fuukcji mj(t), bezpośrednio po wstrzyknięciu 
zuakowancgo LDL pomiary odbywały się na ogól przez pierwsze pól doby co 2 godz., 
u dalej były one wykouywuue zazwyczaj raz na dobę o godz. 8 rauo. W ustalonym 
scheumcie J>(HlliHn)w w wich1 J>rzypadkac:h brakowało 1>0miarów I stąd duży roznmt 
liczhy pomiarów N dla pos'.l.<'1.t!góluydi osób. 

1 Badania te przcprowmb:ouo w lluddiugc Uuiv,-!rsity llospilul w Szwecji. A n turzy chcieliby 
podziękować dr0111 L. Berg:luudowi. Il Augcliuowi i :rvl. Eriks.souowi Zc1 udost.ępuienic wyników 
bada11. 
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Zaczniemy rozważnnia od przypuszczenia, że współczynnik FC R jest stały. Przy 
tym założeniu do esł.ymAcji parametrów w rozwiązaniu równań (11)-12) użyto regresji 
nieliniowej z minimalizncj,1 sumy odchyle11 kwadrat.owych bl,;dów 

Przeprowadzono cloh6r riędn 111mld11 dopasowując modele o jednyrn składniku (picr
wszebro rzfclt1, jcd11<>ko1111mrl.111c11t(>Wc), o dwócl1 sklndnikncl1 (.drugiego rZQ<iu, dwu
ko111partme11towe) oraz o trzech sklmluikach (tr,1,cdego f:l.~'<111, tr4jkompart111e11towe). 

W wielu przypadkach przeprowmlwne testy statystycwe (t.cst F, testy AIC i FPE 
Akaike'go) wyraźnie wskazywały 11a istotność modelu o tr,.ech składnikach . Przykład 
dopasownnia mo<lc:li o n):i.ucj liczhic skłndników J>f7..e(lst.mviono na rys. 7, a w tabl. 1 
podano wyniki tcst,6w doboru liczby sklndników dla tego przypadku. Jak widać, 
zarówno wykresy dopasowania jak i testy sugerują w tym przypadku wybór modelu 
o trzech składnikach. Tymczasem interpretacja fizjologiczna takich modeli nie jest 
jasna. 

Tablica 1: Wyniki t.esh\w stat.ystycznych doboru r7,ędn dla przypadku przedstawionego na rys. 7 

rz,\d modelu reszt.. :,uma kw. AIC FPE F 
1 ll,Ci3 38,35 15,51 
2 3,32 24,79 6,00 35,09 
3 1,22 14,74 3,04 24,18 

1. Dla testów AIC i FPI~ wyhiern się model o najniższej wartości st,atystyki. 

2. Wart.oś,< krytyczna testu F przy p<r1,io111ie istotności 0,05 około 4. 

Badania procesów metabolic'/.nych wykawly, że c1.ęsto podlegają one rytmom do
bowy in. Po11icv.raż na t.rausport receptorowy, a więc na wartość FCR, ma wpływ 
wiele czynników rcgnlu.iflcych (hormonów), można pr7,ypuszczać, że rozpatrywany 
tn współczynnik FCR m<rłe t;ukże podlegać rytmom. Nie powinno to natomiast, 
dotyczyć wspólc:1.y1111ików ~-:12 i k21 związanych z transportem przez błony. 

Jeżeli jcduak w procesie kut.Rbolixmn LDT, występują rytmy dobowe, to powinno 
się unikm1ć ich wpływu pr1,yj11111j,1c tylko pomiary wykonywane m :u godr.iny, w 
tytn przypadku o godz. 8 rano, zgodnie z WC'.l.c!Śnicjszymi rozważuuiami. Aby się 

o tym pr,:ckonać, przeliczono jcszcr.e rnz wszystkie przypadki po pominięciu po
miarów wykonanych wewnątrz jednodniowego odstępu mi,;dzy nimi. Dopasowanie 
modeli jedno- i dwnkompnrtmcntowych do pomiarów wykonanych raz dziennie dla 
rozpatrywanego poprzednio przypadku przedstawiono na rys. 8. W takich przypad
kach próhy dopmiowanin modelu o tr,cch sklndnikach km\czyly się niepowod,.eninmi 
wsknzujłlcymi na m1dmiflrow0Hć 1mra111ctrów, takimi juk osobliwości macierzy, czy 
zat.rzymywm1ic sir; alg:oryt11111 w cwide11l.11ic ni<~prmvicHowych pu11ktncl1. Kółeczkami 

zaznaczo110 na rysunku pomini~tc pomiary, znacznie odbiegaj~\CC od wyznaczonych 
tu krzywyd1 , fl st.,mowiiicc dosyć z11acz11y proceul. wszystkich pominr,)w. Pomiary 
te "ściqgaj,," wyz11aeznm1 kn~ywc, prowadz<ic du wyst~1xnva11ia trzeciego składnika w 
modelu. 

ll.ys. 9 prz<~<lst.awia 1111or11u,wmIy i 11śrcduim1y wykres wszystkich --15 pon1ian)w nn 
tle 111<,<lel11 ol,1i<"zotu:g<> w1 t><>,lstawic 1>0111ian)w wykona11ycl1 rai dziennie. \Vidnć na 
nim, Że w okresie ,·zęst.y<"h po111ian)w ,,. pierwszd połowic pierwszej doby (cz311i w cił)gu 
dnia) uns1 t;pujc szyl>ki s1n1dek krzywej n1dioakt.yw11ości, szybszy od wy11iknj<w<igo z 
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Rysunek 7: Przykładowe dopasowanie modeli 1-go, 2-go i 3-go rzędu do wszystkich pomiarów 

modelu dla pomiarów wykonywanych raz dziennie, sugerujący zwiększoną wartość 
FCR w tym okresie. Dalej krzywa wraca po 24 godzinach do po-~iomu wyznaczonego 
przez model, aby ponownie obniżyć się w połowie drugiej doby pomiarów, o godz. 20 
(jest to jedyny dodatkowy pomiar wykonywany poza godz. 8 rano innego dnia, niż 
pierwszy) i powrócić z powrotcrn do podstawowej krzywej po jej zako1\czeniu. Wykres 
ten silnie sugeruje istnienie cyklicznych dobowych zmian FC R. 

Pomini<;cic po111iar6w wcwm)tr~ przedziału jednodniowego nie wpływało znacznie 
na estyn1owmu1 wartość FC ll 1 1wto111icLtiL w zdecydowuucj więkswści przypadków is
totnie zmicninło oceuy ku i k-i 1• Zestawienie obliczc1i dlc:1 u1odcli pierwszego i drugiego 
r~~du pr~,cdst awiouo w tabl. 2. Prwdstmviouo w uiej Lak:łt~ wartości średnic i odchyle
nia stun<lardowc obliczone z wyuików uzyskauycl1 dla wszystkich pomiorów orctz z 
wynik<)w dla pomiarów raz dzicuuic. \\1 idać istotue różuicc w wurtu.ściach średnich 
ocen k12 i i.:-21 po1<tczouc ze z11acz11y111 zmnicjszcnie111 ich lXlchylml stuudunlowych 
dla pomiarów rc1z dz.ic1111ic. \V wyuikach uzyskanych dla modelu jcd11okmupartu1cn
towego uic ma WSJ>l)kzynników wymiany 111ię<lz.ykumpurtmeutowcj, o wartości średnie 
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Rysunek 8: Dopasowanie modeli pierwszego i drugiego rzędu do pomiarów wykonywanych raz 
dzienic. Kólknmi oznal";r,ono pomiary z pierwszego <lnin. 
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Rysunek 9: Uśrednione i uuormalir.mvane krzywe zaniku radioaktywności cj(t)/cj(O) i ich od
chylenia staudardmve z próby. Pomiary połączone liniami przerywanymi. Linia ciągła jest wykre
sem fnukcji cj(/.)/cj(O) = A1 cxp(-a1t) + A2exp(-<>2t), której parametry estymowano z unor
malizowanych danych wykonanych raz dziennic. W górnej prawej części powiększenie wykresu dla 
pierwszych dwóch dni z zaznaczonymi odchyleniami standardowymi. 
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dla ocen FCR ze wszystkich pomiarów i pomiarów raz dziennie są jednakowe, lecz 
w stosunku do modelu dwukompartmentowego nieco zawyżone (obciążone). Jed
nocześnie oblicwne dla nich odchylenia standardowe są nieco większe niż dla modeli 
dwukompartmcntowych. O możliwych zmianach ocen k12 i k21 po odrzuceniu po
miarów wewm1trz okresu jedno<lobowego można się pr-,ekonać przeglądając wyniki w 
tabl. 2. 

3 Modele wyższych rzędów 

W przypadku równania wyższego rzędu, które możemy zapisać w postaci rów
nania wektorowego 

cly(t) = A(t)y(t) 
dt 

y(O) = Yo (13) 

można przeprowadzić podobne ro:.1mnowanie o równości stałych parametrów 
i wartości średniej, jeżeli rozwiązanie daje się przedstawić w postaci y(t) = 
e- f~ A(T)dT. Wymaga to, aby macierz A(t) i jej całka były przemienne, por 
np. [2), to znaczy aby zachodziło 

A(t) l A(r)dr = l A(r)drA(t) 

Jednym z takich specjalnych przypadków, które mogą c,-zęściej wystąpić w 
praktyce i kiedy przemienność zachodzi, jest macierz A(t) o postaci 

A(t) = AW) 

gdzie A jest maderzą stalą, zaś (( ł) jest skalarną funkcją. W takim p1-zypadku 
rna1ny 

y( t) = c A J; {(T)dT Yo = eA((t)tyo 

gdzie ((t) f J~ ((r)dr. I ·tu estymowany pammel1· stały jest wartością 
średnią z okl'CS'll obserwacji. Przyjmując ((t) = 1 widać, że przemie1mość 
dotyczy także macierzy stałych. 

Możemy jednak postiwić podobnie, jak w przypadku skalarnym, stosując 
metodę przeksztakeu.ia całkowego. Scałkujmy obie strony równania (13) w 
przedziale [O, t K] otrzymując 

y(łK) - y(O) = {'" A(r)y(r)dr 
lu (14) 

Całka z wektora A(r)y(r) po prawej stronie równania jest równa wektorowi 
z całek z elementów tego wektora. 

I<01-zystając z liniowości operatora całkowania mamy po prawej stronie tej 
równo,;ci do czynienia z całkami typu 

Założymy, że sygual y1(r) j,,st niul;jcmny (lub niedodatni). J est to często spo
tykany pr,.ypa,hsk w prakLyc,:11yd1 wsto,;owaniach, gdy sygual opisuje zmiany 
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Tablica 2: \Vartości współczynników estymowane na podstawie pomiarów raz dziennie i wszyst
kich dla modeli jedno- i clwukompartmentowych 

Jeden kompartment Dwa kompartmenty 

Subject Raz dr.iennie Wszystkie Raz dziennie Wszystkie 

FCill FCR2 FCRl Kl2 K21 FCR2 Kl2 K21 

1 0.396 0.393 0.358 0.298 0.16 0.383 1.381 0.333 

2 0.355 0.367 0.325 0.210 0.087 0.353 0.831 0.175 

3 0.310 0.284 0.276 0.127 0.105 0.320 9.-570 2.298 

4 0.408 0.405 0.383 0.520 0.221 0.385 0.727 0.265 

5 0.28,1 0.275 0.271 0.262 0.075 0.291 2.274 0.421 

6 0.431 0.437 0.399 0.385 0.166 0.418 1.164 0.318 

7 0.428 0.422 0.402 0.516 0.201 0.429 2.240 0.606 

8 0.412 OAll 0.351 0.27 0.166 0.365 0.824 0.279 

9 0.331 0.334 0.319 0.355 O.HlO 0.314 0.279 0.087 

10 0.309 0.311 0.297 0.614 0.217 0.298 0.773 0.255 

11 0.435 0.459 0.329 0.298 0.324 0.328 0.298 0.328 

12 0.281 0.272 0.286 1.001 0.289 0.303 6.571 1.740 

13 0.309 0.318 0.286 0.221 0.111 0.294 0.316 0.12:i 

14 0.:!41 0.362 0.293 0.118 0.105 0.313 0.155 0.111 

15 0.298 0.276 0.293 0.587 0.179 brak zbieżności 

16 0.761 0.794 0.648 1.078 0.860 0.619 0.537 0.469 

17 0.389 0. ,193 0.333 0.238 0.128 0.338 0.294 0.142 

18 0.368 0.365 0.340 0.262 0.109 0.328 0.205 0.099 

19 0.2:1:1 0.2,12 0.230 0.483 0.092 0.2:18 0.783 0.151 

20 0.376 o.:105 o.:m9 0.574 0.190 0.376 0.998 0.296 

21 0.302 0.309 0.258 0.135 0.103 0.285 0.377 0.119 

22 0.'116 0.447 0.:131 0.126 0.156 0.:156 0.170 0.170 

23 o.:1r.3 0.:17:l 0.330 0.218 0.124 0.329 0.227 0.120 

24 0.:129 0.310 0.313 0.339 0.152 0.345 5.576 1.146 

25 0.35:1 0.317 0.320 0.234 0.109 0.:126 0.333 0.108 

26 0.3:!6 0.308 brak zbieżności 0.318 25.588 1.303 

27 0.3,lf> 0.3,19 0.325 I 0.281 I 0.093 0.328 0.347 0.100 

28 0.301 0.301 0.271 0.215 0.102 0.267 0.207 0.096 

29 0.272 o.w:1 0.262 0.447 0.105 0.256 0.562 0.092 

30 0.283 0.272 brak zbieżności 
31 0.32(i 0.:128 0.22!) 0.236 0.231 0.2,17 0.353 0.251 

32 o.w:1 0.2G7 0.2:18 0.26,1 0.140 0.217 0.414 0.172 

33 0.2(HJ 0.277 0.206 0.074 0.107 0.172 0.048 0.143 
;],I 0.286 0.286 0.261 0.20() (l.105 0.273 0.469 0.143 

35 o.,,os 0.470 0.397 0.187 0.217 0.378 0.201 0.176 

36 0.287 0.278 0.269 0.277 0.084 0.258 0.232 0.066 

37 OA8:I 0AfJ9 0.458 1.366 0.636 0.459 1.421 0.6,16 

38 0.287 0.28" 0.268 0.191 0.071 0.263 0.190 0.065 

39 0.287 0.28:I 0.271 0.251 0.096 0.2[)6 3.663 0.485 

40 (l.:128 0.:1.1:1 0.287 0.108 0.111 o.:m 0.543 O.Hi<! 
,u (I.W-I 0.:,08 11.-1:1:1 0.2:m 0.17-1 0..1-18 0.:157 O.HJ8 

12 0.2:,7 O.Ul 0.25fi ().(i27 0.175 0.2:111 0.31,1 0.083 
,j:J ll. -1'.!0 0. -1111 o.:m ll.:112 (),i(i(i o.:J7:l 0.5:18 0. 197 
.]] 11.:1'.!,, o. :l'.!-1 o.::o, o.:mr, O.IW 0.:1:1,1 1.9 Hi 0.515 

,]5 o.:J.IO o.:w, o.::n 0.2:J.I 0.108 0.:150 7.0T.I 1.5()() 

średnia 11.:1:;.1 o. :1,;.1 11.:1:!1 [l.~5-1 0.172 o.:Jw 1.327 o.:Ju:J 

odd1.st. O.O!JI O.O!Jli 0.077 0.26:J O.Hl 0.076 2.10-1 0.472 

15 



masy lub stęfo11 substancji. l(orzysLając z twierdzenia o wartości średniej 
możemy powyższą całkę zapisać w postaci 

1.t/( i.tj( 
ll;J(T)YJ(r)dr = ll;J(l;;;(lK )) Y;;(r)dr 

o o 

gcl:de O :-:; l;;1(tK) ::; li(. Oznaczmy przez ii;;(lK) = ll;J(l;;,(tK)) wartość 
średnh1 ważom1 z zakresu zmienności parametru a;;(l) w przedziale IO, tK] 
zdefiniowaną następująco 

Zauwa:iany, że dla YJ(r) = l zachodzi a;;(lK) = ~ JJK a;;(r)dr = ii;;(lK), 
czyli wtedy średnia ważona jest równa zwykłej śred.1i.icj . 

Możemy teraz zapisać równaii.ie (M) jako 

y(t,<) =Yo+ A(tK) fu''< y(r)dr (15) 

gdzie S(tK) = {fo(t1dh,1~1, ... ,M jesL macierzą wspók~ym1ików o wymiarze 
Mx M. Wyznac-~e.1i.ie macierzy A(tK) jest teraz możliwe tylko wtedy, gdy 
zawiera ona nie więcej niż lvl niezależnych parametrów. 

A by przejść do dalszych rozważa1i przypo1mi.imy, jak wygląda rozwiąza
nie układu równa{, różniczkowyd1 ze z1riiennymi parametrami. Rozważymy 
układ (13) opisany jednorodnym równaniem różniczkowym macierzowa-wek
torowym o zrnic11nyd1 wspólczynuikach, gdzie A(t) jest macierzą M x M. 
Zala.;ymy, że wspólczy1miki są ftmkcjami ciągłymi. Jego rozwiązanie ma 
postać 

y(l) = <I>(t)yo 

gdzie <I>(t) jest macierz11 tranzycyjną spełniającą równanie 

d<I>(t) = A(t;)<I>(t) 
dl 

<I>(O) = I 

(16) 

(17) 

Pr~yj1nij1ny l.t~raz, 7,c para.uietry rc)wua.uia z1nicniaj<l siy cyklicznie w czasie, 
c¼yli ~< ~ ¼ad1othd 

A(t + T) = A(t) (18) 

gdzie '1' jest (zasadniczo najmniejszym) okresem zmie1mości współczynników. 
Rozwiązanie równaii.ia (l:I) nia posl;ać (16), gdzie <I>(t) spełnia równanie (17). 

Ze względu na (18) mamy 

d<I>(t + T) 
~~dl~ = A(l + 'L')<I>(l + '1') = A(t)<I>(t + T) 

skąd <I>(I. + 'J') j"st takfo rozwiązauicrn rówuauia (17), z warnukiem począt
kowym <I>('/'). Z właściwości uwci<'rzy t.rauzycyjw,j wiemy, że <I>('l') jest 
ukosohliwa i wobec I.ego i.st.uit~je jej odwrotuość: . Zauważ1uy, że 1nacicrz 

,J,(t) = <I>(I. + '/')<I> - 1('1') spduia równanie (17) 1/. warunkiem pocz11tkowym 

l(j 



,. 

; 

. 
' 4'(0) = I . Ze względu na jednoznaczność rozwiązania równania (17) musi 

zachodzić w(t) = i!>(t), skąd 

<1>(1. + T) = <l>(t)<l>(T) (19) 

a po przedłużeniu rozumowania 

(20) 

oraz 

(21) 

Jak wicia{:, m7,wi,pmnic równania (l:l) jest. iloczynem macierzy <l>(t) powtarza
jącej się periodycznie oraz pewnej potęgi macierzy stałej <l>(T). Do jego wyz
naczenia wystarczy znać: macierz tranY.ycyjną il>(ł) na odcinku O< ł '.".: T . 

Dla ł = nT mamy 

Z poprzednich rozważmi wiemy, że istnieje pewną stalą macierz A, dla której 
zachodzi 

(22) 

Przedstawmy macierz <l>(t) w postaci 

grlzie 
P(t) = <l>(t)e-At (23) 

Zachodzi tera7, 

P(t + T) = <l>(t + T)e-A(tl-T) = <l>(t)<l>(T)e-At-AT = 

= <l>(t)eA'l'e-A1'c-AI = <l>(t)e-At = P(t) 

więc macierz P(t) jest. funkcji\ okresow,1 o okresie T. Zauważmy, że P(0) = 
<!>(O) = I, sk11,I P(nT) = I . Zwróćllly l .cż uwagę, że równooć e-At-A7' = 
e-A1'e-At wynika z przemienności macierzy AT i At. 

Podstawiając wyrażenie clla <!>(/,) do ro:twi,1za11ia (16) otrzymujemy tak 
zwane 1Y1z11ńq.zanic Fluquel!i l3] 

y(l) = P(ł)eA1Yo (24) 

,Jest 0110 iloczynem macierzy okresowej o okresie T, macierzowej funkcji wyk
laclniczej i wektora warunków początkowych. Podobnie jak w przypadku jed
nowymiarowym dla ł = 11T zachodzi 

y( 11'./') = eAnT Yo 

a wi1,c pomiary wykonywane co okn,s oclpow1adaj11 rozwiązaniu o stałych para
metrach. 
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PRZYKLAD. llozwużmy rówuuuic {13) z macierzą wsp<>łczynuików 

Jest to macierz okresowa z okresem T = 2,r. Łatwo obliczamy, że 

A(2,r) = f,; l' A(t)dt = [ ~ ~I ] 

Skorzystamy teraz z dwóch wzorów, por. np. [2]: 

l. Dla nieosobliwej macierzy S 

2. .le:i.eli 111acicrz Z jest diag01ml11a 

z, o 
o z2 

o 
o 
o z, [ 

o o ZM 

to zachodzi 
o o 

ez~ o 
ez= 

o 

l 
n o ez,., l 

Ponieważ macierz A.(27r) • 21r można rozłożyć uastępująco 

[ 2,r O] [I 
2,r - 2,r = ½ 

i zacho<lzi 

więc zgodnie z (25) i (2(i) 

o 
-2,r 

e2• 
½(e2• - e- 2•) 

(25) 

(26) 

Z drugiej slrouy, rówuauic ( 1:.ł) z powyŻSZ<ł macicrził A(t) daje się rozwiązać, 
g<lyż 1uo~ua je rozdzielić uu dwa n)w11auia skalarne, przy czym w pierwszyn1 z nich 
nie wystc;puje druga zmicnuu 

Jego rozwh-1zanic um posl-uć 

dy,(I) ( c:osl ) () --= l+---y1 l 
dl 2+siut 

, {.\1+ ,•,.~..- )dr I t ~+•;,., 
yi(/.) = Cwt•• >+• luT = ewe +lu--,- =cwe'(2+sinł) 

gdzie ew = c;0 /2 jest dowolną stalą. Drugie równanie ma posłać 

dm(t) 
-d1- = 1/1 (/) -112(!) 

18 
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a jego rozwi11za11ie111 jL--st 

112(t) = c20e- ' +cioe'(l +~sint,- ~cost) 

Możemy to zupisać nast~pujc-)<:O 

1 _ [ c' (2 + sin ł) 
y( ,)- c'(l+~sint-(cost) ~ l [ c10 l 

C t C2() 

Na to, aby występnjf)cn tu maci<irn hyln macierzą ~(t) musi zachodzić ~(O) = I. 
Tymczasem, oznacznjąc tę maciern pr7,ez lJt(t) otrzymujemy 

[ 2 o l lJt(O) = f, 1 

Wstawiając teraz ,i, - 1 (0)'1t(O) <lu wyra1R-nia <lla y(t) otrzymujemy 

y(t) = [ e'(l :'j:i:;:1cu,t) }, l [ - ł ~ l [ ~ ~ l [ ~~ l = 

_ [ ½e'(2 + sin t) O l [ 1/IO l 
- jct(l + łsi11/. -kro:,,t.)- ~e - t c- t 1/lo 

gdzie Yw = 2cw i !f2o = ew + ~ew. 1'.facierz pr7,ed wektorem wsp()lczynników jest 
dla t = O macier:u1 jeclnostkową, czyli jest macierzą ćl>(t), więc 

Śled7,ąc rozumowanie łatwo za11wa1,yć, i.e 4>(21r) można przedstawić w postaci 

gdzie 

A= [ 0~8 n 
Wob~ac kgo A f A(21r) i A f A(2,r) , 

W tym przypadku w punktach okresowości rozwiązanie daje się przed
stawić w post,aci eA•2,r", jednak macierz A nie jest równa wai·tości średniej 
A(2mi), ani też nie jest 1·ówna wal'lo.fri średniej ważonej A(21rn), chociaż jest 
to spowodowane tylko nieodpowiedniością jednego elementu macierzy, lewego 
dolnego. Zagadnienie :rnacwnia stałych parametrów wymaga dalszych badrui. 

Jak widać, w ogólnym przypadku modeli wyższego rzędu estymując stale 
parametry :1.an1iasł, :1.niicnnych mo1.cmy uzyskać wartości, które być może w 
jakiś sposóh daja poje;,,:ie o :1.akn,sie, w jakim moga się znajdować prawdziwe 
parame try, ale nic m1ts1/.ą oue odpowiadać jakimś iutuicyjuie wyobrnżaluym 
charakt,crystykom, jak ua przykład wart.ooć średnia parametru, 

4 Testowanie zmienności parametrów 

Funkcja opis11j11ca zrni<'uue pal,ramel,ry um t.ypowo więcej nieznanych współ
czynników uir. f11nkcja st , ała reprczeutuj,,ca stały parametr. Badanie, c::ty 

1!) 



lllodcl ze Zlllieunyllli parnmetrnllli lepiej opisuje zachowanie się badanego 
obiektu niż model ze stałymi parametrami można więc oprzeć na testowaniu 
istotności tych dodatkowych wspólczym1ików. Systematyczne postępowanie 
mogłoby wygląda{: nasl,ępuj,1co. Zaczynamy od dopasowania modelu ze stały
mi parameLrami. Nasl,ępnie przyjmujellly, że wybrany parametr jest funkcją 
liniow,1 (a ściśle mówiąc aliniczną) i dopasujemy tak zmodyfikowany model 
do danych, po czym testujemy istotność nowo dodanego współczynnika. Dalej 
dodajemy wyraz kwadratowy i powtarzamy dopasowanie i testowanie. Takie 
postępowanie byłoby jednak bardw prncochlonnc. 

Zaproponowane poniżej postępowanie korzysta z rozwinięcia sygnału w 
szereg funkcyjny. Rozważmy przestrzeń Hilberta L2(0, lx) funkcji / rnierzal
nych i całkowalnycl1 z kwadratem z wagą w( t) 2: O na przedziale (O, t K) 

z iloczynem skalarnym 

11K 

w(r)/2(r)dr < oo 
I 

11K 

w(r)J(r)y(r)dr, 
I 

J,g E L2(0, l1<) 

i iudukowall<ł pr~eh niego uonuą 

li/li= LK w(r)/2(r)dr 

Dowoluą li111kcję / E L2(0, li() możua przedstawić w postaci szeregu wzglę
dem fnnkcji bazy O; , i= 1, ... , oo 

00 

J(t)=I:J;O;(t) 
-i = I 

gdzie f;, zwane w~ptilczynn-il.:an,i Fouri~m, są zadane wzorami 

/'" /;=Jo w(r)J(r)O;(r)dr i= 1,2, ... 

Przyjmiemy ortouonnalne funkcje bazy, to znac.-zy spełniające warw1ek 

1'·" { O dla i /= j w(r)O;(r)01(r)dr = 1 dl· . _ . 
O ,l 1 - J 

W metodzie rozwijania sygualów w szereg w równaniu ze stałymi parame
trantl rozwija się sygnał w sko11cw11y szereg względem J pie1wszych funkcji 
bazy 

J 

v(t) ~ I: vA<t) 
j ~ l 

gdzie y1 s,1 odpowiednimi wsJl<>kzyunikami Fouriera rozwini..,cia. Całkę z 
foukcji y( r) może111y l,crnz pr~edsl.awić 11astrpuj,1co 

t r' .} ., {' !o 11(r)dr ~ Jo L yjll,(r)dr = L !IJ lu 01(r)dr 
O 0 1_ 1 j = I O 
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Całka .fi: O;( r)dr jest funkcją z przestrzeni L2{0, t1, ). Można więc ją rozwinąć 
w szereg 

skąd otrzymamy 
t J J 

{ · y(r)dr"" L LY;e;101(t) 
Jo j = l l= l 

W rezultacie z rówwmia pierwszego rzędu (1) ze stałym parametrem a, 
które po scałkow,miu obu stron ma postać 

1,(. 11(t) - !/O= -a 11(r)dr 

' 
po podstawienin rm,winięcia sygnałów 11(1), Yo i f~y(r)dr, pomnożeniu obu 
stron pn,ez w(t)O;(t) i scałkowaniu w granicach od O do tl( otr7,ymamy 

J 

!J; - yo; "" -a L Y;e;; 
j = I 

i=l,2, ... ,J 

Jest to układ J równa11 7, jednym 1Jie7.11anym współczynnikiem. Współczynnik 
ten można estymować za pomocą liruowej metody najmniejszych kwadratów. 
Szcr.egółowy opis met<xly m<Y~na znaleźć na przykład w [4]. 

Metodę tę mo7,na także ,mstosować w równariiach ze zniiennynii parame
tranii. Przypuść.my, że wspólc-1,y:unik a(t) jest funkcją czasu. Po sprowadzeruu 
równania ró;i,1Jic7,kowego do całkowego będziemy mieli do czynienia z całką z 
iloczynów _,;; a( T )y( T ),Lr. Ra1.wijaj,1c n( T) w szereg 

I( 

a(r)"" L akOk(r) 
k=I 

dostajemy 
(. /( .I , 1, n(r)11(r)dr ""2t _?; ak!Jj L Ok(r)01(r)dr 

Możemy teraz rozwiną(: całkę w szereg 

I J Io. Ok(r)O;(r)dr = t1 ek;t01(t) 

co pozwala postępować dalej podobnie jak poprzednio. Mamy teraz 

t J /( J i, a(r)11(r)dr"" L L Lak1f1ek;t01(t) 
O j = l k= I l = I 

podstawiaji1c powyi':s7.c.~ wyrnżc.~11h~ <h> rówunuia 

y(t) - !Jo= - {' tL(r)y(r)dr 
./n 
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po pomnożeniu obu strou prze-t w(t)O;(t) i scałkowaniu w przedziale od O do 
tl( otrzymamy 

/( J 

!li - !/l•i = - L L Uk1JJekji 
k = I j = l 

i= 1,2, . . . ,J 

W tym układzie J równmi jest K uiewmiych współczynników. Jeżeli K ~ J, 
to współczynniki te moona wyzuaczyć liniową metodą najmniejszych kwadra
tów. 

Przechodząc ua zniie1me wektorowe rozwiiiiemy w szereg Ym(t), m.-ty ele
ment w„ktora y( l) 

J 

y,.,(l) ""L 1/kmOk(l) 
k ~ I 

otrzymując stąd rozwiriięcie całego weki.om w postaci 

J 

y(t)"" LYkOk(t) 
k= I 

gdzie Yk jest wektorem o składowych 11km. Zauważmy, że w ten sposób możemy 
także rozwinąć szczególny sygual - sygnał stały, na przykład Yo- Podobnie 
możemy postąpić z całką otrzymując 

t J J 1 y(r)dr ""~~y;eJ101(t) 

Wstawiając _powyżs:w ratwiuięda <lo równa.ma (15) ze stalylni parame
tra1ni, 11możąc obie strouy prawostrouui„ przez w(r)01(r) i całkując w graui
cad1 od O <loli<, ze względu ua ortouonualność funkcji bazy uzyskamy rów-
nanie 

J 

y; ""Yo;+ A(tK) L 1/je;; i=l,2, ... ,J 
j = l 

W powyższym układzie Mx J rówumi skalarnych uie są znane tylko elementy 
macierzy A(t[(). Jest ich Mx M. Jeśli więc tylko J ;::,: M, to możemy 
z tego układu wyznaczy{: elementy nmdl!rzy A(t[() metodą najnuiiejszych 
kwadratów. 

l)la zmieuuyd, parauwtrów rnzwiuimuy sygual y(t) i macierz A(t) wsze-
regi 

.} 

y(t) ""LYJlli(t) 
i = I 

/( 

A(t)"" L AkOk(t) 
k=l 

Przeksztalcaj,1c całkę m:yskujemy 



• 

I<orzystaj11c z rozwinięcia {27), po podst,awicniu do równania {14), pomnoże
niu obn stron przez w(t)O;(l) i scalkowanin w przedziale od O do li( uzyskujemy 

I( J 

y; - yo; = L L Akyiqi; i=l,2, ... ,J 
k = lj= I 

Jest to układ M x J równań skalarnych 7. M x M x K nieznanymi wspólc1.yn
nikami. Współczynniki te można estymować, jeżeli J 2 Mx K. Jeżeli ten 
warunek jest trudny do spełnienia, to m<Y-ina przyjąć jeden lub więcej innych 
układów fm1kcji ba7.owych. 

Testowanie zmieimo!ld parametrów sprowadza się teraz do testowania is
totności wspólczyuników ak lub elementów macierzy Ak . Jeżeli te współczyn
niki dla l: > l S>\ nieisi,ol.nc, to nalcY-y przyjąć, że parametry są stale w czasie. 
W odwrotnym przypadku nie ma powodu do przyjęcia takiej hipotezy. 

5 Zakończenie 

W pracy r<Y,:wa:i.0110 zagadnienie estymacji stałych parametrów modelu w 
postaci równania r6żuiczkowcgo jednorodnego, gdy w rzeczywistości są one 
z1niennc, w ograniczonym zakresie. Wskazano na przykładach, że estymowane 
parametry mogą odpowiadać: wartościom z zakresu zmian parametrów, bę
dącym wart,ośdami śn,cluimi lub średnimi wafonymi liczonymi od poc1.ątku 
przedziału do chwili obserwacji, ale po upływie pewnego c.-zasu mają tendencję 
do stabilizacji. Przykład podany dla nkladu wielowymiarowego wskazuje, że 
sytuacja w tym p1-zypadku jest banl;,,iej skomplikowana i interpretacja esty
mowanych wartości stałych nic zawsze jest oczywista. To zagadnienie wymaga 
jeszcze dalszyd1 badaii. 

Przy większej lic.-zbie pomiarów, p01niary wykonywane zbyt wc.-ześnie nie 
tylko powodują niestabilność uzyskiwanych ocen parametrów, lecz mogą do
prowadzić do wyboru modelu o zbyt wysokich rzędach, jeżeli z powodu 1Iie-,1-
najomości rzędu jest 011 dobierany metodaini statystycznymi. 

Szczególną prn,ycję wśród paramet,r6w zmieuiaj11cych się w ograniczonym 
zakresie st.,mowią parametry z okreoową zmiennością. Do estymacji wartości 
średuid1 m<Y/.lHI w takich przypmlkach u:i;ywać pomiarów wykonywanych co 
okres ·u11ie1111<~ci. 

W ost.atuim pm1kcic prncy przcdst.awiouo zarys metody testowania zmien
ności paramdr6w opart.ej ua ro„wijaniu zmiennych w szeregi względem orto
gonalnych bm; funkcji. W dals;,,ych pracach nad tym tematem będą przepro
wadzone badania tego pomysln na 1-zeczywistyeh danych . 

W pracy prz"dst.awiono kilka pr;,,yklad6w, w tym przykłady prnktyc.'Zne, 
wskmmj11ce na islol.uość: tej teniat,yki . Jednak pot.rndmc są dalsze badania 
symnlacyjuc, kl.6rn mogłyby być: inspirac-ją dla dalszych bada11 teoretycznych. 
W su:zególności dot.y,c~y to moddi wielowymiarowych ora?. testowania zmien
ności paranu!Ln)w. 
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