





Modification of bisection methods for finding roots of any
continuous function.
by
Marek Piasecki

Streszczenie.

W pracy skupiamy uwage na sytuacji jak zanlez¢ pierwiastek dla funkeji
ciaglej f na przedziale [a, b] z zadang doktadnoscig. O funkeji f bedziemy za-
kladali najczeSciej, ze jej wykres ma skonczong dlugo$é. Na przyklad prawie
kazda trajektoria ruchu Browna jest ciggla na przedziale.ale ma nieskoniczong
dlugo$¢ na tym przedziale. Dla funkeji, ktérych wykres ma nieskoriczong dlu-
gosé przedstawiana metoda moze nie znalez¢é w skonczonym czasie wszystkich
pierwiastkéw. Innym przykladem funkcji, ktéra jest ciggla na przedziale ale
nie jest rézniczkowalna w zadnym punkcie tego przedzialu moze by¢ jedno-
stajna granica ciggu lamanych. (Czy ona ma nieskoriczong dlugo§¢)Na przy-
klad znalez¢ wszystkie pierwiastki ruchu Browna. Ruch Browna to proces
Gaussowski o przyrostach niezaleznych (jest tez martyngalem), dla ktérego
funkcja kowariancji ¢(t,s) = t A s i warto$¢ oczekiwana jest zero. Istnie-
nie takiego procesu gwarantuje twierdzenie Kolmogorowa. Jak podat wzoér
(model) na funkcjg Z(#,w) aby byla ruchem Browna?.

Jak dziala na przyklad metoda Newtona szukania pierwiastkéw dla funkcji
kawalkami liniowej np. dla funkcji ”zebatej”. Metoda Newtona jesli wystar-
tuje z punktu, ktéry nie jest pierwiastkiem ale nie jest tez punktem mak-
symalnytm, to w nastepnej iteracji juz jest w punkcie bez pochodnej (zbiér
punktéw, w ktérych nie ma pochodnej jest skonczony, zatem miary zero).
Jak dziala metoda, gdy w punkcie nie ma pochodnej?. Powinna sprawdzié,
f(z:) 1 jesli nie jest zero, to zbadat pochodne kierunkowe.

‘Wprowadzenie.

Szukamy na przedziale [a,b] wszystkich pierwiastkéw funkcji ciaglej f
okreslonej na zbiorze zawierajgcym ten przedzial. Przez d(z) bedziemy ozna-
czali dlugosé wykresu funkcji na przedziale [a,z). Jesli f ma pochodng f'

poza zbiorem miary Lebesgue’a zero, to d(z) = f,/l + (f'(t))d¢t. Podsta-
wowa koncepcja metody jest nastepujgca. Dzieli;xy przedzial [a,b] na prze-
dzialy réwnej dlugosci € , gdzie € € (0,b — a) jest ustalong dokladnoscia.
Ostatni przedzial moze by¢ krétszy.

Zakladamy, ze mamy mozliwo$¢ policzenia wartoéci funkeji f w dowolnym
punkcie z; (lub tylko w punktach podzialu dwéjkowego) (nie znaczy to, ze




mamy np. wzdr tej funkcji) oraz mamy mozliwoé¢ policzenia wartosci d(z;).
( z zadawalajaca dokladnoscia).

Sprawdzamy warto$ci funkeji f we wszystkich punktach z; = a +ic dla
i =0,..,. (ostatni punkt podzialu to b). Je$li znajdujemy dwa punkty ta-
kie, ze f(z:)f(zi+1) < 0, to na pewno w przedziale (z;,z;y1) mamy pier-
wiastek.(Mozemy najpierw sprawdzi¢ dla z; = a, z;41 = b). Oczywiscie,
jesli f(z:) f(zip1) = 0, to mamy pierwiastek w {z;, z:y1}. Natomiast, jesli

() f(x41) > 0, to sprawdzamy czy d(z:4.1)—d(z;) < \/[ﬂfﬁzﬂu)] + {f(a)P+

Hz)+f(zit1)
dziale [z;, zi}1| nie ma pierwiastka. W przeciwnym przypadku w przedziale
(z, z;41) moze by¢ pierwiastek (moze nawet kilka). Wtedy dokonujemy po-
dzialu tego przedzialu na dwie réwne czeéci i stosujemy te same zasady do
przedzialéw [z;, 24241 oraz [22Zi4L g,1]. Po pierwszym kroku mamy zna-
lezione przedzialy o dlugoSci réwnej e (ostatni moze krétszy) w ktérych na
pewno sg pierwiastki i takie w ktérych na pewno nie ma pierwiastkéw. Pozo-
stale przedzialy moga mie¢ pierwiastki lub nie. Do tych przedzialéw mozna
znowu zastosowaé opisang metode. JeSli jest tylko skoficzenie wiele pier-
wiastkéw w przedziale [a, 8], to procedura odseparuje wszystkie pierwiastki.

Uwaga. Sprawdzanie wartoSci w punktach z; mozna zaczyngt od najbar-
dziej skrajnych punktéw.

Po rozbiciu punktéw podziatu (na przyklad na +++, ——, ++, ——, ++)na
grupy punktéw dodatnich i ujemnych liczymy dtugosci wykreséw dla skraj-
nych punktéw w grupach. To znaczy wiemy, ze w trzecim,pigtym, 6smym i
dziewiatym przedziale sg pierwiastki. Sprawdzamy dtugo$¢ wykresu dla prze-
dzialéw pierwszego i drugiego. Jeéli laczna dlugo$é jest za krétka, to w tych
przedzialach nie ma pierwiastkéw. Jebli jest odpowiednio dluga, to liczymy
dhugosé dla pierwszego przedziatu(dla drugiego tez mamy jako réznice).

Gléwne wyniki.

\/ [apizaflewadia 4 [e(x,, )]2. Jesli tak, to twierdzimy, ze na pewno w prze-

. AZE dlaz € [a, €]
Lemat. Funkeja fo(z) = { BEE dlaz € (e,b]
,A,B € R, ma wykres o najmniejszej dlugosci wéréd wszystkich funkeji
ciaglych f takich, ze f(a) = A, f(b) = B oraz f(zo) = 0 dla pewnego

zp € (a,b). Dlugosé wykresu tej funkeji jest réwna d = [%]2 + AZ +

VA2 + B2 > /A2 + (b— a)?

Dowdd. Oczywisty z elementarnej geometrii na plaszczyznie. Odbijajac

. b—a}{A
gdzie e = a + LITF}I‘EII




symetrycznie punkt (b, f(b)) wzgledem osi odcigtych i laczac ten punkt z
punktem (a, f(a)) otrzymujemy na odcinku [a,d] x {0} punkt E = (e, 0),
ktory realizuje minimum sumy odlegloéci punktéw (a, f(e)) oraz (b, f(b))
od dowolnego punktu F' € [a,b] x {0}. Funkcja f. ma wykres skladajacy
si¢ z odcinkéw (a, f(a))E oraz E(b, f(b)). Pozostale wlasnosci sa oczywiste
z przedstawionej interpretacji geometrycznej. Patrz rysunek. Oczywiscie
funkcja f. ma pierwiastek w e. Oczywiscie dowolna funkcja ciagla majaca
pierwiastek w przedziale (a,b) taka, ze f{a) = A, f(b) = B ma wykres o
wiekszej dlugosci niz f..

‘Wiasciwosci metody.

1. Jesli w przedziale jest pierwiastek, to metoda go zawsze bedzie twier-
dzila, ze w tym przedziale moze byé pierwiastek.

2.Jeéli funkcja na przedziale [z;, Ty1] jest liniowa, to metoda stwierdzi,
ze albo w tym przedziale jest pierwiastek lub na pewno go nie ma.(poniewaz
bok trapezu jest krotszy od przekatnej)

3.Jesli funkcja na przedziale [z;, ;4] jest kawatkami liniowa, to metoda
stwierdzi, ze albo w tym przedziale jest pierwiastek lub na pewno go nie
ma.(poniewaz lamana obejmujgca inng lamang 1 majaca ten sam poczatek i
koniec jest dluzsza) Rysunek. funkcja kawatkami liniowa.

4.Jesli funkcja jest kawalkami wypukla i kawalkami wkleslta, to tak samo
jak w punktach poprzednich.

5. Jesli w przedziale dlugosé nie jest za krétka , to dzielac na polowy
przedziatu dojdziemy w skoticzonej liczbie krokéw do wylapania wszystkich
przedzialéw w ktorych dlugoéé jest za krétka. Jedynie w tych przedzialach
w ktoérych sg pierwiastki zawsze dlugo§¢ nie jest za krétka. Zatem jeshi w
przedziale jest pierwiastek to mozemy go znalez¢ z dowolng dokladnoécia.

Uwaga: Jesli dlugo$¢ wykresu w przedziale [a,b] jest d i podzieliliémy
przedzial na k przedzialéw, to w ktéryms$ przedziale jest dlugo$é nieostro
mniejsza niz % i w ktérym$ jest nieostro wigksz niz %. Natomiast w kaz-
dym przedziale jest nie wiegksza niz d — "—Zl(b — a). Kazde posiadanie pier-
wiastka w przedziale wymaga aby dlugo§¢ w tym przedziale byla co naj-

g Tij1 7Ty i ) Zipr—zi ) f (@ ) :
maiej \/[G B+ )P + S5l e + el Jedt w

przedziale (a,b) jest k réznych pierwiastkéw &, < & < ... < &, to dlugosé
wykresu w tym przedziale jest co najmniej réwna

(€ — &)+ les — a2+ [f@)2 + /b - &2+ [£(8))? . Ta wartosé be-
dzie najmnmiejsza, gdy pierwiastki skupia si¢ wokél punktu £. Jeéli jeden
pierwiastek zostal zlokalizowany, to




Przyklady i zastosowania. Szukanie pierwszego (lub ostatniego) pier-
wiastka.

Najpierw znajdujemy pierwszy i ostatni pierwiastek i wtedy szukamy po-
migdzy tymi pierwiastkami nastgpnych pierwiastkéw metods opisang powy-
2ej. Ustalamy punkt z; i przeszukujemy na prawo i na lewo od tego punktu.

Metoda szukania pierwiastkéw dla funkcji o nieskoficzonej dlugosci. (to
znaczy rozpatrujemy teraz przypadek, gdy w jakim$ malym przedziale moze
byé¢ pierwiastek ale dlugos¢ wykresu jest nieskoriczona (lub bardzo duza) w
tym przedziale)

Ustalamy dokladnosé € > 0. startujemy z punktu a. Niech z; bedzie
punktem w ktérym aktualnie jest algorytm.

Zalézmy, ze potrafimy znalesé punkt x;,; spelniajacy warunek d(zi;1) —
d(z:;) = |f(z:)] + e. (Musimy znales¢ z;41). Niech M oznacza maksimum
funkcji ciaglej f na przedziale [a, b].

Z lematu mamy, 2e

\/[ﬁﬁf—)—ﬂﬂ%l] + [f(z.-)12+J[f’—}+(—;:)—fﬂ%§j—;)ﬂl]2 + [f @ ))? 2 max(y/[f @) + (201 — 2

(i)l

—z ) ((z: T~z ) (s i
Sprawcdaamy warunek |GG + (7@ + [P + U >

|f(x;)) +e. Jesli jest spelniony, to w przedziale [z;, ;1) nie ma pierwiastkéw.

Warunek bedzie spelniony na pewno, kiedy (z:11 — z:) > \Jel(e + 2f(x:)),
gdyz wtedy (ziy1 — )2 > e(e + 2] f(z)]).

Cayli \f[f (@) + (i — 2 > \JIf (@) +e(e + 21f(@))) = 1) +
€. Ponadto warunek bedzie spetniony, gdy |f(z:y1)| > €. Zatem jesli nie
jesteémy pewni czy w przedziale jest pierwiastek, to punkt (i1, f(iy1))
nalezy do prostokata [z;, T;+1/e(e + 2f(x:))] % [0, €] C [x:, zi+/e(e + ZM)] x
[0,¢). (e < \/e(e + 2M) — 0 gdy € dazy do zera. Zatem je§l wartos¢ | f(z;)|+
€ jest duza i nie jest spelniony warunek, to szybko poruszamy sig po wykresie.
Natomiast jesli warunek nie jest spelniony a warto$t |f(z;)] + € jest mata,
to przesuwamy sig co najmniej o £ w pierwszym kroku. Jesli wartoé¢ roénie
to coraz szybciej przesuwamy si¢ po wykresie. Je§li maleje to kroczymy z
krokiem co najmniej € w strong osi poziomej. Zatem mamy punkt, ktéry
ma warto§¢ bliska, zeru. Jesli w przedziale nie ma pierwiastka to w kofcu
sig stamtagd wydostaniemy. Je§li nie mozemy si¢ wydostaé, to znaczy, ze
dlugosé krzywej do pierwszego pierwiastka jest nieskonczona. Jesli dlugosé
do pierwszego pierwiastka jest skoficzona, to bedziemy zblizali sie szybko do




tego pierwiastka.
Jak dziala opisana metoda dla funkcji kawalkami liniowych lub wkleslo
wypuklych kawalkami, majacych k pierwiastkéw w przedziale [a, b}.
Uwagi. Je$li mamy poda.na, pochodng f'(z) poza by¢ moze zbiorem miary

zero, to d(z;y1) — d(z;) = f Y1+ (@)dz.

Przyklad. Niech Xj,... X bedzie prébg prostg z rozkladu Cauchy’ego
C(0),0 € R. Wtedy

fO, 7, .022) = & ﬁ(m;l-T):), Szukamy maksimum po 6 przy usta-
lonych wartosciach ;. Mamy In f(0,z,,..,2,) = ~nlnm + }: (=57 )

Niech g;(f) = ln(m) = In(1+ (z; — 0)%) . Wtedy g,(&) == 1:}(5:&7:))7
Zatem funkcje ¢g; majg jedno minimum w punkcie z; i sg é.c1é.le monotoniczne

po obu stronach ;. Szukamy miniméw funkeji g(6) = E gi(#). Minimum

istnieje poniewaz poza przedzialem [zi.,,Z,..] funkcja g przmeuJe wicksze
wartoéci (tam mamy sumy funkcji malejacych i rosnacych) i jest ciggla.

Wykres wewnatrz przedzialu. Wszystkie funkcje g; sa przesunigciami
funkcji go(8) = In(1 + 6%).
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