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WPROWADZENIE

Wyniki ekspertyzy lub, inaczej méwiac, opinie ekspertow dotyczace oceny zbioru
wybranych obiektow 0={01,...,On , dokonanej ze wzgledu na przyjete kryterium (lub
zbidr kryteriow) podane zazwyczaj w postaci opisowej, moga by¢ przedstawiane w roznej
postaci. Na ogét maja one posta¢ wynikow porownan obiektow parami lub postaé
uporzadkowan obiektow. Takie podejscie wywodzi si¢ od prekursoréw teorii glosowan,
odpowiednio markiza de Condorcet’a i Bordy, W ostatnich latach pojawita sie, podana przez
Donalda G. Saari’ego, propozycja opisu tych wynikow w postaci tak zwanych profili [5,6].
Dla uproszczenia rozwazan zwiazanych z tym podejsciem ograniczymy sie do analizy
przypadku n=3 oraz przyjmiemy, Ze w opiniach ekspertow nie pojawiajg si¢ rownowaznosci.
Przyjete zalozenia nie ograniczaja zakresu badan imogg by¢ bez trudu uogoélnione na
przypadek n-wymiarowy oraz uwzglcdniajacy wystepowanie réwnowazno$ci — jedynie
obliczenia stajg si¢ wowczas bardziej skomplikowane. W rozpatrywanym przypadku trzech
obiektow moze wystapi¢ jedynie 3!=6 uporzadkowan zwanych profilami elementarnymi .
Oznaczymy je odpowiednio Py,...,Ps
Py 01, 02, O P2 01, O,, 0 Ps: 03, 0, O,

Py 05, Oy, Oy Ps: Oy, 05, Oy Pg: 05, 01,05 Y ¢))

Profil ogélny opisujacy catosé wynikoéw ekspertyzy ma postaé

6
p=(p1, P2, P3, P4, Ps, Ps), 2P, =K @

=1

gdzie p: — liczba ekspertéw, ktorych opinia ma posta¢ uporzadkowania Py,

n Zapis 0,.0;, ,Oi) oznacza, ze ze wzglgdu na przyjete kryterium (zbior kryteridw), obiekt O, jest
lepszy niz obiekt O; oraz obiekt O; , za$ obiekt O, jest lepszy niz obiekt O, . Zapis ten jest

uproszczeniem notacji O, =0, >0, .




K — liczba wszystkich ekspertow.
Przyktadowo zapis p=(1, 5, 5, 3, 2, 4) oznacza, ze sposrod 20 ekspertéw | ekspert podal
oceng w postaci Py, 5 ekspertéw - w postaci P, 5 - w postaci P3, 3 - w postaci Ps, 2 —

w postaci Ps i 4 - w postaci Ps.

1. DEKOMPOZYCJA PROFILU

Analizujac zagadnienie wystgpowania tzw. paradoksow w teorii glosowania, to znaczy
sytuacji, w ktdrych wynik glosowania jest niezgodny z poczuciem racjonalnosci [4], D.G.
Saari doszedt do wniosku, ze korzystne jest przedstawienie profilu p (2) w postaci
p=a,B; +a,B] +a,B} + bR} +b,R} +b,R] +dC+eJ 3)
gdzie p}, = (Bf,B’z,B;’) - profil podstawowy bedacy réznica profili,

B} - sktadowa profilu podstawowego odpowiadajaca obiektowi O; (i=1, 2, 3),

PR = (R,’,R;,R§) - profil przeciwstawny ¥ bedacy réznica profili,

R} - sktadowa profilu przeciwstawnego odpowiadajaca obiektowi O; (i=1, 2, 3),

a; (i=1, 2, 3), b; (=1, 2, 3), d, e — state wspétczynniki.

pi.— profil Condorceta bgdacy rdznica profili

J — profil jednostkowy, J=(1, 1, 1, 1, 1, 1).

Saari [6] pokazat, jak majac dany profil p, wyznaczy¢ wspdtczynniki a;, b;, d oraz e.

Przy dekompozycji profilu wykorzystuje sie¢ pojecie tzw. roznicy profili.
Definicja 1 [6]. Roznica profili nazywamy réznice sktadowych dwu profili odpowiadajacych

tej samej liczbie ekspertow.

" Jezeli dane jest uporzadkowanie 0,.0,,,.,0; touporzadkowaniem przeciwstawhym jest

0;.,.,0;,0, .




Zatem szostka liczb stanowi roznicg profili wtedy i tylko wtedy, gdy ich suma jest rowna
zeru.
Definicja 2 [6]. Rdznica profili podstawowych okreslona dla obiektu O;
(i=1, 2, 3) zawiera jedynkg na pozycji odpowiadajacej tym typom profili, w ktorych obiekt O;
jest umieszczony na pierwszej pozycji oraz —1 na pozycji odpowiadajacej tym typom profili,
w ktorych obiekt O; jest umieszczony na ostatnim miejscu.
Z analizy zaleznosci definiujacych poszczeg6lne typy profili skladowych odpowiadajacych
okreslonym uporzadkowaniom (1) bezposrednio wynika, ze
B! =(,1,0,~1,~1,0); B} =(0,-1-1,0,1,1) ; B} =(~1,0,1,1,0,-1) @)
Mozna latwo wykazaé, ze
B! +Bl+Bl=0" )
Definicja 3 [6]. Roznica profili przeciwstawnych okreslona dla obiektu O;
(i=1, 2, 3) zawiera 1 na pozycji odpowiadajacej tym typom profili, w ktoérych obiekt O;
znajduje sig¢ na pierwszej lub ostatniej pozycji oraz -2 na pozycji odpowiadajacej tym typom
profili, w ktorych obiekt O; zajmuje pozycje srodkowa,
Z analizy zaleznosci definiujacych poszczegoélne typy profili sktadowych odpowiadajacych
okreslonym uporzadkowaniom (1) bezposrednio wynika, ze
R} =(1,1-2,1,1,-2) ; R} =(-2,1,1,-2,1,1); R} =(1,-2,1,1-2,1) (6)
Mozna latwo wykazaé, ze R} +R} +R} =0 )
Definicja 4 [6]. Paradoks Condorceta odpowiada sytuacji, gdy uporzadkowania podane przez
ekspertow maja postaé

0, 04, O3 03, 05,0y 03; 01, Oz (®)
lub Oy, O3, Oy; 03, 0, Oy; 03 01, 03 ©

Y0 =(0,0,0,0,0,0)




przy czym liczba ekspertow, ktorych opini¢ reprezentuje kazde z uporzadkowan jest taka
sama.

W przypadku (8) profil ma postaé (1, 0, 1, 0, 1, 0) a w przypadku (9) (0, 1, 0, 1, 0, 1). Profile
(8) 1 (9) nosza nazwe profili Condorceta.

Nalezy podkreslié, ze zaréwno uporzadkowanie (8), jak i (9) opisuje przypadek

nieprzechodnioéci ocen. Odpowiada on sytuacji rownowaznosci obiektow.

Definicja 5 [6]. Roznicg profili Condorceta nazywamy profil o postaci

pc =(1,-1,1,-1,1,-1).

Definicja 6 [6]. Profilem jednostkowym nazywamy profil o postaci py=(1, 1,1, 1, 1, 1).
Profil jednostkowy jest suma profili odpowiadajacych uporzadkowaniom Py + Pg i okreéla
sytuacje pelnej rownowaznosci.

Definicja 7 [6]. Symetria przy przeciwstawnych opiniach nazywamy sytuacie, gdy przy
zmianie opinii kazdego eksperta na przeciwstawna opinia grupowa zmienia si¢ rOwniez na

przeciwstawna.

Z definicji roznicy profili przeciwstawnych (Definicja 3) wynika, ze przy zmianie opinii
kazdego z ekspertdw na przeciwstav;nq profil pg nie ulega zmianie.

Biorac pod uwage zaleznosé (5) profil pmozna zapisal w nastepujacych postaciach
rownowaznych

pp =2,B] +a,B; +a,B] = (31 ",aa)B? +(a2 _aa)B; + 0-B]
=(al‘az)B13+ 0-B; +(a3—az)B§ (10)
= O~B13+(a2—al)B;+(ag—a1)B;

Z powyzszej zaleznosci jednoznacznie wynika, Ze postugujac si¢ formuta (10) wystarczy

uwzgledni¢ jedynie dwie skladowe profilu podstawowego. Ponadto, jezeli ktorys ze




wspOtczynnikéw jest ujemny (a jest to typowa sytuacja), zalezno$¢ ta pozwala poprzez
odpowiedni wybor skladowych uzyskaé dodatnie wspotczynniki.

5

Przyjmijmy, ze p}, = _EBf _3

6

5.3 5.5 5 5Y\ys 5V a3 _9n3, Sns
po 2 2|2 (2 ) B2 +[o-[-2||B2=2B2+ 2B .
Ps o1t [ 6 ( 3 2 3 e

Identyczna zaleznosé jak (10) obowiazuje réwniez dla sktadowych profilu przeciwstawnego.

B} . Mamy wiedy

A zatem, uwzgledniajac w miar¢ koniecznosci zmiane numeracji skladowych, wzor (3),
mozna przepisa w postaci

p=a,Bl+a,B} +b,R> +b,R} +dpk +eJ.
1 2 1 2 C

Biorac pod uwage posta¢ skfadowych profilu podstawowego, profilu przeciwstawnego oraz
profili Condorceta i jednostkowego nietrudno wykaza¢, ze wartoéci wspdtczynnikow a;, by, d,

e wyznacza si¢ jako rozwigzania nastepujacego ukladu réwnan

1 1 0 -1 -1 ol[a] fp,]

0 -1 -1 0 1 1f{a;| |p,

1 1 -2 1 1 -2||b

v Ps an

-2 1 1 -2 1 11| b, P

1 -1 1 -1 1 ~1|;d Ps

111 1 1 e ] _sz
skad

1 1
al:g(2P1+P2_P3"2P4_ps+P6)a az=g(P1—Pz-2P3—P4+Ps+2Pe)

1 1
b, :g(O‘Pl +p,—p;+0-p, +P5‘P6) b, :g(_P1+p2+O'P3 ~Ps—Ps +0’p6) (12)

1 1
d :g[(p1+p3+ps)_(p2+P4+Ps)]: € =“6‘(P1+P2+P3+P4+Ps+ps)




Przyktadowo dla profilu p=(1, 7, 0, 6, 7, 0), K =21 mamy

1 9 1 5
a,=g(2~1+7—0—12—7+0)=—g a2=g(1—7—2~0—6+7+2-0):—g

! 14 1 7
b,:g(0~1+7—0+0-6+7—0)=? b2=g(—1+7+0—6—7+0):—g

1 5 1 21
d =-[1+0+7)~(7+6+0)]=-= =_.2]=2

R R A

(13)

Im wigksza warto$é wspdiczynnika stojacego przy danej sktadowej profilu podstawowego lub

przeciwstawnego, tym znaczenie obiektu odpowiadajacego tej skladowej jest wigksze.

Whniosek ten ma zasadnicze znaczenie przy analizie wynikéw dekompozycji.

2. ZAPIS WYNIKOW EKSPERTYZY

We wprowadzeniu podano, ze wynik ekspertyzy lub mowiac inaczej opinie ekspertow

mozna przedstawiaé w roznych postaciach. Jedna z najczgsciej wykorzystywanych jest

macierz rozkladu glosow ekspertow bedaca wynikiem porownan parami

0|0 | Os
O - jl2|ls
O |l | - | Iz
Os | Is1 | b2 -

(14)

gdzie I (i, j = 1, 2, 3; i # j) oznacza liczbg ekspertow, zdaniem ktorych obiekt O; jest lepszy

od O; czyli (O;, 0y); I oznacza liczbe ekspertéw majacych przeciwstawna opinig. Przy

zalozeniu braku réwnowaznosci mamy lj+;;=K, gdzie K jest liczba ekspertéw.

Wskaznik Bordy WB; jest definiowany nastgpujaco

3
WwB, = I,

L

(15)




Macierz rozkfadu gloséw ekspertow mozna zapisa¢ w postaci

0, 0, 0, WB;
O - liz lis (lizths)
O; { K-lj2 - lzs K-ligH23
0s | Ky | Ky | - | 2Ktz

Dla profilu p=(1, 7, 0, 6, 7, 0) rozpatrywanego w poprzednim punkcie macierz rozkladu
glosow ekspertow ma postac

O, 0O 0 WBi

O] - 8 8 16
O] 13 - 8 | 21
O3 |13 ]13 - 26

Druga posta¢ wyniku ekspertyzy to przedstawienie opinii kazdego z ekspertow jako
uporzadkowania

Ojl,Oil,Oi] i1¢i1¢i3, il, iz, i3=(1,2, 3) (16)

podajacego, jakie miejsce w porzadku od najlepszego do najgorszego zajmuje dany obiekt.
Ten zapis sprowadza si¢ do podania profilu rozwazanego w punkcie 1. Nalezy podkreslié, ze
przejscie od postaci (16) do (14) jest zawsze mozliwe, poniewaz zapis (16) zaklada
przechodnios¢ ocen. Przejscie odwrotne jest mozliwe jedynie przy przechodnio$ci ocen.
Tradycyjnym uproszczonym sposobem tego zapisu jest podawanie wynikow tzw.
glosowania z uwzglednieniem wigkszosci, to znaczy okreslenie liczby ekspertéw 1, ktorzy
postawili obiekt O; na pierwszym miejscu w uporzadkowaniu. Jeszcze inny sposob zapisu
wiaze si¢ z podaniem odlegfosci miedzy uporzadkowaniami (tak postepuje sie w przypadku

mediany Kemeny’ego).




Zapis w postaci profili (2) jest zapisem pelnym. Dlatego wydaje si¢ celowe podanie
zaleznosci wiazacych poszczegolne wielkosci charakteryzujace dany typ zapisu.

Z zaleznosci (1) mamy

Li=p1+pz; l=ps+ps; h=ps+ps; h+h+L=K; (17)
oraz

lz=p1+p2+ps la=K-ha=ps+ps+ps li3=p1+p2+ps (18)
lsi=K-lha=ps+pstps laa=p1+ps+ps l2=K-la=pa+p3+ps

Zp.zK.

[
Z poroéwnania uktadéw (17) i (18) mamy

p1=ln—h; pz=h +l—ly; p3=la—1y (19)
ps=h+h -l ps=Lh+hL-ls; ps=liz—1

Biorac pod uwagg, ze wszystkie zmienne wystepujace w tym ukfadzie rownan sg wigksze lub
réwne zeru oraz mniejsze od K, musza by¢ spelnione nastepujace nierdwnosci

K>ln>h,  K>lp>l;  Kz2lp>l (20)
K2li+h2hy Kxlh+h>ly K2+l

Z nieréwnosci (20) wynika, ze moze nie istnie¢ profil odpowiadajacy zadanym wielkosciom I;
oraz lj (i, j =1, 2, 3). Znajomo$¢ samej macierzy porownan parami, to znaczy wielkosci J;j nie
umozliwia wyznaczenia wielkosci |; i odwrotnie. W macierzy porownan parami (14) z szesciu
wystepujacych zmiennych tylko trzy sa niezalezne. Mozemy rowniez postugiwaé sie
wskaznikami Bordy, ktore spetniaja warunek

WB; + WB2 + WB3 =3K V. 21

A zatem dwie spoSrod zmiennych | mozna zastapi¢ wskaznikami Bordy WB;. Jezeli

" Dla n obiektow Z:WBi = &2_1)—1( .

i=t




przyjmiemy, ze zbior zmiennych niezaleznych ma posta¢ (liz, WB;, WB;) wowczas
zaleznosci (19) przyjma postac

pr=WB;-K+1l2-1 p2=lL+L-WBy+K-l2 ps=lp-1; 22)
pai=hith-la=K-lLh-laps=li+L-WB;+l52; Ps=WBi~11 -2

Ze wzgledu na ograniczenie K 2 p; 2 0, t = 1, ...,6 mozna wyznaczy¢ nierowno$¢ okreslajaca
Iz .

Mamy bowiem

min[l; +L-WB, +K, I1 + 5, WB; -1, ] 21;; 2, 23)
Z nieréwnosci (20) mamy dodatkowo 1) + Iz = b3 czyli 2K - I, — WB; 2 112

oraz I, + 1 > I3 czyli l;; 2 WB, + I3 — K. Latwo stwierdzic, ze

LLi+h-WB,+K=2K-1; - WB; 249
oraz .
WB; -1, <WB; +1.

A zatem nierowno$¢ (23) mozna zapisaé w postaci

min[2K — I3 - WBy, I; + 13, WB, - ll] > 2 max[ll, WB; +1; - K]. (25)

W celu ilustracji rozpatrzymy nastepujacy przykfad.

Zalézmy, ze macierz poréwnan parami jest jak nastepuje:

WB, = 20, WB, = 40, WB; = 30 a wynik glosowania wigkszosciowego ma postac (9, 8, 13).
Biorac pod uwagg, ze w rozpatrywanym przykfadzie K = 30, nierownosé (25) przyjmie postaé
min[7, 22, 11] 2 l;; > max[9,3]. (26)
Zaleznosc (26) oznacza, ze nie istnieje profil spetniajacy przyjete wyzej zalozenia.

Wzory (17) — (25) odgrywaja istotna rolg przy weryfikacji mozliwosci wystgpowania roznego

typu paradoksow zwigzanych z przyjgciem zadanych wartosei li, WB;, 1 (i, j = 1, 2, 3).




W przypadku, gdy oceny ekspertébw maja posta¢ uporzadkowan agregacja ocen
prowadzaca do oceny grupowej polega na wprowadzeniu wag przypisywanych obiektom
zajmujacym okreslone pozycje w uporzadkowaniu. Zazwyczaj przyjmuje si¢, Ze obiektowi
stojacemu na pierwszej pozycji przypisuje si¢ wage 1, a ostatniemu wage O.
W rozpatrywanym przypadku wektor wag ma postaé w= (1, s, 0), gdzie 0 < s < 1.
Wykorzystujac zapis (1) liczba V; punktow, ktore uzyska obiekt O;, (i = 1, 2, 3) dla wektora
wag w, jest rowna
Vi =1:(p, + 9, ) +5(py + o)+ 0-(ps +p6) = (p, +p2)+5(ps +ps)

Vi =1-(ps +p6)+s(py +p,)+0-(p; + p3)=(ps + ps)+5(p, +p,) @7)
\A =1'(P3 + P4)+5(Pz + Ps)+0'(P1 + p6)=(p3 +P4)+S(pz + Ps)

Uwzgledniajac zaleznosci (22) mamy

Vi =1,(1-2s)+sWB,, V! =1,(1-25)+sWB,, Vi =1,(1-2s)+sWB, (28)

Z powyzszej zaleznosci wynika, ze

dlas=0 V=1,

e =1, dlas:% V? =~ WB, (29)

Zatem zwigkszajac s od zera do ¥ przechodzimy od oceny grupowej uwzgledniajacej opinie

wiekszosci do oceny grupowej wedtug Bordy.
Latwo wykazaé, ze (dla n=3) ViV + Vi =K(1+5s) (30)
Z zaleznosci (28) bezposrednio wynika mozliwo$¢ zastapienia zmiennych WB; przez V;'. Po

dokonaniu tej zamiany wzory (22) przyjma posta¢ podang w Tabeli 1 (przy zalozeniu, ze

s £ 2).

10




Tabela 1.

\'A \'A 1 I li2 K
Pi 0 s 0 |-(1-s)s" 1 -1
P2 0 ST 1 [ (-s)sT] -1 1
ps 0 0 -1 0 1 0
Pa 0 0 0 -1 -1 1
Ps 5T 0 [ (Q-s)sT 1 1 0
Ps sT 0 [«(1-s)T| o0 -1 0

Latwo zauwazy¢, ze suma wyrazéw rowna si¢ zero w kazdej kolumnie poza ostatnia, ze

6
wzgledu na warunek > p, =K.
t=1

3. PARADOKSY ZWIAZANE Z OCENA GRUPOWA

W teorii glosowania znanych jest wiele paradoksow, wsrdod nich nalezy wymienié
paradoks Condorceta, o ktorym byta mowa w punkcie 1 oraz paradoks Bordy [3,4]. Jest
rzecza oczywista, ze paradoksy te wplywaja na wyniki ekspertyzy.
Typowy przyktad opisujacy paradoks Bordy podany jest w {4]. Zaldzmy, ze mamy cztery

obiekty, ktore sa oceniane przez 7 ekspertow. Oceny ekspertow sa nastepujace:

Eksperci Uporzadkowanie
1-2 04, 03, 0y, Oy
3-4 0y, 04, 05, 0, @y
5-6 02, 01, 04, O3
7 Oy, 03, 0;, 0,

11




Macierz rozkladu glosow ekspertow ma postaé

O |0, |0; |04 |WB;
o[- {2 Ja J4 Tio
o, 5 |- [2 |2 o (32)
0, I3 5 |- o |8
O« |3 [5 |7 |- {15

Zgodnie z metoda Bordy, ktdra porzadkuje obiekty wedlug wartosci WB; obiektem
najlepszym jest Og; uporzadkowanie calego zbioru obiektow ma postaé O, Oy, Oy, Os.
Zatdzmy teraz, ze przy poréwnaniach parami nie bedziemy brac pod uwagg obiektu O,.

Macierz rozktadu gloséw ekspertow jest nastgpujaca

O, |0; |Os [|WB;
O |- 2 4 6 (33)
0O 5 - 2 7
0O; |3 5 - 8

Zgodnie z metoda Bordy porzadek obiektow jest nastgpujacy: Os, Oz, O;. A zatem usunigcie
jednego z obiektow z procesu poréwnan przy niezmienionych ocenach ekspertdow powoduje
zmiang porzadku obiektow na przeciwstawny.

Tego typu zmiana porzadku, noszaca w literaturze anglosaskiej nazwe rank reversal,
charakteryzuje rowniez inne metody;, odgrywa m.in. zasadnicza rol¢ w metodzie AHP

Th. Saaty’ego [1].

W przypadku wyznaczania oceny grupowej przy uzyciu mediany Kemeny’ego {2] wystepuje

inne niekorzystne zjawisko. Rozpatrzmy nastgpujacy przyktad [7].




Opinie ekspertow s nastepujace

Eksperci Uporzadkowanie

1-400 [0y, 0y, 05 (34)

401 - 800 03, 04, 0,

801 — 1000 | Oy, O3, O,

0 400 1200

Macierz wspofczynnikow strat R ma postaé [2] R =11600 0 800 (35)
800 1200 0

Mediana Kemeny’ego obliczona na podstawie macierzy porownan parami jest jak nastepuje:
03, 0y, 0,

Zalozmy teraz, ze jeden z ekspertow nalezacych do drugiej grupy zmienit swoja opinig na
reprezentowang przez trzecia grupe ekspertow. A zatem ma miejsce nastgpujaca sytuacja

Eksperci Uporzadkowanie

1 -400 04, Oz, Oy

401-799 |O0s, Oy, Oy (36)

800—1000 |0, O3, O

Mediana ma w tym przypadku posta¢ Oy, O,, Os. Zatem, w wyniku zmiany opinii jednego
eksperta ocena grupowa zmienia si¢ zasadniczo, bowiem obiekt O3 zmienia zajmowana
pozycj¢ z pierwszej na ostatnia. Podobna sytuacja zaistnieje rowniez, gdy w pierwszej grupie
bedzie 401 ekspertow, w drugiej 399 a w trzeciej 200 lub w pierwszej grupie bedzie 401
ekspertow, w drugiej 400 aw trzeciej 199. Opisany przyklad pokazuje, ze mediana
Kemeny’ego jako ocena grupowa nie speinia warunku monotonicznosci, ktéry opisowo
mozna sformufowa¢ nastepujaco: niewielka zmiana opinii ekspertow powoduje niewielka

zmiang opinii grupowej.
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4. PRZECHODNIOSC ADDYTYWNA A MEDIANA KEMENY’EGO
Zgodnie z oznaczeniami przyjetymi przy opisie macierzy rozkfadu gltoséw ekspertow

zdefiniujemy nastgpujace zmienne X, i, j= 1,2, 3; i # .

1, -1 1,, 1 I -1
_ 12K o » 7.3K 2. _lalg 37)

Oczywiscie z sze$ciu zmiennych l;; tylko trzy sa niezalezne; zatozmy, ze sa to zmienne 113, b3,
l3;. Mamy wowczas

1 1 1
xn:2‘?2—1; x23:2T2(3-—1; x31=2%—1 (38)

Definicja [7]. Oceny lya, s, I5; spelniaja warunek addytywnej przechodniosci, jezeli jest
spefniony warunek  ly; + Ip3 + I3 = v, gdzie v - stala. 39)
Warunek (39) oznacza, ze znajomo$¢ dwoch sposrod zmiennych I; wyznacza wartos¢ trzeciej.

Biorac pod uwage zaleznosci (38) otrzymujemy

K K K
(p +1)2 + (xg + D)+ (x5 +1) = v (40)
2 2 2
3
skad x,2+x23+x31=v—EK. (41)
Jezeli przyjaé, ze v =3/2 K, wowczas Xyp T Xp3 +%X4, =0, 42)

Zaleznosc (42) definiuje tak zwang plaszczyzne przechodniosci addytywnej. Z definicji (37)
wynika, ze xj; = -X; oraz -1 <x; < 1,i,j=1,2,3; i #].
Jezeli xjj = 0, to oznacza, ze obiekty O; oraz O; sa rOwnowazne.

Punkt w przestrzeni (xi2, Xz3, x31) odpowiadajacy danemu wynikowi ekspertyzy
oznaczymy przez ¢ = (qi, 4z, gs). Saari udowodnit [6], ze zachodzi zwiazek
@ =qr+o(l, 1, 1), “43)

gdzie qr skladnik zwiazany z plaszczyzna przechodniosci a a(l, 1, 1) jest wektorem
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ortogonalnym do plaszczyzny przechodniodci; a jest stata mogaca przyjmowaé wartodci

zar6wno dodatnie, jak i ujemne. Ten drugi skladnik jest zwiazany z wystepowaniem

paradoksu Condorceta dla rozpatrywanych obiektow. Zatem, jezeli q = qr, to mediana

Kemeny’ego i uporzadkowanie uzyskane metoda Bordy pokrywaja sie [6].

Warto zwroci¢ uwage na zalezno$é, jaka zachodzi migdzy elementami macierzy strat R

[2], ktora stuzy do wyznaczania mediany Kemeny’ego a zmiennymi xi (i, j =1, 2, 3; i #)).

Z definicji elementow macierzy R wynika [2], ze w rozpatrywanym przypadku

rij = 2l;;, rj + 1 = 2K

A zatem wykorzystujac zaleznos¢ (37) otrzymujemy

+
£, =21, = 2("1—22—11() =K(x,, +1)

+1
0, =21, = Z(KHZ—-K) =K(xpy +1)

]_.
6, =2, = z( 2"’1 K) =K(1-x,)

oraz
t, =2K -, =K(1-x,,); fy =2K -1, =K(1-%5);

Macierz R ma wiec postaé

0, 0, Oy

RO 0 K(1-x;,) | Klxy, +1)
0, K(x12+l) 0 K(l—x23)
0, | K(1-x,,) | K(x,, +1) 0

Latwo zauwazy¢, ze macierz t¢ mozna zapisa¢ w postaci

0 -x, x4 011
R =K| x,, 0 -x,(+K|1 0 1
X3 Xp 0 110

fi; = 2K~ 1 = K(xy +1).

449

(43)

(46)

“4n

(43)




Jezeli przyjmiemy, ze zmienne Xy, X23, X31 spelniajg warunek addytywnej przechodnio$ci
(42), to powyzsza zalezno$¢ mozna przepisa¢ w postaci

0 —x, —(x,+%5) 01 1
R=K X1 0 —%, [+K[1 0 1
(X +%Xp) %y 0 110

Analiza odleglosci wyrazonej za pomocg tych zmiennych moze mie¢ duze znaczenie przy
badaniu wlasciwosci mediany Kemeny’ego ze wzgledu na zwiazek ze wzorem (43).

Zagadnienia te wymagajq dalszych badan.

5. PRZYKLADY
Przedstawione algorytmy zostaly zastosowane do wyznaczenia oceny grupowej na
podstawie uporzadkowan podanych przez ekspertow. Wprowadzono nastepujace oznaczenia:
MK - algorytm heurystyczny wyznaczania mediany Kemeny’ego dla przypadku odleglosci
definiowanej na podstawie macierzy porownan parami
MK2 - algorytm heurystyczny wyznaczania mediany Kemeny’ego dla przypadku odlegtosci

definiowanej na podstawie wektorow preferencji

Przykiad 1. Dany jest zbior pieciu obiektow O={Oy, O, Os, O4, Os} oraz uporzadkowania
podane przez pigciu ekspertow:

P'= {0y, 05, 0y, Oz, 03}

P?={0s, 0y, 03, 0y, 04}

P’ = {05, 04, 05, 0y, 02}

P*= {04, 05, Oy, 05, Oy}

P5 = {05, 02, 01, 04, 03}
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Macierz Q

01 0; O3 Os4 Os
Pl |3 4 5 2
P2 4 3 1
P la 5 1 3
P* {5 3 4 2
P13 2 5 1
L [0 o0 1 2

Wspolczynniki macierzy R

0o 4
6 0
6 6
4 4
0 o0

4

4

6

6

10

10

Otrzymano nastgpujace wyniki

Algorytm | odleglos¢ |uporzadkowanie
MK1 30 04, Os, 01, 04, 03
Os, 04, 0y, 03, 03
MK2 26 lub
04, Os, 01, 02, 04

Macierz rozktadu glosow

0,0, 0,0, ]| O, |WB,
o[ -13]3]27]o0]s
0, | 2 | -3 ] 210 7
o, | 2 {2 =121
o, | 3 [ 33| -3 ]2
o, | 5| s a]271-"Tise

wiekszo$é glosow =3 >%

Wspdtczynniki macierzy p

12

13

Zwycigzca w sensie Condorceta jest obiekt Os.

Zwycigzca w sensie Bordy jest obiekt Os.
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8

10

11

12
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Przykiad 2. Dany jest zbidr trzech obiektow O={Qy, O3, O3} oraz uporzadkowania podane
przez jedenastu ekspertow:
P...., P ={0,, 0, 03}

PP = {0y, 05, 01}

Macierz Q Macierz rozktadu gloséw ekspertow
O 0, O o |o, |0; |wB;

PP-P (1 2 3 o, |- 7 7 14

PE-PY 13 1 2 0, |4 - 1 |15

f; 7 4 0 0, |4 0 - 4

wiekszosd¢ glosow = 6> %

0 8 8 8 11 14
MacierzR (14 0 O Macierzp |7 4 15
14 22 0 18 7 4

Otrzymano nastgpujace wyniki

Algorytm |odlegto$¢ |uporzadkowanie

MK1 16 01, 02, 05

MK2 26 Oy, 0y, 03

Zwycigzca w sensie Condorceta jest obiekt O;.

Zwycigzca w sensie Bordy jest obiekt Oa.

Zatézmy, ze 12 nowych osob dofaczylo do zespolu ekspertow oraz, ze ich opinie sa
nastepujace

P2, PY={0), O3, 01}

P P¥ = {0, 0}, 03}

P®  P®= {0, 0y, 0:)
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Macierz Q Macierz rozkladu glosow ekspertow

01 02 O 0 (0)3 O WB;
PP |1 2 3 0, |- 11 |15 |26
PP-PY 13 1 2 o, |12 |- 15 |27
PP 1 3 2 0, |8 |8 |- |6
pl_pto |, 1 3 . B ’ ”
wigkszos¢ glosow = 12> 5

p2 _pB |3 2 1
ki 11 8 4

0 24 16 20 19 26
MacierzR (22 0 16 Macierzp |19 12 27

30 30 0 30 15 16

Otrzymano nastgpujace wyniki

Algorytm |odleglo$¢ |uporzadkowanie

MK1 54 03, 0y, Oy

MK2 48 Oy, Og, Oy

Zwycigzca w sensie Condorceta oraz w sensie Bordy jest obiekt O,.

Przyktad 3. Dany jest zbiér czterech obiektow O={0;, Oz, Os, O4} oraz uporzadkowania
podane przez siedmiu ekspertow:

Eksperci | 1-3 4.5 I 6-7

Uporzadkowania 03, 04, 04, 04

04, 03, 02, Oy |01, Oq4, 03, 0,




Macierz Q
0, 0, 03 Oy
PP 4 3 2 1
PP l4a 3 2 1
P la 3 2 1
PPl 4 3 2
P14 3 2
PP 2 1 4 3
PP 12 1 4 3
5 12 2 o0 3
010 6 6
. 4 0 10 10
Macierz R
8 4 0 14
8 4 0 0

Otrzymano nastgpujace wyniki

Algorytm |odleglos¢ |uporzadkowanie
MK1 28 04, 0, 03, O;
MK2 28 0y, 04, 03, 0,

Nie istnieje zwycigzca w sensie Condorceta.

Zwyci¢zca w sensie Bordy jest obiekt Oa.

Macierz rozktadu glosow ekspertow

01 |0 [Os |04 |[WB;
0, |- 12 |4 (4 Jio
0, 5 - 2 2 9
(o)} 3 5 - 0 8
04 3 5 7 - 15

wiekszosé glosow = 4 > %

Macierz p

11

b O O

0 th N O

Zalézmy teraz, ze obiekt O4 zostaje usunigty z uporzadkowan ekspertow.
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Macierz Q ma teraz posta¢ Macierz rozkladu glosow ekspertow

0, 0; O 0, |0, |05 |WB;
P32 1 0, |- 2 4 6
PP (3 2 1 0, |5 - 2 7
P i3 2 1 0; |3 5 - 8

. i , 7
wigkszos¢ glosow = 4 > 2

li 2 2 3
0 10 6] 8 5 6
MacierzR [4 0 10 Macierzp |7 4 7
8 4 0] 6 5 8

Otrzymano nastgpujace wyniki

Algorytm |odleglo$¢ |uporzadkowanie

MK1 16 03, 02, Oy

MK2 16 03, 02, Oy

Nie istnieje zwycigzca w sensie Condorceta, zwycigzca w sensie Bordy jest obiekt Oj;.

PODSUMOWANIE

Podejscie zaproponowane przez D.G. Saari’ego, polegajace na dekompozycji profili
pozwala wyjasni¢ niektére z omdwionych paradokséw. Itak za paradoksy wystepujace
w przypadku tworzenia oceny grupowej na podstawie ocen ekspertéw podawanych w postaci
porownan parami odpowiada skladowa Condorceta, zas za paradoksy zwiazane z ocena

grupowa tworzong na podstawie analizy miejsca zajmowanego przez dany obiekt
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w uporzadkowaniu podanym przez eksperta odpowiada sktadowa przeciwstawna. Nie spelnia
ona bowiem warunku symetrii.

Dla profilu podstawowego oceny grupowe uzyskane na podstawie pordwnan parami oraz na
podstawie analizy miejsca obiektu w uporzadkowaniu pokrywaja sie. Wyznaczajac
wspotczynniki stojace przy odpowiednich skladowych (im wigksza warto§¢ danego
wspotczynnika, tym wigksze znaczenie danej skiadowej) mozna dla danego profilu okreslic¢,
jakie beda zaleznosci migdzy ocena grupowa wyznaczong na podstawie poréwnan obiektow

parami oraz ocena grupowa wyznaczong na podstawie analizy obiektu w uporzadkowaniu.
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