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ASADY GONIOMETRYL T TRYGONOMETRYI PROSTORRESLNE)

NA PODSTAWIE
RZUTOW ALGEBRAICZNYCH.

PRZEZ

BRONISEAWA GUSTAWICZA.

‘W niniejszéj rozprawce rozwingtem, niezaleznie od nauki o kole,
gléwne wzory goniometryezne i trygonometryczne. Wyprowadze-
nie tychze wzoréw, o ile tego wymaga nauka trygonometryi
w szkolach érednich, oparlem. na rzutach algebraicznych, ktére
zdaniem moim w nauce szkolnéj powinny znale§é wieksze uwzgle-
dnienie, gdyz dostarczajg one nadzwyczaj znacznego uproszczenia
w dowodzeniu twierdzen we wszystkich dzialach geometryi, prze-
dewszystkim za$§ w analityeznéj.

Przy ukladaniu téj rozprawki korzystalem z nastepujgcych
dziel :

Cagnoli. Trigonométrie rectiligne et sphérique, traduit de I'italien
par Chompré. II. édition. Paris. 1808. (wyborne dzielo).
Dr. W. Matzka. Lehre von der Realitiit vorgeblich imaginérer

Grossen. Prag. 1850.

Dr. I. Dienger. Handbuch der ebenen und sphirischen Trigono-

metrie. Stuttgart. 1867.
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G. H. Niewggtowski. Trygonometrya. Paryz. 1870.

Th. Lauda. Zum trigonometrischen Unterrichte an Mittelschulen.
X. Jahresb. der Realschule in Leitmeritz. 1876.

Dr. R. Baltzer. Die Elemente der Mathematik. II. Bd. Leipzig.
1878. (znakomite dzielo matematyczne).

A. Wapienik. Bemerkungen zum trigonometrischen Unterrichte an
Mittelschulen. X. Jahresb. des k. k. Gymnasiums zu Frei-
stadt. 1880.

Dr. Wk Zajgczkowski. Wyklad trygonometryi plaskiéj i kulistéj.
Lwéw. 1881.

Dr. M. Koch. Behandlung der Goniometrie und Trigonometrie in
der Mittelschule. Programm der deutschen k. k. Staats-
Realschule in Budweis. 1883.

I. Todhunter. A treatise on plane co-ordinate geometry. London.
1883. (Chapter XVIL).

— Plane trigonometry for the use of colleges and schools.
London 1886.
Zaluje wszelako, iz wéréd téj pracy nie moglem korzystaé

z znakomitych dziel matematycznych Mibiusa, gdyz biblioteki

nasze krajowe takowych nie posiadaja.

W Krakowie, w czerweu 1886.
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I. 0 rzutach algebraicznych w ogolnosci.

1. Jezeli z danego punktu O wykreslimy proste linije do
wszystkich punktéw utworu przestrzennego i przetniemy owe pro-
ste plaszczyzng F, to zbiér wszystkich punktéw przecigé zowiemy
rzutem (die projection) utworu na plaszezyzne.

Ow dany punkt O, w ktérym si¢ schodzg wszystkie owe
proste, do punktéw utworu przestrzennego wykreslone, zowie sig
§rodkiem rzutowym (das projectionscentrum), plaszczyzna
za§ E, na ktérg rzucamy, rzutnig (die projectionsfliche); proste
linije, wychodzgce z $rodka O i przechodzgce przez punkty utworu
przestrzennego, zowiemy rzucajgcymi (projicierende geraden),
a W powyzszy sposéb otrzymany rzut §rodkowym (die centrale
projection).

Jezeli érodek rzutowy O oddali si¢ w nieskonczonosé, to
linije rzucajace przybiorg kierunek do siebie réwnolegly; w ten
spos6b powstaly rzut zowiemy réwnoleglym (die parallele
projection).

Jezeli rzucajagce nietylko sg do siebie réwnolegle, lecz
takze stoja prostopadle do rzutni, otrzymujemy rzut orto-
gonalny eczyli prostopadty (die orthogonale projection).

Jezeli rodek vzutowy i utwory geometryczne plaskie, ma-
Jjace sig rzucié, lezg w jednéj plaszezyinie, to wszystkie rzu-
cajgce lezg w téjzesaméj plaszezyZnie, ktorg rzutnia przecina
w linii prostéj. W tym przypadku rzuty wszystkich punktéw da-
nego utworu plaskiego przypadaja na owe prosty, ktorg osig
rzutowag (die projectionsare) zowiemy. Réwniez i tutaj rozréznia-
my rzuty Srodkowy i réwnolegly.
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Jezeli w rzucie réwnoleglym rzucajgce sg prostopadle do
osi, otrzymujemy rzut prostopadly eczyli ortogonalny. Tylko o ta-
kim rzucie méwié¢ bedziemy w dalszym ciggu naszéj rozprawki.

2. Rzutem punktu M na oS rzutowg X'X jest spodek m
prostopadléj Mm, z tego punktu na o§ wykreslonéj (fig. 1.).

3. Rzutem odecinka AB linii prostéj na of rzutowg X'X jest
albo linija prosta ab (fig. 2.1 3.) albo téz punkt « (fig. 4.). W osta-
tnim przypadku dana prosta jest prostopadls do osi rzuto-
wéj X'X.

4. Kazda prosta 4B ma dwa kierunki wprost sobie przeci-
wne. Jeden kierunek idzie od A do B, ktéry oznaczamy przez
(AB); w tym razie punkt A jest poczatkiem danéj prostéj. Drugi
za§ kierunek, przeciwny tamtemu, idzie od B do 4, ktéry wy-
razamy przez (BA); tutaj punkt B jest poczgtkiem danéj prostéj.

5. Te obydwa kierunki ralezy przyjaé takze dla osi rzu-
towéj

JJezeh kierunek rzutu danéj prosteJ zgadza si¢ z dodatnim
kierunkiem osi rzutowéj, rzut téj prosteJ jest dodatni; jezeli
za$ z odjemnym kierunkiem osi rzutowéj, to jest odjemny.

Rzuty, ktérym nadajemy kierunek zawisly od kierunku
osi rzutowéj, zowiemy algebraicznymi (algebraische pro-
jectionen).

6. Aby oznaczyé, czy rzut danego odeinka linii prostéj jest
dodatnim, czy téz odjemnym, nalezy nasamprzéd wyznaczyé do-
datni kierunek osi rzutowéj i przyjaé jeden punkt skrajny danéj
prostéj, rzucié sie majacéj, za poczatek, drugi zad§ za koniec.

Jezeli XX (fig. 2.) jest dodatnim kierunkiem osi rzutowéj,
a punkt A pocza;tklem danéj prostéj 4B, to jéj rzut ab jest do-
datnim ; jezeli za§ punkt B przyjmiemy za poczatek prostéj BA,
to jéj rzut be jest odjemny, gdyz jest przeciwny dodatniemu kie-
runkowi osi rzutowéj X’

7. Twierdzenie. Dwa odcinki proste, jednakowo nachylone do
0si rzutowéj, sq wprost proporcyonalne do swych rzutéw.

Dowéd. Dane sg dwa odcinki proste MN i PR (fig. 5.);
punkty skrajne M i P sy ich poezgtkami; zatym ich rzuty mn
1 pr sg dodatnie. Katy nachylenia tych odcinkéw wzgledem osi
X'X znajdziemy, wykresliwszy przez poczatek kazdego z odein-
kéw rownolegly do osi X'X. Poniewaz:

A MSN ~ A PTR,
przeto:
MN PR

MBI
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ozyli:
g Bl—{— C.ob, a0

mn ~ pr

8. Dany odcinek linii prostéj rzucié mozemy na dwie osi
rzutowe, do siebie prostopadle. W takim razie otrzymujemy dwa
rzuty, o ktérych wypowiedzie¢ mozemy nastgpujace twierdzenie:

Rzut danego odcinka na jedng z dwu osi prostopadtych réwne
sig réznicy raucajgeych ma drugg of rzutowq.

Albowiem (fig. 6.):
a’’ = CB = Bb"” — Cb”,
czyli:
a’b’ = Bb” — Aa”;
podobniez:
a’’b” = Aa’ — Bb/.
9. Jezeli rzut mn (fig. 7.) danego odecinka prostego MN na
0§ rzutowg X’'X rzucimy na tenze odcinek MN, lub jego prze-

dluzenie, otrzymamy rzut m'n’, ktéry zowiemy rzutem wste cz-
nym danego odcinka (die riickprojection).

10. Twierdzenie. Rzut gtdwny danego odcinka prostego jest
$redniq geometrycznie proporcyjonalng miedzy danym odcinkiem pro-
stym a jego rzutem wstecznym.

Dow6d. Wykresliwszy (fig. 7.):

MS | XX
i mT || m'N,
otrzymujemy dwa tréjkaty podobne, MNS i Tmn. Z podobienstwa
tychze wynika :

MN
M5 = ml’
czyli:
LA S
A e TR

Oznaczywszy odpowiednio przez a, o/, a” dlugosei odein-
kéw Mn, mn, m'n’, mieé bedziemy :

hoa el
a’ S a‘II’
czyli:
B =R nta Ci.b.dio
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11. Twierdzenie. Jeseli dany odcinek prosty raucimy na dwie
0si prostopadle, a otrzymane rzuty na dany odcinek prosty, to
sume obu rzutéw wstecznych rowna si¢ danemu odcinkows.

Dowéd. Osi X’X i Y'Y stojg na sobie prostopadle w 0
(fig. 8.). Dany odcinek prosty MN rzucamy na obie osi i otrzy-
mujemy jego rzuty mn i m'n’; rzuty za§ wsteczue sg m''n’’ i m/"'n'".
Udowodni¢ mamy, ze:

ml’nfl + ml!’nlll e MN.

W tym celu przenieémy poczatek ukladu osi O do punktu
M i przesurimy nowe osi MX,||0X i MY,|0Y; w takim razie
Mn, jest rzutem danego odcinka MN na o8 MX,, a Mn,” wstecz-
nym jego rzutem; nastepnie Mn," jest rzutem tegoz odeinka
MN na o§ MY,, a Mn,”' jego rzutem wstecznym. Wskutek
tego wielko§é rzutéw weale si¢ nie zmieni. Z figury bowiem oka-
zuje sie, ze:

Mn < — mn;
Mn; ¢ — m'n’;
jakotéz tatwo okazaé, ze:
Mnlll ua m/ln’/’
i Mnlﬂl Sy mIHnHI oL DII’N,

wskutek tego:
mlInN + m”,ll”/ — Mnlll _I__ Mnlﬂl
L Mnlll + n]’IN
— MN Ciihy ds o
12. Polézmy:
MN —a mn— b mn'—r@o,
ml/nll — b/, ml’lnlll — cl,
gdzie a, b, ¢, V', ¢’ oznaczajg dlugosci odpowiednich odcinkéw
prostych; natenczas wedlug ust. 10. otrzymujemy :
a.b’ b2,
a.c’ e

Zatym :
a (b' 4 ¢) = b24c?,
a ze na podstawie ust. 11.:
b’ 4+ ¢ = a,
przeto :
a® = b? + ¢?,

t. zn.: kwadrat wystawiony na danym odcinku prostym réwna sie
sumie kwadratéw wystawionych na obu jego rzutach. Jest to znane
twierdzenie Pitagorasa.
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13. Twierdzenie. Rzut wielokqta zamknigtego jest zero na
wszelkiéj osi.

Dowéd. Niech bgdzie dany wielokat ABCDEF zamkniety
jakikolwiek (fig. 9.); rzuémy go na oé§ X’'X; natenczas punkty
a, b, ¢, d, ¢, f sa odpowiednimi rzutami wierzchotkéw jego 4, B,
C, D, E, F. Zalézmy, ie kierunek dodatni osi wskazuje (X'X)
i ze punkt ruchomy, wychodzge z A4, obiega obwéd w kierunku
strzalek i powraca do A; natenczas rzut jego na X'X opisuje
rzuty wszystkich bokéw wielokgta. Te rzuty sg dodatnie albo od-
jemne, wedlug tego, czy punkt ruchomy biezy w kierunku do-
datnim, czy téz odjemnym osi. Dodatnimi sg: ab, be, de; od-
jemnymi za$: ed, ef, fa. Zatym suma algebraiczna wszystkich
rzutéw na of X'X jest zero, jakiekolwiek ma ta 0§ polozenie.

Il. Wyprowadzenie wzoréw goniometrycznych i trygono-
metrycznych.

1. Dane sg dwie, na sobie prostopadle stojgce osi rzutowe
X'Xi Y'Y (fig. 10.), przecinajgce sie w punkcie O, na ktére
rzucamy odeinki proste. O§ X'X nazywamy gtéwna (die haupt-
axe), 08 Y'Y boczng (die nebenaxe); skutkiem tego rzut na o$
gléwng nazwiemy rzutem gté wnym (die hauptprojection), a na
0§ boezng rzutem bocecznym (die nebenprojection).

2. Stosunek rzutéw do rzuconego odcinka prostego zalezy
od kata, jaki tenze odcinek prosty tworzy z osig gléwng. Pray
wyznaczaniu | kata nachylenia danego odcinka prostego do osi
glownéj, nalezy uwzglednié¢ dodatni kierunek tak osi rzutowéj,
jak majgcego sig rzucié odcinka prostego.

3. Kat 6w mozemy w dwojaki sposéb wyznaczyé: a) przez
poczatek majgcego sie rzucié odecinka prostego kreslimy réwno-
legta do dodatniego kierunku osi glownéj; albo b) przediluzamy
dany odcinek prosty az do spotkania sig¢ z 0sig rzutowsg.

Niech bedzie dany odcinek prosty MN (fig. 10.); skrajnosé
M jego poczgtkiem, o§ OX dodatnig, a MP|| OX; natenczas dany

odcinek MN z glowng osig rzutowsg X'X tworzy kat PﬂN, albo
XM'N, obadwa réwne sobie jako katy odpowiednie.

Gdy dany jest odcinek prosty MN (fig. 11.), a punkt M jest
jego poczatkiem, natenczas wyrysowawszy MP| OX, jakotéz prze-
dluzywszy MN az do spotkania sie¢ z glowng osig rzutows, otrzy-
mamy kat PMN = XON’, jaki dany odcinek prosty MN tworzy
z osig gléwng rzutows.
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4. Niech bedzie dany odcinek prosty MN (fig. 12.), odnie-
siony do ukladu osi rzutowych prostokatnych YOX; obierzmy na
nim punkty 4, B, C, D,.... i szukajmy rzutéw odcinkéw AB,
BC, CD.... na obydwu osiach; wiec ich rzuty gléwne sg: ab,
be;ed. . . v, & vznty-booeznes b, bic) eldlii

Rzut gléwny i boczny pozostajg do rzuconego odeinka
w pewnym, oznaczonym stosunku. Ten stosunek zalezy tylko od
wielkoSci kata, ktéry dodatni kierunek odeinka tworzy z dodatnim
kierunkiem osi gtéwnéj. Otéz te stosunki zowiemy funkecyjami
goniometrycznymi lub kgtowymi (goniometrische funktio-
nen od. winkelfunktionen).

Kat, ktéry dodatni kierunek odcinka prostego tworzy z osig
rzutows, zowiemy takze katem rzutowym (der projections-
winkel). Doplki kgt ten si¢ nie zmienia, to rzuty z odcinkiem
rzuconym tworzg zawsze tensam stosunek, niezalezny od wielkosei
odcinka rzuconego. Albowiem :

ab be cd

AB/ - B Ol
jakotéz :
b hlel el
AR BUY P
5. Oznaczmy rzucony odcinek MN (fig. 13.) przez k, rzut
gléwny mn przez a, boczny m'n’ przez b, a kat, ktéry tworzy
dodatni kierunek MN z dodatnim kierunkiem osi rzutowéj OX,
przez o.; natenczas nazwiemy :
o) stosunek gléwnego rzutu @ do odecinka rzuconego % d o-
stawg kagta o, co piszemy:

a 3
o doste. = cosa (cosinus);

B) stosunek rzutu bocznego b do odciuka rzuconego ¥ wsta-
wg kgta o, co piszemy:
g/ wsta. = sino. (sinus);

1) stosunek rzutu bocznego b do rzutu giéwnego a danego
odcinka prostego k¥ styczng kata o, co piszemy:

_:. = sta. = tgo (tangens).

6. Odwréciwszy powyzsze stosunki, otrzymamy dalsze trzy
funkeyje katowe, tj. sieczna,dosieczng idotyczng; a wiec:

k £ X
o) = siecza = seca (secans) ;
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k :
B) B dosieczo. = coseca (cosecans);

) —ﬁ— = dotyeza = ctga (cotangens).

1. Zwigzki miedzy funkeyjomi kgtowymi tegozsamego kqta.

a) Poniewaz :

; b
sina. = -,
a
COo80L = Y,
przeto :
2 2
sin%e. -+ cos?a = IO-—I;—&
a ze podlug ust. I. 12.:
a? 4+ b2 = k2
wige:
sin2o 4+ cos?o. = 1.
b) Poniewaz:
k
seca = —,
b
tgo = 20
przeto :
fa k2 e b2 a?
sec?oe — tgla — STy
czyli:

tge + 1 = sec?a.

c) Poniewaz :

k
coseco = -
ctgo. — —Z—,
przeto :
k2 e LA
cosec’a — ctgle = ——5— = 13
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ezyli:

d) Poniewaz :

przeto :
sina
cosa.
jakotéz :
cosa.
sina

zatym mamy :

e) Poniewaz :

wige

przeto :

jakotés :

f) Poniewasz :

ctg?la 4 1 = cosec?a.
d b
s1na=T,
a
COSd=Y,
R SN A N
ik e Tl T A
BN s TR N
ta—-Sina
B = o
cta-—fﬂs—a
8% g
b
tgo. =?,
BLSr
ige < hY
a
ctga = .
1
ctga == @,
1
tga —Egz.
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wige :
Fosono R
cosa. &’
a ze
k
seco == ';,
przeto :
1
= —. 8
seco. e (8)
g) Poniewas :
: b
sine = -,
wige:
R
TR Ty L
a e
k
coseca =
przeto:
coseco = —1— C)
sino

Uwaga. Jezeli jedna z funkeyj goniometrycznych danego
kata jest wiadomg, mozna zapomocy wzoréw (1)—(9) wyznaczy¢
wszystkie inne. . ;

8. Znaki funkcyj goniometrycznych.

a) Dostawa 1 sieczna sy dodatnie albo odjemne, sto-
sownie do tego, czy rzut gléwny jest dodatni, czy tez odjemny.
Zatym, jak to tatwo rysunkiem wykazaé, funkeyje te sg dodatnie
dla katéw wigkszych od 0° a mniejszych od R, i wigkszych od
3R a mniejszych od’ 4R. Dla katéw zad wigkszych od R
a mniejszych od 3R, funkcyje te sg odjemne.

b) Wstawa i dosieczna sg dodatnie albo odjemne,
stosownie do tego, czy rzut boezny jest dodatni, ezy téz odjemny.
Dla wszelkich katéw wigkszych od 0° a mniejszych od 2R, sg
te dwie funkeyje dodatnie, a dla katéw wigkszych od 2R 2 mniej-
szych od 4R, sa odjemne.

¢) Styczna i dotyczna sg dodatnie, gdy rzuty gléwny
i boezny majg zgodne znaki (albo dodatnie, albo odjemne); sg
zasi¢ odjemne, gdy oba te rzuty sg znakéw niezgodnych (tj. do-
datni i odjemny, albo odjemny i dodatni). Zatym styczna i do-
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tyczna sg dodatnie dla wszelkich katéw wigkszych od 0° a mniej-
szych od R, i wigkszych od 2R a mniejszych od 3R. Jezeli
za$ katy sa wigksze od R a mniejsze od 2R, jakotéz wigksze
od 3R a mniejsze od 4R, to obiedwie funkeyje sg odjemne.

9. Graniczne wartodci liczebne funkcyj gomiometrycznych.

a) Dla dostawy i wstawy.

o) Jezeli majacy sie rzucié odeinek prosty MN jest réwno-
legly do osi glownéj, a kierunki obu tych prostych sg zgodne,
to rzut gtéwny réwna si¢ danemu odecinkowi, wige k=a.— W tym
przypadku kat, jaki tworzy dany odeinek prosty z osig gléwna,
jest 0°; wiegc:

cosO":—:— = % e
cos 00 = + 1. (10)

) Dany odcinek prosty stoi atoli prostopadle do osi bocznéj,
a rzut jego boczny b = 0; wige w tym przypadku mamy :

b 0
dssho et e e
Sip0s — it e 0,
sin 00 = 0. (11)

1) Jezeli kierunek majgcego sie rzucié odcinka prostego,
réwnolegtego do osi gléwnéj, jest przeciwny kierunkowi osi gfé-
wnéj, natenczas 1) ¢ = — £, 2) kat, jaki tworzy dany odci-
nek z osig gléwng, wynosi 180°, 3) rzut boczny b = 0. Zatym
otrzymamy :

o

a —

Ut R i Re e sl
cos 1800 = S e
cos 1800 = — 1; (12)
b 0
: Rl [REA i
sin 1800 = Sl e 0,
sin 180° = 0. (18)

0) Jezeli majacy sie rzucié odecinek prosty MN stoi prosto-
padle do osi gléwnéj, to gléwny jego rzut @ = 0. — W tym
przypadku kat, jaki odeinek prosty tworzy z osig gtéwng, wynosi
90° albo 270°, stosownie do tego, czy kierunki odcinka prostego
i osi bocznéj sg zgodne, czy téz niezgodne ; rzut za$ boczny

b = -+ k, albo b = — k. Zatym otrzymujemy :
a 0
cos 90° = cos 2700 = sk o 0,
dos. 900 =i cor 270) — 0 (14)
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: i S
sm90°—(f— Ty + 1,
sin 90° = + 1; (15)
b — k
i 0 = — = — = —
sin 270° = K K 1,
gin 270 = — 1. 2 (16)
W podobny sposéb znajdziemy, ze:
tg 0° = 0; -eotg 0% | = -] oco;
tg 900 = ; otg 90° = 0;
g 4 oo; eig : P An—(18)
tg 180° = 0; ectg 180° = — oo;
tg 270° = — ocoj; ctg 270° = 0;
jakotéz :
gec 00 = 4 1; cosec 0° = - oo;
sec 900 = 4+ oo; cosec 900 = 4 1; -
sec 1800 =— — 1; cosec 180° = — co; SR
sec 2700 — — oo; cosec 270" = — 1.

Uwaga. Widzimy z powyzszych obliczen, ze bezwzgledna
warto§6 wstawy i dostawy lezy miedzy granicami + 1

i —1; styecznéj i dotyeznéj miedzy — oo i + oo;
siecznéj i dosiecznéj migdzy — oo i — 1 a miedzy 4 1
i -4 oco.

10. Szczegdlne wartodci funkeyj gomiometrycznych dla katéw
30°, 45° 60°.

a) Dla kqta 45°.

Niech odcinek prosty MN = k (fig. 14.) tworzy z osig X'X
kat o = 45°; a jego rzuty niech bedg mn = a i m'n’ = b; na-
tenczas wedlug ust. I. 12. mozemy napisaé:

: k2 — a2 - b3,
a ze, jak z figury si¢ okazuje, ¢ = b, przeto:
ka— 2L

stad :
b\2 1 b 1
(Y) = ezyli: g Then ﬁ;
poniewaz :
= sgin 459,

s
k
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przeto :
oin 450 = L
2’
Podobnie znajdziemy, ze:
b sl
cos 45° — i
teadD % e % =il
ctg 459 . — % i
sec 450 — % = Ve
0 k 9
cosec 450 — 5 = Ve

b) Dia kqta 60°.

Niech odcinek prosty MN — (fig. 15.)
wng X'X kat @ = 609, a jego rzuty niech bedg mn

= b; natenczas:

cos 600 — %,
a e :
k
a — .—3,
wiec :
cos 600 = >
=
Poniewaz :
k? =— a? - L2
czyli:
B gl % = b2,
czyli:
3 k2 |
il it
stad :

http://rcin.org.pl
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tworzy z osig glé-
aim'n

(22)



a ze:
% == am 607
wiec :
Vsin GO0 — VT3
Podobnie znajdziemy, ze
tg 800 -~ = y8,
1
ctg 600 =—'—
g V3’
806800 — D1
2
cosec 600 —= —,
V3

¢) Dia kgta 30°.

17

(23)

Niech dany odcinek prosty MN =k (fig. 16.), tworzy z osig
gléwng X'X kat o = 30° a jego rzuty niech bedg mn = a,

m'n’ = b; natenczas:
k2 — a® 4 b2,
a ze, jak to z figury si¢ okazuje,
k
b —— ?’
przeto :
2
k? — kz = a2,
czyli:
3 k2 :
__4__ —_ a-,
stad : )
e oe
eI e
a e
% = cos 309,
przeto :
V3
0 e Carg™ B |
cos 30° = 5

http://rcin.org.pl
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Poniewaz:
sin 300 = %,
a e
k
b s ?’
wiec:
sin 300 = i
= =
Podobnie znajdziemy, ze:
1
0 Yok
it V3’ (25)
ctg 30° = v3,
2
gec 300 = —
LA
cosec 300 = 2 .

11. Odjemme kqty. Jezeli za dodatnie katy uwazamy ta-
kie katy, jakie ramie ruchome M'N tworzy z stals osig rzutows
X'X, obracajac sig okolo stalego punktu M’ w lewo, to za od-
jemne uwazaé nalezy katy powstajgce wskutek obrotu ramienia
ruchomego w przeciwnym kierunku, tj. w prawo (fig. 17.).

Jezeli kgt XM'N = + a, to kat XIM'N, = — a. W tym
przypadku rzuty gléwne sg sobie réwne i zgodnych znakow,

a rzuty boezne réwne, ale znakéw niezgodnych. Stad wyplywa,
ze, skoro:

a
cosa = ‘F,
cos(—o) = %,
przeto : :
cos(—a) = cosa. (26)
Nastepnie, skoro:
. b
slna — "k—,
sin(—a) = :k—b,
przeto:
sin(—a) = — sina. 27)
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Podobnie znajdziemy, ze :

tg(—oc) T I

ctg(—o) = — etga,

sec(—a) = seca, (28)
cosec(—a) = — cosecoa.

Widzimy zatym, ze dostawa i sieczna kata odjemnego sg
tymisamymi, co dostawa i sieczna kata dodatniego; wszystkie
inne funkeyje goniometryczne kata odjemnego réwnaja sie odpo-
wiednim funkeyjom kata dodatniego, ale sg znaku odjemnego.

12. Dopetnienia kqtéw. Dwa katy wzajem sie¢ dopelniajace
(complementwinkel) wyrazamy przez o. i 90° — o.

Niech bedg dane dwie osi X’X i Y'Y, prostopadle w O na
sobie stojace (fig. 18.); niech dany odcinek prosty OM = i

tworzy z osig gléwng X'X kat MOX — o; natenczas kat MOY
= 90° — . Rzuty danego odeinka prostego sg Om = a i Om’' = b;
natenczas :

=181

— Co08soa.

PT'|SD W]c-

Przyjmijmy teraz o$§ Y'Y za o8 gléwng, a o§ X'X za
boezng, natenczas b stanie si¢ rzutem glownym, ¢ za$ rzutem
boeznym danego odcinka prostego OM, ktérego kat nachylenia
do osi gltéwnéj Y'Y wynosi (90°— a). Wiec napisaé mozemy, ze:

% = cos (90°— o),
% = sin (90° — a).
Z poréwnania powyzszych réwnan wynikajg relacyje:
sin (90° — a) = cosa,
cos (90— o) = sina.

Podobnie otrzymamy :

tg (90° — o) = ctgo, ' (29)
ctg (90°— o) = tga,
see (90°—a) = coseca,
cosec (90° — o) = seca.
2*
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13. Spelnienia kqtéw. Dwa katy wzajem si¢ spelniajace
(supplementwinkel) wyrazamy przez o i 180°— a.

Niech bedg dane dwie osi X’X i Y'Y, prostopadle w O na
sobie stojgce (fig. 19.); niech dany odcinek prosty OM = two-

rzy z dodatnig osig gléwng OX kat MOX = o; natenczas kat
MOX' = 180° — o. Rzuty danego odcinka prostego sa Om = a
i Om' = b; nateczas:

b )
I‘ = 8ilnoa,
= cosx
= cosa
Przyjmijmy teraz o§ OX’ za dodatnig; natenczas rzut giéwny
a odcinka prostego OM bedzie odjemnego znaku, tj. Om = —a;

boezny za§ rzut jego Om’ = b pozostanie niezmienny. Ze wzgledu
pa te o8 OX' i kgt 180° — o, mozemy ustawié relacyje:

—Ew- = sin (1800 — a),
:k—”‘ — cos (180°— ).
Por6wnawszy powyzsze zréwnania, otrzymujemy :
sin (180° —- o) = sina, :
cos (180°—a) = — cosa;
podobnie:
tg (180° — o) = — tga, (30)
ctg (180° — a) = — etgo,
sec (180'— o) = — seca,
cosec (180° — o) = coseca.

Widzimy zatym, ze wstawa i dosieczna danego kata sg
wzglednie tymisamymi, co wstawa i dosieczna kata spelniajgcego;
pozostale zas funkeyje goniometryczne danego kata s3 réwne od-
powiednim funkeyjom kata spelniajgcego, ale sy znaku od-
jemnego.

14. Dwa katy, ktérych réznica wynosi 90°. Takie dwa katy
wyrazamy przez o i 90° -4 o.

Podstawmy we wzorach (29) 4o za —a i —a za + a,
to baczgce na ust. 11. tego rozdzialu, otrzymamy:

sin (9004 0) = cos (—a) = cosa, }

cos (9094 o) = sin (—a) = — sina, L2
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tg (900 + o) = etg (—a) = — ectga,
ctg (90°4a) = tg (—a) = — tga, l 41
sec (904 a) = cosec (—a) = — cosecqa, ol
cosec (90°+a) = sec (—a) = seca.

15. Dwa kqty, ktérych réznica wynosi 180°. Takie dwa katy
wyrazamy przez o i 180° + o. Uzyjmy powyzszego podstawienia
we wzorach (30), a baczgc na ust. 11. tego rozdziatu, otrzymamy
nastepujace relacyje:

sin (180° 4 o) = sin (—a) = — sing,

cos (180° 4 a) = — cos (—a) = — cosa,

tg (180°+ o) = — tg (—a) = tga, o
ctg (180°4 o) = — ctg (—a) = ctga, (92)
sec (180°+4 o) = — sec (—a) = — seca,

cosec (180" 4 o) = cosec (—a) = — coseca.

16. Na podstawie ust. 10. i ust. 12,—15. mozemy z latwo-
écig wyznaczyé liczebne wartodei funkeyj goniometrycznych dla
katéw 120°, 185° 150° i t. d. Np.:

_sin 1200 = sin (90° ++ 30° = cos 300 = 1%3—;
cos 1200 = cos (90° 4 30° = — sin 30° = — %;
tg 136° = tg (1800 — 45%) — — tg 45° = — 1;
2
gsee 1500 = sec (90° ++ 609 = — cosec 60° = — —;

( ) 75
sin 600° = sin (3600 | 240°) = sin 240° = sin (180° + 60°) =
:—-sinGOO:—.‘/_g;

2
tg (—1000%) = — tg 1000° = — tg (2. 360° 4 280°) =
= — tg 280° = — tg (180° 4 1009 = — tg 100 =

— — tg (1800 — 80%) = tg 80°
it d

_ 17. Nastepujgea tabliczka przedstawia wartogei funkeyj go-
niometrycznych dla pewnych katéw, obliczone na podstawie po-
przednich ustepow.

http://rcin.org.pl



22

(00 | 30° | 45° | 60° | 90° | 120°| 185| 150° | 1809
T |
sinus 0 l— 1— ﬁ 1 V3 —L s 0
2 ryg |2 RS
cosinus 1 V3|1 2 0 ——1— L—ﬁ 1
| 2| Vg | 2 3 "va 2|
tangens 0 ; 118 oo =Bl 1] 1- 0
V3 V8
cotangens | co | V3 | 1 Al_— 0 _—1: —1|-V38| o
V38 V3
secans ) 1 i_ AT O R e V[ L _—?: ey
VA V3
SRR SO V2 z 1 e VRt 9 4 o
] V3| | VB

18. Jezeli MN (fig. 13.) jest danym odcinkiem prostym, od-
niesionym do ukladu osi prostokgtnych, jego rzuty sa mn = a
i m'n’ = b, a kgt nachylenia danego odcinka do osi X'X jest «,
natenczas, jak wiadomo, mamy :

i—-cosoz — =— sino E—i:oc i—c’cot
ror e OF e R

Z réwnan tych otrzymujemy relacyje:

CHE R

d: b otgo, o
jakotéz: 33

b == k. s, ]

b —d. tga,

t. zn.: o) rzut gtéwny damego odcinka prostego réwna si¢ temuz
odceinkowi pommozonemu przez dostawe kata rzutowego; albo:
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B) rzut gtbwny damego odcinka prostego réwna si¢ bocznemu
jego rzutowi pomnozonemu przez dotycangq kaqta rzutowego;

Y) rzut boczny danego odcinka prostego réwna sig temuz od-
cinkowi pomnozonemu. przez wstawe kqta rzutowego; albo:

8) reut boczny danego odcinka prostego réwna sig gléwnemu
jego rzutowi pommozonemu przez stycend kqta rzutowego.

Poniewaz przyprostokatne tréjkata prostokgtnego nalezy uwa-
zaé za rzuty gtéwny i boezny przeciwprostokatnéj, przeto powyz-
sze twierdzenia wysltowié mozemy w sposéb nastepujgcy :

o) kaéda przyprostokatna réwna sig przeciwprostokqtnéj po-
mnozonéj przez wstawe kata przeciwleglego lub dostawe kqta przy-
legtego;

B) kazda przyprostokatna réwna si¢ drugiéj przyprostokatnéj
przez styczna kata przeciwlegtego lub dotyceng kata przyleglego.

Na powyzszych twierdzeniach i twierdzeniu Pitagorasa,
jako na twierdzeniach zasadniczych, opiera si¢ rozwigzanie trdj-
katéw prostokatnych.

19. Wzory Mibiusa. Oznaczmy proste, na ktérych lezg boki
BC = a, CA = b, AB = ¢ danego tréjkata (fig. 20.), przez f,
¢, h, a dowolng prosta w plaszezyinie ABC przez p. Nastgpnie
przyjawszy stale dodatni kierunek obrotu i dodatnie kierunki pro-
stych f;—¢g, h, p, otrzymujemy tymsamym co do znakéw dokladnie
wyznaczone odeinki proste i katy danéj figury, miedzy ktérymi
zachodzg nastepujgce zwigzki:
a. cos (pf) + b. cos (pg) + c. cos (ph) = O, I
a. sin (pf) 4+ b. sin (pg) + c. sin (ph) = O,

(34)
a: b: ¢ = sin (gh): sin (hf): sin (fg). [

Dowéd. Oznaczmy przez A, B,, C, rzuty ortogonalne
wierzcholkéw A, B, C na prostg p, natenczas podiug ust. 18.:

A, B, = e¢. cos (ph),
C, A, = b. cos (pg),
Bi-C, -— a.7cos (pf).4
Poniewaz (ust. I. 13.):
BiC, + C A + AB =0,
przeto otrzymamy piérwszy z powyiszych wzordw :
a. cos (pf) + b. cos (pg) + ec. cos (ph) = O.

Obréémy prosta p o kat 90°; natenczas kat (ph) przejdzie
w (ph— 90°), a cos (ph) W cos (ph— 90°) = cos [—(90°— ph)] =
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= cos (90° — ph) = sin (ph), i t. d. Skutkiem tego powyzszy
wzér przybierze postaé nastepujges:
a. sin (pf) + b. sin (pg) + e. sin (ph) = 0.
Nadajmyz prostéj p takie polozenie, aby raz zeszla sig
z prosty f, drugi raz z prosty ¢; natenczas sin (ff) = (sin gg) = 0,
a ostatnie réwnanie przejdzie w nastepujace :
b. sin (fg) + e. sin (fh) = 0,
i a. sin (gf) 4+ e. sin (gh) = 0;
stad :
b. sin (fg) = ec. sin (hf),
a. sin (fg) = c. sin (gh),
czyli:
a b c
sin (gh) ~ Tsin (bf) ~ sin (fe)

Oznaczywszy przez o, B, v katy wewnetrzne BﬁC, CﬁA,

ACB tréjkata ABC, i zwazywszy, Ze spelniaja one katy (gh), (hf)
i (fg) do 2R, wskutek czego:

sin (gh) = sin (180°— o) = sina,
sin (hf) = sinp,
sin (fg) = siny,

otrzymamy ostatecznie :

a b c
o = (35)

sino. sinf siny ’

t. zn.: W kazdym tréjkacie prostokreslnym boki sq proporcyjonalne
do wstaw katéw przeciwlegtych.

Jestto tak zwane twierdzenie wstaw (der sinussatz),
bedace jednym z twierdzen gléwnyeh, sluzgeych do rozwigzania
tréjliqtéw prostokreslnych. Wzozy (35) zowig takze wzorami
Mébiasa.

Uwaga 1. Zapomocg powyzszych wzoréw mozna obliczyé
dwa boki tréjkgta, jezeli dany jest trzeci bok z dwoma katami.

Uwaga 2. W szezegblnym przypadku, jezeli jeden z kg-
téw trojkata jest prostym, np. o = R, wzory powyzsze zamie-
niajg sie¢ na:

b c c

sinf = siny ~  cosB’
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skad otrzymujemy zréwnania :
b= a. sinf i b= c tgf,

stanowigce wlaénie dwa twierdzenia tréjkata prostokgtnego (ob.
ust. 18.).

20. Wzory Mibiusa wyrazajg pewns wlasnosé tréjkata pro-
stokreélnego, tj.: Stosunek kazdego bokw do wstawy kata temu bo-
kowi przeciwleglego jest liczbg statq (tj. réwna sig Srednicy kola
opisanego).

Dow6d. Opiszmy na jakimkolwiek tréjkacie ABC (fig. 21.)
okrag kota, wykreSlmy érednicg AD i polgezmy D z B. Poniewaz
w tréjkacie ADB kat ABD — 90°, a kat ADB = ACB = 1,
mamy :

AB — AD: sy,
c.= 2R. siny,
czyli:
c
siny

— 2R, %

gdzie R oznacza promieri kola opisanego. A zatym:

& L PR L G
sina. 8inf3 siny

Qibnd. 0.

21. Suma i réznica dwu katéw. W ustgpie 19. otrzymaliémy
réwnanie:

a. cos (fp) + b. cos (gp) + ec. cos (hp) = 0. (34a)
Poniewaz podiug ust. 19. i 20.:

a b c
S EatD o T
przeto:
a = 2R. sin (gh),

o
I

2R. sin (hf),
¢ — 2R. sin (fg),

co podstawiwszy w réwnanie (34a), po obustronnym skrécenin
przez 2R, otrzymamy :

sin (gh). cos (fp) + sin (hf). cos (gp) -+ sin (fg). cos (hp) = O,
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Polézmy katy :
(fp) = =, (gp) = X (bp) = p;
poniewaz:
(8h) = (gp) — (bp) = 2 — 1,
jakotéz :
(bf) = p. — =,

i (fg) = » — X
przeto dla trzech dowolnych katéw =, A, p otrzymujemy :
sin (A — p}. cosx —+ sin (u — %). cosh < sin (x — A). cosp. = O.

Podstawmy teraz:

it M A p,.=0,
a otrzymamy :
sinf. cosa. — sina. cosf -+ sin (@ — B) = 0,

stad :
sin (& — [B) = sina. cosf — cosa. sinf. (36)

*) Mamy dwie proste f i g; oznaczmy kgt przez nie utwo-
rzony przez (fg), uwazajac f za rami¢ poczatkowe, g za§ za ramig
konicowe. Natenczas :

(fg) = — (gb),

(fe) + (gf) = 0.
Dane sg trzy proste f, g, A, lezace w jednéj plaszezyznie; na-
tenczas mamy :

czyli:

(fg) + (gh) + (hf) = 0,
co takze ma wtedy swg wartosé, gdy owe proste nie przechodza
przez jedenze punkt.
Jezeli przez punkt na plaszczyinie wykreslimy proste f’, ¢, %/,
po kolei réwnolegle i zgodnie skierowane z prostymi f, g, %, to

jasng jest, ze (') = (f9), (4'%) = (9%) i (Wf') = (hf); zatym:
(fg) + (gb) + (bf) = (fg") + (g'h") + (0'f).
Z tego wynika, ze:
(fg) + (gb) = — (bf) = (fh),
i (fh) = (gb) — (gf) = (fz) — (hg)
A
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Kladge + B za — (3, bedziemy mieli:

gin (@ 4+ B) = sina. cosf -+ cosa. sin. (87)

Podstawiwszy za§ w obu tyech wzorach (90° — a) za a,
otrzymamy :

cos (oo + () = cosa. cosp — sina. sin, (38)

cos (& — B) = cosc.. cosB + sina. sinf. (39)

22. Z tych wzoréw mozemy bardzo latwo otrzymaé ¢g (o4 B)
i ctg (= + B) przy uzyeciu odpowiednich dzialan algebraicznych lub
odpowiednich podstawien ; a mianowicie:

RBES. -
__ - ctgo. otgBf F 1
otg (a + ) = oo Bl (41)

Zalézmy, ze w réwnaniach (37), (38), (40), (41) f =a, wywie-
dziemy z nich nastepujgce :

sin 200 = 2sina, cosa, (42)
cos 20. = cos?a. — sinZa, (43)
2tgo
Lovetgia — 1
ctg 20 — —Tct—g-a——. (45)

Zapomocg tych wzoréw wynajduje si¢ funkeyje podwdjnego.
kata, znajac funkeyje pojedynczego, tj. polozywszy w zréwna-

niach (42) i (43) a za 20, zatym % za o, otrzymamy :

i SR o 3
sina. = 2sin 5 €08 5, (46
o wieho
coso. = c082 — — sin? —. 47
2 2
Wiedzge, ze:
o & o
1 = cos? — sin? —
g ri g
i cosa — cos? — gin2 —
2 2

otrzymujemy stad, ze:
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: ‘/—1 — cosa
sin = ——

‘/1 + cosa
sy e 1= vose -
g2 1 + cosa

1 4+ coso
ctg Vl — coso.

w[n

w|9

(48)
(49)
(50)

(61)

Zapomocg tych wzoréw obliczamy funkeyje polowy kata,

znajae dostawe calego kata.

23. Przemiana sum ¢ rénic funkcyj kqtowych.

Réwnania (37) i (38) dajg:

sin (@ + B) + sin (2 — B) = 2sina. cosp,
sin (¢ + B) — sin (2 — B) = 2cosa. sinf,
cos (o + B) + cos (& — ) = 2cosa. cosp,
cos (@ — P) — cos (o 4+ B) = 2sino. sinf.
Jezeli:
a +B=19¢ a—p=1,
to:
oS ?"2_4), B: CP;"I’,
wiee : _
sing —+ sing — 2sin £ _2|— 4). cos -+ ; ¢,
sinp — siny — 2cos i—;—(p sin —* —2— q),
e - (52
cosp -+ cosy — 2cos (PTM cos -+ 5 4), : .
cos) — cosp — 2sin i _2{_ 4). sin g q).
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lll.. Rozwiazanie trojkatow prostokresinych.

1. Wzér Carnota. Wzory sluzace do rozwigzania tréjkatéw
prostokreélnych wyprowadzamy z jednego wzoru zasadniczego,
znanego pod nazwg wzoru Carnot’a.

Odnosnie do fig. 20. w ust. IL. 19. otrzymali§my :
a. cos (pf) + b. cos (pg) + c. cos (ph) = 0. 1)

Jezeli dowolna prosta p zejdzie si¢ po kolei z prostymi f,
g, h, wzér (1) zamieni si¢ na:

a -+ b. cos (fg) + ec. cos (hf) = O,
a. cos (fg) + b + c. cos (gh) = 0, i 2)
a. cos (hf) + b. cos (gh) 4~ ¢ = 0. l

Pomnozywszy piérwszy z tych wzoréw przez — a, drugi przez
b, trzeci przez ¢ 1 dodawszy do siebie, znajdziemy :

— a2 4+ b2 4 ¢2 4+ 2be. cos (gh) = 0.

Poniewaz :

cos (gh) = — cos BAC — — cosa,

przeto otrzymamy pierwszy z trzech nastepujacych wzoréw:
a2 — b? 4 ¢2 — 2be. cosa,
b2 — a? 4 ¢2 — 2ac. cosf, (3)
¢2 — a2 4+ b2 — 2ab. cosy, [
znanych pod nazwg wzoru Carnot’a (der Carnotische lehrsatz)
i bedaeych zasadniczymi w trygonometryi prostokre§lnéj.

Dwa ostatnie wzory otrzymamy, jezeli po rozmnozeniu wzo-
réw (2) wzglednie przez a, — b, ¢, lub przez a, b, — ¢, dodamy
je do siebie i uwzglednimy, ze:

cos (hf) = — cosf,
cos (fg) =— — cosy.

Wrzory (3) wyrazaja nastepujaea wlasnodé tréjkata prosto-
kreélnego : Kwadrat wystawiony na jednym boku jest réwny sumie
kwadratéw wystawionych na dww innych bokach mniéj podwéjnym

prostokatem wystawionym z tych dww bokéw a pommoZonym przez
dostawe kata miedzy wimi zawartego. y

W szezegélnym przypadku, jezeli jeden kat tréjkata np. o
jest prostym, piérwszy z wzoréw (3) zamienia sig na:
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a? = b2 I ¢2
co wyraza znane twierdzenie Pitagorasa (por. ust. I. 12.).

2. Przeksztalcenie wzoréw zasadniczych. Z wzoréw zasadni-
czych (3) wyznaczamy katy tréjkata, gdy dane sg jego boki. Wsze-
lako, aby je obliczyé zapomocg logarytméw, nalezy namienione
wzory stosownie przeinaczyé. W tym celu piérwszy z wzoréw
(3) daje:

b2 ¢! — a2

Cosa. — 2bc

Z tego réwnania otrzymujemy :

a?—(b—c¢)2 __(a4b—c) (a—b-c) 2 (s—b) (s—c)

1 —cosa.=—

2be 2be be 2 @
__(b4-e)*—a? (a4b--c)(b+c—a) _ 2s. (s—a)
Ltoos b it 2be T be !

pomnge, ze:
a4+ b4 ¢c="2s
a stad:
b +¢—a=2(@6—a),
a—b+4+c=2(@6—0D),
a+b—c=2@6— o).
Poniewaz wedlug ust. IL 22. i wz. (48) i (49):

A, Blaloe, I S
CO8a. 2sin g
1 -4 cosa = 2cos? %,

przeto wzory (4) przechodzg na nastgpujace :
& . (aib)As —0)

sin2 —

2 be !
e s (s — a)
c0s® b

Wyciagnawszy nareszcie z obu stron pierwiastek kwadra-
Fowyil otrzymamy dwa piérwsze z szeSciu wzoréw nastepu-
jaeyeh :

http://rcin.org.pl



31

sin % = @:’0%@‘, e _;_ l//s (sl;;-a) —’
S % 2 (S—alc(s—c) i g % o l/s(s;b) S )
e A NIRRT Bl G A S0
wh - YT o YT

Z nich przez dzielenie otrzymujemy :

o (s—b) (s—c¢)
il oo e

B (s—a) (s—¢)
s o

-

; (s—a) (5—b)
el

el ‘/ I(s—a) (s:b) (s—e¢) : ©)

gdzie r oznacza promieri kola wpisanego w trdjkat ABC, trzy.
ostatnie wzory zamieniajy si¢ na:

Poniewaz :

o. T
sy 1 e
r
tg “g— S (M
P
R ey

Uwaga. Dwie ostatnie pary wzoréw (5) wynajdujemy tak-
samo z dwu ostatnich wzoréw (3), jakeSmy piérwszg par¢ wyzna-
czyli z piérwszego wzoru zasadniczego (3). We wszystkich tych
wzorach nalezy wzigé pierwiastnik ze znakiem dodatnim, gdyz
skoro zaden z katéw o, B, y, nie przenosi 2R, dostawy i wstawy
poléwek tych katéw sg liczbami dodatnimi.

Zapomocg wzordw (6) i (7) wyznaczyé mozna katy tréjkata,
jezeli jego boki sg dane. Prébe rozwigzania stanowi wyrazenie

o+ B+ 1 — 180°.

v B
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3. Twierdzenie wstaw. a) Odnoénie do fig. 20. w ust. IL
19. znalezlidmy :
a. sin (pf) 4+ b. sin (pg) + ec. sin (ph) = O,
z ktérego to wyrazenia otrzymaliSmy wzory :

 Aatsephins NS
gino o sinB s eing ! (8)

wyrazajgce tak zwane twierdzenie wstaw.

b) Wzory (8) wysnuwajg si¢ latwo z wzoréw zasadniczych
(8). Baczace, ze:

i 2si 2 co e
sino — 8I0 =" g
2 9

i mnozge przez siebie parami wzory (5), znajdziemy :
: 2
sina — ¢ l/ s (s—a) (3—b) (s—¢),
HighE e - b
sinf = — s (s—a) (s—b) (s—c¢),
sint.= i — b) (s—c¢)
YETas s (s—a) (s—b) (s—c),

z ktérych to réwnan przez dzielenie bezposrednio otrzymujemy :

T D AR T e e
RO ) o T g T e T U e
czyli:
a b c
sina  sinf  siny ()

Zapomocy tych wzoréw mozna obliczyé dwa boki tréjkata,
jezeli dany jest trzeci bok z dwoma kgtami (ob. ust. II. 19. uw.
E¥2)

4. Twierdzenie stycznych. 7 wzoréw (5) otrzymujemy przez
mnozenie :

B e B l/s S S . cos -

2 2 ¢ ab c o
R T b [Tl b, R G, I
cos ok sin g " ‘/ ah = g c08 9
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jakotéz:
e SSRGS sy (s—a) s—b) _ s8—ec . ¥
sin . sin 5 = — |/ = 7 ot on e
% il (s—2) (s—b) - = .8 P
€08 5. 008 5 = — l/ = £ Cevtent, (BB o

Odjawszy od siebie dwa piérwsze réwnarvia a dodawszy do
siebie dwa ostatnie, znajdziemy:

. a—B  a—b 1
sin 2 = el 005—2-,
a—Bsoah . oy
OO 5 2= -l 8I0 5

Podzieliwszy te dwa réwnania przez siebie, mieé bedziemy:

a—B a—b J
tg 5 Taih ctg—2-. 3
Poniewaz :
e T L
= 2 sl S
przeto :
UCENE S
ctg ) = tg 5
Zatym:
o—B  a—b o+ B
o _a—l—b'tg s
Taksamo znajdziemy :
W B=7 _ b—o . By )
6.7 b-4¢ g
f—o  6—a b )
o UG T S TR

Wzory (9) wyrazajg wlasno&é tréjkata prostokreslnego, znang
p. n. twierdzenia styeznych, tj.: Réznica dwu bokbw ma sig tak
do sumy tychze bokdéw, jak styczna polowy réznicy katéw namienio-
nym bokom przeciwleglych do stycznéj pobowy sumy tychze kqtdw.

3
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5. Zapomoeg wzoréw (9) mozna obliezyé dwa ka,ty trdj-
kata, jezeli dane sg dwa boki tym kgtom przeciwlegte i kat mig-
dzy tymi bokami zawarty.

Albowiem, jezeli sg dane elementy a, b, ¥, natenczas,
pomnge, ze } (24 B) = 90" — L, eayli tg 3 (= + ) = etg =,

otrzymamy z piérwszego z wzoréw (9) log. #g 3 (« — ), a na-
stepnie 3 (o — B). Wiedzac za$, ze:

3@+ B =m,
%(“_B)znv
znajdziemy :
o =.m - n,
 —fm-—n.

Bok trzeci ¢ obliczymy przez zastosowanie twierdzenia
wstaw.

6. Powierzchnia tréjkqta. Pole tréjkata A wyznaczyé moze-
my sposobem nastepujacym :

a) Wykresliwszy 4D | BC (fig. 20.), mamy :
A = } BC. AD = } BC. AB. sin ABC,

A = % ac. sinf,

podobnie znajdziemy : : (10)
A = } ab.siny,
Ar=51 hel ging,

t. zn.: Powierzchnia tréjkata prostokreSlnego réwna si¢ polowie
sloczynu 2z dwu ktérychkolwiek bokéw przez wstawe kgta migdzy
nimi zawartego.

b) Wszelako wedlug ust. II. 20.:

,a = b = .c - 2R.
sino sinf3 siny

Stad wyplywa :

e
sine = —5p—
; b
i b R
5 c
siny = —p—;
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skutkiem tego wzory (10) przeinaczaja si¢ na nastepujgey :
abe
e AR s i (11)
t. zn.: Powierzchmia tréjkata réwna sig iloczynowi z jego trzech
bokéw podzielonemu przez poczwbrny promiefi kota opisanego.

¢) Poniewasz :

sinf = 2sin % cos —g—,
przeto piérwszy z wzoréw (10) ze wzgledu na drugie z wzoréw
(5) zamieni si¢ na wzlr:

A |/ 2 i) ) e, (12)

wyrazajaey powierzehnig tréjkata we funkeyi trzech jego bokéw.

d) Poniewaz : <

e l/ (s—a) (s:b) (s—c¢) :

przeto lgczge ten wzér z (12), otrzymamy :
ANty 13

t. zn.: Powierzchnia tréjkgta réwna sie promieniow: kota wpisanego
pommozonemu przez polowe obwodu trijkgta.

e) Poniewaz wedlug wzoru (10):

AN a2b siny,
a ze podlug twierdzenia wstaw:
Rkl sinf
TR
przeto :
a2 sinf. siny
Q= 2sing (14)

Powierzchnig tréjkata mozna wyrazi¢ we funkeyi trzech kg-
téw i jednego boku.

f) Poniewaz wedlug wzoru (10.):
3*
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a wedlug ust. IL. 20.:
a == 2R. sind;
b = 2R. sinf,
vrzeto :
/A = 2R? sino. sinf. siny. (15)

Powierzcknig tréjkata mozna wyrazié¢ we funkeyi trzech
katéw i promienia kola opisanego.

1. Zebranie. Azeby tréjkat prostokreflny rozwigzaé, musi
sic miedzy danymi elementami znajdowaé przynajmniéj jeden
bok. Wszystkie przypadki mozebne sprowadzajg si¢ do czterech
nastepujgeych :

a) Jezeli dane trzy boki a, b, ¢, znale§é trzy katy a, B, Y.

b) Jezeli dane dwa boki @, b i kgt migdzy nimi zawarty ¥,
znale§é dwa pozostale katy a, B i bok trzeci c.

¢) Jezeli dane dwa boki @ i b i kat przeciwlegly jednemu
z tych bokéw, np. o, znale§¢ dwa pozostale katy P i v, tudziez
bok trzeci c.

4) Jezeli dany jeden bok i dwa katy temu bokowi np. przy-
legle, znaleéé kat trzeci i dwa pozostale boki.

Wazystkie te zadania rozwiazujg w zupelnodei wzory (6),
(M), (8) i (9), jakto pokazuje nastepujaca tablica :
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Dane

i

Szukane elementy Powierzchnia ‘Wzory prébne
elementy
7ot oo bodae g, ‘\?13 (s—b) (s—e¢) .
S g R ;
a, b, ¢ : BT I@! ; q o A =18 a3+ = 180°
B8 S oaaw B m|v. fo — ae
oa-+p e - a—b 1 g.lm 3
T T w kb S g e ¢ — a. cosp +
a, b, 7 a siny e Cad -+ b. cosa
o=—m -+ n @lEl.Po:lmEe.
; b sina a siny : ¢ = a. cosf -+
a, b,a| sinf= e 180° — (@ 4 f); ¢ = s A = } ab. siny e
. !
e e e ey _ a?sinfsiny b = a. cosy +
o G S o L sina’ " Tsina” A = —oling -+ ¢. cosa
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Uwaga. W przypadku drugim nalezy przez @ rozumieé
bok wigkszy. — W przypadku trzecim moze byé a << b lub a >
b. Jezeli @ < b, to otrzymujemy dwie wartodci na B mozliwe,
albowiem sinf nalezy do dwu kgtéw, z ktéryeh jeden jest ostry,
a drugi rozwarty. Jezeli za§ @ > b, to kat B musi byé ostrym,
albowiem o > f.

Jezeli jeden kat tréjkgta jest prosty, np. a = 90°, wéwezas
do rozwigzania tréjkata we wszystkich mozebnych przypadkach
wystarczg wzory (33. w ust. II. 18.)) i twierdzenie Pitagorasa.
W tym wige razie daje rozwigzanie nastgpujaca tablica :

2 e & <3 Dane
— -5 o = elementy
o = © <)
| Il
I @
= i g e = N
=] @, AP o =
Bl g e i
o 2 o ®
I o] 5] sl
= ® i e
2 o l T
- o @
s 5 sle ] sle o
' - - ®
= =2 '[T = =
T e
A
| | | I e
™ o k2 ™
- L) = '-U
e
| | e | o g
i e o ar e (<)
& L “‘ 3 | =
S = S ®
® (<]
o - I =
l S
I 1 S
o < < <
o “ < ® =
e c?q" 0 O O~
RS Eee
e o i

3 _m@a“» -4
4
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