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Unicité et principe d’extréemum en
thermoviscoplasticité finie couplée (*)

B. HALPHEN (PARIS)

THE VARIATIONAL formulation of the rate problem is established in this paper for an elastic-
viscoplastic material in finite quasi-static transformation, with thermomechanical coupling.
We give also a uniqueness criterion for the solution of this problem.

W niniejszej pracy przedstawiono sformulowanie wariacyjne problemu predkosciowego dla
materialu sprezysto-lepkoplastycznego przy skoficzonych przeksztalceniach quasi-statycznych
i przy uwzglednieniu termomechanicznego sprzezenia. Dla rozwigzania tego problemu podano
rowniez kryterium jednoznacznosci.

B macrosiuiedt pabore mpencTaBseHa BapHal[oHHas (hOPMYJIHPOBKA CKOPOCTHOM 3amauu gnd
YOpPYroBA3SKOIUIACTHYECKOTO MaTepHana, NPH KOHEYHBIX KBA3HCTATHYECKHX pedopMaiuax
W TIpH ydeTe TepMOMEXaHMWYelKoro conpseHuA. Jlna pemrenns 3ToH 3afayu OpuBeeH
TOXKe KpHUTePHil eIHHCTBEHHOCTH.

1. Introduction

LEes FONDEMENTS de la théorie de I’élastoviscoplasticité finie sont maintenant bien établis.
En particulier en précisant la nature des variables d’écrouissage et en introduisant la notion
de configuration intermédiaire reldchée, différents auteurs, dont LEe [3], MANDEL [4],
Teoposiu [5] ZARKA [6], en ont mis le formalisme en accord avec les bases physiques.

Afin de pouvoir traiter numériquement les nombreux problémes industriels concernant
les matériaux élastoviscoplastiques, il était nécessaire d’étudier la formulation du probléme
aux limites pour un volume de matiére. L’emploi de la méthode des éléments finis, la plus
utilisée actuellement, impose de mettre un tel probléme sous forme variationnelle. A partir
de résultats dus a HiLL [2], qui donne une méthode générale conduisant a la formulation
variationnelle du probléme aux limites en vitesse pour une certaine classe de matériaux,
j’ai donc cherché a établir une telle formulation pour les matériaux élastoviscoplastiques
en transformation finie avec couplage thermomécanique.

2. Cinematique et thermodynamique de la transformation élastoviscoplastique

Soit (0) la configuration de référence d’un élément de matiére sous contrainte nulle,
a la température T°. Soit (a) sa configuration actuelle, ol ¢ est le tenseur de contrainte
de Cauchy et T la température absolue. Supposons qu'a partir de cette configuration (a)

(*) The paper has been presented at the EUROMECH 53 COLLOQUIUM on “THERMOPLASTIC-
ITY”, Jablonna, September 16-19, 1974.
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on décharge instantanément I'élément de matiére en le ramenant a la température 7°;
on obtient ainsi une configuration (x) dite intermédiaire relachée (MANDEL [4]). Cette
configuration (x) n’est définie qu’a une rotation arbitraire prés et n’est donc pas unique.
Nous verrons plus loin comment fixer son orientation.

Soit F le gradient de la transformation totale qui fait passer de (0) & (a), E le gradient
de la transformation élastique qui fait passer de (x) a (a), et P le gradient de la transforma-
tion plastique qui fait passer de (0) & (»). On a:

(2.1) F = EP.

De cette relation on déduit aisément I’expression du gradient de la vitesse de déplace-
ment sous la forme:

(2.2) V = FF-' = EE-'+EPP~'E~!.

Ce gradient est ainsi la somme d’une partie élastique et d’une partie plastique, dont chacune
n’aura de signification intrinséque que lorsqu’on aura fixé 'orientation de la configuration
reldchée. On a:

2.3) V=Verwr

ol
Ve =EE-!, V?=EPP'E-'

Par définition un matériau élastoviscoplastique est un matériau pour lequel ¥* n’est fonc-
tion que de I’état actuel du matériau. Considérant la partie symétrique des deux membres
de la relation (2.3), on obtient la vitesse de déformation totale D comme somme d’une
vitesse de déformation élastique D et d’une vitesse de déformation viscoplastique D?:

(2.4) D = D°+D°.

L’état thermodynamique d’un élément de matiére élastoviscoplastique est défini par
les variables d’états suivantes (TEoDOSIU [5], MANDEL [4]): A4¢, tenseur de déformation
de Green de la transformation élastique, o = (o, k = 1, ..., n), famille de paramétres
internes, scalaires ou tensoriels, caractérisant I’état d’écrouissage du matériau, 7, tempéra-
ture absolue.

Pour définir I'orientation de la configuration relichée (x), on introduit la notion de
triedre directeur dans la configuration relichée (MANDEL [4]), triédre dans lequel les
fonctions thermodynamiques ont une expression fixe en fonction des variables d’état.
Dans la suite nous ne considérerons que des configurations relachées isoclines, c’est-a-dire
telles que le triedre directeur y ait une orientation constante. Les fonctions thermodyna-
miques ont alors une expression fixe en fonction des variables d’état.

En particulier, si ¢ est I’énergie libre spécifique du matériau:

25) ¢ = $(d%, e, T).

Voyons maintenant a quels résultats conduit ’application du premier et du deuxi¢me
principe de la thermodynamique.
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Soit = le tenseur de contrainte de Kirchhoff relatif  la configuration relichée (x):
n _E'oET!
o e
ol g,, o désignent les masses volumiques dans la configuration () et dans la configuration
actuelle (a).

L’inégalité de Clausius-Duhem, qui exprime le second principe de la thermodynamique,
peut étre écrite:

(2.6)

T a4t oT

ol s est I’entropie spécifique et ¢ le vecteur flux de chaleur. Pour un matériau viscoplastique,

2.7 (gi o9 ),zie- (s+ -‘E)h E;ETEPP*— %&H E‘L -gradT >0

PP~ et & sont donnés par I’état actuel du matériau. On peut donc donner & A° et T des

valeurs arbitraires, sans que les vitesses PP~! et & soient modifiées. L’inégalité (2.7) con-
duit alors aux relations:

E A o 0
(28) Q_x = F'A—e, § = ﬁ .
La vitesse de production d’entropie est alors donnée par:
. g . 1 .
= T o T <
2.9 Ts = 3 E'EPP 70 . divg
que 'on peut aussi écrire:
. _oD? 4. 1 .
(2.10) Ts —T*—a;a—gdlvq.

Dérivons la deuxiéme relation (2.8) par rapport au temps et comparons a la relation
(2.10) ’expression ainsi trouvée pour la vitesse de production d’entropie; on obtient ainsi
la vitesse de la température sous la forme:

(2.11) T= %—[TM;‘}JE,~N&,,+ %&' —-;—divq],
ol on a introduit les notations suivantes:
% o¢ %
0 _ B i
Mi; = oTods;’ Ne = o, ~ T 3700, *
et ol ¢ désigne la chaleur spécifique a déformation constante:
(i)
==Tar=-

Notons que le terme N;&; qui apparait dans la relation (2.11) n’est autre que le taux
d’énergie interne stockée par écrouissage:

Comme la vitesse du tenseur de Green 4° est liée a la vitesse de déformation élastique
D* par:

4¢ = ETD°E
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si nous définissons la matrice M des “coefficients thermoélastiques apparents” par:
M = EM°ET

nous pouvons transformer la relation (2.11) et obtenir la vitesse de température sous la
forme:
1

_p N+ 220 _ 1
C[TM(D DP)— Npo + 2 gdlvq.

(2.12) T =
On a ainsi exprimé T en fonction de la vitesse de déformation totale D et de I’état
actuel du matériau.

3. Les résultats de Hill

Rappelons maintenant les quelques résultats dus 4 HiLL [2] que nous utiliserons plus
loin pour établir la formulation variationnelle du probléme en vitesses.

Soit 6, de composantes 6;;, le tenseur de contrainte nominale, tenseur de Lagrange
relatif A la configuration actuelle du matériau considéré. 6 est égal au tenseur de contrainte
de Cauchy o mais sa vitesse n’est pas égale & ¢. On a en effet:

(3.1) 6 = 6—Vo+aodive,

ol v est le vecteur vitesse de déplacement et ¥ son gradient. En particulier, on note que §
est statiquement admissible, c’est-a-dire que, si F désigne la vitesse des forces de masse:

%0, -
3- "'-—‘l =
3.2) P +oF; = 0.

On peut donc appliquer 4 § le théoréme des puissances virtuelles. HILL [2] considére la

classe des matériaux tels que la vitesse de contrainte nominale § dérive d’un potentiel en
gradient de la vitesse de déplacement, c’est-a-dire tels que:

: ou
(3.3) 0y = Do’

J
ol v; = dv;/0x;.

Pour de tels matériaux le théoréme des puissances virtuelles permet d’établir le principe
d’extremum en vitesses suivant: soit ¥ un volume de matiére dont on suppose connu
I’état actuel. Soit 8 ¥ sa surface. Sur la partie S, de ¥~ on s’impose des vitesses de déplace-
ment 24 et sur la partie complémentaire S de ¥ on s’impose des vitesses de forces nomi-
nales 7¢ (telles que Tj‘ = nibu, n; étant les composantes de la normale extérieure). On

suppose données dans ¥~ les vitesses de forces de masse F.
Alors le champ des vitesses réel rend extrémale la fonctionnelle J(v*) définie par:

(3.4) J@*) = [ Udv— [ oF -v*dr— [ T4 v*ds.
v v JT
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D’autre part, la théoréme des puissances virtuelles permet aussi d’établir le critére
d’unicité suivant: la solution du probléme aux limites en vitesses est unique si, quels
que soient les champs de vitesses v*, 9%, cinématiquement admissibles:

(3.5) f (61—6%) (vji—v2)dr > 0,

ou fii‘j et ij sont déduits de o' et v* par la formule (3.3). Ce critére d’unicité n’est autre
qu’un critére de convexité de la fonctionnelle J(v*). Dans ces conditions, si ce critére (3.5)
est vérifié, le champ des vitesses réel minimise J(v*).

4. Unicité et principe d’extremum en thermoviscoplasticité

Nous allons maintenant appliquer les résultats du paragraphe précédent aux matériaux
élastoviscoplastiques. Pour cela il faut connaitre I'expression de la vitesse de contrainte

nominale 6 en fonction du gradient de la vitesse de déplacement et de I’état actuel du
matériau.
Dérivons donc par rapport au temps la relation (2.6) qu définit =. On obtient:

v

@.1) (E) g3
o 0

ol la dérivée & est définie par:
“4.2) ¢ = o—Veo—oVT+adivu.

D’autre part si on dérive la premiére relation (2.8), on obtient:

4.3) ( u) = Kjuda+MIT+ Ry,

x

ol on a introduit les nouvelles notations:

9% 92
Kﬁn - ¢ R?ﬂ; = ¢

= 245,005 = d5,00y

Comparons alors les relations (4.1) et (4.3). Compte tenu du lien entre 4° et D*, et définissant
les tenseurs K et R par:
Kmpq = EmlEquﬂHEpquls Rk = EmiEang'tp
on obtient I'expression de la dérivée & sous la forme:
(4.4) & = oK(D—DP)+oMT+oRa.

Rapprochant I’égalité (4.2) qui définit & de I’égalité (3.1) qui définit 6, on note la rela-
tion suivante entre ces deux dérivées de tenseurs de contrainte:

4.5) 0 = §—(VPa+oVPT)+oVT,
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Reportons dans cette derniére équation I'expression de & donnée par (4.4), ot I'on

remplace i par son expression donnée par la relation (2.12) en fonction du gradient de
la vitesse de déplacement et de 1’état actuel du matériau. On obtient:

(4.6) 6 = o(K+S)(D—DP)+oVT—(VPo+oV?PT)+oRi+ —A:; (eDP—pN, i, —divg).

On peut écrire cette relation sous la forme:
: ou
(4-?) B:‘j o Tai)T

dans laquelle

1
48) U= *29— D(K+S)D—oD(K+S) D+ -5 0 Ujn ¥y

+Dl:g (oDP—poNo, —divg)+pRoa— (V’ar+chPT)] ,

ou la matrice S est définie par:

T
Smwu' = '? MmaMm'

Les matériaux élastoviscoplastiques avec couplage thermomeécanique appartiennent donc
4 la classe des matériaux étudiés par HiLL [2].

D’apreés les résultats rappelés au paragraphe 3, la solution du probléme aux limites en
vitesses rend extrémale la fonctionnelle J(2*) définie par (3.4), et minimale si cette fonc-
tionnelle est convexe. Le critére (3.5) de convexité de J, qui est aussi un critére d’unicité
de la solution du probléme aux limites en vitesses, s’écrit ici:

(4.9) [ leAD(K +8)AD + 0, vy, Avyldx > 0
v

quels que soient les champs de vite§ses cinématiquement admissibles ¢!, @2, tels que
Ao = o' —o02,

Si on veut négliger le couplage thermomécanique, il suffit de faire M = 0, S = 0 dans
les relations (4.8) et (4.9). Notons d’autre part, que le critére d’unicité (4.9) est identique
a celui que I'on trouve par la méme méthode en thermoélasticité finie.

5. Conclusion

Le principe d’extrémum que nous avons établi permet de résoudre numériquement le
probléme aux limites en vitesses pour un matériau élastoviscoplastique en transformation
quasistatique finie, avec couplage thermomécanique. Cependant il ne faut pas confondre
solution du probléme en vitesses et solution du probléme d’évolution d’un volume de
matiére. En particulier 'unicité en vitesses n’est pas synonyme d’unicité de la solution du
probléme d’évolution, contrairement & ce que 1’on suppose implicitement lorsqu’on réalise
numériquement I'intégration dans le temps, méme dans les algorithmes les plus élaborés
comme celui utilisé par FRELAT et ZARKA [1]. Les bifurcations de I’évolution elle-méme
restent donc a étudier.
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