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PRZEDMOWA.

Statyka wykreélna znana jest jako nauka od lat jedenastu, t. j. od
czasu ukazania sie dziela Culmanna p. t. ,Die graphische Statik“. Dzie-
ki tej wiekopomnej pracy i dopelnieniom wspolezesnych, mloda ta nauka
ma juz dzis szerokie kolo zwolennikéw, zwlaszeza w nowszej genera-
eyi technikow i matematykdow; szkoly techniczne, jedna po drugiej, wpro-
wadzaja ja do swych programoéw, i nie ulega watpliwosei, ze w bardzo
krotkim czasie praktyczna jej donioslos¢ powszechnie oceniona zostanie.
W naszym jezyku nie mieliémy ani jednej wiekszej pracy o tym przed-
miocie. W obec takiego stanu rzeczy uwazalem za pozyteczne oglosic¢
drukiem dzielko trefciwe, ale zarazem dajace dokladny obraz obecnego
stanu nauki. Za wzor sluzyly mi glownie: klasyezne dzielo Culmanna
i wyborne wyklady prof. Ritter a—niemniej jednak uwzglednialem prace
Cremony, Mohra, Winklera, Levy, Bauschingeraiinnych, a czy-
telnik, znajacy odnosna literature, bedzie mogl ocenié, o ile niektore kwestye
w ,Zarysie“ moim zostaly samodzielnie opracowane. Do czesci matema-
tycznej sluzylo mi glownie znakomite dzielo prof. Zmurki ,Wyklad ma-
tematyki na podstawie iloci o dowolnych kierunkach® i rada osobista
Autora, za ktora czuje sie w obowiazku wyrazi¢ tutaj moja wdzigcznosé.

Nie wprowadzilem do wywodéw Geometryi polozenia ze wzgledu,
iz utrudniloby to znacznie zrozumienie przedmiotu, poniewaz galaz ta Ma-
tematyki nie jest u nas do$¢ znana.

W koneu pozwole sobie wyrazi¢ nadzieje, ze technicy nasi przyjma
to dzielko z poblazaniem, jakiego pierwsza proba opracowania w pol-
skim jezyku nowej nauki ma prawo wymagac.

Lwow, 14 Czerweca 1876 r.
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ROZDZIAL L

Rachunek wykreSiny.

§ 1. Znaki geometryczne. W rachunku wykreslnym
przyjmujemy, ze kazda linia prosta, czy krzywa, jest sladem
punktu, poruszajacego sie na plaszczyznie lub w przestrzeni,
wiec ze kazda linia jest przez punkt poruszajacy si¢ wykre-
$lona. Poniewaz za$ punkt porusza¢ sie moze po jednej
i tejze samej linii w dwojakim kierunku, raz od 4 do B [Tab.
I,] drugi raz od B do A4, wiee, aby odrézni¢ te dwa rodzaje
powstawania jednej i tejze samej linii, przyjmujemy dowolnie
jeden z tych kierunkéw, np. kierunek od 4 do B za dodatni,
i powiadamy, ze tok linii AB jest dodatni, a tok linii B4 jest
ujemny.

Nazywamy wiec tokiem kierunek wzrostu pewnej linii,
kierunek, w ktérym linia powstaje, i oznaczamy go za pomo-
ca strzalki, jak na Tab. I,.

Plaszczyzneuwazad bedziemy za slad prostej, obracaja-
cej sie okolo jednego ze swych punktow i opierajacej sig jed-
noczesnie na innej stalej prostej. Prosta a [Tab. I,] obracac
sie moze okolo punktu O dwojako: raz w kierunku strzalki,
jak na figurze, drugi raz w odwrotnym. Z powodu tych dwoch
roznych sposobéw powstawania plaszezyzny uwazaé ja bedziemy
raz za dodatnia, drugi raz za ujemna, i powiadamy wtedy, ze
plaszczyzna ma tok dodatni lub tok ujemny.

Przyjmiemy raz na zawsze, ze jezeli prosta obraca sig
w kierunku tym, co i wskazowki zegara, to jest tak, jak na
figurze oznaczono, to plaszezyzna przez ten obrot powstajaca
ma tok dodatni.
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6 ZARYS STATYKI WYKRESLNEJ, [6]

Kazdy punkt prostej opisuje kolo. FLuk tego kola, a wiec
i kat odnos$ny bedzie dodatni lub ujemny, odpowiednio do te-
go, czy linia obracala sig w toku dodatnim lub ujemnym. Kat
AOB [Tab. I;] jest dodatni, £ BOA ujemny;

£ AOB+ £/ BOCH £ COA=0,
poniewaz / AOB+ / BOC= / AOC, a /£ COA jest ujemny.

Mozemy przedstawi¢ sobie powierzchnie¢ figury mmno
[Tab. 1,], jako opisang przez promien zmiennej dlugosei, ktore-
go jeden koniec staly jest w punkcie O, a drugi obiega ob-
wod figury. Jezeli promien zmienny, opisujac powierzchnie,
obraca sig w toku dodatnim, to ja nazywac bedziemy dodatnia,
i odwrotnie. Odpowiednio do tego, koniec zmiennego promie-
nia posuwa si¢ na obwodzie figury w jednym z dwéch Kie-
runkéw. FLatwo zauwazy¢, ze, jezeli postepujac po obwodzie
razem z tym koncem, bedziemy mieli dang powierzchnig za-
wsze po prawej stronie, to bedzie ona dodatnia, jezeli po le-
wej ujemna.

Kola min [Tab. I;], chociazjednakowejsg wielkosci, roznia,
si¢ atoli znakami. Powierzchnia kola m jest dodatnia, a kola
n—ujemna. Suma wiec powierzchni tych dwdéch kol jest = 0.

Suma powierzchni kol spélsrodkowych m i n [Tab. I,],
majacych rézne toki, rowna sie powierzchni pierscionka krop-
kowanego, a suma powierzchni két, majacych toki jednakowe,
rownalaby si¢ powierzchni pierscionka, wiecej podwoéjna po-
wierzchnia kola wewnetrznego.

Powierzchnig [Tab. I;], ograniczona krzyzujaca sie dwu-
krotnie linia krzywa, mozemy, rozcinajac w punktach 4 i B,
roztozy¢ na dwie dodatnie i jedng ujemna.

§ 2. Dodawanie i odejmowanie odcinkdw. Chcac do-
da¢ kilka linij (7, 2, 3, 4, 5) [Tab. I5], postepujemy w sposéb
nastgpujacy: Obieramy w plaszczyznie, w ktorej sie dane
linie znajduja, punkt dowolny O [Tab. I;]. Przez ten punkt
przeprowadzamy linig 7' réwnolegle od linii 1 i odcinamy na
niej od punktu O jej wielko$¢. Przez koniec tego odcinka
prowadzimy réwnolegly 2' do linii 2, przez koniec tej linii 3
// do 3 i. t. d., odcinajac zawsze wielkosci linij i zestawiajac
je tak, zeby tok calego wieloboku w ten sposéb wykreslone-
go byl jednakowy, to jest zebys$my, idac po wieloboku od po-
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TYd RozpziAL 1. RACHUNEK WYKRESLNY, §§ 1, 2. 7

czatku O do konca S, szlizawsze w kierunku strzalki. Linia,
laczaca poczatek O wieloboku z jego koncem, wierzcholkiem
S (summum), nazywa si¢ suma wszystkich danych linij.

Moéwige innemi slowy, poniewaz przyjelismy, ze kazda
prosta wykresla sie przez punkt, poruszajacy si¢ W pew-
nym kierunku, a wszystkie boki wieloboku sa zestawio-
ne w jednym toku, wiee punkt ruchomy przebiegl po wielo-
boku od O do S. Do tegoz samego punktu doszedlby, idac
po drodze OS; OS wiec zastepuje w zupelnosci wszystkie in-
ne linie.

Oczywiscie, tok sumy jest odwrotny tokowi calego
wieloboku. Jezeli po wykresleniu wieloboku punkt S upadnie
na punkt O, czyli jezeli wielobok bedzie zamknigty, to suma
wszystkich linij rownac sie bedzie zeru.

Wielobok linij, oprécz sumy wszystkich danych linij,
daje nam takze i sumy czesciowe ilukolwiek z nich: tak np,
linia m daje nam sume linij 7 i 2; linia #» sume¢ 2, 3 1 4 itd.

Porzadek, w jakim linie skladamy w wieloboku, jest zu-
pelie dowolny. Jezeli bowiem na koncu linii 7, zamiast do-
da¢ linig 2, dodamy wprzod linig¢ 3’ (na figurze linia perlo-
wana 3"), a nastepnie lini¢ 2' (na figurze 2"), to rezultat osta-
teczny bedzie jeden i ten sam, t. j. i jedng i drugg drogg
dojdziemy oczywiscie od punktu R do punktu ¢, czy bedzie-
my szli po 2 i 3 lub tez po 3” i 2”. Linie 2, tak przestawio-
na, mozemy znowuz dalej zamieni¢ z linig 4 itd. Poniewaz
za$ to samo uczyni¢ mozemy z kazda linia wieloboku, wige
ostatecznie przychodzimy do wniosku, ze porzadek dodawa-
nia jest dowolny i zupelnie bez wplywu na sume.

Jezeli linie, ktore doda¢ mamy, maja jednakowy Kieru-
nek, czyli sarownolegle [Tab. I,,], to wielobok linij zamienia si¢
na prosta. W tym wypadku bierzemy dowolng prostg m //
do danych linij i na niej [Tab. I,;] punkt dowolny O; od O
poczynajac, dodajemy nasze odcinki, zwracajac zawsze na tok
uwage. Od punktu O do 1 odcinamy na prawo linig 7. Od
konea tej linii odcinamy na lewo linig 2, do punktu 2; od te-
go punktudodajemy na prawo lini¢ 3 itd. Linia W, laczaca O
z koncem ostatniej linii 5, jest suma wszystkich linij.

To, co$émy poprzednio moéwili o toku sumy, o sumach
czesciowych i o porzadku dodawania, zastosowuje sig tutaj
bez zmiany.
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8 ZARYS STATYKI WYKRESLNEJ. [8]

Od linii @ odjac¢ linig b znaczy dodaé ja ze znakiem od-
wrotnym czyli z odwrotnym tokiem. Na Tab. I,, linia » da-
je nam sumeg linij ¢ i &, a linia m daje nam ich roznice.

§ 3. Mnozenie i dzielenie. Odréznia¢ musimy dwa ro-
dzaje mnozenia geometrycznego:

a) Mnozenie odcinkéw przez odcinki np. a przez b. W ilo-
czynie otrzymujemy, jak wiadomo, powierzchnie¢ prosto-
kata o podstawie a, a wysokosci 4. O tym rodzaju mno-
zenia mOwi¢ bedziemy przy przeksztalcaniu powierzchni.

b) Mnozenie odcinkoéw przez stosunek innych odeinkéw np.

a przez- - gdzie a, b i m sa wielkosciami odcinkow.

: oot £ ¢
Poniewaz stosunek g jest liczba, wiec mamy przed so-

bg mnozenie odcinka przez liczbe. Iloczyn szukany x
jest oczywiscie takze odcinkiem:
b
T /—\ ............... 1
\m

Jezeli m przyjmiemy = jednosci, to zdawaloby sie, ze
otrzymamy zwykle mnozenie a przez b; lecz pamigtac¢ zawsze
nalezy, ze jednosé¢ ta jest zmienna: raz jest odecinkiem Kkrét-
szym, drugi raz dluzszym np. calem albo centymetrem, sto-
sownie do tego, jaka jednos¢ wziegliSmy za podstawe mierze-
nia, i ze od jej wielkosci zalezy takze i wielkosé¢ iloczynu.
Dla tego wige zachowamy w naszem mnoZeniu m, i bedziemy
przypuszczali, ze m jest dowolna dlugoscia. Ze zréwnania 1.
otrzymujemy: :

xXsa= b2 m.

lloczyn x jest wige czwarta proporcyonalny do trzech
danych a, b i m.

Planimetrya podaje nam sposoby wykreslenia tej czwar-
tej proporcyonalnej za pomoca podobnych tréojkatow. Najwy-
godniej daje si¢ to uskuteczni¢ w sposéb nastepujacy:

Wykreslamy kat dowolnej wielkosci O [Tab. I,;] o nieo-
graniczonych ramionach OR i O¢. Na jednem z ramion, 00,
odcinamy m i @ od O do M i do 4, a na drugiem b od O do
B, laczymy B z M i prowadzimy przez A réwnolegla do tej -
linii, az do przeciecia z OR w punkcie X; OX jest odcinkiem
szukanym x, co jest widoczne, poniewaz A OMB ¢y AOAX, wigce:

b W,
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[9] RozpzrAL I. RACHUNEK WYKRESLNY, § 3. 9

Jezeli, zamiast na roznych ramionach kata, odetniemy &
i m na jednem ramieniu, to w zasadzie wykreslenie zostanie
toz samo, zmieni si¢ tylko uklad odecinkéw, jak na Tab. I,.

Rozpatrujac uwaznie Tab. I,; i Tab. I,,, przychodzimy do
wniosku ze: aby pomnozy¢ odcinek a przez stosunek dwoch

upRe i b
innych odcinkow i wykres$li¢ nalezy dwa tréjkaty podobne,
-ktorych dane odcinki sy bokami, zwracajac uwage na to, zZe-

by a i b nie byly ani bokami odpowiedniemi w obu tréjkatach,
ani tez nalezaly do jednego trojkata.

Jezeli kilka odcinkéw (a,, a,, ay,....) [Tab. I;;] mamy po-
! : § b
mnozy¢ przez jeden i tenze sam stosunek ey to na dowol-

nej prostej OR odcinamy od O do B, b, —i od O do M, m.—
Przez M prowadzimy w dowolnym Kkierunku prosta MN z da-
UL odcinkami MA'=—a,, A'A"'—aq,,; AAC—qgs 5 0000 50 DIZEZ
B prowadzimy BQ /| do MN. Linie, laczace O z 4', 4", A",..,
przecinaja si¢ z linia BQ w punktach B, B", B”,.., a BB’

h : : b b
B'B', B'B",... sa szukanemi odcinkami a; <~>, a2<—>,
m m)

b ; i : /
g\ ) To samo mozemy uskuteczni¢ i w inny sposob,

odcinajac b i m na roznych ramionach, jak to Tab. I, po-
kazuje.

ot Ty o
Dana liniga podzieli¢ przez stosunek pog jest to samo,
n

: e m ; ;
€O jg pommnozy¢ przez -, mamy Wwige bardzo latwy sposob
)

zamiany dzielenia na mnozenie.

Zadanie. — Wykreslic » = Za<£l—> : n, jezeli sy dane a,

. . b
b, m i n. Mnozymy [Tab. I,;] 2a raz przez — ; otrzymany
m

2
odeinek 2a <7b7> jeszcze raz przez <£}l~>.,quzie 2a <1ﬁn—> ; ilo-

o ; 1 .
czyn z tego mnozenia, pomnozony przez g daje O = .q/

Pierwsze dzialanie oznaczone jest na figurze linia kreskowa-
na, drugie kropkowang, trzecie pertowang.
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10 ZARYS STATYK] WYKRESLNEJ. [10]

§ 4. Potggowanie i wyciaganie pierwiastkow. Jezeli a
wyobraza nam prostg jakakolwiek, % stosunek dwoéch innych

prostych to:

b b2 b \3 G :
a, a< W) “(ﬁ) , <W> ,a (W) S e (1.), to jest po-
wtarzane mnozenie danego odcinka a przez jeden i tenze sam

b ; : : :
stosunek 2 hazywa sig po tegowaniem. Zadaniem wiec

s : e i L
potegowania jest: majac a i <W> znalesé a (W) .
Zadaniem zas wyciagania pierwiastkow jest od-

: : b 1 g o
wrotnie znales¢ stosunek — majac dane aia <W :
m

Checac otrzymacé¢ a <—:2—>, musimy, wedlug zasad mnoze-

nia, odcig¢ b i m na ramionach dowolnego kata OP i 0@, [Tab.
I;s], polaczy¢ koniec odcinka b z koncem m prosty k, -— dalej
na ramieniu, na ktérem jestm, odcia¢ Od=a i przez punkt 4
przeprowadzi¢ do k& rownolegla. Roéwnolegla ta odetnie na

ramieniu O prosta OF =a <%> Jezeli dalej linie b odetnie-

my na 0@ (OB), a lini¢ »m na OP (OM'), polaczymy B z M
za pomocg linii / i przez punkt F' przeprowadzimy réwnolegla
do /, to odetnie nam ona na 0@ odcinek 0G:a<7bn~>2. Da-
lej przez punkt H prowadzimy roéwnolegla do % : otrzyma-
my OH — a<i>3 it d

m

W ten sposéb otrzymujemy szereg (1.), stojacy na czele
paragrafu.

Linie AF, FG, GH, . , . . tworza takiz sam szereg, w Kkto-
rym tylko zamiast ¢ mamy a, — AF.

JezelibySmy w szeregu (l.) przypuscili ze b —=a, m=1,
tobysmy otrzymali szereg poteg linii @ zwyeczajnych, lecz pa-
mig¢ta¢ nalezy, ze pozostaje zawsze w mianowniku jednosc,
podniesiona do potegi » — 1, i ze, poniewaz ta jednos$¢ jest
zmienna, wiec i wielko$¢ poteg jest takze zmienna i od niej
zalezna.
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[11] Rozpziar 1. RACHUNER WYKRESLNY, § 4. 11

Potegowanie uskuteczni¢ mozemy jeszcze w inny spo-
s6b. Jezeli nakreslimy dwie linie OX i OY, przecinajace sig
w punkcie O pod katem prostym [Tab. I,,] i w kacie YOX

wykonamy mnozenie a — OA przez %, to otrzymamy OB ja-

ko iloczyn a<%>. Jezeli w punkcie B wystawimy prosto-
padla do 4B i przedluzymy ja do przecigcia z OX w punkcie
2
C, to OC = bedzie a <bﬁ> , poniewaz w podobnych trojkatach
BOC i BOA jest: 0C: 0B—0B: 0, czyli 0C: a <i> i <i>:a,
m m

anwiec 0C — a2<b >2:a=a<~b—>? W ten sposéb mozemy

m m

b \3 b \*
dowies¢, ze 01)=a<*> OF — a<~> itd.
m /- m
Jezeli linie @ mamy podnies¢ do potegi jakiejkolwiek
czyli wykreslié a, a2, a3, at. . . .. , albo raczej
a @i\, g : :
a, a <~1—>, a <T> e <T> ..., to na jednem zramion

osi prostokatnych [Tab. I ;] odcinamy 04 = 1, a na drugicm

OB = a, laczymy 4 z B, w punkcie B wystawiamy prostopa-

dla do AB i przedluzamy ja do punktu C; OC=a®. Poste-

pujac w ten sposéb, otrzymamy: OD = a® OF=a*1i t. d. Na
"

"

figurze przyjeliSmy a= 257 wiec otrzymaliSmy OC = % oD
1IH 1// )
— 79—‘, P == ___16 15.d.

Wyciagania pierwiastkéw nie mozemy uskutecznic¢
za pomoca wykreslenia prostolinijnego, ktéregosmy uzywali przy
potegowaniu, za pomoca linii i cyrkla, musimy wigc udac sig
do krzywych pomocniczych. Doskonale daje sig tu zastoso-
waé linia logarytmiczna, ktéra wykreslilismy na Tab. II;.
Wszystkie zadania, ktére rozwiaza¢ mozemy za pomocy ta-
blic logarytmicznych, rozwiazuja si¢ takze i za pomoca tej
krzywej, ktora jest niczem innem jak tylko wykreslona tablicg
logarytméw. Rzedne tej krzywej wyobrazaja nam liczby, a od-
powiednie odciete ich logarytmy; AB jest logarytmem odcinka
04; OM przyja¢ musimy jako jednostkg mierzenia danych
liczb i logarytmow, bo w punkcie M krzywa przecina os rzed-
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12 ZARYS STATYKI WYKRESLNEJ. [12]

nych, wige odcigta tego punktu = 0, a 0 jest logarytmem jed-
nosci. Widzimy stad, ze dla kazdej jednosci musieliby$Smy
mie¢ inng krzywa, lecz to sig¢ da usuna¢, sprowadzajac dane
odcinki, na ktérych mamy wykonywac¢ dziaiania logarytmicz-
ne, do jednosci, wzietej za podstawe wykreslenia linii logaryt-
micznej. Sprowadzanie do jedno$ci 1” odcinka mierzonego
jednoscig I', latwo sig¢ uskuteczni¢, mnozac go przez stosu-
nek 7':1". Za jednostke miary w naszej logarytmice przyje-
lismy 1°». Linig taka najwygodniej jest wykreslié na papie-
rze milimetrowym lub innym kratkowanym, bo mozemy wte-
dy bardzo latwo odezytywac¢ wielkosci danyeh linij i ich lo-
garytmy. Zobaczymy pdzniej, ze papier milimetrowy ulatwia
takze bardzo jej wykreslenie.

Jezeli za pomoca tej linii pomnozy¢ cheemy kilka od-

cinkow 1Ll <a rzeczy wiscie 1. —31— : —ll"L - 173 >, to od-

cinamy wszystkie od punktu O jako rzedne, znajdujemy od-
powiedne odcigte, dodajemy je i znajdujemy rzedna, odpowia-
dajaca sumie odcigtych. Rzedna ta jest szukanym iloczy-
nem, gdyz, jak wiadomo, log (},.,.03l,....)=1log 1, 4 log I,
+ log Iy +...

Dzielenie jest dzialaniem odwrotnem i odja¢ musimy
odciete. Rzedna, odpowiadajaca réznicy=—=ilorazowi szukanemu,

gdyz log -;L = log I, — log1,.
2

Aby ! podnies¢ do potegi », mnozymy odcieta, odpowia-
dajaca l, przez r i znajdujemy y, odpowiadajace temu iloczynowi.

A
Pierwiastek ]/ —l" znajdujemy, opierajac na tem, ze
2
By
L

log l—:—i—(log l,—logl;),a wiec dla y,=l, i y,=lI, szukamy
2

odcietych 2, i 3, od #; odejmujemy z,, dzielimy roéznice nan
czgsci 1 wynajdujemy odpowiednia temu ilorazowi rzedna.
\711.12]3... zﬁajdziemy, dodajac logarytmy odcinkow /;, /,,
ly.., dzielac sume przez » i wynajdujgec odpowiednig rzedng
Najogélniejszem zadaniem, jak to juz wyzej wspomnie-
lismy, z wyciggania pierwiastkow jest nastepujace: Jezeli da-
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[13] RozpziAL I. RACHUNEK WYKRESLNY, §§ 4, 5. 13

4 b % : b o Sk b n i
ne sa a, i a <7n—> ;znalesd ey Wiemy, ze: log a <ﬁ> ==rlgal

log a <%>n — log a

n

m

b 2 b
-+ n log <——>, wiec log <~~>:
m
Druga czes$¢ ostatniego zréwnania podaje nam wyraznie
; SR RaE b ;
sposob wynalezienia odcigtej = log <—”7>, a tem samem i od-
powiedniej rzednej, ktéra jest stosunkiem szukanym.
Przypatrzmy sie blizej wlasnosciom krzywej logaryt-
micznej; x = log y lub tez y = e” jest jej rownaniem.

Dla x=o0, y=1I, wiec krzywa przecina o$ rzednych w od-
daleniu=1 od 0. Jezeli ¥ oznacza kat nachylenia stycznej
w jakimkolwiek punkcie, to:

dy
t‘Q, "b: d'/, S O 508 Y,
wiec wielkos$¢ styeznej trygonometrycznej w kazdym punkcie
rowna sie rzednej tego punktu. Mamy wigc bardzo latwy sposéb
wykreslenia stycznej do krzywej w danym punkeie ¢. Od
podstawy P rzednej tego punku odcinamy na osi X, PK = 1
=MO i laczymy K z @; K@ jest zgdang styczna, poniewaz
P ’
tg'%zo— =L -y
PR i
PK zwie si¢ podstyczna krzywej w punkecie ¢. Dowiedlis-
my, ze ta podstyczna jest stalairéwna jednosci. Wychodzac
z tej danej, mozemy latwo wykresli¢ przyblizenie lini¢ loga-
rytmiczng.

Bierzemy system spolrzednych OX i OY. [Tabl. IL].
Jedno$¢ nasza odecinamy na osi ¥ od O do M, a na osi X od
0 kilkakrotnie na obie strony. Dzielimy potem jeszcze kazda jed-
nos¢ na osi X na kilka czesci [na Tab. 1I, na dwie] i przez pun-
kty podzialu prowadzimy réwnolegle do osi Y. Otrzymujemy
w ten sposéb szereg paskow pionowych réwnej szerokosci.
W $rodku kazdego paska przeprowadzamy jeszcze linie na
figurze kreskowane. Majac tak przygotowany papier, moze-
my przystapi¢ do wykreslenia krzywej. Najprzéd wykresla-
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14 ZARYS STATYKI WYKRESLNEJ. [14]

my styczng w punkcie M, laczac M z punktem 4, lezacym
w odleglosci=1 od 0, i rysujemy ja na obie strony punktu
M, do srodkéw paskéw przyleglych, do linij kreskowanych
od I' do 2. Potem laczymy punkt 2 z punktem 2 i rysuje-
my czesé styeznej 2' 3. Polaczywszy 3 z 3, otrzymujemy
czes¢ nastepnej styeznej 3’4 itd.

Im na wigkszg ilo$¢ czedei podzielimy nasza jednosé,
tem dokladniejszg otrzymamy Kkrzywa; podzial dwumilimetro-
wy jest zupelnie wystarczajacy. Dla kontroli dobrze jest zna-
le$¢ naprzod Kkilka punktéw za pomoca tablic logarytmicz-
nych i dopiero potem wykresla¢ krzywa sposobem wskaza-
nym, uwazajac, aby przez obliczone punkty przechodzila. Mo-
zemy przedhuzy¢ Krzywa na druga strong osi Y, gdzie zbliza sie
ona asymptotycznie do osi X.

§ 5. Przeksztatcanie powierzchni. Powierzchnie « prze-
ksztalci¢ na podstawe p znaczy znales¢ prostokat rownowar-
ty, ktérego jeden bok=p, lub tez, co na jedno wychodzi, zna-
les¢ odcinek f, ktory, pomnozony przez p, da nam powierzch-
ni¢ «. Jezeli mamy np. powierzchni¢ 8 centr. kwadr. i prze-
ksztatcimy ja na podstawe p = 2 cent., to otrzymujemy f
=4 cent. Jezelimamy kilka powierzchni i kazda z nich prze-
ksztalcimy na podstawe p, to otrzymane stad odcinki £, £,
/3. ... beda proporcyonalne do danych powierzchni. Odecin-
kami temi mozemy rachowad, jak w pierwszym rozdziale.

§ 6. Przeksztatcanie trojkatow. Na podstawie AB troj-
kata ABC [Tab. II;] odcinamy od 4 do B podwdjna podstawe
przeksztalcen 2p. Laczymy P z C i przez B prowadzimy BD//
do PC. Prostopadla DF jest linia szukana f, bo polaczywszy
D z P otrzymamy A ADP = A ABC, ktérego powierzchnia—
2p.t)y f = pf; wige rozwiazaliSmy nasze zadanie, poniewaz zna-
lezlismy taka linig¢ f, ktora, pomnoZona przez podstawe prze-
ksztalcen p, daje nam powierzchni¢ trojkata ABC.

§ 7. Czworokaty. DMozemy latwo zamieni¢ czworokat
ABCD [Tab. II,] na tréjkat rownowarty ECB, prowadzac prze-
katng AC i przez wierzcholek D) do niej réwnolegla, przeci-
najaca AB w punkecie K. Tréjkat CBE réwnowarty jest czwo-
rokatowi ABCD, poniewaz do A ABC mozemy zamiast A ACD
doda¢ A ACE rownowarty A ACD. Tréjkat, w ten spo-
sob otrzymany, przeksztalcamy na podstawe p sposobem wy-
zej wskazanym.
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[15] RozpziAL 1. RACHUNEK WYKRESLNY, §§ 6, 7, & 15

Mozna takze dane czworokaty odrazn przeksztalcaé na
podstawe p, nie zmieniajac ich wprzdéd na tréjkaty. W danym
czworokacie ABCD [Tab. 1I;] (to co méwimy stosuje sie doslow-
nie do Tab. 1I;, IL,, II;) prowadzimy dowolna przekatna BD
i przez wierzcholki 4 i C, réwnolegle m i » do tej przekat-
nej. Budujemy potem na BD, jako przeciwprostokatnej, troj-
kat prostokainy BMD, Ktérego jeden bok BM=2p (zakreslamy
promieniem 2p ze srodka B kolo i z punktu D prowadzimy
styczna do tego Kkola). Czes¢ (FF') drugiego boku, zawarta
miedzy liniami m i n, jest szukana linia £ Gdyz, polaczyw-
szy B z F i F', otrzymujemy trojkat BFF', rownowarty czwo-
rokatowi ABCD, ktérego podstawa jest FF' a wysokoscig 2p,
wige powierzchnia jego = FIF'1),2p=FF'p; A BFI' kreskowa-
ny jest rownowarty czworokatowi ABCD, poniewaz przekatna
BD dzieli trojkat i czworokat kazdy na dwa trojkaty (w wy-
padkach II; i II; jeden ujemny, drugi dodatni), odpowiednio
sobie rownowarte, t. j. ze A ABD jest rownowarty trojkatowi
FBD, a trojkat BCD trojkatowi BEFD, mozemy wiec zamiast/
BDA wzia¢ N\ ADF i zamiast A BDC wzia¢ A BDF'.

Jezeli podwdjna podstawa przeksztalcen, 2p, jest wigksza
niz przekatna BD, to w zadaniu naszem musimy zamieni¢ 2p
z f. Postepujemy wtedy w sposéb nastepujacy. Przeprowa-
dzamy przez C rownolegla » do BD, z punktu 4 odcinamy
2p do punktu P na linii »; prostopadla z punktu B na linig,
przeprowadzona przez punkt I réwnolegle do AP; jest linig
szukang f, poniewaz, po przeprowadzeniu przez A linii » // do
n, RR = 2p, pomnozone przez /,BF, daje nam powierzchnig
trojkata RR'B, réwnowartego czworokatowi ABCD.

§ 8. Wielokaty. Chcac wielokat 012345 [Tab. II,,] prze-
ksztalci¢é na podstawe p, zamieniamy go wprzod na czworo-
kat, ktory potem sposobem wskazanym przeksztalcamy na
dang podstawe. Zamiang na czworokat uskuteczniamy dwojako:

a) 7 jednego wierzcholka 0 prowadzimy prze'kqtn@ 02; przez
wierzcholek 7 réwnolegla 12 do tej przekatnej. Punkt
przeciecia 2 tej rownoleglej z bokiem 23 laczymy z 0.
Otrzymany w ten sposob trojkat 022 jest rownowarty
trojkatowi 012, wiec mozemy zastapi¢ jeden przez drugi.
Dany 6-kat zamienia si¢ w ten sposob na 5-Kat 02'345.
Laczymy dalej 0 z 3, przez 2 prowadzimy 2 3" // do
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16 ZARYS STATYKI WYKRESLNEJ. [16]

03, tyezymy 0 z 3' i zamieniamy w ten sposob 5-kat na

czworokat 03'45.

b) Hiaczymy 0 z 2 [Tab. 1I,,], i przez punkt 1 prowadzimy
11" j/ do 02. Zamiast tréjkata 012 mozemy wziaé troj-
kat 012" (bok 1’2 niewykreslony). Pozbywamy si¢ w ten
sposob jednego wierzcholka i wielokat 0123456 zamienia
sie na 1'23456. Laczymy nastepnie I' z 3, przez 2 pro-
wadzimy 22'// do 13" i zamieniamy tréjkat 723 na 1'2'3;
pozbywamy sie jeszcze jednego wierzcholka i otrzymuje-
my bH-kat 23456, réwnowarty danemu wielokatowi. Pozby-
wszy sig jeszceze jednego wierzcholka; otrzymujemy na-
reszeie czworokat 3456, ktory odrazu zamieniamy na
podstawe 2p jak na figurze. Jestto sposob, najczesciej
uzywany przy przeksztalcaniu profilow poprzecznych
i [Tab. 1I;,] przedstawia nam takiprofil wykopu. Zaste-
pujemy naprzod lini¢ gérna lamana 01234 prosta 3'4, od-
cinajaca po obu stronachréwne powierzchnie, i otrzymu-
jemy w ten sposob czworokat, ktory przeksztalcamy na
podstawe p. Po nabycin pewnej wprawy mozna prze-
ksztalca¢ powierzchnie zupelnie mechanicznie, nie zasta-
nawiajae sig i nie wyciagajac linii, przykladajac tylko
trojkaty i oznaczajac punkty. Rysuje si¢ odrazu linig
ostateczna, zamieniajaca wielokat na czworokat.

Jezeli wielokat jest skrzyzowany [Tab.IL,| (nasyp i wy-
kop w jednym profilu), to zamieniajac sposobem wskazanym,
otrzymamy czworokat, rownowarty roznicy obu powierzchni
012M7 1 M3456, poniewaz te dwie powierzchnie roznig sie
znakami, jak to latwo zauwazymy, nadawszy tok obwodowi
figury.

Zostawiamy czytelnikowi zastosowanie obu wskazanych
metod do przeksztalcania tego rodzaju wielokatow.

§ 9. Wycinek kola 0OA4B [Tab.Il,;] réwnowarty jest troj-
katowi OAB, ktérego wierzcholek lezy w 0, a podstawa AB/,
jest czescig stycznej do kola, rowng wyprostowanemu tukowi
AB. To wyprostowanie uskutecznia si¢ przyblizenie, dzielac
luk 4B na tyle czesci, ze Kazda z nich uwazana by¢ moze
za rowna cigciwie i odcinajac te czesci na stycznej od 4 do B

Odcinek kola 4B rownowarty jest trojkatowi AO0B" mniej
AN AOB czyli rownowarty jest czworokatowi skrzyzowanemu
ABOB'.
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§ 10. Powierzchnie, ograniczone dowolnemi krzywemi. Od-
cinek paraboliczny 4B [Tab. II,,] rownowarty jest trdjkato-
wi ACB, ktérego podstawa jest cigciwa 4B, a wysokoscig 4/,
strzalki tego odcinka. Jest to znana wlasno$¢ paraboli, na
ktérej opierajac sig, mozemy, przyjawszy male czesci krzywo-
linijnego obwodu za luki paraboliczne, zamienia¢ figury krzy-
wolinijne na wielokaty rownowarte. W tym celu obwéd danej
figury [Tab. II;] dzielimy na czesci, ktére uwazac¢ mozemy jako
luki paraboliczne, zamieniamy odcinki na tréjkaty réwnowar-
te, uwazajac, zeby zawsze nowy wierzcholek tréjkata leza}
na przedluzonym boku tréjkata poprzedniego. Powierzchnia
OAB zamieni sig¢ w ten sposéb na 6-kat 40BI123, ktory, na-
stepnie zamieniwszy na czworokat, mozemy przeksztalci¢ na
podstawe p.

Inny sposob obliczania powierzchni, znany powszechnie
pod nazwakwadratury Poncelefa, polega na tem, ze w da-
nej powierzchni mierza si¢ rzedne, przeprowadzone w réownej
odleglosci, dodaja sig, i suma mnozy sie przez ich stalg od-
leglo$¢ d. Jest to sposdb, najezesciej uzywany przy obliczanin
profilow poprzecznych rzek.

Mozemy takze zastosowacd do obliczania powierzchni tak
zwane krzywe calkowe. Rownaniem dowolnej krzywej !
[Tab. II,;] w ogdlnej formie jest:

y=J (@)
Jezeli wykreslimy druga krzywa m, ktérej ogélnem row-

naniem bedzie: | b Jf @) dz 4 C,

to jest taka krzywa, ze kazda jej rze¢dna, np. 4B= Y, wyo-
braza¢ nam bedzie powierzchni¢ kreskowana wigeej pewna
ilo$¢ stala C, to t¢ krzywa, zwana Kkrzywa calkows, mozemy
bezposrednio zastosowad do obliczania powierzchni, gdyz po
odjeciu od ktérejkolwiek rzednej np. od AB rzedvej P@, odpo-
wiadajacej pierwszemu punktowi krzywej, to jest po odjeciu
czesei stalej €, AB' mierzone jednodcia, przyjeta do wykresle-
nia linii calkowej, da nam powierzchnie kreskowana. Réznicz-
kujac drugie rownanie, otrzymamy g% = fla) = y = tg¢, je-
zeli ¢ oznacza nachylenie stycznej w danym punkcie krzywej
calkowej. Wiec rzedne y danej krzywej y = flz) sq wielkoscia-
mistycznej trygonometrycznej kata nachylenia stycznej przepro-
2
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18 ZARYS STATYKRI WYKRESLNEJ. [18]

wadzonej do krzywej calkowej w odpowiednim punkcie. Je-
zeli wige od B odetniemy do D jednosé, to styczna do calko-
T
wej bedzie // do A'D, poniewaz tgAd'DB = % 228 yTz—_;,/,
Opierajac si¢ na tem, latwo mozemy dla kazdej krzywej wy-
kresli¢ przyblizenie calkowa. Majac dang krzywa 7 [Tab. II,,],
prowadzimy rownolegle do osi ¥V linie w odleglosci 1 od sie-
bie. Niech BA wyobraza naszg jednos¢; kazda taka jedno$c¢
dzielimy na Kkilka czesci (na trzy na fig.) i prowadzimy przez
punkty podzialu réwnolegle do osi Y. Ponumerowawszy pun-
kty na osi X, poczynajac od punktu, lezacego w odleglosci
1 od podstawy pierwszej rzednej, cyframi 7, 2, 3, 4,
a punkty przecigcia krzywej z pionowemi, poczawszy od jej
poczatku cyframi 7', 2, 3,.., laczymy 1 z 7' i przez dowolny
punkt pierwszej pionowej 1" prowadzimy do 17" réwnolegla
do $rodka paska nastgpujgcego, do linii kreskowanej. Nastep-
nie laczymy punkt 2z 2" i od konca poprzedniej linii 1” pro-
wadzimy 2" réwnolegly do 22 i przedluzamy ja do $rodka
nastepnego paska; postepujac w ten sposéb dalej, otrzymamy
przyblizona calkowa linig P@Q. Rzedne tej krzywej, mierzo-
ne jednoscia BA, daja nam powierzchni¢ krzywej wigcej ilo$¢
stala C, ktorej si¢ latwo pozbywa, przeprowadzajac przez P
poziomg i mierzgc rzedne tylko od tej poziomej. T tak rzed-
na F'G, mierzona jednoscig BA, daje nam powierzchnie, ogra-
niczona rzednemi 7'4 i F'G'; po przejsciu przez punkt M, po-
wierzchnia staje si¢ ujemna, wige rzedne calkowej, dajace
sume algebraiczna powierzchni do danego miejsca, zaczyna-
ja sig zmniejsza¢; nareszcie w punkcie L suma powierzchni
ujemnej i dodatniej rowna jest 0 i rzedne calkowej bez stalej
C staja sie ujemne, jak to widzimy na tablicy. Dokladnos¢
naturalnie bedzie tem wigksza, im na wigksza ilos¢ czesei po-
dzielimy nasz¢ jednosc. Jezeli OP [Tab. II,4] jest calkowa po-
wierzchni, lezacej po nad osia X, a 0@ calkowa powierzchni
pod tg osia, to ostatnia rzedna P@, mierzona jednoscia, pray-
jeta za podstawe wykreslenia, daje powierzchnie zamknieta
OmAl. Jezeli te¢ dang powierzchnie podzieli¢ echcemy w pew-
nym stosunku (np. m :#n), to dzielimy naprzéd PQ w tym sto-
sunku (PB: BQ = m:n), a potem szukamy rzednych miedzy
krzywemi calkowemi, réwnych odpowiednim czesciom prostej
PO:(PBY.
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Powierzchnia OmAl jest rownowarta prostokatowi, ktore-
go wysokoscia jest jednos¢, a podstawa Q. Jezeli do wy-
kreslenia linii calkowej zamiast jednosci wezZmiemy podstawe
przeksztalcen, to rzedne calkowej przedstawia¢ beda prze-
ksztalcone powierzchnie.

Najwygodniej jest narysowac¢ raz na zawsze na twardym
papierze linie réwnolegle w matej odleglosci (1™™) od siebie.
Cheac znale$¢ potem calkowa dla danej krzywej, przeryso-
wuje sie ja na papierze przezroczystym, kladzie sig na papie-
rze linjowanym i odrazu wykresla sig lini¢ calkowa.

§ 11. Wykresine wyrdwnarie mas. W robotach ziemnych, przy
budowie drog, nastepuja jak wiadomo, po sobie wykopy i nasypy. Zie-
mie do nasypow mozna dostawa¢ dwoma sposobami: a) biorac ja skad-
kolwiek obok drogi, wykopujac ja z tak zwanych rezerw i przywozac
do nasypu lub tez b) uzywajac, do tego ziemi, otrzymanej z wykopow, za-
stosowujac tak zwany system wyrownania mas. Sposob drugi jest wo-
gole najlepszy, bo najtaiszy, poniewaz w sposobie a) ziemie z wykopu
niezuzytkowana trzeba wywies¢ na bok i zlozy¢ w odkladzie, a dla
nasypu trzeba zakupi¢ ziemie, wykopac¢ ja i zawies¢ na miejsce, gdy tym-
czasem w sposobie b) ziemie z wykopu od razu zuzytkowujemy w nasypic
Systemu wyrownania mas nie uzywa sie tylko wtedy, kiedy wykop daje
zly materyal do nasypu, albo kiedy odleglosci przewozu w bardzo dlu-
gich po sobie nastepujacych wykopach i nasypach sa tak wielkie, ze
koszty wyrownania sa wieksze od kosztow zakupywania rezerw i po-
wtérnego kopania ziemi, albo tez w razach wyjatkowego pospiechu.

Zadaniem wykreslnego wyrownania mas jest znalezienie sposobem
wykreslnym najwygodniejszego rozkladu i zuzytkowania mas przy wy-
réwnaniu. Tab. IIT przedstawia nam obliczenie tego rodzaju. U goéry ma-
my profil podluzny drogi. Przez dowolny punkt O, lezacy pod tym pro-
filem, przeprowadzamy pozioma os odcietych OX, obliczamy nastepnic
mase ziemi miedzy profilami poprzecznemi O i 1 i w dowolnej skali (na
Fig. 1mm =40 m. kub.) odcinamy ja jako rzedna A,1. Dalej obliczamy
mase miedzy profilami poprzecznemi 1 i 2, dodajemy do rzednej Al
i odeinamy ja, jako rzedna A,2. W ten sam sposob otrzymujemy A,3. —
W punkcie P jest przejécie od nasypu do wykopu; rzedna tego punktu
rowna jest A; 3 4 masa ziemi miedzy profilem poprzecznym 3 a przej-
geiem. Zaraz po G nastepuje wykop, ktérego mase uwazamy za ujem-
na; wiec rzedna A4 = jest rzednej Ag G mniej masa ziemi miedzy G
a profilem 4. W ten sposob postepujac dalej, wynajdujac rzedne dla
kazdego profilu, otrzymamy, polaczywszy wierzcholki rzednych po sobie
nastepujace prostemi, tak zwany profil mas, ktéry widocznie jest linia
Jamana, podnoszaca si¢ w gore w nasypach, a spadajaca na doél w wy-
kopach. Punkty szczytowe G i najnizsze punkty D wgiecia oznaczaja
przejicia od nasypu do wykopu lub tez od wykopu do nasypu. W ogéle
rzedna profilu mas w dowolnym punkcie daje nam sume algebraiczna
wszystkich mas od poczatku O az do tego miejsca. Masy nasypu
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w tem dodawaniu uwazaja sie za dodatnie, masy wykopu za ujemne.
Gdyby rzedne profilu podluznego byly proporcyonalne do profilow po-
przecznych w danem miejscu (latwo wykresli¢ taki profil), to profil mas,
jak z poprzedniego widzimy, byl by linia calkowa takiego profilu. ILinia
profilu mas jest tem bardziejstroma, im wieksza jest masa miedzy dwo-
ma odpowiedniemi profilami i w ogoéle styczna trygonometryczna nachy-
lenia profilu mas jest proporcyonalna do profilu poprzecznego w da-
nem miejscu. Jest to wlasnog¢ linii calkowej, o ktérej mowilismy po-
przednio. Jezeli od masy A,3 odejmiemy mase A,2, to otrzymamy
w roznicy mase, zawarta miedzy profilami poprzecznemi 2 i 3.
Przeprowadzmy przez profil mas dowolna pozioma QQ. Miedzy
dwoma punktami, np. M i N profilu mas, lezacemi na tej poziomej, na-
stepuje zupelne wyréwnanie mas, gdyz miedzy M a N bylo tylez
wykopu, co i nasypu. Rzedna CM jest = DN, to znaczy, ze odjelismy
i dodalimy do CM na przestrzeni od M do N réwna mase ziemi, wiec
miedzy M i N masa ziemi wykopanej wystarcza do usypania nasypu.
To samo powiedzie¢ mozemy o kazdych dwoéch punktach, lezacych na
poziomej np. J i H. Na calej wiec przestrzeni miedzy J i H nastepuje
wyréwnanie: na lewo od J nasyp jest za dlugi i za wielki i nie oplacilo-
by sie do niego sprowadzaé¢ ziemi z dalekiego wykopu, wiec sie ja ko-
pie z rezerwy, lezacej obok drogi, po prawej zas stronie wykop jest bar-
dzo dlugi, trzebaby bylo daleko zen ziemie wozi¢, aby ja zuzytkowaé, co
za drogo by kosztowalo, wiece sie ja sklada obok drogi w odkladzie.
Profil mas i linia pozioma QQ, ktéra nazwijmy linia wyréwnania,
pokazuja nam widoeznie, jak zuzytkowac i dokad przewiezé mamy masy
z wykopow. Nazwijmy powierzchnie JGK, LGM, NGH, lezace po nad
linia wyréwnania, g 6 r ami, a powierzehnie KDL, MDN,lezace pod pozio-
ma, dolinami. Gory i doliny wyznaczaja s ek c¢ye przewozu. W gorach
ziemie wykopana, przewozi si¢ w tyl, w dolinach naprzéd, co jest oczy-
wistem, bo w gérach zawsze po lewej stronie mamy nasyp (profil podno-
si sie), a po prawej wykop (profil opada). W dolinach odwrotnie. Otrzy-
mujemy w ten sposoéb dwa rodzaje sekeyj: jedne, w ktorych w ty 1, drugie,
w ktorych sie naprzod przewozi. Oznaczono to strzalkamina tablicy I1L
Lini¢ wyréwnania QQ przeprowadziliémy dowolnie. Nasuwa sie
pytanie, jak ja najlepiej przeprowadzi¢, tak zeby koszty wyréwnania
byly najmniejsze? Jak wiadomo, koszty & przewozu jednostki objetosei
na odleglos¢ » przedstawiaja sie rownaniem & = o + B2, w ktorem o« i 8
sa spolezynnikami, zaleznemi od rodzaju frodkéw przewozu (taczkami,
wozkami, na kolejach roboezych i t. p.). Kosziy K przewozu masy M
przedstawia sie rownaniem K = M(a-+fx) = Ma+tMpBz. Otéz powierz-
chnie gor i dolin sa proporcyonalne do kosztéw, a raczej do zmiennej
czesci kosztow, zaleznej do dlugosei przewozu », do MpBx (czesé stala
kosztow Me dodaje sie od kosztow wzruszania ziemi), gdyz, jezeli ele
ment objetosci AM w sekeyi drugiej, chcemy przewiezé¢ od miejsea, w kto-
rem sie znajduje, do przejicia z wykopu w nasyp, od .S do miejsca, lezace-
20 na pionowej przez D, to koszty przewozu tego elementu beda propor-
cyonalne do powierzehni elementu kreskowanego powierzehni, t. j. do
iloczynu elementu masy AM przez przebyta aroge do AM.o, czyli, co na
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jedno wychodzi,do pracy przewozu tego elementu od S do D, a koszty
przewozu calego wykopu w tej sekeyi do D beda proporcyonalne do su-
my wszystkich elementéw powierzchni ezyli do calej powierzchni KDT.
Tak samo rozumujac, przyjdziemy do wniosku, ze powierzchnia TDL jest
proporeyonalna do kosztéw przewozu masy ziemi, wykopanej od przej-
geia z wykopu do nasypu, az do miejsc odpowiednich w nasypie. Cala
wiee powierzchnia doliny jest proporeyonalna do kosztéw zmiennych
przewozu w sekceyi, odpowiadajacej tej dolinie. Zupelnie to samo stosuje
sie do powierzchni gor.

Powierzchnie gér lub dolin latwo obliczy¢, przeksztalcajac je na ja-
kakolwiek podstawe lub oprowadzajac je planimetrem. Jako jednostke
mierzenia kosztow, do ktorych te powierzchnie sa proporcyonalne, przy-
ja¢ musimy koszty przewozu pewnej danej masy ziemi na dana odle-
glosé, ezyli koszty, odpowiadajace pewnej jednostee pracy przewozu (np.
koszty przewozu 100 metrow szesciennych ziemi na odleglofé 50 metréw).
Lecz jednosé taka jest najezedciej niewygodna do mierzenia powierzchni
g6r i dolin, gdyz nie jest zwykle kwadratem lecz prostokatem (jednose
taka jest narysowana w sekeyi IlI-ej), dla tego tez zamieniamy tu jednos¢
podluzna na rownowarty kwadrat. Zmiane te uskutecznia sie zwykle
w zwiekszonej podzialce dla dokladnosci. Kwadrat otrzymany daje nam
jednostke pracy; jedunostke kosztéw oblicza¢ nalezy dla kazdego specyal
nego wypadku. Jezeli powierzchnie géry albo doliny przeksztalcimy na
podstawe réwna bokowi kwadratu wspomnianego, to odcinek f, otrzyma-
ny z przeksztaleenia, mierzony bokiem kwadratu jako jednostka, daje
nam ilos¢ jednosei pracy w przeksztalconej powierzehni. Zwykle za pod-
stawe przeksztalcen bierze sie odcinek, réwny kilku bokom wymienionego
kwadratu; wtedy kazdej jednostce odeinka f przypisuje sie wartosé tych
kilku jednostek podstawy przeksztalcen.

Jak juz o tem wspomnielismy, na lewo od punktu J bierzemy zie-
mie z rezerwy, a na prawo od H ziemi¢ z wykopu wywozimy na bok
i skladamy w odkladzie. Praca przewozu ziemi z rezerwy do nasypu lub
z wykopu do odkladu jest takze proporcyonalna do drogi przewozu, jezeli
wiec rezerwa i odklad sa rownolegle do drogi, to jako powierzchnie, przed-
stawiajace prace przewozu, otrzymamy powierzchnie, zawarte miedzy pro-
filem mas a liniami m i n, do niego réwnoleglemi. Rezerwa lezy na
przestrzeni od punktu J do J,, aodklad od #/ do H,. Na lewo od J; i na
prawo od H, nastepuje znowu wyréwnanie mas. Powierzchnia JJ,VU
jest proporcyonalna do calej pracy przewozu z rezerwy, a pow. HEFH,
do calej pracy wywozu ziemi do odkladu. Jezeli rezerwa i odklad nie sa
réwnolegle do osi drogi, lecz ziemie dobywa sie z jednego punktu, z jed-
nej jamy, lub ziemie z wykopéw wozi do jednego miejsca, to linie m i n
nie sa wtedy roéwnoleglemi do profilu mas, lecz sa liniami, ktérych pun-
kty sa rozmaicie oddalone od tego profilu, bo w tychi wypadkach kazdy
punkt drogi ma inna odleglos¢ do rezerwy lub odkladu,

Zmieniajac polozenie linii QQ, zmieniamy takze i wielkos¢ powierz-
chni gor, dolin i powierzchni proporcyonalnych do przewozéw boeznych.
Posuwajac QQ w gore, zmniejszamy powierzchnie wszystkich dolin i prze-
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wozOw boeznych. Rzecz sie ma odwrotnie, gdy QQ przesuwamy na doél.
Przy tem przesuwaniu zmienia sie dlugos¢ kazdej sekeyi i zmienia sie
suma wszystkich powierzchni goér, dolin i przewozéw bocznych, a po-
niewaz te powierzchnie sa proporeyonalne do kosztow, wiec i koszty sie
zmieniaja. Pomiedzy wszystkiemi polozeniami linii QQ jest jedno, ktore
odcina najmniejsze powierzchnie po obu swych stronach. Sekeye, odpo-
wiadajace takiej linii wyréwnania, powinny by¢ w praktyce zachowane,
bo koszty przewozu sa wtedy najmniejsze. Zadaniem naszem jest zna-
les¢ to najkorzystniejsze polozenie linii QQ. Posuimy ja w tym celu
w gore o nieskonczenie mala wysokosé Ah. Oznaczmy szerokosé podstaw
gor ogolnym znakiem g, a szerokos$¢ dolin d. Praca przewozu kazdej 26-
ry zmniejszy sie wskutek przesuniecia o gAh, a doliny zwiekszy sie o dAh,
w calym profilu mas o sume: EgAh i XdAh, lub, poniewaz Al jest jed-
nakowe we wszystkich gorach i dolinach, o AhXZg i o AhZd. Jezeli zmniej-
szenie pracy przewozu (wskutek zmniejszenia pow. gor,—prace przewo-
z6w bocznych zostawimy przez chwile na boku) jest znaczniejsze niz jej
zwiekszenie (wskutek zwiekszenia pow. dolin), tosmy cos zaoszczedzili
z pracy ogolnej przez przesuniecie linii wyréwnania w gore. Oszczednosé
rowna jest roznicy miedzy ubytkiem powierzchni gér a przyrostkiem
powierzehni dolin:
Oszezedn. = AhXg — AhEd = Ah (g — EZd).

Azeby jeszeze cos$ zaoszezedzi¢, posuwac bedziemy jeszeze wyzej
linie wyréwnania, az poki coskolwiek oszczedzi¢ bedzie mozna, t. j. az do
polozenia, w ktérem po nieskoiiczenie malem przesunieciu w goére po-
wierzchnie dolin powiekszaja sie o wiecej niz sie zmniejszaja powierzchnie
gor. czyli do chwili, w ktorej oszezednos¢ rownac sie bedzie zeru, t. j.
Ah(Zg—2d) = 0, wiec g = 3d t. j. kiedy suma wszystkich sze-
rokosci gor =sumie szerokosci dolin. Latwo sie przekonaé¢ o tej row-
nosci za pomoca cyrkla. W tym wypadku oszezednosé jest doprowadzo-
na do mozliwyeh granic i sekeye, odpowiadajace takiej linii wyrownania,
sa najkorzystniejsze. PomineliSmy w poprzedniem powierzchnie, przed-
stawiajace prace przewozow bocznych, lecz poniewaz zwiekszaja sie one
przy posuwaniu linii QQ w gore, trzeba je do dolin doliczy¢. Jezeliby
sie zmmiejszaly jak np. dla linii wyréwnania, przechodzacej przez J, lub
H,, tobysmy je dolaczyli do powierzchni gor i w szukaniu szerokesei gor
i dolin dodalibysmy szerokos¢ pow. przewozéw boeznych do szeroko-
sei gor.

W ogole wiec polozenie linii wyréwnania jest najkorzystniejsze, kie-
dy suma dlugosci sekeyj, ktore w skutek zmiany polozenia linii wyréwna-
nia zwiekszaja sie, jest rowna sumie dlngosei sekeyj, ktore sie zmniejszaja,

Jezeli jednostka kosztow przewozu jest rozmaita w rozmaitych sek-
cyach (np. w jednej sekeyi przewoz mna taczkach, w drugiej na wozkach
itp.), to nie mozna bezposrednio dodawac¢ szerokosci gor i dolin i szukac
roznicy, lecz trzeba zmieni¢ dlugosé kazdej takiej sekeyi z osobna w sto-
sunku odpowiednich kosztow przewozu i dopiero wtedy probhowaé, czy
6znica jest réowna zeru.

Zawieleby czasu zajelo szukanie najkorzystniejszego polozenia linii
wyrownania przez ciagle probowanie, dla tego tez uzywa sie tak zwanej
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krzywejbledodw, prowadzacejdaleko predzej do celu. Przeprowadzamy
najprzod najodpowiedniejsza na oko linie wyréwnania Q@ i znajdujemy
roznice pomiedzy szerokosciami goér a szerokosciami dolin i pow. prze-
wozOw bocznych. Roznice, oznaczajaca na Tab. III przewyzke szeroko-
gei dolin nad szerokosciami gor, odeinamy na linii wyréwnania Q Q' od
1 do 1. Przesuwamy nastepnie nasza linie wyrownania troche na dol
do polozenia Q"Q", dla tej linii otrzymujemy odwrotnie, jak poprzednio
przewyzke gor nad dolinami, wiec odeinamy ja na linii wyréwnania Q'Q-
od pionowej przez 1, jako majaca tok inny od punktu 2 na lewo do 2
Jezeli jeszeze miedzy obu liniami wyréwnania QQ i Q"Q" przeprowadzi
my kilka innych, to polaczywszy konce odcietych od pionowej na obie
strony réznie, otrzymamy linie krzywa, idaca od 1’ do 2, tak zwana krzy -
wa bledéw. Na przecieciu tej krzywej bledow z pionowa przez 1 lezy je-
den punkt szukanej linii wyréwnauia, co jest oczywiste, bo w tym punk-
cie roznica jest rowna zeru. Poniewaz na naszej tablicy linia wyréwnania
nie przechodzila przez zadne zalamanie profilu mas, otrzymaliémy, za
miast krzywej, prosta bledow 12",

Otrzymana w ten sposob linia wyréwnania Q€ wyznacza takie
sekeye przewozu, ktore sprowadzaja koszty do minimum.

§ 12. Na zakonczenie rozdzialu o rachunku wykresl
nym wspomnimy jeszcze o dwéch przyrzadach pomoeniczych
znajdujacych sig w blizkiem powinowactwie z tym rachun-
kiem: o zasuwce logarytmicznej i planimetrze. Zastosowanie
ich ulatwia nieraz dlugie rachunki i chociaz wprawdzie oba
przyrzady daja rezultaty przyblizone, lecz, przy nalezytej
wprawie, omylki popelniane sa tak male, ze w zwyklych ob-
Hezeniach technicznych nie potrzebujemy zwraca¢ na nie
uwagi.

Zasuwka logarytmiczna (Rechenschieber, régle
a calcul) polega w zasadzie na wykreslnem dodawaniu i odejmo-
waniu logarytmow. Sa to dwie podzialki logarytmiczne, prze-
suwajace si¢ jedna pod druga tak,ze pewne czgsci tej podzialki,
przedstawiajace logarytmy danych liczb, mozna zestawia¢ jedng
przy drugiej i znajdowa¢ ich sume lub réznicg. Jak wia-
domo, do dodawania i odejmowania logarytmow sprowadzi¢
mozna wszystkie dzialania arytmetyczne. Zasuwka logaryt-
miczna daje te same ulatwienia, co i zwykle tablice logaryt
mow. Caly przyrzad jest nadzwyczaj tani (kilka frankow)
i powinien si¢ znajdowa¢ w reku kazdego technika.

Cheacym sie blizej oznajomi¢ z tym przedmiotem, polecamy odbitke
jednego rozdzialu ze Statyki Culmanmna z dopelnieniami L. Te tm a-
vera pod tytulem:
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Der Rechenschieber. Separatabdruck ausCulmann’s Gra-
phischer Statik mit Beispielen, erliutert von Ludw i gTetmayer, Pri-
vatdocent am Ziir. eidg. Polytechnicum, 1875 (Meyer & Zeller, Ziirich).

Planimetr, przyrzad sluzacy do mierzenia powierzchni,
znany jest powszechnie; w najrozmaitszych miejscach znale$é
mozemy jego opisanie. Najpraktyczniejsze, bo najmniej skom-
plikowane, sg tak zwaneplanimetry biegunowe, np. planimetr
Amslera, ktéry jest najczesciej w praktyce uzywany.
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ROZDZIAL 1L

Sity i momenty w ogéle.

§ 13. W Statyce wykreslnej przedstawiamy Kierunek
i wielko$¢ sit za pomoca kierunku i dlugoseci linij.

Powszechnie jest znanem prawo tak zwanego rdéwnole-
globoku sil, wedlug ktérego wypadkowa W dwoéch sit P, i P,
przechodzi zawsze przez ich przeciecie i jest przekatna OW
[Tab. 1V,] réwnolegloboku, utworzonego z tych dwéch sil. La-
two zauwazy¢, ze wypadkowa jest w znaczeniu rozdziatu I
sumg dwoéch danych linij, przedstawiajacych sily, i ze do tej
samej wypadkowej doszlibysmy, dodajac obie sily, co jest wi-
doczne z figury; nie potrzebujemy wieec dla otrzymania wy-
padkowej wykresla¢ calego rownolegloboku, bo tréjkat 0P, W
zupelnie do tego wystarcza.

§ 14. Jezeli kilka sil dziala na punkt jeden O[Tab. IV,
to w celu znalezienia ogélnej wypadkowej skladamy dwie
ktorekolwiek sily, ich wypadkowsa skladamy z silg trze-
cia, te wypadkowa trzech sil z czwarta itd; otrzymujemy
nareszcie jedne sile W, wypadkowa, ktéra zastepuje wszystkie
inne. Na fig. 2 wykonaliSmy to skladanie za pomocg rowno-
leglobokow. Wypadkowa W=04 jest, jak to widac¢ z figury,
sumg, w znaczeniu rozdziatu I, wszystkich danych sil zlo-
zonych w wieloboku 01234. Wiec aby zlozy¢ kilka sil, dzia-
lajacych w roznych kierunkach na jeden punkt, zestawiamy
je, zachowujac kierunek i wielko$¢, jedne po drugiej tak, ze-
by tok calego otrzymanego w ten sposéb wieloboku byl jed-
nakowy; linia, laczaca poczatek wieloboku, zwanego wielobo-
kiem sil, z jego koncem, jest wypadkowa wszystkich danych sil.
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Skladanie w wieloboku uskutecznia si¢ zwykle na boku
w osobnej figurze; odrézniamy wtedy: a) system linij o nieo-
graniczonych dlugosciach m, n, o [Tab.IV,].Sa to tak zwane 1i-
nie dziatania sil, w ktérych si¢ rzeczywiscie w naturze
odbywaja skladania, i b) system linij pomocniczych, w ktorych
wykonywamy dziatania nad silami, tak zwany wielobok sil.

Jezeli wielobok sil[Tab. I] (IV,,b) rzucimy na dowolna linie
l, to rzut wypadkowej rowna sie sumie rzutéow skladowych.

Sprowadzilismy powyzej skladanie sit do dodawania od-
cinkéw, przedstawiajacych te sily. Otéz wszystko, co$my
w rozdziale T nadmienili o dodawaniu, zastosowuje si¢ tutaj ze
zmiang tylko wyrazéow ,linia“ na ,sila“, ,suma“ na ,wypad-
kowa“, ,,dodawanie® na ,skladanie¥, i tak:

Tok wypadkowej jest odwrotny tokowi wszystkich in-
nych bokéw wieloboku sil.

Porzadek, w jakim sily skladamy, jestzupelnie dowolny.

Wielobok sil daje nam wypadkowe czesciowe ilukolwiek
sil danych.

Jezeli koniec wieloboku sil upadnie na jego poczatek, to
wypadkowa jest rownazeru i wielobok jest zamknigty. Po-
wiadamy wtedy, ze dane sily, ktorych linie dzialania przechodza
przez jeden punkt, sa w ro wnowadze. Jezelizas pewien sy-
stem takich sil zlozony w wieloboku daje wypadkowa, to, aby
przywroci¢ w nim rownowage, trzeba dodac¢ do calego syste-
mu sile rowna, co do wielkosci Kierunku i polozenia, wypad-
kowej, lecz z odwrotnym tokiem.

§ 15. Chcac zlozy¢ kilka silt (1, 2, 3, 4, 5), rozrzuconych
na plaszezyznie [Tab. 1V,], dzialamy w spos6éb nastepujacy:
Jedng z tych sil () rozkladamy za pomocy tréjkata sit 40B
[Tab. IV;], na dwie skladowe 40 i OB, ktérych tok jest ozna-
czony strzatkami wewnatrz trojkata. Te dwie skladowe za-
stepuja w zupelnosci sile 7. Mozemy ten rozklad wykona¢
i na Tab. IV,, biorac na linii dzialania sily punkt 7 i prowa-
dzac przez niego rownolegte 27 i 21 do 40 i OB. Nastep-
nie rozkladamy sile druga, 2, na dwie nowe, w drugim troj-
kacie sil BCO, z ktérych jedna jest rowna sile OB z poprzed-
niego rozkladu, lecz odwrotna. Pokazuje to strzalka we-
wngtrz nowego tréojkata sit. Ten rozklad uskuteczniamy i na
Tab. IV,, prowadzac z jednego punktu linii dzialania sily 2,
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rownolegle 12 1 32 do BO i OC tak, zeby jedna z tych row-
noleglych 12 upadla na linig dzialania sily poprzedniej 21,
otrzymanej z rozkladu sily 7. W ten sposob zastapiliSmy
dwie dane sity, 1 i 2, czterema 40, OB, BO i OC na Tab. 1V,
a P1, 21, 12 i 32 na Tab. 1V,, z ktorych dwie OB i BO czyli
21 i 12, jako réwne, odwrotne 1 dzialajace w jednej linii, nisz-
cza sie i pozostawiaja nam tylko dwie sity 40 i OC lub tez 21
i 32, ktore zupelnie zastepuja dwie dane sily 7 i 2. Jest to
oczywiste na Tab. IV, gdyz AC jest wypadkowsg sit 4B
i BC, rowniez jak sit 40 i OC. Na Tab. 1V, PI1i 32 zaste-
puja dwie dane sily, wigc ich wypadkowa jest wspélna i oczy-
wiscie wypadkowa sit 7112 przechodzi przez przecigcie 21
i 32, przez punkt M. Kierunek, tok i wielkos¢ tej wypadko-
wej otrzymujemy z Tab. IV;, jako AC. Rozlézmy dalej sile
3 na dwie CO i 0D, z ktérych jedna jest rowna sile, dzialajacej
w 32 lecz odwrotna, wiec si¢ z nig znosi, i zamiast trzech sil
AB, BC i CD czyli 1, 2 i3 otrzymujemy dwie sity 401 ODlub
tez P1 i 43, ktore zastepujg trzy dane, wigc ich wypadkowa jest
wypadkowa danych sit i przechodzi¢ musi przez przecigcie
P1 i 43, przez punkt N. Kierunek, tok i wielkos$¢ tej wypad-
kowej daje nam AD,jako wypadkowa tylko dwoéch sit 40 i OD.
Postepujac w ten sposob dalej, otrzymamy nareszcie dwie sily
AO i OF lub tcz P1 i @5, ktoére zastgpuja wszystkie da-
ne sily, wiec ogdlna wypadkowa przechodzi¢ musi przez prze-
ciecie P1 i 5Q, przez punkt W.a jej kierunek, tok i wielkosc
otrzymujemy z Tab. IV, jako AF. Boki: P1,1ezacy przed pierwsza,
z danych sil,i (5, lezacy po ostatniej, nazywaja si¢ skrajnemi
bokami, wiec wypadkowa wszystkich danych sil
przechodzi przez przecigcie skrajnych bokow.

Rozpatrujac blizej Tab. IV, i Tab. IV, zauwazymy, Ze
Tab. IV, jest wielobokiem danych sil, wiec ze te sily sktadamy
tak, jakby wszystkie na jeden punkt dzialaly, ‘a wielobok
z Tab.IV, mozemy otrzymad, prowadzacod dowolnego pun-
ktu P rownolegle do linij, laczacych w wieloboku sil punkt
0, zwany biegunem, z wierzchotkamitego wieloboku. Wielo-
bok z fig. 4 nazywasie wielobokiem sznurowym, gdyz
do polaczenia wszystkich sil w jeden staly system wystarczyla-
by linia materyalna, gietka, zastepujaca boki tego wieloboku,
sznur, do ktoéregobysmy przylozyli dane sily. W kazdym
kawalku takiego sznura, laczacym dwie dane sily, dzialaja
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dwie sily rowne lecz odwrotne, ktére, niszczac sie wzajemnie,
rozciagaja ten Kawalek. Moze si¢ zdarzy¢, jak na Tab. IV,
ze wszystkie boki sg Sciskane, a nie rozciagane; w takim wy-
padku nazwe wielobok sznurowy zamieniamy na linie ci$nie-
nia. Aby odrézni¢, czy bok wieloboku jest $ciskany lub tez
rozciggany, rozkladamy kazda z dwéeh sil, przylozonyeh na
koncach tego boku, na dwie skladowe, majace kierunek dane-
go boku i boku sgsiedniego. Jezeli skladowe, dzialajace w kie-
runku boku danego, sa skierowane ku sobie, [Tab. IV,], to bok
jest sciskany: jezeli odwrotnie, [Tab. IV;]strzalki, oznaczajace
tok skladowych, sa skierowane od sicbie, tobok jest rozciaga-
ny. Jezeli kilka bokéw w danym wieloboku jest $ciskanych,
a kilka rozciaganych, to nazywac¢ bedziemy ten wielobok li-
nia cisnienia, albo tez wielobokiem sznurowym, stosownie do
tego, czy wigkszos¢ bokéw jest $ciskana lub tez rozciagana.

Z poprzedniego wyprowadzamy nastepujace twierdzenie:
Aby zlozy¢ system sil, rozrzuconych na plasz-
czyznie, wykreslamy wielobok sznurowy (lub
linig cisnienia) dla tych sil. Przecigcie bokow
skrajnych tego wieloboku daje nam jeden punkt
linii dziatania wypadkowej, a jej wielko$¢, kierunek
itok otrzymujemy z wieloboku sil, jako sume wszyst-
kich sil. I tak linia dzialania wypadkowej wszystkich danych
pigciu sil, przechodzi przez punkt W, [Tab. IV,] przecigcia pier-
wszego boku A2fI i ostatniego @5. Powyzsze twierdzenie sto-
suje si¢g i do pewnej czesci danego systemu sil, mianowicie:
wypadkowa dwoch sit 712 przechodzi przez przeciecie skraj-
nych bokow P1i 32 dla tych sil; wypadkowasil 2, 3 1 4 prze-
chodzi przez przecigcie skrajnych bokow 12 i 45, przez punkt
R, wielkos¢, kierunek i tok tej wypadkowej daje linia BE,
laczaca Kkonce wieloboku, utworzonego z tych trzech sil, itd.

Punkt F, od ktéregosmy wykresla¢ zaczeli wielobok sznu-
rowy, jest dowolny. Ze zmiana tego punktu otrzymujemy in-
ny wielobok sznurowy, do ktérego stosuje si¢ bez zmiany po-
przednie twierdzenie.

Punkt O [Tab. IV;]nazywa si¢ biegunem wieloboku sil.
Punkt ten oznaczyliSmy, rozkladajac pierwsza sile 7 na skla-
dowe A0 i OB. Sile 1 jednak mozemy rozlozy¢ na zupelnie
inne dwie skladowe; otrzymamy wtedy inny biegun O i inny
naturalnie wielobok sznurowy, lecz poniewaz poprzednie wy-
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wody sa niezalezne od polozenia bieguna, wiec powyzsze
twierdzenie stosuje sie do kazdego wieloboku sznurowego, wy-
kreslonego przy pomocy dowolnego bieguna. Przypatrzmy
sie blizej, jakie zmiany zajda w wieloboku sznurowym przy
zmianie bieguna w wieloboku sil.

§ 16. Dajmy na to, ze na Tab. IVy wielobok sznurowy
P1234(Q jest wykreslony za pomoca bieguna 0. WeézZmy teraz
w wieloboku sil inny biegun O’ i wykreslmy odpowiedni wie-
lobok sznurowy, poczynajac od dowolnego punktu P, oznaczo-
ny linia perlowana PI'2'3'#'Q". Ot6z wszystkie boki odpowie-
dnie obu wielobokow sznurowych, t. j. boki, laczace jedne i te
same sily a wykreslone przy pomocy dwéch réznych bie-
gunow O i O, przecinaja si¢ na jednej prostej m, rownoleglej
do prostej, laczacej oba bieguny: wigc gdy biegun posuwa
sig po prostej O/, boki odpowiedniego wieloboku sznurowego
obracaja si¢ okolo punktéw jednej prostej rownoleglej do 00
Azeby tego dowies¢, przedluzymy boki odpowiednie 121 72
do przeciecia w punkcie N. Polaczmy N z M, z punktem
przeciecia dwéch pierwszych odpowiednich bokéw. Linia MN
jest rownolegla do 00, gdyz, poréwnywajac dwie figury,
7 ktorych kazda utworzona jest przez 6 linij, przechodzacych
przez 4 punkty M, N, 1i I, i O, 0, A i B, zauwazymy, Ze
pie¢ bokéw jednej figury sa odpowiednio réwnolegle do pig-
ciu bokéw drugiej, wiec i pozostale széste boki MN i 00" mu-
sza, by¢ takze réownolegle, to znaczy, ze pierwsze dwa boki
wieloboku sznurowego obrocily si¢ przy zmianie bieguna O na
0’ okolo punktow M i N, lezacych na prostej rownoleglej do 00,
do drogi bieguna. Rozpatrzmy teraz nowe dwie figury, utwo-
rzone przez 6 prostych, przechodzgcych przez 4 punkty 2, 2’
N i R (punkt R otrzymujemy, przedluzajac odpowiednie boki)
i 6 prostych, przechodzacych przez 0,0/ B i C. Pig¢ par odpo-
wiednich bokéw sa rownolegle, wige i proste 6-ej pary O0'i NR
sa tez réwnolegle. W polaczeniu z poprzedzajgcem doprowa-
dza nas to do wniosku, ze punkty M, N i R, okolo ktérych
obrocily sie odpowiednie bok wieloboku sznurowego, leza na je-
dnej prostej rownoleglej do O0. To samo mozemy dowiesé
dla wszystkich bokéw wieloboku sznurowego.

Opierajac sig na tej wlasnosci, mozemy wykreslic dla
kazdego bieguna (np. 0') odpowiedni wielobok sznurowy, skoro
mamy juz wykreslony wielobok sznurowy dla jakiegokolwiek
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bieguna (0). Wykreslamy wtedy pierwszy bok (7'7), odpo-
wiadajacy nowemu biegunowi (0'), i przez jego przeciecie (M)
z pierwszym bokiem danego wieloboku sznurowego przepro-
wadzamy prostg (m), rownolegla do linii, laczacej oba biegu-
ny. Przedluzamy potem boki danego wieloboku sznurowego
(P1234Q) do przeciecia z ta réwnolegla (w punktach N, R itd.)
i przez punkty przecigcia prowadzimy odpowiednie boki no
wego wieloboku sznurowego.

Jezeli biegun O, posuwajac sig po prostej O(7, zbliza sie
do punktu 0, a wierzcholki 7 i 7' wieloboku sznurowego po-
zostaja na swych miejscach, to prosta m oddala si¢ na pla-
szezyznie coraz bardziej, pozostajac zawsze réwnolegla do
00, az nareszcie, kiedy O bedzie nieskoneczenie blizko od
punktu O, prosta m begdzie nieskonczenie daleko i wszystkie
odpowiednie boki wielobokéw sznurowyech beda réwnolegle,
tj. beda si¢ przecinaly na jednej prostej co odleglej. Otrzy-
mamy w ten sposéb dwa wieloboki sznurowe, wykreslone za
pomoca jednego bieguna.

Przecigeie skrajnych bokow wielobokéw sznurowych, la-
czacych jedne i te same sily, tj. wielobokéw, otrzymanych
z rozmaitych biegunéw, opisuje lini¢ prosta, gdyz to przecie-
cie daje nam zawsze jeden punkt wypadkowej; poniewaz za$
wypadkowa jest tylko jedna, a przeciecie skrajnych bokow
musi zawsze na niej leze¢, wigec musi ono opisywac prosta,
niezaleznie zupelnie od zmiany bieguna, przyjetego do wy-
kreslenia. Jezeli wezmiemy pod uwage nie wszystkie sily,
lecz tylko kilka z nich, to boki wieloboku sznurowego, lezg-
ce przed pierwsza z tych sil i po ostatniej, tj. boki skrajne
tych sil, przecinajg si¢ zawsze na ich wypadkowej, a wige
to przecigcie opisuje przy zmianie biegunéw lini¢ prosta.
Opierajac si¢ na poprzedzajacem, przychodzimy do wniosku,
ze wogole przeciecie dowolnych dwdéch bokow wieloboku sznu-
rowego opisuje przy zmianie bieguna proste linie.

§ 17. Jezeli dane sity (1, 2, 3)[Tab.IV,] polaczymy wie-
lobokiem sznurowym, wykreslonym za pomoca bieguna 0, i na-
stgpnie ten biegun przeniesiemy do punktu 0, do poczatko-
wego punktu wieloboku sil, to otrzymamy nowy wielobok
sznurowy, majacy szczegélne i wazne wlasnosei. Pierwszy
jego bok nie istnieje, gdyz niema linii laczacej O/ z poczat-
kiem wieloboku sil,—te dwa punkty upadaja jeden na drugi.
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Drugim bokiem wieloboku szn. jest linia rownolegla do linii
laczacej O z koncem sily pierwszej czyli w tym wypadku
sama linia dzialania sily 7. Przedluzamy ja wiec do sily 2;
otrzymujemy w ten sposéb nowy bok wieloboku sznurowego
12, odpowiadajacy drugiemu bokowi 12 pierwszego wielobo-
ku, wykreslonego dla bieguna 0. Bok, odpowiadajacy boko-
wi trzeciemu, otrzymamy, laczac O z koncem sily 2 (ta la-
czaca jest wypadkowa sit 7 1 2) i prowadzac od punktu 2/
réownolegla 2'3', do przecigcia z sila 3 w punkcie 3. Nastep-
ny bok, odpowiadajacy skrajnemu bokowi pierwszego wielobo-
ku, otrzymujemy, prowadzac przez 3 réwnolegla do linii, la-
czacej O' z koncem sity 3. Jest to wypadkowa wszystkich
danych sil.

Boki otrzymanego w ten sposob wieloboku sznurowego
sa, jak widzimy, wypadkowemi sil nastgpujacych po sobie.
Pierwszy bok 12" jest sila 1, drugi 23 jest wypadkows sil
11 2, trzeci i ostatni 3'(Q' jest wypadkowa wszystkich trzech
danych sil. Cale nasze dzialanie w tym wypadku ogranicza
sie do tego, ze przedluzamy pierwszg sil¢ do przecigciaz dru-
ga, skladamy je, wypadkowa przedluzamy do sily 3 i sklada-
my te wypadkowa z sila 3. Ta ostatnia wypadkowa jest
ostatnim bokiem nowego wieloboku sznurowego, ktéry nazy-
wamy wielobokiem wypadkowym, poniewaz w nim
nastepujace po sobie boki przedstawiaja wypadkowe sit po so-
bie nastepujacych.

Ogolne prawo powiadajace, ze boki odpowiednie obu
wielobokow przecina¢ sie musza na linii réwnoleglej do 00/,
jest naturalnie i tutaj wazne, a poniewaz pierwszy bok PI jest
ta rownolegla, wigc sig na nim przecina¢ muszg wszystkie
inne boki, jak to na Fig. 9 widzimy. Ostatni bok nowego
wieloboku, jako wypadkowa wszystkich sil, przechodzi¢ musi
przez przecigcie pierwszego i ostatniego boku pierwszego
wieloboku sznurowego, przez punkt W.

§ 18. Jezeli w wieloboku sznurowym podstawimy, za-
miast kilku sil wyjetych z calego systemu, ich wypadkowa,
to ogélna wypadkowa wszystkich sil nie zmieni si¢ przez to
wcale, poniewaz, jak wiadomo z § 15, skrajne boki tych Kilku
sil musza sie przecinac¢ na ich wypadkowej; i jezeli zastapimy
je wypadkowa, to te skrajne boki zostana na swych miejscach,
wiec nie beda wcale wplywaly na zmiang jakakolwiek w ca-
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lym pozostalym wieloboku sznurowym. Boki, lezace miedzy
wspomnianemi skrajnemi, znikna tylko zupelnie.

Porzgdek, w jakim laczymy linie dzialania sil za pomoca
wieloboku sznurowego, jest zupelie dowolny. Zeby tego do-
wies¢, wezmy pod uwage jakikolwiek wielobok sznurowy, la-
czacy pewien system sil. Wykreslmy nastepnie drugi wielo-
bok sznurowy dla tegoz samego systemu sil, zmieniwszy tyl-
ko porzadek, w ktorym laczymy dwie dowolne sity. Jezeli
wykreslimy trzeci wielobok, w ktéorym te dwie zmienione sily
sg zastapione ich wypadkowa (co bez zadnego wplywu na
ogolny rezultat wedlug poczatku tego § uczyni¢ mozna), to
zauwazymy, ze Kazdy z dwoch pierwszych wielobokow jest
rownowazny trzeciemu, wiec sa one i migdzy soba réwnowazne.

§ 19. Momentem sily jakiejkolwiek wzgledem danego
stalego punktu nazywamy iloczyn z tej sily przez jej odle-
glos¢ od danego punktu czyli przez prostopadla, przeprowa-
dzona z tego punktu, zwanego biegunem momentow, do
danej sily. Jezeli m [Tab. IV,,] jest linia dzialania danej sily
P, O jest biegunem momentéw, to iloczyn z P przez prosto-
padla OM czyli P. OM jest momentem; OM nazywa sig ra-
micniem momentu.

Jezeli, zamiast sity P, wezmiemy na tej samej linii dzia-
lania drugy silg — P, rowng sile danej, lecz odwrotna, to mo-
ment ma wtedy tok inny. Jezeli dana sila stara sie obrocié
rami¢ momentow w toku dodatnim tak, jak na Fig. 10,
w kierunku poruszania si¢ wskazoéwek zegara, to moment na-
zywaé¢ bedziemy dodatnim, i odwrotnie.

Sita @R, pomnozona przez ramig OM, daje powierzchnig
prostokata, ktorego polowe stanowi trojkat OQR, ktory otrzy-
mujemy, rzucajac sile P z bieguna 0. Z rysunku widzimy,
ze zmiana polozenia punktu przylozenia sity 2 na jej linii
dziatania nie zmienia wcale momentu, gdyz w kazdym wy-
padku otrzymujemy trojkaty réwnowarte. Poniewaz moment
jest iloczynem silty i dlugosci, wiec dla mierzenia go potrze-
bujemy mie¢ jednosc, zlozong z jednosci sily i jednosei diu-
gosci. Mozemy np, przyja¢ za jednostke momentéw, moment
sily = 1¥#, dzialajacej w odleglosci 1™ od biegnna. Jednostke taka
nazywamy kilogrammetrem i oznaczamy przez kgm. Je-
zeli wige jakakolwiek powierzchnia, np. dwa razy wziety trojkat
OQER, przedstawia nam wielko$¢ momentow, to, aby znales$é¢
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wiele kilogrammetréow ma ten moment, mierzymy naprzod po-
wierzchnie trojkata jakakolwiek jednoscia kwadratowa (np.
centymetrem kwadratowym). Przeprowfdzmy rachunek dla
Tab. IV,,. Przy wykresleniu tej figury przyjeliSmy pewng
zmniejszong podzialke dla dilugosei i inng dla sil, mianowicie,
ze jeden centymetr nanaszym rysunku, mierzony na podzialce
dlugosei, wyobraza 3™ w naturze, a mierzony na podzialce sil
sil, 400%; kazdy wiec centymetr Kkwadratowy powierzchni
trojkata przedstawia 3™ X 400% czyli 1200 Kilogrammetrow,
a poniewaz powierzchnia naszego trojkata = jest 6 cent. O,
wiec moment, ktory ta powierzchnia przedstawia = 6.1200%™
=7200%™  a poniewaz powierzchnia trojkata daje tylko polowe
momentu sily P, wiec caly moment = 2.7200 = 14400 kgm.

Poniewaz oznaczyliSmy momenty podwdjna powierzchnig
trojkatéw, utworzonych przez bieguny i sily, a dla rachunku
daleko wygodniej jest mie¢ do czynienia z odcinkami, niz
z powierzchniami, wiec te trojkaty przeksztalcamy na jaka-
kolwiek podstawe wedlug Roz. I i otrzymujemy odcinki pro-
porcyonalne do momentéw. Pamieta¢ nalezy, Ze tréojkat da-
je tylko pol momentu, wiec przeksztalcamy go nie na po-
dwojna, lecz na pojedynczy podstawe. Odcinki, przedstawia-
jace przeksztalcone powierzchnie, mierza sie na odpowiedniej
podzialce, zwanej podzialka momentow. Te¢ podzialke latwo
obliczy¢ mozna. Dajmy na to, ze podstawa przeksztalcen,
mierzona na podzialce dlugodci, zawiera » jednosci dlugosci.
Niech odcinek, otrzymamy z przeksztalcenia i mierzony na
podzialce sil, zawiera m jednosci sily. Prostokat, ktérysmy
przeksztalcajac otrzymali, a ktérego powierzchnia przedsta-
wia moment, ma za podstawe odeinek, majacy » jednosci diu-
gosei, czyli podstawe przeksztalcen, a za wysokos¢ odcinek,
majacy m jednosci sily. Kazda wiec jedno$¢ sily, mierzona
na wysokoseci prostokata, odpowiada » jednosciom momentow.
Latwo to zauwazymy, wykresliwszy taki prostokat. Otrzy-
mamy wiec podzialk¢ momentéw, przypisujac kazdej jednosci
sity warto$¢ » jednosci momentéw.

Jezeli, odwrotnie, podstawe przeksztalcen mierzylismy na
podzialce sil, to odcinek, otrzymany z przeksztalcenia, mierzy-
my na podzialce dlugosci i kazdej jednosci tej podzialki przy-
pisujemy wartos¢ tylu jednosci momentdw, ile jednosei sil by-
1o w podstawie przeksztalcen.

http://rcin.org.pl



34 ZARYS STATYKI WYKRESLNEJ. [34]

§ 20. Suma momentéw dowolnej ilodci sil, dzialajacych
w plaszczyznie, wzgledem jednego bieguna rowna jest momen-
towi wypadkowej wzgledem tego bieguna

a) Jezeli wszystkie sily dzialaja na punkt jeden np. R [Tab.
IVy,] to, przeprowadziwszy lini¢ m prostopadla do OR, za-
uwazymy, ze moment kazdej sity (np. QR) réwna si¢ OR
pomnoz. przez rzut (OQ) odpowiedniej sily na prosta m
(gdyzAORQ=AORQ). Moment wypadkowej bedzie takze
rowny OR pomnoz. przez rzut wypadkowej, a poniewaz, jak
wiadomo, rzut wypadkowej rowna sie sumie rzutow sklado-
wych, wige i moment wypadkowej, jako iloczyn z jej rzutu
przez OR, réwna sie sumie momentéw skladowych.

b) Jezeli linie dzialania sil nie przechodza przez jeden punkt,
lecz sa rozrzucone na plaszczyznie, to wykreslamy dla
tych sit wielobok wypadkowych z § 17. Pierwsza sile
(1) przedluzamy do drugiej (2) i skladamy w punkecie
przeciecia. Wypadkowa daje drugi bok (12) wieloboku
[Tab. 1IV,]. Moment sily dzialajacej w tym boku réwna sig
wedlug a) sumie momentow sit 7 i 2. Przedluzajac
bok (12) do sily 3 i skladajac, otrzymujemy bok (123).
Moment sily w tym boku dzialajacej rowna si¢ sumie
momentow sil (12) i 3, czyli sumie momentow sit 1, 2
i 3. Postepujac tak dalej, mozemy dowies¢, ze moment
wypadkowe]j ilukolwiek sil danych rowna si¢ sumie mo-
mentéw sil pojedynczych.

§ 21. Moment wypadkowej kilkusil [Tab. 1V, (1, 2, 3)
wzgledem bieguna N znajdujemy wykreslnie sposobem naste-
pujacym. Znajdujemy naprzod polozenie wypadkowej, prze-
dluzajac skrajne boki linii ci$nienia, lezace przed pierwsza
i po trzeciej sile. Na ich przecieciu w W lezy wypadkowa.
Jej wielkos¢, tokikierunek otrzymujemy z wieloboku sil, jako
AB. Moment wypadkowej W wzgledem bieguna N réowna si¢ W
><PN=W. r. Przez punkt N przeprowadzamy Y'}’, réwnolegle
do wypadkowej. Trojkaty kropkowane w linii ci$nienia
i w wieloboku sit sa podobne, wigc:

B4 : OF = YY : PNytuyh
W0l =YY 1r, Wihs
W =0l YY
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Jezeli moment oznaczymy przez M, to:
M— 00

to znaczy, ze moment Kilku po sobie nastepujacych sit wzgle-
dem dowolnego bieguna, lezacego w plaszczyznie sil, réwny
jest iloczynowi z odleglosci (O7) bieguna od wypadkowej
(AB) przez odcinek (YY) réwnoleglej do wypadkowej, prze-
chodzacej przez biegun (N), zawarty miedzy skrajnemi bo-
kami.

Jezeli zmienimy polozenie bieguna N, to poniewaz Y'Y’
jest propor. do momentéw, wiec zmiana tego odcinka poka-
zuje zmiang momentow. Dla punktu N’ naprzyklad otrzymu-
jemy moment, mnozac yy' przez OT. Moment ten jest ujem-
ny, bo sita W obraca ramie momentu okolo bieguna w toku
ujemnym. Moment dla punktu, lezacego na wypadkowej,
réowna si¢g 0, bo yy' jest takze = 0.

Tloczyn YY'. OT jest oczywiscie powierzchnia prostoka-
ta, ktora, mierzona jednoscia momentéw, daje nam wielkos$¢
momentu M. Poniewaz dlugos¢ OT jest stata, wiec mozemy
ja uwaza¢ za podstawe przeksztalcen dla powierzchni prosto-
katéw, odcinki Y'Y’ beda wtedy przeksztalconemi powierzch-
niami. Te odecinki, mierzone jednoscia momentéw, dadza
prawdziwa wielkos¢ na M. Podzialke momentéw znajdujemy
wedlug § 19; jezeli OT mierzymy na podzialce dlugosei, to
Y'Y’ nalezy mierzy¢ na podzialce sil i kazdej jednosci po-
dzialki sil przypisa¢ wartos¢ tylu jednosci momentéow, ile
jednosci dlugosci bylo w O7T; odwrotnie: jezeli OT mierzymy
na podzialce sil, to Y'Y’ nalezy mierzy¢ na podzialce dlugosci
i kazdej jednosci podziatki dlugosci przypisa¢ wartos¢ tylu
jednostek momentow, ile bylo jednosci sit w OT.

§ 21. Nieskonczenie mate i nieskonczenie odlegte sity.
Jezeli dwie réwne lecz odwrotne sily maja jedne linig dzia-
fania, to sie niszczg wzajemnie; lecz jezeli te sity maja linie
dzialania réwnolegle, to otrzymujemy tak zwang pare sil. Je-
zeli dwie takie sily 7 i 2 [Tab. V,] zlozymy w wieloboku sil,
to otrzymamy odcinek 07 =sile 7 i drugi odcinek 12 = sile
2, poniewaz za$ te dwa odcinki sa sobie réwne, wige koniec
drugiego odcinka upadnie na poczatek pierwszego i wielobok
sil, skladajacy sic w tym wypadku tylko z dwoéch sil, bedzie
zamkniety. Jezeli przyjawszy dowolny biegun O wykreslimy
wielobok sznurowy 2P12@Q), to zauwazymy, ze pierwszy bok 21
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i ostatni sa réwnolegle, poniewaz w wieloboku sil promie-
nie 00 i 02 upadajy jeden na drugi. Na przecieciu bokow
P1i Q2 powinna leze¢ wypadkowa, a poniewaz to przecie-
cie jest nieskonczenie dalekie, wiee wypadkowa (nieskoncze-
nie mata, bo wielobok sil jest zamkniety) lezy nieskonczenie
daleko. Boki P1 i Q2 przedstawiaja dwie sily réwne lecz
odwrotne, ktore zastepuja w zupelnoseci dwie dane sily. Ma-
my wiec bardzolatwy sposéb zamiany jednej pary sil na dru-
ga réwnowazna, a poniewaz mozemy nieskonczenie wiele wie-
lobokow sznurowych wykresli¢, zmieniajac polozenie bieguna,
wiec i w nieskonczenie rozmaity sposob mozemy zamieni¢
jedne pare sit na druga.

Poniewaz wypadkowa pary sil dziala w nieskonczenie
odleglej linii, dzialania wiec jej moment dla kazdego biegu-
na, lezacego w skonczonosci, jest staly, gdyz ramig¢ bedzie
zawsze nieskonczenie dlugie i male zmiany w skoiczonosci
nie moga wplyna¢ na zmian¢ momentu. Mozemy si¢ o tem
przekonac¢ naocznie na Tab. V,. Dla punktu O, moment wy-
padkowej pary sil rowna sie momentowi skladowych, czyli dwa
razy wzietym trojkatom O, MN i O,M'N'. Tréjkat O, MN trzeba
uwazaé za ujemny, poniewaz sila JMN obraca ramig w toku
ujemnym okolo bieguna 0,. Wige moment wypadkowej
rowna sie dwa razy wzietej réznicy obu trojkatéw, czyli dwa
razy wzietej powierzchni kropkowanej, Kktérej jedna czesc
jest dodatnia, druga ujemna. Odjawszy od dodatniej czes¢
ujemnyg, otrzymamy trojkat M'N'N. Jezeli wezmiemy biegun
w 0,, to oba momenty mie¢ beda tok jednakowy, a moment
wypadkowej rownac¢ si¢ bedzie svmie tréjkatow O, MN
i O,M'N', czyli rownac sie bedzie takze trojkatowi M'N'N. To
samo stosuje si¢ do kazdego bieguna, mozemy wiec moment
sitly co odleglej i co malej przyja¢ jako miare tej sily, ponie-
waz kazda sila jest, jak wiadomo z poprzedzajacego, propor-
cyonalna do swego momentu. Wiegc dwie pary sil sg sobie
rowne, jezeli maja rowne momenty, czyli, co na jedno wy-
chodzi, jezeli w obu parach trojkaty, ktérych podstawa jest
jedna sila a wierzcholek lezy w drugiej, sa rownowarte. Opie-
rajac sig¢ na tej wlasnosci, mozemy obej$¢ sie bez wieloboku
sznurowego dla zamiany jednej pary sil na druga.

Jezeli silg nieskoneczenie maly i nieskonczenie odlegla, tj.
par¢ sil, skladamy z sila skonczona, to nie moze mie¢ ta para
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zadnego wplywu na wielko$¢ i Kkierunek sily skonezo-
nej; zmienia tylko jej polozenie tak, ze moment sily zmienia
sie wzgledem jakiegokolwiek bieguna o moment pary sil.
Sila dana przesuwa sig réownolegle. Jezeli W [Tab. V,] jest
linia dzialania danej sily, (W moze by¢ linig dzialania wy-
padkowej kilku sil poprzednich), m i »n sa liniami dzialania
pary sil, to zlozywszy te trzy sily w wieloboku, otrzymamy
wielobok sit PQRS. Wielobok sznurowy, wykreslony za po-
moca bieguna O i odpowiadajacy tym silom, jest T'WmnV.
Wypadkowa W’ wszystkich sil przechodzi przez przecigcie
bokow skrajnych, przez punkt 7, jest rowna sile W; jest ta
sama sila W, tylko przesunigta i to o tyle, ze moment jej dla
jakiegokolwiek punktu (np. dla punktu, lezacego na sile W)
zmienil sie o moment pary sil (czyli, Ze trojkat, utworzony przez
sile W’ i punkt W réwna sig tréjkatowi pary sil). Jezeli bowiem
dana pare sil zamienimy na inng (a to uczyni¢ mozemy w naj-
rozmaitszy sposob, wedlug poczatku tego §), w ktorej kazda
sila=1, i przesuniemy te pare sil tak, ze jedna z jejsit#/, rowna
W lecz odwrotna, bedzie miala t¢ sama lini¢ dzialania coi W,
to sily dzialajace w »' i W niszcza si¢ i pozostanie tylko sila
m'=sile W=W'Tréjkat kreskowany WT7T" musi si¢ row-
na¢ trojkatowi pary sil.

§ 22. Rownowaga sit, dziatajacych w ptaszczyznie. Zlo-
zywszy kilka sil w wieloboku sil, otrzymamy ich wypadkowa,
laczac poczatek wieloboku z jego Koncem prostg linia. Polo-
zenie tej wypadkowej daje wielobok sznurowy, poniewaz mu-
si ona przechodzi¢ przez przeciecie skrajnych bokéw. Otéz
jezeli do danych sil dodamy nowa silg, ktéra ma te same li-
ni¢ dzialania, co i wypadkowa, te sameg wielkos¢, lecz tylko
tok odwrotny, to oczywiscie wszystkie sily beda w réwnowa-
dze, poniewaz wypadkowa rownac¢ sie bedzie zeru. Wielo-
bok sil bedzie w tym wypadku zamKkniety. Jest to pierwszy
warunek rownowagi. Oprocz tego wielobok sznurowy powi-
nien by¢ zamkniety, tj. pierwszy bok tego wieloboku przed
pierwsza sila i ostatni po ostatniej muszg upas¢ jeden na dru-
gi. Poniewaz wielobok sit musi by¢ dla rownowagi zamknie-
ty, wiege promienie, laczace biegun z poczatkiem i Koncem
wieloboku, do ktorych sa rownolegle pierwszy i ostatni bok
wieloboku sznurowego, sa identyczne, gdyz koniec wieloboku
upada na jego poczatek. Wiee skrajne boki wieloboku sznu-
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rowego sa co najmniej rowanolegle. Oproécz tego te skrajne
boki, ktére przedstawiaja dwie sily (réwne lecz odwrotne),
zastgpujace wszystkie inne razem, musza dziala¢ w jednej
linii dzialania, gdyz opusciwszy w zamknietym wieloboku sil
sile ostatnia, musielibysmy, dla przywrécenia réwnowagi, do-
da¢ do wypadkowej sil pozostalych, sil¢ rowna lecz odwrotng,
i dzialajaca w linii dzialania wypadkowej. Ta sila odwrotna do
sily wypadkowej pozostaltych sil jest wlasnie ta przez nas
wypuszczona sila, a poniewaz wypadkowa wszystkich sil bez
tej jednej musialaby przechodzi¢ przez przecigcie skrajnych
bokéw, wiec i wypuszczona przez nas sila, ktéra musi mieé
te sama linig dzialania co i wypadkowa, musi przechodzié
przez to przeciecie, czyli wielobok sznurowy musi by¢ zam-
kniety.

Jezeli, przy zamknietym wieloboku sil, wielobok sznuro-
wy nie zamyka sig, to skrajne boki musza by¢ w kazdym ra-
zie, jakesmy tego dowiedli, przynajmniej réwnolegle. Te boki
wyobrazaja w tym wypadku dwie sily, zastepujace wszystkie
inne, a poniewaz te dwie sily sa réwne i odwrotne, wiec ma-
my przed soba pare sil, i caly nasz system sil polaczonych
wielobokiem redukuje si¢ do pary sil. Mamy wtedy sile nie-
skonczenie mala, dzialajaca nieskonczenie daleko, a poniewaz,
aby jakakolwiek silg mozna bylo zniszczy¢, trzeba przylozyé
do niej na tej samej linii dzialania silg réwna lecz
odwrotna, a linia dzialania w tym wypadku jest nieskoncze-
nie odlegta, wigc dla sprowadzenia réwnowagi w naszym wie-
loboku musimy uzy¢ drugiej pary sil rownej (tj. majacej taki
sam moment), lecz odwrotnej. Otrzymujemy wtedy na liniico
odlegtej sile réwng wypadkowej wszystkich sil, leecz od-
wrotng.

[Tab. V,] przedstawia system sil w rownowadze. Wie-
loboki, sznurowy i sil, sa zamkniete. Jezeli rozdzielimy caly
system na dwie grupy, to jedna z nich utrzymuje zawsze dru-
ga w rownowadze. Jezeli np. do jednej grupy nalezy sila
11 5,to te dwie sily trzymaja w réwnowadze pozostale (234),
(ten rozdzial oznaczyliémy linia s), gdyz wypadkowa tych
dwoéch sil PQ jest rowna wypadkowej QP sil pozostalych 2,
3, 4, lecz tylko odwrotng i obie wypadkowe dzialaja w jed-
nej linii réwnoleglej do PQ, przechodzacej przez punkt prze-
cigcia N bokéw 54 i 12, laczacych obie grupy. Wypadkowa
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sit 7 i 5 musi przechodzi¢ przez przeciecie bokéw skrajnych
tych sil, ktore sa jednoczesnie skrajnemi bokami trzech po-
zostalych sil. Wieec wypadkowe jednej i drugiej grupy prze-
chodza przez przecigcie bokow 12 i 54, a poniewaz te wypad-
kowe sa rowne, maja ten sam kierunek lecz tok inny, wiec
sie niszcza i jedna grupa trzyma drugag w rownowadze. Spe-
cyalnym wypadkiem tego twierdzenia jest to, ze kazda poje-
dyneza sila trzyma wszystkie inne w réwnowadze, jezeli wie-
lobok sznurowy i wielobok sil sa zamknigte.

§ 23. Rozktad sit w ptaszezyznie. Jak wiadomo, mozemy
w nieskoneczenie rozmaity sposéb rozlozy¢ sile jakakolwiek na
dwie skladowe, i zadanie to jest nieokreslone, az poki nie sa
dane kierunki i polozenia skladowych. Tem bardziej musi by¢
temu warunkowi uczynione zado$¢, jezeli sile dana mamy
rozlozy¢ na kilka skladowych. Dla tego tez przyjmowac be-
dziemy w nastepujacem, Ze sa nam zawsze dane za pomoca
linij, kierunki i polozenia skladowych, i ze dana sil¢ mamy
rozlozy¢ na inne, dzialajace w tych liniach. Przypatrzmy
sig blizej niektorym wypadkom rozkladu, najezesciej napotka-
nym w praktyce.

a) Sile dang W tylko wtedy mozna rozlozy¢ na dwie
skladowe S, i S,, kiedy te ostatnie przecinaja si¢ na sile W,
(albo sa do niej rownolegle, co jest specyalnym wypadkiem
przecinania sig, kiedy punkt przecigcia lezy co daleko), gdyz,
w wypadku przeciwnym, dwie skladowe S; i S, mialyby wy-
padkowa W, nie przechodzaca przez ich przecigcie, a to
sig sprzeciwia zasadzie rownolegloboku sil. Rozklad wigc
na takie dwie sily jest niemozebny.

Jezeli S, i S; przecinaja si¢ na W, to rozklad mozemy
uskuteczni¢ obok za pomocg trojkata sit [Tab. V], prowadzac
przez konce sity W rownolegle do linij m i », wskazujacych
polozenie skladowych. Wielobok sznurowy dla tej jednej sity
W sklada si¢ (przyjawszy V za biegun) z dwéch linij m i n.

Jezeli skladowe maja by¢ rownolegle do wypadkowej, to
musimy uzy¢ do rozkladu wieloboku sznurowego. Wielobok
sil nie wystarcza, gdyz dana sila i skladowe zlewaja sig
w nim w jedne linie.

Niech linie m i = [Tab. V] wyobrazajy linie dzia-
lania skladowych, na ktére rozlozy¢ mamy sile W.
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W wieloboku sil [Tab. V] bierzemy biegun dowolny O,
prowadzimy przezen promienie 00 i O1iprzez dowolny punkt
danej sily W prowadzimy rownolegle do tych promieni. Pun-
kty przecigeia M i N tych rdéwnoleglych z liniami dzialania
skladowych laczymy prosta MN i przez O przeprowadzamy
0Q /| do MN; 0OQ i QI daja nam szukane skladowe. Prze-
konywamy si¢ o tem, rozumujac jak nastepuje: dwie sklado-
we i dana sila W, wzieta odwrotnie, musza by¢ w réwnowa-
dze, wige ich wielobok sil i ich wielobok sznurowy muszg by¢
zamknigte; przeprowadziwszy MN, zamkuneliSmy wielobok
sznurowy tych trzech sil, wielobok sil musi by¢ takze
zamkniety 1 trzeci promien jego rownolegly do AN,
a jego przeciecie @ oznacza przeciecie skladowych, kto-
re na fig. b oznaczyliSmy przez V.—Tegorodzaju rozkladu sit
uzywac pozniej nadzwyczaj czesto bedziemy dla wyznaczania
cisnienn belki na punkty oporu. Oczywiscie te ci$nienia sg
razem wzigte rowne wypadkowej wszystkich obciazen belki;
wiec aby znalesc¢ te cisnienia, trzeba wypadkowa wszystkich
obecigzen rozlozy¢ na dwie réwnolegle skladowe, przechodzace
przez punkty oporu belki.

Jezeli linie dzialania skladowych leza po jednej stronie
danej sily, to sktadowe musza mie¢ tok rozmaity, jak to Tab.
V. pokazuje. Promien OQ upada wtedy zewnatrz trojkata
001. Linia, zamykajaca wielobok sznurowy, jest S,S,.

b) Jezeli dana sil¢ rozlozy¢ mamy na trzy skladowe, to
odréznia¢ musimy trzy nastepujace wypadki:

1) Wszystkie trzy linie, w ktérych maja dzialaé skladowe
danejsily W, przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Jezeli ten punkt lezy na sile W, to wprawdzie 1mo-
zemy ja rozlozy¢ w wieloboku sit na trzy skladowe, majace
kierunek danych,lecz w najrozmaitszy sposob, bo
w odpowiednim czworoboku sil dokladnie znany jest
tylko jeden bok W, a wszystkich innych znane sa tyl-
ko kierunki; mozemy wigc wykresli¢c co wiele czworobo-
kow, odpowiadajacych zadaniu. Jednym z specyalnych
wypadkow tego rodzaju jest rozklad sily na trzy inne do
niej réwnolegte. Jezeli np. mamy obciazona belke, opar-
ta na trzech punktach, to nie mozemy wprost znales¢, jak
jest rozlozony ciezar na te trzy punkty. Prawa réwnowva-
gi sil nie wystarczaja nam w tym wypadku, wiec sig
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uda¢ musimy do teoryi elastycznosci. To zadanie jest
naturalnie jeszcze bardziej nieoznaczone, jesli belka jest
oparta jeszcze na wiecej punktach.

Jezeli punkt przecigcia skladowych nie lezy na da-
nej sile, to zadanie jest niemozliwe, gdyz jak wia-
domo wypadkowa sil przecinajacych si¢ w jednym punk-
cie przechodzi¢ musi przez ich punkt przeciecia, a sila
W, jako nie odpowiadajaca temu warunkowi, nie moze
by¢ wypadkowsg takich skladowych.

Dwie z trzech linij, w ktérych dziala¢ maja skladowe,
przecinajasie na sile danej w punkecie @, a trzec-
cia ma jakiekolwiek polozenie. Rozklad jest
niemozliwy, gdyz przypusciwszy, ze mamy szukane skla-
dowe, to dwie z nich, przecinajace si¢ na danej sile, da-
lyby nam, zloZone z soba, wypadkowa, ktéra musialaby
przechodzi¢ przez punkt @), lecz w kazdym razie byla-
by rézna od W. Ta wypadkowa dwoéch pierwszych sil,
zlozona z trzecia, musialaby da¢ sile W, co jest niemo-
zebne, gdyz sila W nie moze przechodzi¢ przez punkt
przeciecia wypadkowej pierwszych dwoch sit i sily trze-
ciej, nie lezacy na kierunku sily danej W.

Trzy linie dzialania skladowych przecinaja sig
w trzech dowolnych punktach, z ktorych za-
den nie lezy na danej sile. Rozklad jest w tym
wypadku mozliwy izupelnie oznaczony, tj. rozwig-
zanie jest tylko jedno. Dajmy na to, ze liniami dziala-
nia skladowych sa m, n i o [Tab. Vg]. Sile dana W prze-
dluzamy do przecigcia z linia m w punkcie M i rozkla-
damy ja wtym punkecie na dwie sily: jedne dzialajaca
w linii m, a druga dzialajaca w linii MN, laczacej M
z przecigeiem N obu pozostalych linij dzialania. Roz-
ktad ten uskuteczniamy obok w wieloboku sil. Nastgp-
nie sile OR, dzialajaca w MN, rozkladamy w punkecie N
na dwie skladowe, dzialajace w liniach » i 0. Wielobok
sil daje tok i wielko$¢ tych dwoch sil. W ten sposéb
rozwiazalisSmy nasze zadanie. Wyprowadzamy stad ogél-
ne prawidlo, ze: aby rozlozy¢ dana sil¢ na trzy inne, prze-
dluzamy ja do przecigcia z linia dzialania ktorejkolwiek
ze skladowych, rozkladamy ja tam na dwie sily, z kto-
rych jedna dziala w kierunku linii dzialania tej sklado-

http://rcin.org.pl



42 ZARYS STATYKI WYKRESLNEJ. [42]

wej, a druga w Kkierunku linii, laczacej wspomniany
punkt przecigcia z punktem przeciecia dwoch pozosta-
lych linij dzialania i w tym ostatnim punkecie rozklada-
my pozostala sile w kierunku dwéch ostatnich linij dzia-
lania skltadowych. Porzadek, w jakim [ten rozklad
uskuteczniamy, jest dowolny, jak sig o tem latwo
przekona¢ mozna.

Jezeli si¢ blizej przypatrzymy Tab. Vg, to zauwazy-
my, ze linia lamana PNMQ jest wielobokiem wypadko-
wych z § 17} wykreslonym przy pomocy bieguna O dla
trzech danych skladowych. Pierwszy bok tego wieloboku,
PN, jest zarazem pierwsza skladowa, drugi bok NM jest
wypadkowa pierwszej i drugiej skladowej, a trzeci bok
M@ wypadkowa wszystkich trzech danych skladowyech.
¢) Rozklad danej sily na wigcej niz trzy skladowe, jezeli

jest mozliwy, to zawsze jest nieoznaczony. Otrzymujemy
zwykle nieskonczong ilos¢ skladowych, odpowiadajacych za-
daniu.
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ROZDZIAL III.

Sity rownolegte.

§ 24. Jezeli zlozy¢ mamy klka sit réwnoleglych 7,2,3,4,5
[Tab. V], to, nie odstepujac od ogdlnego prawidla, skladamy
te sily w wieloboku sil 012345 (ktory w tym wypadku jest
linig prosta), przyjmujemy punkt dowolny O za biegun i przy
jego pomocy wykreslamy wielobok sznurowy PI12345Q), lacza-
cy dane sily. Wypadkowa wszystkich sil przechodzi przez
przeciecie skrajnych bokow PIi @5, jako reprezentujacych
sity 710 i Q5 w wieloboku sil, zastgpujace wszystkie dane si-
ly, tj. majace t¢ same¢ wypadkowa. Wypadkowa pewnej cze-
$ci sit po sobie nastepujacych przechodzi przez przeciecie
bokow skrajnych, wiege W,; przechodzi przez przecigcie bo-
kow 12 i 34, bokéw sKkrajnych dla dwoéch sit 2 i 3; Wi,,,
przechodzi przez przecigeie PI i 45, bokéw skrajnych dla
B2 314 itd.

' Promienie 00, 01, 02..., 05 w wieloboku sil przedsta-
wiaja nam natezenie w odpowiednich bokach wieloboku sznu-
rowego. W Kkazdym z bokéw posrednich tego wieloboku 12,
23, 34, 45 dzialaja dwie sily rowne, lecz odwrotne, ktore sie
niszeza; a w bokach skrajnych dzialaja dwie sily, ktorych
tok oznaczony jest strzalkami. JezelibysSmy zamiast bokow
wieloboku sznurowego przypuscili lini¢ gietka P12345Q, przy-
czepiona do dwoch stalych punktéow P i @, to w tych sta-
lych punktach powstalyby oddzialywania, rownowazace sily
w skrajnych bokach, réwne tym silom lecz odwrotne; caly
wielobok sznurowy bylby w tym wypadku w rownowadze.
Latwo zauwazy¢, ze poziome skladowe -(przyjawszy Kkierunek
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pionowy dla sil) wszystkich natezen sa sobie réwne, gdyz
w punktach 1, 2, 3, 4, 5 (wiel. szn.) kazda sila (np. 1) jest wy-
padkowgy sil, dzialajacych w dwoch na niej przecinajacych
si¢ bokach (P71 i 21) wieloboku sznurowego; natezenia tych
dwoch bokéw daja promienie, przechodzace w wieloboku sil
przez biegun (00 i OI). Jezeli te promienie rozlozymy w wie-
loboku sil na poziome i pionowe skladowe, to zauwazymy, ze
poziome skladowe sa zawsze sobie rowne i réwne OH. Ta po-
zioma skladowa nazywa sie¢ natezeniem poziomem lub
odlegltoscia bieguna i oznacza sie zwykle przez H.

Momenty wypadkowej wzgledem dowolnego punktu znaj-
duja sie zupelnie tak samo, jak w § 20, mnozac odcinek YY"
rownoleglej do kierunku sil, zawarty miedzy skrajnemi boka-
mi, przez odleglos¢ bieguna, przez H. 1 tak moment wypad-
kowey dla punktu N— 06, r = Y Y ‘H,

Wszystkie inne prawa, ktoresmy wyprowadzili w ogol-
nym wypadku wieloboku sznurowego dla sil, rozrzuconych
na plaszezyznie, zastosowuja sie i w tym specyalnym wypad-
ku bez zmiany.

§ 2b. Sity réwnolegle tylko wtedy moga by¢ w réwno-
wadze, kiedy miedzy niemi jest jedna lub kilka odwrotnych,
a nie wszystkie maja tok jeden. Wielobok sil i wielobok
sznurowy muszg, wedlug § 22, by¢ zamknigte. Najczesciej sie
spotykamy w praktyce z silami réwnoleglemi, jako obciaze-
niami belki, opartej na dwoch stalych punktach. Ciezar wlas-
ny belki i jej obciazenie sa silami pionowemi, wigc réwnole-
glemi. Wszystkie te sily sy zréwnowazone oddzialywaniem
stalych punktéw, na ktorych belka jest oparta. W tych dwéch
punktach powstaja dwie sily, majace tok odwrotny wszyst-
kim obeciazeniom, tak zwane oddzialywania punktow
oporu. Te dwa oddzialywania i obciazenia belki musza sig
trzyma¢ w réownowadze, tj. oddzialywania musza mie¢ zupel-
nie te sama wypadkowa, co do polozenia, kierunku i wielko-
$ci co i wszystkie obciazenia, lecz tylko tok odwrotny. Suma
obu cidnien, jakie belka wywiera na punkty oporu, réwna sie
oczywiscie sumie wlasnego ciezaru belki i jej obeiazenia. Ze-
by wiee, majac dane obciazenia, znales¢ oddzialywanie pun-
ktow oporu, trzeba wypadkowsa obciazen rozlozy¢ na dwie
skladowe pionowe, przechodzace przez punkty oporu, i wzigé
te skladowe z odwrotnym tokiem.
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a) Obcigzenia statfte.

§ 26. Przypusémy, ze mamy przed soba niewazka i nieu-
ginajaca sie belke AB [Tab. V,,], oparta na punktach 4 i B.
Na nia dzialaja sily pionowe, pochodzace od ciezarow 1, 2, 3,
4. Na dowolnej pionowej odcinamy te sily, jedne po drugiej,
i otrzymujemy w ten sposéb wielobok sil, skladajacy sie
w tym wypadku z jednej prostej. Przyjawszy biegun do-
wolny O, wykreslamy odpowiedni wielobok sznurowy M1234N.
Wypadkowa wszystkich sil przechodzi, jak wiadomo, przez
punkt W, przez przeciecie skrajnych bokow M1 i,N4 i ma
tok taki, jak tok wszystkich sil, pochodzacych od obciazen.
Jezeliby nie bylo punktéw oporu 4 i B, to belka posunelaby
sig w kierunku wypadkowej, gdyz sily nie bylyby w réwno-
wadze. Lecz poniewaz punkty 4 i B sa nieruchome, wigc
powstaja w nich oddzialywania 4 i B, ktorych wypadkowa rowna
si¢ Wy,q,, lecz ma tok odwrotny, to jest powstajg dwie sity, kto-
re przywracaja rownowage. W takim stanie, po dodaniu tych
sil do innych, wedlug § 22, wielobok sil i wielobok sznurowy
musza by¢ zamKkniete. Laczac punkty przecigecia 4’ i 5
skrajnych bokéw z pionowemi przez AB prosta A'7S', zamyka-
my wielobok sznurowy. lini¢ 4'A’ nazywac bedziemy, zamy-
kajaca. Jezeli w wieloboku sil przeprowadzimy promien
0Z, réwnolegly do zamykajacej, to dwie czesci tego wielobo-
ku ZW i WZ sa réwne oddzialywaniom Ai Z. W punkcie
Z, rzec mozna, zamyka sie wielobok sil, ktérego bokami sa
.1 2 3 4 WZ

§ 27. Obliczanie rozmiaréw belki polega, jak si¢ o tem
pozniej szczegolowo dowiemy, na znajomosci dwéch rzeczy:
sil zewnatrz kazdego przekroju dzialajacych, czyli tak zwa-
nych sil poprzecznych, i momentdw tych sit wagle-
dem odpowiednich przekrojow.

Sila zewnatrz przekroju dzialajaca, lub tez
sila poprzeczna nazywamy wypadkowa wszystKich sil,
lezacych po jednej stronie przekroju. Np. sila, zewnatrz prze-
kroju K dzialajaca [Tab. V, ], jest wypadkowa sil 7, 2 i od-
dzialywania 4. Sa to wszystkie sily, lezace po lewej stronie
przekroju; innych sit po tej stronie nie ma. Jezeli, zamiast
uwaza¢ wypadkowa wszystkich sil, po lewej stronie przekro-
ju lezacych, uwaza¢ bedziemy sile zewnatrz dzialajaca po
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prawej stronie przekroju, to przekonamy sie, ze ta sila ma
zupelnie t¢ same wielko$é¢, kierunek i polozenie co i poprzed-
nia, lecz tylko tok inny. Z wieloboku sil wida¢ odrazu, ze
wypadkowa sit 4, 71 2, to jest sila poprzeczna zlewej strony
jest réwna wypadkowejsil 3, 41 B, tj. sile poprzecznej z prawej
strony, lecz ma tok odwrotny. Jeden punkt linii dzialania
wypadkowej sit 4, 7 i 2 otrzymujemy, przediluzajac boki 4’5’
i 23 do przeciecia w punkcie 2. Przez ten punkt przechodzi
linia dzialania wypadkowej; lecz latwo zauwazy¢, ze przez
ten sam punkt przechodzi takze i wypadkowa sil 3, 4 i B,
czyli sila poprzeczna z prawej strony, bo boki A5 i 23 sa
takze skrajnemi bokami i dla tych sil. Wiec sily poprzecz-
ne z prawej i lewej strony przekroju maja te samg wielkosc,
ten sam kierunek i to samo polozenie, tylko tok odwrotny.

Jezeli tego w szczegéinym wypadku nie wymienimy, be-
dziemy zawsze, mowiac o sile zewnatrz przekroju dzialajacej,
czyli o sile poprzecznej, mie¢ na wzgledzie wypadkowa sil,
dzialajacych po lewej stronie przekroju, i oznaczaé ja bedzie-
my literg P.

Jeden punkt tej sily poprzecznej P dla przekroju K
otrzymujemy, jako przeciecie bokéw wieloboku sznurowego,
lezacych pod danym przekrojem, a jej wielko$¢ dostajemy,
prowadzac w wieloboku sil przez biegun promienie réwnole-
gte do tych bokéw. Jeden z tych promieni, mianowicie 0Z,
jest zawsze ten sam, tj. zawsze rownolegly do zamykajacej,
wiec przeprowadziwszy go raz, otrzymujemy wielkos¢ sity,
prowadzac promien réwnolegly do odpowiedniego boku wielo-
boku sznurowego i mierzac odcinek wielocoku sil, zawarty
migdzy tym promieniem a promieniem réwnoleglym do zamy-
kajacej. Jezeli sila poprzeczna dziala na dol, to nazywac ja
bedziemy dodatnia, i odwrotnie. Jezeli promien w wieloboku
sil, rownolegly do boku wieloboku sznurowego, lezacego pod
przekrojem, lezy nad promieniem roéwnoleglym do zamykaja-
cej (jak w naszym wypadku), tosila 2 jest ujemna, bo dzia-
la w gére, i odwrotnie.

Jezeli od poziomej A”"B" odetniemy pod kazdym prze-
krojem odpowiednig sile poprzeczna (zwracajac na znaki uwa-
ge : ujemue sily w goére, dodatnie na dol), to otrzymamy po-
wierzchnig kropkowana, ograniczona linia lamana A71234B,
ktérej rzedne, mierzone na podzialce sil, daja poprzeczne
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w odpowiednich przekrojach. Zwiazek tej powierzchni z wie-
lobokiem sil jest widoczny z figury. Miedzy punktem oporu
A a sila 1 sila poprzeczna nie zmienia sig wcale i na calej
tej przestrzeni jest rowna oddzialywaniu 4; wigc tez i czesc la-
manej A12...B miedzy 4 i B jest rownolegla do A”"B". W prze-
kroju, lezacym bezposrednio na prawo do sily 1, sila poprzecz-
na odrazu si¢ zmniejsza o cala sile 711 az do sily 2 mamy
znowu réwnolegla do B"B" itd.

Moment sily zewnatrz przekroju dzialajacej wzgledem
tego przekroju = PXr tj. sile tej, pomnozonej przez jej
odlegtos¢ do pionowej, przez przekroj przeprowadzonej. Je-
zeli poréwnamy tréjkat Pyy’ w wieloboku sznurowym i dru-
gi trojkat w wieloboku sil, ktory otrzymujemy, rzucajac sile
P z bieguna 0, to zwazywszy, ze dwa trojkaty (kropkowane)
sa podobne, wiec:

rioyy — H : P, czyli=Pin— gy =01

jezeli M oznacza moment, yy' jest rzedng wieloboku zamKnig-
tego sznurowego, H odleglo$cia bieguna. Poniewaz przekroj
wziety byl przez nas w dowolnem miejsci, i to miejsce nie
ma zadnego wplywu na poprzednie dowodzenie, wigc mozemy
powiedzied, ze otrzymujemy dla kazdego przekroju moment,
mnozac lezaca pod przekrojem rzedna powierzchni zamknig-
tego wieloboku sznurowego przez odleglos$é bieguna. Wskutek
tego, ze kazda rzedna powierzchni A'B'4321 jest proporcyo-
nalna do momentu w odpowiednim przekroju, nazywamy ja
powierzchnia momentoéw. Mierzenie momentéw usku-
tecznia si¢ zupelnie tak samo, jak w § 19. Jezeli mierzymy
H na podzialce sil, to mierzy¢ nalezy yy' na podzialce dlu-
gosci, i odwrotnie. Dajmy na to, ze, mierzac H na podzialce
sil, otrzymaliémy » jednosci sil. Zeby znalez¢ podzialke mo-
mentow, tj. taka podzialke, ktéra mierzona rzedna yy' odrazu
daje moment, trzeba kazdej jednosci podzialki dlugosci przy-
pisa¢ wartos¢ n jednosci momentow. Jezeli np. H, mierzone
na podzialce sil, przedstawia 2bkg, a jako podzialke dlugosei
przyjeliSmy Iem rowny 5m | to jeden centymetr podzialki momen-
tow rownac sig bedzie 25kg. hm = 125 kilogrammetrom.

Rzecz sig ma zupelnie odwrotnie, jezeli mierzymy H na
podzialce dlugosci.

Jezeli H =1, to kazda jedno$¢ podzialki, ktora mierzymy
rz¢dne powierzchni momentéw, rowna si¢ jednosei momentow.

\\QST YTC \
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§ 28. Jezeli zamiast pojedynczych cigzaréow, wprowadzi-
my na belkg 4B [Tab. VL], obciazenie ciagle, to rzecz
sie nie zmienia, tylko, poniewaz mamy wtedy nieskonezenie
wiele cigzarow, nastepujacych po sobie bezposrednio, wielobok
sznurowy ma nieskoneczenie wiele bokéw, czyli zamienia sig
na krzywa sznurowa. Obciazenie belki oznaczyliSmy
linia krzywa m m m, ktoérej rzedne (od AB), mierzone na po-
dzialce sil, daja obeciazenie na jednos¢ dlugosei w danem miej-
scu. Jezeli obcigZenie, oprocz tego, ze jest ciagle. jest jeszcze
i jednostajne, tj. ze na kazdej jednos$ci dlugosei belki, lezy ten
sam ciezar, to krzywa m mm, zwana krzywa obciazen,
zamienia si¢ na prosta rownolegly do belki. Powierzchnia miedzy
krzywg obcigzen a belkg nazywa sig powierzchnia obeiazen.
Zeby wykreslic¢ linig sznurowa, odpowiadajaca ciaglemu
obcigzeniu, odcinamy na linii pionowej cale obciazenie, jako
J@G, nastepnie dzielimy obciazenie na kilka czesci i przypusz-
czamy, ze ciezar kazdej czesci jest skoncentrowany w srod-
kach cigzkosei (S;, Sy, S;, S,) odpowiednich czesei powierzehni
obciazen. Wykreslamy nastepnie, podzieliwszy w ten sposoéb
obciazenia, odpowiedni wielobok sznurowy A'12345'. Boki te-
go wieloboku sa styczne do krzywej sznurowej w punktach,
lezacych pod liniami podzialu powierzchni obciazen, i jezeli
podzielimy te powierzchni¢ na dostateczna ilo$¢ czesci, moze-
my wykresli¢ z wielka dokladnoscig krzywa, ktéra wielobok
sznurowy otacza. Ze boki wieloboku sa stycznemi i ze wie-
lobok A'12345' jest rownowazny Krzywej sznurowej, mozna
bardzo latwo dowies¢, opierajac sie na § 18. Kazde dwa bo-
ki wieloboku obok siebic lezyce, np. 12 i 32, sa skrajnemi bo-
kami w malym wieloboku sil ab o nieskonczonej ilosci bo-
kow.

§ 29. Streszczajac to, cosmy poprzednio powiedzieli, przy-
chodzimy do nastepujacych rezultatow:

Oddzialywania punktéw oporu belki obeciazonej znaj-
dujemy, zamykajac wielobok sznurowy lub Krzywa sznurowg
i prowadzac przez biegun wieloboku sit réwnolegla do tej za-
mykajacej. Ta réwnolegla dzieli wielobok sil na dwa odcinki,
ktore, wziete z tokiem odwrotnym tokowi obciazenia, daja
oddzialywania.

Jeden punkt sily, zewnatrz jakiegokolwiek przekroju
dzialajacej, lezy na przecieciu zamykajacej i boku wieloboku
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sznurowego lezacego pod przekrojem, lub tez stycznej do krzy-
wej sznurowej w odpowiednim punkecie.

Wielko$¢ sily zewn. prz. dz. otrzymujemy z wieloboku
sil jako czes¢ jego, zawarta miedzy dwoma promieniami, prze-
prowadzonemi z bieguna roéwnolegle do zamykajacej i do le-
zacego pod przekrojem boku wieloboku szn. lub stycznej do
krzywej sznurowej.

Tok tej sily jest ujeminy lub dodatni, stosownie do tego
czy ta ostatnia réownolegla lezy nad réwnolegla do zamykaja-
cej lub tez pod nia.

Moment sily zewn. przek. dz. wzgledem tego przekroju
jest proporcyonalny do rzednej zamknietego wieloboku sznu-
rowego lub tez krzywej sznurowej, do rzednej powierzehni
momentéw. Pomnozywszy te rzedna przez odleglos¢ bieguna,
otrzymujemy prawdziwa wielko$¢ momentu.

§ 30. Przez najnizszy punkt O krzywej sznurowej A'O'B’' [Tab. VI,]
przeprowadzamy system prostokatnych spélrzednych OX i OY, i w do-
wolnym punkcie M prowadzimy styczna do tej krzywej. Niech ¢ oznacza
kat nachylenia tej stycznej. Promienie w wieloboku sil réwnolegle do
styceznej i do osi X wycinaja czes¢ C rowna ciezarowi czesci obciazenia
mocniej kreskowanej, lezacej miedzy osia Y a przekrojem belki nad M.

; S G S G : a6
g 9 = — = —"; rozniczkujac, otrzymujemy—— = — ——*
g9 H dzx o PN Wi

W tem ostatniem rownaniu dC jest przyrostkiem obciazenia (czesé
powierzehni oheiazen kropkowana),wiee dC podzielone przez dz jest rze-
dna 1 powierzchni obciazen. Wstawiamy to do ostatniego rownania:

2y n
T T g e e R

To rownanie pokazuje zaleznos¢ krzywej sznurowej od krzywej ob-
ciazen i jezeli mamy prawo, wedlug ktorego zmienia sie «, to mozemy, cal-
kujae dwa razy to rownanie. znaleé¢ y tj. rzedne krzywej sznurowej.

Jezeli przypuscimy, ze obciazenie oprocz tego, ze jest ciagle, jest jesz-
szeze i jednostajne, czyli ze na kazda jednosé dlugosei belki przypada ten
sam ciezar ¢. to krzywa obciazen zamienia sie na prosta rownolegla do
belki, a parabola jest wtedy krzywa sznurowa. Mozemy latwo tego do-

wies¢, przypusciwszy w réwnaniu a.) = ¢,
A AR RN, I iy,
= —; calkujac, ofrzymujemy—~ = & :
o Ff ; de  H
. o . dy . g g
Poniewaz w najnizszym punkcie —= = 0, wiec stala € = o0, ezyli je-
dz
) Xy . odyte
0. t01-C = 0, wieec — ==
< iy (HOH
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e Ly
gt ‘
H

1o | =

Calkujac raz jeszcze, otrzymujemy y =

Dla ® = 0, y = o, wiec C= o,
c 2
g

Jest Lo rownanie Krzywej sznurowejdla ciaglego jednostajnego ob-
ciazenia. Fatwo zauwazy¢, Ze jest to parabola o osiach pionowych.
Oznaczywszy dlugosé belki przez 2/, otrzymujemy dla # = 1 najwieksze

2

gw=— _c_' Widocznem jest, ze ta najwicksza rzedna jest rzedna po-

wierzehni momentow, lezaca pod $rodkiem belki.

§ 31. Przedstawmy sobie [Tab. VI;] obcigzong belke 4B.
Przypatrzmy sie blizej silom i momentom w kazdym przekro-
ju tej belki. Zmieniajac ciagle polozenie przekroju K, bedzie-
my otrzymywali dla kazdego nowego polozenia coraz inna sile
poprzeczna. Jezeli na prostopadlych do LN odetniemy w kaz-
dym punkecie sily poprzeczne (z uwzglednieniem tokéw), odpo-
wiadajace przekrojom belki, lezacym nad temi punktami, i po-
laczymy nastepnie konce prostopadlych, to otrzymamy tak zw.
krzywasil poprzecznych L/N.Rzgdne tej Krzywej, mierzone
od LN, daja sily, zewnatrz odpowiedniego przekroju lezace.
Odeinek P, jest sila poprzeczna dla przekroju K,; NN’ jest
sila poprzeczna w ostatnim przekroju 7 itd.

1o | =

Naiens

Przypatrzmy sie zmianom sily poprzecznej przy zmia-
nie przekroju. W pierwszym przekroju A sily poprzeczng jest.
oczywiscie oddzialywanie 4. Punkt A4 jest jednym punktem-
linii dziatania tej sily. Sila P,, zewnatrz przekroju K, dziala-
jaca, przechodzi przez punkt P,,lezacy na przecigein zamyka-
jacej i stycznej do krzywej sznurowej w punkcie K,'. Wiel-
kos¢ tej sily (cze$¢ wieloboku sil, zawarta miedzy rownolegle-
mi do zamykajacej i do stycznej promieniami 0Z i OR) jest
mniejsza niz w poprzednich przekrojach. Gdy przesuwamy prze-
kroj co raz dalej na prawo, punkt P, posuwa sig¢ coraz dalej
na lewo na zamykajacej; jednoczesnie wielko$¢ sily P coraz
sie zmniejsza, poniewaz w wieloboku sil promien OR coraz sig
bardziej nachyla do OZ. Nareszcie w przekroju M, w ktorym
styczna jest rownoleglta do zamykajacej, punkt P; lezy nie-
skonczenie daleko po lewej stronie, a sila P, jest nieskoncze-
nie mala, bo OR upada na 0Z. Mamy w tym wypadku co—od-
legta i co—maly site. Krzywa sil poprzecznych przecina w tym
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punkcie pozioma LN. Do tego punktu wszystkie sity byly
ujemne, bo oddzialywania byly wieksze niz obeciazenia po tej
stronie. W punkcie M oddzialywanie réwna sie obciazeniu.
Nieskoneczenie male przesuniecie przekroju po za punkt M po-
woduje przeskoczenie punktu P, lezacego co—daleko na lewo
do nieskonczonosci na prawo. Sila poprz. staje si¢ dodatnia.
Przy dalszem poruszaniu si¢ przekroju do 2 punkt P, zbliza sie
coraz bardziej; w przekroju K, lezy w P,; sila poprzeczna,
przechodzaca przez ten punkt, jest dodatnia, a nareszcie kiedy
przekroj lezy w B, sila poprzeczna jest réwna oddzialywaniu
B, ma tylko tok odwrotny.

W calym przebiegu przekroju punkt przylozenia sity, ze-
wnatrz przekroju dzialajacej, jest zawsze zewnatrz belki.

Zmiane momentéw widzimy z powierzchni momentow,
ktorej rzedne sy proporcyonalne do momentéw w odpowiednich
punktach. Rzedna M, jest proporcyonalna do momentu w przekro-
ju K, rzedna M, do mom. w przekroju K,. Na punktach oporu
moment = 0, poniewaz rzedne sa = 0. Najwiekszy moment
otrzymujemy w punkeie M, w ktérym styczna do krzywej sznu-
rowej jest rownolegla do zamykajacej. W tym punkcie sila, ze-
wnatrz przekroju dzialajyca, jest oo —mala i co —odlegla : jest pa-
ra sil. Jedna sila tej pary jest oddziatywanie .1, a drugg ciezar
obciazenia belki miedzy A i M, ktory mozemy uwazac za skon-
centrowany w $rodku ciezkosci tej czesei powierzchni obciazen.

§ 32. Jezeli obciazenie jest ciggle i jednostajne (=c na
kazda jedno$¢ dlugosci belki), to oba oddzialywania sa sobie
rowne i kazde z nich rowne jest polowie obciaz. belki, (np.
oddz. A==cl, jezeli dlugos¢ belki oznaczymy przez 20). W punk-
cie najwiekszego momentu obeiazenie do tego punktu réwnac
sie powinno oddzialywaniu, to jest oddzialywanie i wypadko-
wa obciazen od punktu oporu do punktu najw. momentu two-
rza pare sil. Oczywiscie ten punkt lezy po $rodku. Jedna z sit
tworzacych pare dziala w punkecie 4 w gore, a druga w srod-
ku ciezkosci obeiazenia polowy belki—na dél.  Odleglos¢ jednej
I, wiec moment pary sil = ¢l X »%— | = —;—clz.

Rzedna powierzchni momentow, odpowiadajaca temu momentowi,
1%

: Rkt o $ 4 :
réwna si¢ - o lezy po $rodku, a cala powierzchnia momen-

Sidrugcicj — ‘1)
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tow jest odecinkiem paraboli (§ 30). Najkrotsza droga do wy-
kreslenia tej powierzchni jest obliczy¢ najwieksza rzedna
= ;7- cl*: H, odcia¢ ja pod s$rodkiem belki od poziomej A5’
[Tab. VI,] jako MOinastepnie wykresli¢ przez trzy punkty 4’, 0’
i B parabole, ktora jest oznaczona zupelnie, poniewaz oprocz
trzech punktow znamy jeszcze styczna w punkeie 0, ktéra powin-
na by¢ rownolegla do A'A’, i wiemy, ze osi paraboli sa pio-
nowe. Przoprowadzamy dwie skrajne styczne do paraboli
A'T i 5'T; OT wedlug wlasno$ci paraboli = OM. Nastep-
nie prowadzimy przez punkt O styczngy // do A'B. Styczna do
paraboli w punkcie, odpowiadajacym przekrojowi K. znajduje
sie w sposob nastepujacy. Ze srodkow S, i S, odcinkow AK
i KB spuszczamy prostopadle na skrajne styczne do punktow
T, i T,; T,T; jest styczng do paraboli w punkecie K.
7 tej wlasnosci stycznej do paraboli wypada bardzo latwy spo-
sob wykreslenia dowolnej ilosci styeznych, ktore tworza wielo-
bok otaczajacy parabole. Dzielimy skrajne styczne A"1" i B"T"
na rowna ilos¢ réownych czesci i lgczymy punkty podzialu
w sposob oznaczony na figurze. Punkty stycznosci sa ozna-
czone Kkreskami. Po wykresleniu tych styeznych wkreslamy
od reki parabole.

Przypatrzmy sig¢ teraz krzywej sil poprzecznych dla cia-
glego i jednostajnego obciazenia. Sila poprzeczna P w kazdym
przekroju réwna jest wypadkowej oddzialywania i calego ob-
ciazenia po lewej stronie przekroju. Jezeli odleglosé¢ jakiego-

kolwiek przekroju od A oznaczymy przez z, to P = cx — A.
Przypusciwszy, ze = jest zmienna, zauwazymy, zZe jest to row-
nanie prostej. Dla # == 0, P = — 4 = — pl. Odcinajac te

wartos¢ od A" do N, otrzymamy jeden punkt szukanej prostej
sil poprzecznych. Dlaxz =21, P=2pl — 4 = 2 pl — pl = pl,
wige B”L = A"N. Polaczywszy N z L, otrzymamy powierz-
chnie sil poprzecznych NA"B"L, ktérej kazda rzedna = sile
poprzecznej w przekroju nad nia lezacym. Punkt M, odpo-
wiadajacy punktowi najwiekszego momentu, lezy po srodku
tam, gdzie sila poprzeczna = 0.

§ 33. Jezeli belka jest obciazona jednoczesnie obciaze-
niem ciaglem (np. wlasnym ciezarem) i pojedynczemi ciezara-
mi (np. kolami pociagu), to latwo znajdujemy dla kazdego prze-
kroju moment i silg poprzeczna, opierajac si¢ na twierdzeniu
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z Mechaniki elementarnej, powiadajacem, ze sily réwnolegle
i ich momenty dodaja si¢ algebraicznie. Jezeli wigec mamy
belke A7 [Tab. VI, |, obciazona ciaglem jednostajnem obcigzeniem
i pojedyniczemi cigzarami, to wykreslamy przedewszystkiem
powierzchnie momentow dla ciaglego jednostajnego obciazenia-
Jest to, jak wiadomo, odcinek poraboliczny A'mZB. Nastepnie
wykreslamy przy pomocy jakiegokolwiek bieguna O wielobok
sznurowy dla ciezarow pojedynczych 4'1'2'3'4'F. Dalej posu-
wamy pionowo w gore biegun o tyle, zeby punkt F upadl na
punkt £’. Wiadomo, Ze. przy zmianie bieguna, odpowiednie bo-
ki wielobokow sznurowych obracaja sie okolo punktéow jednej
prostej rownoleglej do linii, laczacej oba bieguny. Ta réwno-
legla jest w tym wypadku pionowa przez A" Jezeli wiec ostat-
ni bok 4F pierwszego wieloboku przedluzymy do tej piono-
wej, do punktu 7', to ostatni bok nowego wieloboku powinien
przechodzi¢ przez T; ZB'T jest wiec ostatnim bokiem szuka-
nego wieloboku. Opierajac si¢ na tem, mozemy wykresli¢
caly nowy wielobok przy pomocy dawnego, przedluzajac boki
tego ostatniego do przecigeia z pionowa przez A i przepro-
wadzajac przez te punkty odpowiednie boki nowego wielobo-
ku sznurowego. Cale wykreslenie jest oznaczone na figurze.
Nowy biegun 0" otrzymujemy, prowadzac od dolu wieloboku
sil rownolegla od przecigcia z pionowa przez dawny biegun.
Poniewaz, jak to juz wspomnieliSmy, momenty dodaja sie al-
gebraicznie, wige i rzedne proporcyonalne do momentéow dodaja
si¢ algebraicznie, czyli rzedne powierzchni A'mB'4321A4'h sa
proporcyonalne do calkowityeh momentéw. Rzedna MM np.,
pomnoZona przez H, daje moment w przekroju K.

7 krzywa sil poprzecznych postepujemy w sposéb zupel-
nie podobny. Wykreslamy naprzod lini¢ lamana L1234M, kto-
rej rzedne przedstawiaja sily poprzeczne od ciez poj., a na-
stepnie do tych rze¢dnych dodajemy rzedne, pochodzace od ob-
ciazenia ciaglego i jednostajnego, dla ktorego krzywa sil pop.
jest prosta KN. Jako rezultat otrzymujemy lini¢ lamana, ozna-
czona linia perlowana na figurze.

bh) Obciazenia ruchome.

§ 34. W praktyce spotykamy zwykle dwa rodzaje ob
cigzen belek. Jedno, pochodzace od ciezaru wlasnego i od
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ciezarow, ktore sig zawsze znajdujg W pewnem oznaczonem
miejscu; drugie od ciezarow zmiennych, ktore zajmuja rozma-
ite miejsca na belce, np. od pociagéw Kkolei zelaznych, od wo-
zOow, ludzi itp. Ten drugi rodzaj obciazenia wywoluje rozma-
ite zmiany w silach poprzecznych i momertach kazdego prze-
kroju. Jezeli, jak si¢ to zwykle zdarza, ciezary z jednej stro-
ny wchodza nabelke, a z drugiej wychodza (jezeli np. na bel-
ke mostu wjezdza pociag) to-—wziawszy pod uwage jakikol-
wiek przekroj—pomiedzy wszystkiemi polozeniaml cigzarow
jest jedno, ktére wywoluje w tym przekroju najwieksza sile
poprzeczna dodatnia, drugie najwieksza sile poprz. ujemna,
a trzecie najwiekszy moment. Rozmiar przekroju belki po-
winien by¢ naturalnie obliczony wedlug takich obciazen, nazy-
wajacych si¢ niekorzystnemi.—Poniewaz wiemy, Ze sily réw-
nolegle i ich momenty dodaja si¢ algebraicznie, wiec mozemy
oddzielnie znajdowac te sily i momenty dla obciazenia stalego
(np. wlasnego cigzaru), a oddzielnie dla zmiennego (np. pocig-
gu kolei) i nastgpnie dodawadc je algebraicznie. Sumy dadza
nam sily i momenty dla belki, jednoczesnie obciazonej zmien-
nem i stalem obciazeniem. Ta swoboda rozdzialu postugiwac
si¢ bedziemy przy znajdowaniu niekorzystnych obciazen i przy-
puseimy najprzod, ze belka przez nas badana jest niewazka.
Niech AZ [Tab. VI;] przed:tawia nam taka belke. Przypusémy,
ze mamy do rozporzadzenia jeden ruchomy ciezar @, ktory
w dowolnem miejscu ustawi¢ mozemy. Stawiamy sobie dwa
pytania: W ktéorem miejscu ten ciezar leze¢ powinien 1° zeby
sila zewnatrz przekroju K dzialajaca byla najwieksza i IIo, ze-
by moment tej sily wzgledem przekroju byl najwickszy?

I*. Dajmy na to, ze ciezar @ lezy miedzy 4 i K. Trojkat
A'B'L jest dla tej jednej sily wielobokiem sznurowym. @ wy-
woluje dwa oddzialywania 4 i 25, ktorych wypadkowa wuzieta
z tokiem odwrotnym rowna si¢ @. Sila zewnatrz przekroju K
dzialajaca jest (§ 27) wypadkowa sil 41 Qeczyli @ — A, przecho-
dzaca przez punkt oporu 4 (przez przeciecie bokoéw lezacych pod
przekrojem). Sila ta jest = 2, ma tylko tok odwrotny (strzal-
ka kreskowana na figurze) tj. dziala na dol w kierunku do-
datnim. Kazde polozenie ciezaru @ miedzy 4 i K daje sile po-
przeczng dzialajgca w A na dol, bo @ jest zawsze wieksze jak
A. Jezeli @ posuwa sig od A do K, to im dalej jest od A, tem
sila poprzeczna jest wieksza, bo tem mniejsze jest oddzialy-
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wanie A; najwicksza jest, kiedy @ lezy bezposrednio przed
przekrojem K. Jezeli @ jest po drugiej stronie przekroju
[Tab VI, tosila zewnatrz przekroju dzialajaca (zawsze bierze-
my pod uwage lewa strone belki (§ 27)) jest oddziatywanie 4,
przechodzace przez punkt .1 i dzialajace w gore, tj. w innym
toku, niz kiedy ciezar @ lezal po lewej stronie przekroju. Ta
sila poprzeczna (A) jest najwieksza, kiedy @ jest najblizej
przekroju K. Jezeli zamiast jednego ciezaru wprowadzimy
kilka na jedna strone belki np. na 4K, to kazdy z tych cig-
zarow wywoluje sily dodatnie (na dot skierowane), a kazda si-
la, przylozona z drugiej strony przekroju, migdzy K i B, wy-
woluje sily ujemne (dziatajace w gore). Chcac wige otrzymad
najwieksza dodatnia sile poprzeczng w przekroju K, trzeba
wprowadzi¢ jak najwiecej ciezarow na lewa strone belki,
a prawa zostawi¢ nieobciazona (bo kazdy ciezar z prawej
strony wywoluje sile pop. ujemna, ktéra zmniejsza silg dodat-
nia, wywolana ciezarami lezacemi po lewejstronie) i uwazac,
zeby najwieksze ciezary lezaly jak najblizej przekroju. Jezeli
pociag kolei zelaznej jest naszem cbciazeniem ruchomem, to
trzeba, zeby wjechal z lewej strony telk: przez 4 i dojechatl
do przekroju K. Pierwsze kola lokomotywy sta¢ powinny na
tym przekroju. Zeby wywola¢ najwieksza ujemna sile, obeig-
zamy odwrotnie prawa czesé belki od £ do K. Pod kazda
z figur 5 i 6 oznaczone jest gruba linia niekorzystne obciaze-
nie. Ogolne prawidlo brzmi jak nastepuje:

Aby wywola¢ najwieksza sile poprzeczna w jakimkol-
wiek przekroju, obciazamy lewa Iub prawa czes¢ belki od
przekroju do punktu oporu, stosownie do tego, czy chcemy
wywola¢ maximum dodatnie lub tez ujemne. Najwicksze cie-
zary powinny leze¢ najblizej przekroju.

11°.  Jezeli sila @ lezy polewej stronie przekroju [Tab.
VI,] to sila zewnatrz przekroju dzialajaca jest sila Q—. dzia-
lajaca w B na dol. Moment tej sily wzgledem przekroju K
otrzymujemy, mnozac ja przez ramie AK, a poniewaz sila sta-
ra si¢ obréci¢ ramig¢ w toku dodatnim, wiec moment jest do-
datni. Moment sily zewnatrz przekr. dz. jest zawsze dodatni,
jezeli ciezar lezy migdzy 4 i K, i to tem wiekszy im wigksza
jest sila poprzeczna w 5 dzialajaca, to jest im blizej przekro-
ju K jest ciezar . Jezeli @ lezy po prawej stronie belki
miedzy K i B, to sila zewnatrz przekr. dzial. jest oddzialy-
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wanie A, ktére dziata w gore, wiec takze obraca swe ramig
w toku dodatnim, i moment jest dodatni i to tem wiekszy, im
cigzar @ jest blizej przekroju. Jezeli wige kazdy ciezar, lezg-
cy po jednej lub po drugiej stronie przekroju K, wywoluje
moment dodatni, to chege w przekroju K wywola¢ najwiekszy
moment, nalezy obciazy¢ cala belke i uwazaé przytem, zeby
cigzary najwieksze byly najblizej przekroju. W zwyklej belce
mamy wige tylko momenty dodatnie. Jezeli obciazenie sklada
si¢ z pojedynczych ciezarow (np. cisnienia kol lokomotyw), to
najwigkszy moment lezy zawsze pod ciezarem, bo w wielobo-
ku sznurowym pod ciezarem lezy najwigksza rzedna. Nalezy
wige dla niekorzystnego obciazenia wzgledem przekroju K
postawi¢ jeden z ciezaréow (np. jedno z kol najciezszych) na
przekroju.

§ 30. Krzywa najwigkszych sit poprzecznych. Zeby wy-
wola¢ najwieksza sile poprzecznag w dowolnym przekroju K,
obciazamy te belky niekorzystnie, tj. raz od 4 do K, drugi
raz od B do K. Otrzymujemy raz najwieksza dodatnia, dru-
gi raz najwigksza ujemng sil¢ poprzeczna, ktéra w tym prze-
kroju dziala¢ moze przy pewnem obciazenin. Jezeli to samo
uczynimy dla kazdego przekroju i wielkosci tych najwiek-
szych sil odetniemy od poziomej pod przekrojami odpowied-
niemi (dodatnie na doél, ujemne w goére), to otrzymamy tak
zwane krzywe najwiekszych sil poprzecznych. [Tab VIL]. 4’5
jest taka krzywa sil ujemnych, A'A4 sil dodatnich. Szukanie
sily najwigkszej dla kazdego przekroju za pomoca wykresla-
nia odpowiedniego dla niekorzystnego obciazenia wieloboku
sznurowego zajeloby bardzo wiele czasu. Winkler podal spo-
sob znalezienia tych sil za pomoca jednego tylko wieloboku
sznurowego. Przypusémy, ze obciazeniem naszej belki jest po-
ciag, zlozony z lokomotyw. Wprowadzamy ten pociag na da-
na belke¢ AZ [Tab. VII,| przez punkt 4 i doprowadzamy do B
tak, zeby pierwsze kolo pierwszej lokomotywy stalo na 21 ca-
la belka byla pokryta lokomotywami. Koélka wieksze na figu-
rze oznaczaja kota lokomotyw, a kétka mniejsze kola tendrow.
Wykreslamy dla tego obciazenia wielobok sznurowy i prze-
dluzamy ostatni bok B'Q. Rzedne miedzy tym przediuzonym
bokiem a wielobokiem sznurowym (np. R R'), rzedne powierz-
chni kropkowanej, sa proporcyonalne do sit poprzecznych naj-
wigkszych w przekrojach (K,K'), lezacych nad temi rzednemi
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i potrzeba je tylko pomnozy¢ przez —, zeby otrzymac odcinek
ktory, mierzony na podzialce sil, daje najwigksza poprzeczng
site. Rzedna R, pomnoZona przez Pk jest najwieksza sila po-

przeczna w przekroju K. Zeby tego dowies¢, trzeba znalesé
wielobok sznurowy, odpowiadajacy niekorzystnemu obcigzeniu
wzgledem przekroju K i nastgpnie zobaczy¢, czy rzgdna PR,
otrzymana w sposob wskazany wyzej, pomnozona przez ?[
i

rowna jest sile najwiekszej poprzecznej, otrzymanej przy nie-
korzystnem obciazeniu. Latwo zauwazy¢, ze jezeli przewro-
cimy nasza belkeipostawimy ja w poloZenie B'K' A, tak, ze K
leze¢ bedzie pod punktem oporu 27, nastepnie rzucimy piono-
wo przewrocona belkena wielobok sznurowy, to czes¢ B"5"A"
glownego wieloboku bedzie wielobokiem sznurowym dla nie-
korzystnego obciazenia belki wzgledem przekroju K. Mamy
bowiem, zwracajac uwage na przewrocona belke ZA’, obcig-
zenie od B do K, czyli mamy nickorzystne obciazenie, wywo-
lujac najwicksza sile poprz. ujemna w przekroju K. Wielo-
bok sznurowy jest od B” do A’ linig lamana, a od B do A"
prosta, bo migdzy K i A nie ma zadnego obciazZenia. Jak
wiadomo, otrzymujemy sile poprzeczna dla jakiegokolwiek
przekroju, prowadzac w wieloboku sil rownolegle do zamy-
kajacej i do boku, lezacego pod przekrojem. Przeprowadza-
my te rownolegle 00 i 0Z. Odcinek 2 wieloboku sil, zawar-
ty miedzy niemi, jest najwieksza sila poprzeczng w przekroju
K. Jezeli porownamy trojkaty kreskowane w obu wielobo-
kach, to zauwazymy, ze sa one podobne:
H
I,
czyli, ze rzedna powierzehni kropkowanej, pomnozona przez
stosunek H do 2I, jest odcinkiem, Ktory, mierzony na podzial-
ce sil, daje najwieksza poprzeczna sile w odpowiednim prze-
kroju. Jezeli do wykreslenia wicloboku uzyjemy jako odle-
glosci bieguna H=2I, to rzedne mierza si¢ odrazu na podzial-
ce 8il, bo H: 2i=1.

Powierzchnia kropkowana jest krzywa najwigkszych sil
ujemnych. FLatwo zauwazy¢, ze krzywa najw. sil dodatnich
jest symetryczna.

Lo B—H2l wigt el
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Jezeli przypuscimy, ze niekorzystne obciaZenie jest cia-
gle i jednostajne, to otrzymamy zamiast wieloboku sznurowe-
go z Fig. 2 parabole [Tab. VII;). Powierzchnia kropkowana
Jjest powierzchnig najwigkszych sil poprzecznych. Najwigksza
z rzednych tej powierzchni, 4’4", pomnozona przez stosunek
H do 2I, réwna jest oddzialywaniu 4, ezyli, poniewaz obcig-

¢

zenie jest jednostajne,—polowie calego obciqienia:%—-:cl, je-
zeli ¢ oznacza cigzar na jednos¢ dlugosci belki. Mozemy wiege,
na wypadek ciaglego jednostajnego obciazenia, wykresli¢ od-
razu Kkrzywa najwickszych ujemnych sit poprzecznych, opie-
rajac sig na tem, ze jest oma paraboly (u dolu figury), styczng
do poziomej KL, ktérej najwieksza rzedna rowna jest ¢/ i le-
zy w punkeie 4. Krzywa sit dodatnich jest zupelnie syme-
tryczna i jej najwieksza rzedna LL'—=takze cl. Zeby wykre-
sli¢ parabole, laczymy K' z L' (K'L' jest styczna), nastepnie
w kazdym z katow K'SL i I/SK wykreslamy wedlug § 32
parabole. Sposéb wykreslenia jest oznaczony na figurze.

§ 36. Krzywa najwigkszyeh momentow. W § 34 dowie-
dlismy, ze, aby w dowolnym przekroju moment byl najwie-
kszy, belka powinna by¢ calkowicie obciazona, najwigksze
cigzary powinny leze¢ w blizkosci, a jeden z nich na samym
przekroju. Jezeli dla wielu przekrojow belki znajdziemy mo-
menty najwieksze i odetniemy je od poziomej w odpowiednich
punktach, to otrzymamy krzywa najwiekszych momentow.
Jezeli obciazenie jest ciagle i jednostajne (¢ na jednosé
dlugosci), to oczywiscie krzywa ta bedzie parabola. Najwy-
godniej jest obliczy¢ strzalke tej paraboli (= 1)— cl?) i wykre-

sli¢ ja sposobem, wskazanym w § 32. Jezeli obciazenie po-
chodzi od pojedynczych cigzaroéw, to nie mozna zna-
les¢ krzywej najw. mom. w tak latwy sposéb, jak krzywa
najw. sil poprzecznych i nalezy dla kazdego przekroju zna-
les¢ moment osobno. Najwigkszem mozliwem obcigzeniem
mostow jest najczesciej pociag, zlozony z samych lokomotyw.
Przypatrzmy si¢ blizej, w jakisposob znajduje si¢ dla takiego
obciazenia krzywa najwiekszych momentéw. Dzielimy pozioma,
ktorej dtugos¢ réwna si¢ dlugosei belki, na Kilka czesci, znajduje-
my w kazdej czesci najw. moment iodeinamy go na pionowej,
w odpowiednim punkcie przeprowadzonej. Zeby w dowolnym
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przekroju K moment byl najwiekszy, musza okolo niego i na
nim leze¢ najwieksze ciezary. W tym celu, zeby mie¢ jak naj-
wigcej zblizonych do siebie najwigkszych cigzarow, zestawia-
my pociag tak, ze jedna jego cze$¢ stoi tylem i dwie loko-
motywy stykaja si¢ kominami, jak na Tab. VII,. Jezeli ta-
ki pociag wprowadzimy na belke, to 6 kol srodkowych nalezy
ustawi¢ okolo przekroju K. Jedno z nich powinno leze¢ na
tym przekroju, lecz ktére mianowicie, nie mozemy z gory po-
wiedzie¢. Idac zwykla droga, trzeba byloby kazde z tych
6-ciu kol wprowadzi¢ na przekroj, wykresli¢ odpowiedni wie-
lobok sznurowy i zamknac go. Rzedne, lezace pod przekrojem,
bylyby proporeyonalne do najwigkszych momentéw i najwigksza
z nich wskazywalaby, ktére kolo musi leze¢ na przekroju.
W ten sposoéb trzeba byloby dla kazdego przekroju wykreslac
6 wielobokow. Jest sposob, ktéry zupelnie prawie usuwa te
mozolna pracg. Wykreslamy mianowicie wielobok sznurowy
dla calego pociagu lokomotyw, przynajmniej péltora razy tak
dlugiego, jak belka. Dajmy na to, ze MNO przedstawia taki
wielobok. Jezeli w przekroju K danej belki chcemy znales¢
najwiekszy moment, to przenosimy na rysunku t¢ belke do
polozenia IB tak, zeby przekréj K lezal pod jednem z 6-ciu
glownych kot (na fig. pod kolem 3). Jezeli pozioma AZB rzu-
cimy pionowo na wielobok sznurowy MAO, to FNG bedzie
wielobokiem sznurowym dla obecigzenia, lezacego na belce
AB. Moment w przekroju K jest proporcyonalny do rzednej,
oznaczonej grubsza linia. Ta rzedna, pomnozona przez H, da-
je najwigkszy moment, ktéory pod kotem 3 w przekroju K by¢
moze. Nastepnie ustawiamy belke w polozeniu kreskowanem,
tak zeby przekroj K lezal pod kolem 4, rzucamy konce bel-
ki na glowny wielobok szn. MNO i otrzymujemy wielobok
sznurowy HNJ, odpowiadajacy temu potozeniu. Rzedna tego
wieloboku, lezaca podprzekrojem, jest proporcyonalna do naj-
wiekszego momentu, jaki pod kolem 4 w przekroju A by¢
moze. To samo wykreslenie uskuteczniamy dla wszystkich
6-ciu kol, tj. przesuwamy AB 6 razy tak, ze K staje pod
wszystkiemi 6-ciu kolami i znajdujemy 6 rzednych propor-
cyonalnych do najwiekszych momentow, ktére w przekroju
K pod temi 6 kolami by¢ moga. Kolo, pod ktérem jest naj-
wieksza rzedna, tj. to kolo, ktére wywoluje najwigkszy mo-
ment, powinno sta¢ na przekroju K, jezeli chcemy, zeby bel-
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ka byla wzglegdem momentu w tym przekroju niekorzystnie
obcigzona. Moment, odpowiadajacy najwiekszej rzednej, odei-
namy obok, od poziomej 4’5" w punkcie K, odpowiadajacym
przekrojowi K. Jezeli to samo uczynimy dla kilkun przekro-
jow i nastepnie polaczymy korice rzg¢dnych przedstawiajacych
momenty, to otrzymamy Kkrzywa najwiekszych momentow
A'MB'.  Jezeli tg krzywa poréwnamy po wykresleniu z para-
bola, to zauwazymy, ze roznica jest bardzo mala, wiec tez
bardzo czgsto w praktyce wykresla sie, jako krzywa najwie-
kszych momentow, parabole, ktorej strzalka rowna jest strzalce
prawdziwej krzywej najw. mom. Wtedy te jedne tylko rzed-
na zna¢ potrzeba, odcia¢ ja na pionowej od srodka belkj
i przez trzy punkty A’, 5’ i koniec pionowej przeprowadzi¢
parabole sposobem wskazanym w § 32.

Wieloboku sznurowego MNO dla calego peciagu mozemy
uzy¢ odrazu do wykreslenia krzywej najwiekszych sil poprzecz
nych, gdyz, jezeli przedluzymy na lewo bok wieloboku sznuro-
wego, lezacy pod kolem 3, to rzedne powierzchni kropkowa-
nej migdzy tym bokiem a wielobokiem sznurowym sa. wedlug
§ 3D, proporcyonalne do najwiekszych sit poprzecznych ujem-
nych w przekrojach belki, lezacych pod temirzednemi, jezeli
belka ma polozenie A4"5". Rzedna 2 np. jest proporcyonalna
do najw. sily poprz. w przekroju X itp. Potrzeba tylko te

rzedne przez —;ll)onllxozyé, zeby otrzymac odcinki, ktore, mie-

rzone na podziatce sil, dadza prawdziwa wielkos$¢ odpowiednich
sil poprzecznych. Jezeli te odcinki odetniemy od 4’5" w odpo-
wiednich punktach na dol, to otrzymamy powierzchnie naj-
wiekszych sil ujemnych poprzecznych, ktorej ograniczenie
B'L jest lamana linia, i latwo zauwazy¢, ze gdyby$my przy-
puscili, ze to ograniczenie jest parabola, to byloby to niedo-
kladnem przyblizeniem.

§ 37. Bezwzgledne maximum momentow. W § 36 pokaza-
liSmy sposéb, za pomoca ktérego przez probowanie znajduje
sie w kazdym przekroju najwiekszy moment. Otéz od tych
momentow zalezy glownie rozmiar przekrojow belki, wiec tez
przy punktach oporu przekrdj jest maly, a w srodku najwie-
kszy. Ta zmiana momentéw, a wiec i zalezna od nich zmia-
na przekrojow uwzglednia sie w praktyce przy wiekszych
belkach, jak np. gléwnych belkach mostow itp. Lecz gdybys-
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my w bardzo krétkich belkach zmieniali przekroje odpowie-
dnio do momentéow, to wprawdzie zaoszczedzilibysmy cos
z materyalu, lecz wieksza robota, ktéra wskutek zmian oka-
zuje sie potrzebna, czyni te oszezednos¢ tylko pozorna i w ta-
kich razach, do pewnych granic, daje si¢ calej belce jedna-
kowy przekroj, ktory sie oblicza wedlug najwi¢kszego moz-
liwego momentu. Zajmiemy sie przez chwile znalezieniem
tego momentu, bez wzgledu na przekréj, w Kktorym si¢ znaj-
duje; znajdziemy bezwzgledne maximum momentow. Mozemy
tak, jak w § 36, posuwac nasza belke pod cigzarami, rzucad
ja na wielobok sznurowy, wykreslony dla calego pociagu,
i z pomiedzy rzednych, otrzymanych w ten sposéb wielobo-
kéw czesSciowyeh, wybra¢ najwigksza. Lecz oprécz tego spo-
sobu przez préobowanic jest jeszcze inny, podany przez prof.
Winklera, za pomoca ktéorego daleko predzej mozemy wy-
kresli¢ bezwzgledne maximum. Jak wiadomo, moment w ja-
kimkolwiek przckroju jest najwiekszy, kiedy na nim lezy cie-
zar (np. kolo lokomotywy), wiec tez i na przekroju, w Ktérym
jest bezwzgledne maximum, sta¢ musi kolo. Jezeli dana bel-
ke przesuwamy pod cigzarami (z polozenia 4,5, do A5’ itd)
i dla kazdego jej polozenia znajdujemy odpowiedni wielobok
[Tab. VII;|, rzucajac jej konce na gléwny wielobok, to zamy-
kajace (MN, PQ itd.) otaczaja parabolg mm, dopéki sig¢ ich
konce posuwaja po dwoéch prostych (12 i 56). Jezeli przesu-
waja sie na rozmaitych bokach, to otaczaja krzywsa, zlozong
z kawalkow parabol. Odcinki pionowych miedzy parabola
a wielobokiem sznurowym (np. 37, 5R) sy proporcyonalne do
najwiekszych mozliwych momentéw w odpowiednich punktach.
Jak wiadomo, najwieksze momenty sa pod ciezarami, wiec tez
i najwieksze rzedne sy w punktach 2, 3, 4 itd. Jezeli wigc
wykreslimy parabole, to najwiekszy z odcinkow migdzy pa-
raboly a wielobokiem sznurowym jest proporcyonalny do bez
wzglednego maximum momentéw i potrzebujemy go tylko
przez H pomnozy¢, zeby otrzymac¢ prawdziwag wielkos¢ tego
momentu. Lecz nie potrzebujemy wykresla¢ calej paraboli,
bo wiemy, ze najwigksze odcinki musza przechodzi¢ przez
punkty 2, 3, 4, 5....; wystarczy wigc nam znajomos¢ stycz-
nych do paraboli w tych punktach, lezacych pod cigzarami.
Odcinki pionowe miedzy temi stycznemi a wielobokiem sznu-
rowym, przechodzace przez punkt stycznosei, (np. 3T), sa

http://rcin.org.pl



62 ZARYS STATYKI WYKRESLNEJ. [62]

oczywiscie proporcyonalne do najwiekszego momentu, jaki
pod odpowiednim ciezarem by¢ moze. Jezeli wykreslimy te
styczne dla wszystkich cigzaréw, to mozemy latwo znale$c,
pod ktérg jest najwiekszy odcinek, i ten ostatni, pomnozony
przez H, jest bezwzglegdnem maximum momentéw. Styczne
wspomniane latwo dajg si¢ wykresli¢, opierajac sig na wlasnosci
paraboli, ze $rodki wszystkich styeznyech, dopoki ich konce
posuwaja si¢ po tych samych prostych, leza w jednej stycznej
P@Q do punktu @, lezacego pionowo nad przecieciera hokow,
na Kktérych si¢ slizgaja konce styeznych. Wiec MF = FN.
Oproécz tego wiadomo, ze jezeli w dwéch punktach paraboli
przeprowadzimy styczne, to osi paraboli, przechodzace przez
punkty stycznosci, sa rownooddalone od punktu przeciecia
stycznych. Pionowa przez I jest rownooddalona od piono-
wej przez T i pionowej przez G. Jezeli wiec chcemy wy-
kresli¢ styczna od paraboli w punkecie, lezacym nad 3, to
przedtuzamy boki wieloboku sznurowego, po ktérych sie sliz-
gaja zamykajace. Przez ich punkt przecigcia Z, prowadzi-
my pionowsa GL. Nastepnie toz samo przez punkt 3 (73).
Migdzy temi dwoma posrodku prowadzimy pionowa p i od
niej, od punktu S, odcinamy na obie strony na poziomej po
pol dlugosci belki (S4, i SB,). Razuciwszy korice tej belki na
wielobok sznurowy, otrzymujemy szukana styczna MN. Odei-
nek 37 jest proporcyonalny do najwiekszego mozliwego mo-
mentu pod ciezarem 3.

Wyrazona jezykiem mechanicznym, tak brzmi wlas-
nos¢ opisana paraboli: Pod jakimkolwiek ciezarem jest wtedy
najwigkszy moment, Kkiedy ten ciezar i wypadkowa wszyst-
kich na belce lezacych cigzarow sa rowno oddalone od $rod-
ka belki.

§ 38. Jak wiadomo, kazdy wiekszy zelazny lub drewnia-
ny most kolejowy sklada sie¢ z dwoch belek glownych A [Tab.
VIIg], idacych od jednego filara do drugiego. Na tych opie-
raja sie w niewielkiej od siebie odleglosci belki poprzeczne B,
a na tych znowu belki podiuzne C, ktére podtrzymuja pod-
kiladki pod szyny D. Jezeli most jest zelazny, to belki podluz-
ne C sa zwykle przyczepione do belek poprzecznych nitami,
ktorych ilos¢ i przekroj oblicza sie na podstawie najwieksze-
go oddzialywania, jakie od belki podluznej pochodzi¢ moze.
Jezeli A7 [Tab. VII;] przedstawia nam taka belke podluzna,
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przyczepiona w punktach 4 i 2 do belek poprzecznych, to
oczywiscie znajdziemy najwieksze oddzialywanie w A, usta-
wiajac lokomotywe tak, ze pierwsze jej kolo (1) sta¢ bedzie
najblizej punktu 4. Wykreslajac odpowiedni wielobok sznu-
rowy, znajdziemy to oddzialywanie wedlug § 26.

Belki poprzeczne obliczaja sie na podstawie najwiekszych
ci$nien, jakie od belek podiuznych pochodzi¢ moga. Jezeli B
[Tab. VIIg] jest belka poprzeczna, to na nig cisna ciezary po-
chodzace od belek podluznych AB i BC. Zeby znales¢, jakie
powinno by¢ polozenie kol pociagu, by suma dzialajacych
w B oddzialywan belek 4B i CB byla najwigksza, wykresla-
my wielobok sznurowy MNO dla pewnej czesci pociagu dluz-
szej, jak AC; ST jest odpowiednim wielobokiem sii. Nastep-
nie stawiamy B pod rozmaite kola pociagu i w kazdem po-
lozeniu rzucamy ABC na glowny wielobok MNO. Otrzymuje-
my w kazdym wypadku dwa wiel. sznurowe A'B' i B'C. Sumeg
oddzialywann w B otrzymujemy, prowadzac w wieloboku sil
przez O rownolegle do A'B' i B'C, jako P@. Uskuteczniajgc
to samo dla kazdego potozenia ABC, znajdziemy najwigksze
PQ, odpowiadajace najwiekszej mozliwej sumie oddziaty wan
w B.

c) Obcigzenia jednoczesnie stale i ruchome.

§ 39. Kazda belka ma swoj wlasny ciezar, ktory jest jej
stalem obcigzeniem. W najezesciej spotykanych wypadkach
jest ono jednostajne. Jako krzywa sil poprzecznych dla ta-
kiego obciazenia otrzymujemy prosta LN [Tab. VIIL ], przeci-
najaca pozioma AB po Srodku; punkt najwigkszego momentu
M lezy w tem przecieciu, bo sila poprzeczna jest tam = 0.
Jezeli wprowadzimy na belke dowolny cigzar, to punkt M
zmieni swe polozenie, bo, jak wiadomo z § 31, obciazenie bel-
ki od punktu oporu 4 do tego punktu réownaé si¢g powinno
oddzialywaniu A, a wskutek wprowadzenia ciezaru @, wiel-
kos$¢ tego oddzialywania sie zmienila. Podezas gdy belka by-
la obciazona tylko wlasnym ciezarem, kazde oddzialywanie
rowne bylo polowie ciezaru belki (punkt M lezal po srodku)
jezeli za$ ciezar Q byl wprowadzony na belke, przypuscémy
przez punkt oporu 2B, i postawiony po prawej stronie prze-
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kroju, to oddzialywanie A sig zwigkszylo i pomiedzy A a pun-
ktem M musi by¢ dluzszy kawal belki, zeby jego ciezar row-
nal si¢ 4. Wiec punkt M zblizyl sie do ciezaru Q. Skoro
dalej posuwamy nasz ciezar od 5 do 4, to punkt M zbliza
si¢ do niego coraz bardziej, az nareszcie cigzar i M upadaja
jeden na drugi. Od tej chwili M zmienia kierunek swego bie-
gu, zawraca, i @ i M poruszajasie w jednym kierunku i zbli-
zajg sig ku A, az wreszcie w pewnym punkcie rozchodza sie
w przeciwne strony i kiedy @ wychodzi z belki przez 4, M
wraca do swego pierwotnego pofozenia, do $rodka belki. FLa-
two zauwazy¢, ze najwieksze zblizenie punktu M do punktu
oporu bedzie wtedy, kiedy migdzy nim a punktem oporu be-
dzie lezalo jak najwigcej ciezarow i najciezsze z nich beda
lezaly od strony M. Jezeli wezmiemy pod uwage pociag Kko-
lei zelaznej, to gdy wjezdza na belke¢ mostu, M przybliza sig
ciggle, az do chwili, w ktérej pierwsze kolo lokomotywy
z nim sie¢ spotka. Od tej chwili M i pociag ida w jednym
Kierunku tak dlugo, az poki ostatnie kolo pociagu nan nie
upadnie. Wtedy M zaczyna cofac si¢ w tyl i wraca do $rod-
ka belki. Otrzymujemy dwie granice zboczenia tego punktu.
Skoro pociag wjezdza z drugiej strony, otrzymujemy drugie
dwie. Z tych czterech granic sa dwie najbardziej od srodka
oddalone i niemi si¢ blizej zajmiemy. Jak wiadomo, M lezy
tam, gdzie sila poprzeczna=— 0, a poniewaz nie lezy nigdy
zewnatrz dwoch granic, ktore nazwijmy M, i M, wiec ze-
wnatrz tych granic sila poprzeczna nie moze byd
nigdy = 0. Na Tab. VIII,a) ALNZS jest powierzchniy sil
poprzecznych dla wlasnego stalego obcigzenia belki; 4L=AN
=c,l. jezeli ¢, oznacza cigzar wlasny belki na jednos$¢ dlugo-
sei Rzedne powierzchni ALM sy ujemne, a powierzchni ZNM
dodatnie. Rzgdna /7, jest silyg poprzeczna w przekroju K.
Przypus¢my, ze obciazenie ruchome jest takze ciagle i jedno-
stajne =¢, na jednos¢ dlugosci. Jezeli to obciazenie wehodzi
na belke przez punkt oporu 2, to wywoluje ono najwieksze
sily poprzeczne ujemne, dla ktorych krzywa jest wedlug § 35
parabola 5 L, [Tab. VIII;b]. Rzedna P, jest najwieksza mo-
zliwa ujemna poprzeczny sila w przekroju K. Jezeli polaczy-
my stale i ruchome obciazenie (to jest dodamy algebraicznie
powierzchnie z Fig. a) i b)), to otrzymamy, jako powierzchnieg
sil najwigkszych poprzecznych ujemnych, powierzchnie krop-
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kowana A,5,N,L, 4, Fig. ¢) Rzedna KK, tej powierzchni rowna
sie¢ 2. + P, . Rzedna RR,=P', —7F', . Pomigdzy punktem 1/,
w ktorym krzywa LN, przecina pozioma 4,5, a punktem
oporu Z nie moze nigdy leze¢ punkt najwiekszego momentu,
bo sila poprzeczna, powstajaca z polaczenia a)i b), nie moze
byé¢ nigdy réwna zeru.

Jako krzywa najwiekszych dodatnich sil poprzecz-
nych otrzymujemy symetryczng krzywa L,N, (Fig. d). Pomie-
dzy punktem 4 a M, nie moze takze njgdy leze¢ punkt naj-
wiekszego momentu; wiec si¢ porusza on miedzy granicami
M,, M,. Najwyrazniej to widac¢, polagczywszy obie figury c
i'd) w jedng e). Na lewo od M, moga by¢ tylko sily ujem-
ne, na prawo od M, tylko sily dodatnie. Miedzy M, i M,
sily moga miec tok rozmaity. Najwigksza mozliwa sila po-
przeczna ujemna w przekroju F, jest FIF' (kiedy belka, oprécz
wlasnego cigzaru jest obeiazona od B do F), a najmniejsza
FF, (kiedy belka jest obciazona od 4 do F).

Momenty w belce, obciazonej jednoczesnie stalem i ru-
chomem ohciazeniem, mierza sie rzednemi zlaczonych po-
wierzchni najwigkszych momentéw obu rodzajéow obciazen
Rzedna yy' (Fig. f), pomnozona przez H, jest w przekroju K
najwiekszym mozliwym momentem.

d) Srodek sit réwnolegltych. Srodek ciezkosci.

§ 40. Jezeli obracamy sily réwnolegle o jeden kat oko-
lo punktow przylozenia, to ich wypadkowa obraca si¢ takze
okolo jednego punktu, zwanego srodkiem sil réwnole-
glych. Przypusémy, ze mamy naprzéd tylko dwie roéwno-
legle sily P i @ [Tab. VIIL,]. Wypadkowa tych sil przecina
prosta RE', laczaca punkty przylozenia danych sil, w punkcie
R'. Jak wiadomo, RR" tak sie¢ ma do R"R', jak @ do P. Je-
zeli nastepnie obrécimy dane sily, nie zmieniajac ich wielko-
$ci, o kat ¢ i postawimy w polozeniu P i @, to nowa wy-
padkowa W’ musi takze przechodzi¢ przez R”; gdyz RE mu-
si by¢ takze podzielona przez W' w odwrotnym stosunku sil
P i @, ktorych wielko$ci nie zmieniliSmy przy obrocie. Te-
go samego mozemy dowies¢ dla kazdego nachylenia sil, wiec

[}
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punkt A" jest punktem, okolo ktérego obracaja sic wypadko-
we dwoch sil, kiedy zmieniamy ich kierunek, nie zmieniajac
ani wielkosci (przynajmniej ich stosunku), ani punktéow przy-
lozenia; punkt 2" jest wiec srodkiem dwoéch danych sil. Je-
zeli do dwoch sil dodamy trzecia roéwnolegla, to oczywiscie
Srodkiem wszystkich trzech sil jest $rodek wypadkowej pier-
wszych dwéch i sily trzeciej. Jezeli dodamy jeszcze czwar-
ta sile, to srodek wszystkich czterech jest $rodkiem wypad-
kowej pierwszych trzech i ostatniej i t. d.~ W ten sposdb mo-
zemy dowies¢ twierdzenia, stojacego na czele §, dla dowolnej
ilosci sil réwnoleglvch.

Jezeli wezmiemy pod uwage cialo jakiekolwiek, to na
kazda jego najdrobniejsza czastke dzialaja sity przyciagania
ziemi, ktoryeh wypadkowa jest to, co nazywamy cig¢zarem
ciala. Kazda z tych sil jest przylozona do punktow mate-
ryalnych, skladajacych cialo, i kazda z nich jest pionowa,
wiec je uwazamy za rownolegle; jako takie, wszystkie te sily
maja jeden Srodek, ktéry nazywamy s$rodkiem ciezko-
Sci. JezelibySmy wiec mogli zmieni¢ kierunek sil, obraca-
jac je o kat jeden okolo punktow przylozenia, to wypadko-
wa obracalaby si¢ okolo tego s$rodka ciezkosci. Nie w na-
szej jest mocy zmieni¢ kierunek sil przyciagajacych ziemi,
lecz mozemy ueczyni¢ co$ zupelnie temu odpowiadajacego,
obracajac cialo w przestrzeni. Jest wigc w kazdem ciele,
w kazdej powierzchni lub linii materyalnej, punkt, zwany
srodkiem ciezkosci, przez ktory przechodzi zawsze wypad-
kowa wszystkich sit przyciagania. Od tej chwili bedziemy
mieli na uwadze $rodki ciezkosei figur, lezacych w plasz-
czyznie. ;

§ 41. Ogolne prawidlo, wedlug ktorego sie znajduje
srodek cigzkosci dowolnie ograniczonych powierzchni pla-
skich, lub tez linij, lezgcych w plaszezyznie, jest nastepuja-
ce: znajdujemy wypadkowsa wszystkich sil ciazenia, na-
stepnie obracamy te sily okolo ich punktéw przylozenia
o kat jeden i znajdujemy znowu wypadkowy; na przecieciu
pierwszej i drugiej wypadkowej lezy $rodek ciezkodci. lLeez
poniewaz mamy przed soba nieskonczony ilo$¢ nieskonczenie
malych sil, ktoremi wykreslnie operowa¢ nie mozemy, wiec
podstawiamy, zamiast tej nieskonczonej ilosci, skonczona ilo$¢
sit skonczonych. Mozemy dana powierzchni¢ podzieli¢ na
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kilka najprostszych figur (ktérych srodek ciezkosci tatwo
znale$¢ mozemy) i nastepnie przypusci¢, ze w srodkach ciez-
kosei tych figur dzialaja sily, proporcyonalne do odpowied-
nich czesei powierzchni. Srodek tych sil jest oczywiscie
srodkiem ciezkosci powierzchni calej, o czem sig latwo prze-
kona¢, rozumujac, jak na poczatku tego paragrafu. -Jezeli
wiec mamy znale$¢ $rodek ciezkosci jakiejkolwiek powierzch-
ni ABC [Tab. VIl ], to ja dzielimy na Kkilka czesci, ktorych
srodek ciezkosei z latwoscia znales¢ mozemy. Dzielimy ja
np. rownolegltemi liniami na paski, ktérych srodek znajduje
sie przyblizenie, przypuszczajac, zZe sa trapezami. Przykla-
damy w srodkach ciezkosci tych paskéw sily proporeyonalne
do ich powierzchni, (linie, przedstawiajace takie sily, latwo
otrzyma¢, przeksztalcajac paski na jakakolwiek podstawe
wedlug § 5 i nast.), skladamy je w wieloboku sit i wykres-
lamy odpowiedni wielobok sznurowy MNO. Przez przeciecie
R skrajnych bokow przechodzi wypadkowa W, na ktorej le-
ze¢ musi srodek ciezkosci powierzchni ABC. Nastepnie obra-
camy wszystkie sily okolo punktow przylozenia, okolo srod-
kow cigzkosci paskow, o kat dowolny ¢ i wykréélumy drugi
wielobok sznurowy M'N'(/. Przez przeciecie jego skrajnych
bokow przechodzi nowa wypadkowa W’ na ktorej musi tak-
ze leze¢ Srodek ciezkosei calej powierzehni. Wiee punkt
przeciecia S wypadkowych W i W' jest szukanym Srodkiem
ciezkosei.

Latwo zauwazyc¢, ze jezeli powierzehnia jakakolwiek
ma jedne o$ symetryi, jak np. przekroj szyny kolejowej
[Tab. VIII,] to w tej osi 4B musi leze¢ srodek ciezkcsei
i jeden wielobok MNO wystarcza do jego znalezienia. Jezeli
powierzchnia ma dwie csi symetryi, to S lezy na ich prze-
cigciu.

Srodek ciezkosci linii prostej materyalnej lezy oczywi-
scie w jej srodku. Jezeli chcemy znales¢ S linii lamanej
ABCD [Tab. VIII;], to w $rodkach ciezkosci S;, S,, S; odcin-
kéw, skladajacych te linig, przykladamy sily réwnolegle, ma-
jace dowol.y Kicrunek, proporcyonalne do dlugosci odeinkow,
(mozemy te same odeinki uwazaé za sily), wykreslamy odpo-
wiedni wiclobok sznurowy i znajdujemy wypadkowa V.
Nastepnie obracamy wszystkice sily o kat jeden okolo punk-
tow S, S,. S;, wykreslamy nowy wielobok i nowg wypad-

http://rcin.org.pl



68 ZARYS STATYKI WYKRESLNEJ. [68]

kowa W'. Na przecigciu wypadkowyeh W i W’ lezy szukany

$rodek ciezkosci.

Zeby znales$¢ $rodek ciezkosci dowolnej krzywej, wpi-
sujemy w nia wielobok o wielkiej -ilosci bokéw; Srodek cigz-
kosei tego wieloboku jest przyblizenie $rodkiem cigzkosci da-
nej krzywej.

Poniewaz dla znalezienia srodkéw ciezkosci powierzchni
lub linij rozkladamy je na kilka najprostszych czesci, i na-
stepnie przypuszczamy, ze w srodkach cigzkosci kazdej dzia-
laja sily do nich proporcyonalne, wigc powinnisSmy mieé la-
twe sposoby znajdowania s$rodkow ciezkosci dla najprost-
szych figur. W tym celu podajemy nizej bez dowodéw zna-
ne powszechnie ze zwyklej Statyki sposoby dla najczesciej
napotykanych linij i powierzchni

Czes¢ wieloboku foremnego ABCDEF [Tab. VIII;] Przez
- frodek wieloboku O przeprowadzamy prosta OX prostopadla do osi
symetryi OY i wykreslamy trojkat prostokatny F'NN', ktorego przeciw-
prostokatna F’N’ rowna sie obwodowi ABCDEF, a NN’ rowna sie pro-
mieniowi kola opisanego. Od /F” odcinamy na przeciwprostokatnej
F'G'=AF= cieciwie danej czesci wieloboku i prowadzimy pozioma G'S.
S jest $rodkiem szukanym ciezkosci.

Luk kola AB [Tab. VIIL;]. Przez srodek luku C prowadzimy
promient CO i styczna TCT'. Suma TCH-CT’ réwnaé sie winna wypro-
stowanemu lukowi AB. FLaczymy srodek kola O z T iz T/, i przez A
i B prowadzimy réownolegle do OC do punktow A’ i B; A'B’ przecina
promien OC w $rodku ciezkosci S.

Powierzchnia tréjkata ABC [Tab. VIIL] Srodek ciezko-
gci lezy na przecieciu linii AA,, BB,, CC,, la:zacych wierzcholki z $rod-
~ kami przeciwleglych bokow.

Rownoleglobok. Srodek ciezkosci lezy na przecieciu prze-
katnych.

Trapez ABCD [Tab. VIII]. Przedluzamy rownolegle boki AB
i DC. Odcinamy AE=DC, CF=AB i laczymy E z F. Nastepnie laczy-
my srodki bokow réownoleglyeh M, i M,. Srodek ciezkosci lezy na prze-
cieciu linij EF i My M,. "

Czworokat nieforemny ABCD ([Tab. VIII,,]. Prowadzimy
przekatna AC i laczymy jej $rodek E =z pozostalemi wierzcholkami
D i B. hLaczymy nastepnie punkty K i K, lezace w trzecich cze$ciach
odcinkow DE i EB i na prostej KK, od punktu K, odcinamy KS =
K, M; S jest srodkiem ciezkosei czworoboku.

Wycinek kola OAB. [Tab. VIII,]. Srodek ciezkodci luku
A'B', ktorego promien=?/, promienia luku AB, jest S$rodkiem ciezkosci
calego wycinka.

Odcinek kola AMB [Tab. VIII,,]. Ze S$rodka cieciwy D wy-
stawiamy prostopadla 1)/ na promien OB; S, i S, sa znanemi $rodka-
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[69] RozpziAL III. SILY ROWNOLEGLE § 41. 69

mi ciezkodei trojkata AOB i wycinka OAMB. Przez punkt S, przepro-
wadzamy dowolna prosta i na niej odcinamy S§,R=arcMB, nast¢pnie
prowadzimy przez S, réwnolegla do S,R i odcinamy na niej S 0—DFk
Prosta RQ przecina OM w szukanym $rodku ciezkosci.

Odeinek itréojkaty paraboliczne. Na Tab. VIII;; sa
oznaczone rzedne i odciete wzgledem sprzezonych osi AB i LM: S, jest
$rodkiem ciezkosci odcinka AOB, S, trojkata parabolicznego AOK, 5
drodkiem ciezkoéci trojkata parabolicznego ALB, a S tréjkata parabo-
licznego ALO.
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ROZDZIAL. 1V.

Moment bezwladnosci.

§ 42. Moment sity wzgledem prostej. W § 19 nazwalis-
my momentem sily wzgledem punktu, zwanego biegunem,
iloczyn z tej sily przez odleglo$¢ bieguna,t j. przez tak zwane
rami¢ momentu. Dowiedliémy, Ze wielko$¢ momentu zalezy
jedynie od wzajemnego polozenia linij dzialania sily i biegu-
na, ze zmiana punktu przylozenia sity nie wplywa na nia
weale. Otéz, w przeciwstawieniu temu rodzajowi momentu,
nazywac bedziemy momentem sily wzgledem prostej
iloczyn z tej sily przez odleglo$¢ jej punktu przyto-
zenia od danej prostej. W tym wypadku zmiana Kierunku
linii dzialania sily nie wplywa wcale na wielko$¢ momentu,
ktéra zalezy jedynie od wzajemmego polozenia punktu prazy-
lozenia i danej prostej. Moment sity P [Tab. IX,] wzgledem
prostej p jest iloczynem z sity P przez RQ, przez odleglosé
punktu przyloZenia A od prostej p. Wiec i moment sily P’
prostopadlej do p rowna si¢ P.RQ.

Moment wypadkowej calego systemu sil rownoleglych,
dzialajacych w plaszezyZnie, wzgledem “prostej. lezgcej w tej
plaszezyznie, rowna sie, jak wiadomo, sumie momentow wszy-
stkich sil wzgledem tej prostej.

§ 43. Momenty wyzszego rzedu. Dajmy na to, ze sily
rownolegte P, P,, ..., P, [Tab. IX,] sa przylozone w pun-
ktach 7, 2,..6, ktorych odleglosci od prostej p, wzgledem
ktorej szukamy momentow, rowne sa odpowiednio: =, z,, ..., 7.;
By, Py o .. 5 Faty 88 moomentami sl PR . .., B wzgle-
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[11] Rozpziar, IV. MOMENT BEZWEADNOSCI, §§ 42, 43. 71

dem prostej p. Jezeli przez XPr oznaczymy sume Wwszyst-
kich momentow pojedyneczych sil, to:

S P o Pt R 1)

Poniewaz wediug § 42 zmienia¢ mozemy dowolnie Kkie-
runek linii dzialania sil réwnoleglych, obracajac je okolo
punktow przylozenia, wige obré¢my je tak, zeby wszystkie
byly réwnolegle do prostej p. Zamiast sil 7> otrzymamy sily,
oznaczone kreskowanemi liniami. Suma 1.) nie zmienia sig
weale. Wykresimy teraz dla obréconych w ten sposob sit
wielobok sznurowy M12.6N. Odcinek oVI prostej p mie-
dzy skrajnemi bokami wieloboku jest proporcyonalny do mo-
mentu wypadkowej wzgledem Kkazdego punktu, lezacego na
prostej p (§ 24), wiec takze wzgledem prostej p, i potrzebuje-
my go tylko przez H pomnozy¢, zeby otrzyma¢ prawdziwg
wielko$¢ momentu. Jezeli przyjmiemy H=—I, to odcinek 0VI
daje prawdziwa wielkos¢ momentu. Momenty kazdej z sil
osobno réwnaja si¢ odcinkom prostej p, zawartym migdzy
bokami wieloboku sznurowego, przecinajacemi si¢ na tych
silach; i tak OI jest momentem sity 2, (=/,z), I Il momen-
B sily B, (=P, I1III sily £, (—=Fm), HI IV sity 8
&=Px,) IV Vsily P, (= Psx;), i nareszcie V VI sily £3§
(=Px;). Twierdzenie na koncu § 42 sprawdza sig tutaj
zupekie, gdyz moment wypadkowej 0V/ réwna sig¢ algebra-
ieznej sumie momentéw skladowyeh 0I, I 11, IT 111, III 1V,
IV Vi V VI, zaopatrzonych roznemi znakami, co jest wido-
ezne z figury.

Przypus¢my nastepnie, ze w punktach przyloZenia da-
nych sit 1, 2, 3,.., 6 dzialaja nowe sily, z ktéorych kazda
rowna si¢ odpowiednim odeinkom 01, I I1,....V VI, przed-
stawiajacym momenty sil wzgledem prostej p. Wige w pun-
keie 1 dziala sila 01 w gore, w punkeie 2 sila I Il w gore,
w punkcie 3 sila IT III na dol, itd. Wykreslamy dla tych
nowych sil wielobok sznurowy M'12....N'. Nowego wielobo-
ku sil nie potrzebujemy wykr—eslac, bo mamy go juz na linii
p (OIII...VI). Przypus¢my, ze odleglo$¢ bieguna réwna
sie¢ 1. Odcinki OT, I'Il,..., V'Vl sa oczywiscie momen-
tami nowych sil wzgledem prostej p, wige 01 = 0I X z,
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ZARYS STATYKI WYKRESLNEJ. [72]

I'll'==I 1I'X z, itd,, a poniewaz wiemy, ze OI=P, z,, I II=P, x,
itd,, wige 0F=2P,z*, I'Il=Pir,* itd,

Pr=P a4 Fant Fa+t....+ Pad=0VI. 12)

Przyjmujac z kolei odcinki 0'I', I'Il,. ... za sily, dziala-
jace w odpowiednich punktach przylozenia, otrzymamy nowy
wielobok sznurowy; odcinki prostej p, zawarte miedzy boka-
mi tego wieloboku, rownac si¢ beda 2 z,3, Pur,3,

.....

WP =P ot Faoprt Pt i Pox?.....8)

Postepujac w ten sposob dalej i przyjmujac dowolng
ilo$¢ sit &, bedziemy mieli wogole:

PP = Pia* 4 Foag -+ BaP e, .. | Pr 2} o i)

Suma 1.), przedstawiajaca sume¢ momentéow wszystkich
sil wzgledem prostej p, nazywa si¢ momentem statycz-
nym tych sil wzgledem p.

Suma 2.), przedstawiajaca sume iloczynow wszystkich
sil przez kwadrat odleglosci ich punktéw przylozenia od pro-
stej p, nazywa si¢ momentem bezwladnos$ci tych sil
wzgledem p.

Wszystkie inne sumy tego rodzaju, jak 3.) i 4.), nazywa
ja sig momentami wyzszych rzedow.

Jezeli, zamiast uwazac¢ odcinki 01, I II..., odpowiada-
jace wyrazom pojedynczym drugiej czesci rownania 1.) za si-
ly, dzialajgce w punktach przylozenia 1,2 3,.... réwnolegle
do prostej p, bedziemy uwazali je za sily, dzialajace w tych
samych punktach przylozenia réwnolegle do prostej ¢, to od-
cinki wieloboku sznurowego tych sil na prostej ¢ beda przed-
stawialy wyrazy nowej sumy

Py =Poxyyy, +Pyayyy +Pyasys+ ...+ Poagy, ....5.),
jezeli przez y,, ¥,..... oznaczymy odleglosci punktéw przy-
lozenia od nowej prostej ¢. Kazdy wyraz drugiej strony
réwnania 5.) przedstawia iloczyn z danej sily przez odleglosé

jej punktu przylozenia od dwdéch danych prostych. Moment
tego rodzaju nazywa sig momentem odsrodkowym
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[73] Rozpziar IV. MOMENT BEZWEADNOSCI, §§ 44, 45. 73

Pamigta¢ nalezy, ze do wykreslania wielobokow sznuro-
wych przyjmowalismy odleglos¢ bieguna rowna 1. Jezeli
w tym celu uzywac¢ bedziemy innych dlugosci, to dla znale-
zienia prawdziwe] wielkosci momentow trzeba te dlugosei
wprowadzi¢ w rachunek.

Jezeli sily dane sa nieskonczenie blizkie, to zamiast
wielobokow sznurowych otrzymujemy krzywe sznurowe. Je-
zeli np. mamy materyalna powierzchni¢ plaska o [Tab. IXg],
to na kazdy jej element A. dzialaja sily przyciagania, ktore
sa proporcyonalne do tych elementéw. Na calg powierzchnig
dziala sita do niej proporcyonalna , mozémy wiec powierzch-
nie materyalne przyjmowa¢ za miare tych sit w nich dziala-
jacych. Moment statyczny danej powierzchni wzgledem pro-
stej » rowna sie ¥a«y, moment bezwladnoseci réwna si¢ Aay2, mo-
ment odsrodkowy rowna sie ¥Azzy. Sprowadzamy w ten
spos6b  wszystkie momenty do wyrazéw matematycznych,
zlozonych z elementéw powierzchni i ich odleglodci od da-
nych prostych.

§ 44. Od tej chwili oznacza¢ bedziemy moment sta-
tyezny YAy przez M, moment bezwladnoSci ¥awy® przez M,
moment odsrodkowy XA«vy przez M,; LA« réwna sie oczywi-
§cie powierzchni danej o.

Dajmy na to, ze “}M, jest momentem bezwladnosci wzgle-
dem prostej z [Tab. IX,]. Przeprowadzmy druga prosta s
przez srodek ciezkosci S powierzchni «, réwnolegta do .
Znajdzmy, jaki zachodzi zwiazek miedzy momentem bez-
wladnosei wzgledem prostej = ( “M, ) a momentem bezwlad-
nosci wzgledem prostej s ( <M, ).

Jezeli przez y oznaczymy odleglosci elementéow od pro-
stej x, przez y odleglosci od prostej s, a przez i odleglosé
s od x, to oczywiscie:

y=r1i-+y, "My, = 3a.y?, wigc:
M), == SAa (i +¥')2 = SAui? + ¥Aay'® -+ SAa.2iy’
Wyprowadzamy stale przed znak sumowania ¥:

SNy — 3 JAa + 21 EAa!/’ —I— EAqy’Z;
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4 ZARYS STATYKI WYKRESLNEJ. [74]

YAz = o; ZA2y’ jest momentem statyeznym powierzchni o
wzgledem prostej, przechodzacej przez srodek cigzkosci, wiec
sig rowna zeru i drugi wyraz rownania znika. Ostatni wy-
raz Yoy jest momentem bezwladnosci wzgledem prostej s,
( sM, ).

Wiec: My =ai*-f W . B

czyli, ze moment bezwladnosci wzgledem dowolnej prostej
rowna sig momentowi bezwladnosci wzgledem dowolnej pro-
stej, przechodzgcej rownolegle przez srodek ciezkosci, wiecej
iloczyn z powierzchni danej przez kwadrat odleglosci obu
prostych.

Widocznem jest, ze moment M, jest najmniejszy wzgle-
dem prostych, przechodzacych przez srodek ciezkosei.

§ 45. Elipsa bezwtadnosci. Jezeli zmieniamy kierunek
prostej, wzgledem Kktorej mierzymy moment bezwladnosei,
obracajac ja okolo jednego punktu, to oczywiscie zmienia sie
i ten moment. Zajmiemy sie obecnie znalezieniem zaleznosci
od siebie tych rozmaitych momentow.

Przypusé¢my, ze OX i OY [Tab. IX;| sa osiami spol-
rz¢dnych.  Nazwijmy moment bezwladnosci wzgledem OX,
My ; wzgledem OY, YA, ; a wzgledem prostej OV, nachy-
lonej do OX pod katem o, A7, Jezeli przez u oznaczymy
odleglos¢ elementow od OV, to:

VM = DAl R SAey?, YMy = TAox?

U=YyCcoSs — asina, wiec "M}, = YAx (yCOSu — x8ing )2,

'd), = cos8? XAy’ + 8in? a¥Anr? - 2C08s Sin aXAxry,

SAay? = "M, SAurt = VM, SAavy = M, wiec:

"M, = co82%, “My + sin%. Y, — 2c08aSin. M,...... a.)
Ze zmiang kata . zmienia si¢ i "7, i to ostatnie rownanie

pokazuje zalezno$¢ momentu "A7, od staltych =7, vM, M,
i od zmiennego kata .
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[75] Rozpzfar IV. MOMENT BEZWLADNOSCL, §§ 46, 47. 0

C
Przypus¢my, ze "M, = sty

O jest dowolna stala, a » jest zmienna. Jezeli C jest
dane, to oczywiscie » jest oznaczone dla kazdego nachylenia
prostej OV. Odetnijmy dlugos¢ » od O do R, na prostej OV;
£ ix sa spolrzednemi punktu £ Roéwnanic a) zamienia
si¢ na:

C = r2c082 "M, —+ rsinza/M, — 2rcossrsing M,,
rcoSe=— ¢, r8ila =1; Wiee:

C g2 M, + 72 YMy — e, . i 2.)

Jest to rownanie miejsca geometrycznego punktu R.
Oczywiscie jest to elipsa, Kktoérej srodek lezy w 0. Jezeli
osi spolrzednych sa sprzezonemi osiami elipsy, to 47, réw-
na sie zeru.

Elipse te nazywamy elipsa bezwladnoseci, 1 jezeli
ja mamy wykreslona, to bardzo latwo przy jej pomocy zna-
le$¢ A, powierzchni » wzgledem dowolnej prostej, przecho-
dzacej przez O. 1 tak np. M, wzglgdem prostej OW rowna
sie stalej C, podzielonej przez kwadrat promienia OR".

§ 46. Pomiedzy elipsa a momentami bezwladnosci za-
chodzi jeszcze i inny stosunek. Jak wiadomo, powierzchnia
rownolegloboku, utworzonego przez cztery, rownolegle do osi
sprzezonych, styczne do elipsy jest stala dla wszystkich
rownoleglobokow, utworzonych przez takie styczne. Po-
wierzchnia ABCD rowna sie A'B'C'D' [Tab. 1X;]. Wige i pro-
stokat, utworzony ze stycznych réwnoleglych do gléwnych
osi elipsy, ma powierzchnie réwnowarta kazdemu inne-
mu rownoleglobokowi. Jezeli » oznacza pol osi sprzezo-
nej, & odleglos¢ rownoleglej stycznej (patrz fig.), a pot wiel-
kiej osi, b pol malej, to oczywiscie ab — rk, czyli

Przyjmijmy, ze w rownaniu 1.) § 45 stala C rowna sie
a2, (Przyja¢ to mozemy, bo C jest dowolng iloscia i dotad
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76 ZARYS STATYKI WYKRESLNEJ, [76]

nie mowilisSmy nic o jej wielkosci, wymagajac tylko jedynie,
zeby byla iloscia stala.) Wiec:

> U a2b2a

M, s stad:

P Al — aloh

To znaczy, ze moment bezwladno$ci powierzchni - wzgle-
dem dowolnej prostej réowna sie iloczynowi z powierzchni
przez odleglos¢ danej prostej od stycznej do elipsy bezwlad-
nosci do niej réownoleglej. Np. 17, wzgledem prostej OW
[Tab. IX;] réwna sie « X AB.

§ 47. Moment od$rodkowy »aszy. Przeprowadzmy po-
ziomg m styczng do elipsy [Tab. IX;]. Nazwijmy ¢ i, spol-
rzgdne punktu styczno$ci. Spoélrzedne kazdego innego punk-
tu elipsy, naprzyklad 4, sa ¢ i . Zrézniczkujmy rownanie 2.)§ 45:

0 = 2¢de..My + 2qdq. VM, — 2qde M, — 28 du M,, stad:

dn__ & "My — qM,
e

: e
W punkeie stycznosci T' poziomej styeznej jest dzaf- 0;

jezeli wige w réwnaniu a.) zamiast ¢ i  podstawimy ¢, i+, tj,
rzedne punktu 7' to obie strony rownania réownad sie beda 0.
a poniewaz w ulamku z prawej strony mianownik nie moze
by¢ nigdy réwny oo, wiee licznik ¢ *M, — 4, M, = 0, czyli
n1 M, = ¢ "M, bedzie tedy:
t M, : : A
M, — —1 " a poniewaz *M, — ak? = ax,?, WiecC:
1 |
My = agyny.

To znaczy geometrycznie, ze moment odsrodkowy row-
na sig powierzchni prostokata kropkowanego, pomnozonej
przez o.

§ 48. Jezeli punkt poczatkowy O osi spolrzednych,
wzgledem ktorych wykresliliSmy elipsg bezwladnosci, prze-
niesiemy do Srodka cigzkosci S danej powierzchni, to elipsa,
przedstawiajaca wtedy zmiang momentéw bezwladnosci przy
zmianie nachylenia osi, przechodzacych przez srodek ciezko-
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[77] RozpziAL 1V. MOMENT BEZWLADNOSCI, §§ 48, 49. 741

$ci, nazywa sig elipsa sSrodkowg. Oczywiscie, ta elipsa
jest najmniejsza ze wszystkich, bo, jak wiadomo z § 44, mo-
ment bezwladnosci wzgledem osi, przechodzacych przez sro-
dek ciezkosci, jest najmniejszy. Przypatrzmy sie stosunkom
momentow wzgledem osi, przechodzacych przez $rodek ciez-
kosci i wzgledem innych rownoleglych. Jak juz tego dowie-
dlismy w § 44, moment bezwladnosci wzgledem osi X [Tab.
IX,] czyli

M, — *M, + i% lecz wiadomo takze, ze *M, = ok, wige:
s — ok? + at? = oz(k2 + 22) .......... a.)

7Z momentem odsrodkowym zachodzi podobna zmiana.
Jak wiadomo:

Y M, = SAaxy.

Otéz, jezeli nazwiemy o/ i ¥’ spélrzedne elementéw po-

wierzchni wzgledem osi rownoleglych X', Y’, przechodzacych
przez s$rodek, a m i n spélrzedne nowego poczatku S osi
spolrzednych, to oczywiscie v—=m + 2,y-—=mn-+ ¥ (patrz
fig.), wigc:

WM, — SAx [(m + 2') (n 4 ¥)] = LAa (mn + nd' 4 my' 4 2'y')

— mn A0~ 1 A0’ 4 mEAay’ |+ TAa'y.

Pierwszy wyraz tej ostatniej sumy rowna sig .mn; drugi
jest przez n pomnozonym statycznym momentem wzgledem
osi Y’, przechodzacej przez Srodek ¢, wige rowna sig 0;
trzeci jest takim samym momentem wzgledem osi X', wige
takze rowny 0, czwarty nareszcie jest momentem odsrod-
kowym *v A, wzgledem osi X'Y’, przechodzycej przez sro-
dek ciezkosci, wiec @M, — amn - "V M, a poniewaz "V M,
= ok, wiec:

I]/M = omn + ’151"]1 e — a(éf'h —I— mn) ....... B-)

Latwo zauwazy¢, ze ta ostatnia suma znaczy geome-
trycznie, ze moment odsrodkowy wzgledem osi X, ¥ réwna
sig powierzchni kreskowanej (¢+') wigeej powierzchnia Kkrop-
kowana (mn), pomnozona przez o.
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8 ZARYS STATYKI WYKRESLNEJ, [18]

Jezeli poréwnamy )i 3), to zauwazymy, jak wielkie za-
chodzi podobienstwo migdzy momentem bezwladnosci a me-
mentem odsrodkowym. Wyrazowi k2 w réwnaniu ») odpowia-
da iloczyn ¢ +, réwnania g), a wyrazowi 2, wyraz mn. Je-
zeli damy rownaniom «) i g) znaczenie geometryczne, to zau-
wazymy, ze moment bezwladnosci jest specyalnym wypad-
kiem momentu odsrodkowego, kiedy kat osi spélrzednych
réwna sie zeru.

Z calego biezacego § widzimy, jak wazna jest znajomosé
srodkowej elipsy bezwladnosei, gdyz, majac ja wykreslona,
mozemy z wielka latwoscia znales¢ momenty bezwladnosci
i odsrodkowy wzgledem kazdej prostej, lezacej w plaszezyz-
nie elipsy. Rownania ») i g) podaja nam do tego sposoby.
Mozemy wiec wszystkie inne elipsy zastapi¢ jedna elipsa,
srodkowa i odtad zajmowac sig bedziemy jedynie jej wykre-
sleniem.

§ 49. Elipsa s$rodkowa jest zupelnie oznaczona, jezeli
mamy wielkos¢ i kierunek jej trzech dowolnych osi. A zZnaj-
dziemy to, jezeli odszukamy momenty bezwladnosci wazgle-
dem tych trzech osi, bo znamy wtedy promienie » elipsy
(§ 45, 1.). Znajomos¢ dwoéch osi wystarcza zupelnie, jezeli
wiemy z gory, zc te osi sy sprzezone, gdyz jak wiadomo,
znajomos¢ systemu osi sprzezonych wystarcza do wykreslenia
elipsy.

W bardzo czesto w praktyce spotykanych wypadkach
znales¢ mozemy odrazu kierunek tych osi sprzezonvch, opie-
rajac sig na § 45, powiadajacym, Ze moment odsrodkowy
wzgledem takich osi réwna sie zeru. I tak np. jezeli mamy
powierzchnig w rodzaju jak na Tab. IX,,, ktérej srodek ci¢zkosci
lezy w O, a ktora ma t¢ wlasnos¢, ze A dzieli ja na dwie
czesei takie, ze kazdemu elementowi jednej (np. 4, B,.,) od-
powiada element drugiej (A, 2£'..), a wszystkie proste (AA
BE'...), laczace odpowiednie elementy, sa réwnolegle i przepo-
lowione prosty M, czyli okreslajac to inaczej, jezeli odcigte
obwodu (z, #;) w pewnym kierunku mierzone sa w kaz-
dem miejscu sobic réwne, to prosta JZ1/ i rownolegla
do AA', BB,.. prosta NN, przechodzaca przez srodek ciez-
kosci, sa przedluzonemi $rednicami sprzezonemi elipsy. Jest

http://rcin.org.pl



[79] RozvziAL IV, MOMENT BEZWELADNoOSCI, §§ 50. 79

to widoczne, gdyz moment odsrodkowy danej powierzchni
wzgledem MM i NN rowna sig zeru. Jezeli bowiem wezmie-
my pod uwage dwa jakiekolwiek, odpowiadajace sobie, ele-
menty np. 4 i A', to otrzymamy ich momenty odérodkowe
wzgledem 717 i NN, mnozac te rowne sobie elementy przez
mn i przez—mn').* Otrzymujemy dwa rowne momenty, zao-
patrzone przeciwnemi znakami. To samo stosuje sie do kaz-
dej pary elementow, a wiec i do calej powierzchni ». Wiee
suma wszystkich momentow odsrodkowych rowna sie zeru,
co bylo do” okazania.

Jezeli prosta VN jest prostopadla do A7, to oczywis-
cie M jest osia symetryi i 470/, NN wskazuja kierunek glow-
nych osi elipsy. Tak np. jezeli mamy przekrdj szyny kole-
jowej [Tab. X,], to odrazu wiemy, ze pruste X i ¥ sa prze-
dluzonemi gléwnemi osiami elipsy, wiec ze do wykreslenia
elipsy wystarcza znajomos¢ wielkosci tylko tych osi. Wy-
starcza znajomos¢ momentéow wzgledem prostych X i V.

Jezeli powierzehnia jakakolwiek [np. Tab. IX,,] ma dwie
ukoéne osi symetryi, to oczywiscie elipsa srodkowa jest kolo,
bo osi symetryi sa, jakesmy tego dowiedli, gléwnemi osiami
elipsy srodkowej, a ukosne gléwne osi ma tylko jedno kolo.
Fatwo zauwazyc¢, ze z tego samego powodu elipsa srodkowa
powierzchni kola jest kolo.

Z Tab. IX; latwo zauwazy¢ znaczenie geometryczne
prawa twierdzacego, ze dla osi glownych elipsy M, rowna
sie 0, gdyz wtedy prostokat ORT@Q nie istnieje wcale, bo
punkt 7' upada na Q. Podobnic rzecz si¢ ma i z osiami
sprzezonemi.

§ 50 Elipsa frodkowa najprostszych powierzchni (przekrojow)
znajduje sie najpredzej za pomoca obliczania analitycznego i metoda
wykreslna oddaje dopiero tam wielkie uslugi, gdzie ograniczenie prze-
krojow jest nieregularne. W najprostszych przek:ojach znanemi sa za-
wsze kierunki dwaéch osi sprzezonych érodkowej elipsy. Zeby znalesé k,

) Wprawdzie w poprzedzajacych wywodach mieliémy tylko momenty olérodkowe wzgle-
dem osi prostokatnych na uwudze, lecz bardzo latwo przekonaé sie o tem, ze zacho-
wuja one znaczenie i dla osi ukoSnych.
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to jest odleglosé stycznych rownoleglych do tych osi, tak postepujemy:
My réwna sie, jak wiadomo «k? otdz, jezeli mamy analityczne wyraze-
nie na Mp, to otrzymamy:

k:l/ _a__ ........ i858

Zastosujmy to ogolne prawidlo do kilku przekrojow.
1. Moment bezwladnosci, analitycznie wyrazony, prostokata ABCD
[Tab. XI,,] o wysokosei A a podstawie p wzgledem osi X, przechodzace;

1
rzez srodek ciezkosei, rowna sie —— ph3, a wzgledem osi Y roéwna
p 4 ] < ,2 O

1
sie 12 hp®. Poniewaz o = bh, wiec wedlug § 46:

L= l/ _iph l/L h = 0°28h,
12ph =V 12

1.p%h e
k,/ = l/ e ik = 0'28
: 12.ph V43 p=028p
Przy pomocy tych danych mozemy wykreslic elipse frodkowa.
2. WtrojkacieABC [Tab. XI,;] sprezonemi osiami sa linie,
laczace wierzcholki z srodkami przeciwleglych bokéw i réwnolegle do

tych ostatnich przez srodek ciezkosei przeprowadzone. Moment bezwlad-

1
nosei wzgledem osi, przechodzacej przez AB, jest rowny — 5 ph% jezeli-

12
“ophs i
bysfmy przyjeli rodek elipsy w C}, to & réwnaloby sie I/_jg_h;. e % I
oph

lecz poniewaz szukamy /s wzgledem osi x5, przechodzacej przez $rodek

ciezkosci, ktorej odleglosé od » réwna sie i = —-h, wiec k2 = k2— {2
) Yy
1 1 54
s e WS —— R — —— R
=—h o h 75 %
b e l/,f_ h = 0-2357h.
18
W podobny sposob znajdujemy:
ky = 04082h.
3. Kolo. My wzgledem kazdej osi, przechodzacej przez srodek
Z 3 ; :
réwnasie—— =r3, wiec k= l/ . LA Elipsa srodkowa ‘jest kolem
4 4nr? 2

1
0 promieniu ol

Podajemy obok tabliczke, zestawiajaca powierzchnie, momenty sta-
tyczne i momenty bezwladnosci prostokata, tréjkata i trojkata parabo-
licznego wzgledem osi X. Sa to momenty, najezesciej w Statyce natra- .
fiane, i tabliczka jest tak symetrycznie ulozona, ze ja latwo zapamietaé.
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[81] Rozpziar 1V. MOMENT BEZWLADNOSCI, §§ 51, 52. 81

1 1
Powierzchnia bh 5=0h o bh
f 1 7 1
Moment statyczny 5-bh? -~ bh? ‘ ; bh2
Moment bezwladnoscei l bhs3 ]l bh3 ‘ I bh3
| o o

§ 51. Powierzchnie, ograniczone dowolnemi krzywemi. Aby
znales¢ moment bezwtladnosci i elipse $rodkowa takich po-
wierzchni (np. » Tab. IX,,), postepujemy drogami, wskazane-
mi w § 43 i nast. Dzielimy ja na kilka mniejszych czesci,
naprzyklad rownoleglemi na paski (jak na Tab. VI,) i przy-
puszezamy, ze w srodku ciezkosei kazdego dzialaja sily do
jego powierzchni proporcyonalne. Nastapnie wykreslamy
wielobok sznurowy MNO dla tych sil, a jego odecinki na pro-
stej X, rownoleglej do kierunku paskéw i przechodzacej przez
srodek cigzkoscei S, sa proporcyonalne do momentéow statycz-
nych odpowiednich paskow (§ 43) wzgledem X. Odeinki te
uwazamy za sily, dzialajace w odpowiednich paskach, wy-
kreslamy dla nich wielobok sznurowy M N0, ktorego odcinki
na prostej X sa proporcyonalne do momentow bezwladnosei
odpowiednich paskow. Suma tych odcinkow AZ jest pro-
porcyonalna do calego momentu bezwladnosci danej powierz-
chni wzgledem prostej X, i znajac odleglosci biegunow wie-
lobokow sil, z latwoscia mozna znales¢ prawdziwa wielkos$é
momentu bezwladnosci. Wiemy z § 46, ze “M, = k2, stad

M, : B o :
i ]/ = ; trzeba wiec podzieli¢ znaleziony moment bez-
o L4

wladno$ci przez powierzchnie i wyciagnad z ilorazu pierwia-
stek kwadratowy, zeby otrzymac odleglo$¢ k stycznych m iz,
6
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rownoleglych do X. Jezeli potem wezmiemy inny kierunek
paskéw, rownolegly do Y, to otrzymamy wskazanym wyzej
sposobem drugg parg stycznych ' i #' do elipsy. Te catery
styczne nie wystarczajg do wykreslenia elipsy, trzeba wiec
jeszeze raz dzieli¢ na paski w Kierunku prostej Z. Otrzyma-
my trzy pary stycznych, przy pomocy ktérych wykreslié mo-
zemy cala elips¢ sposobami, wskazanemi w Geometryi.

§ b2. Jezeli powierzchnia, ktérej moment bezwladnosci
znale$¢ mamy, jest symetryczna, jak np. przekréj szyny ko-
lejowej [Tab. X,] to, jak wiadomo z § 49, mamy juz odrazu
kierunek glownych osi elipsy bezwladnosci, bo jedna z nich
musi by¢ o$ symetryi Y'Y, a drugg prosta XX do niej prosto-
padla, przechodzaca przez srodek cigzkosci. W tym wypad-
ku znajomos$¢ dwoch osi zupelnie wystarcza do wykreslenia
elipsy srodkowej. Bedziemy wigc postepowali tutaj zupelnie
tak, jak w poprzedzajacym paragrafie, tylko zamiast dzieli¢
dang powierzchnig¢ na paski, idace w trzech Kierunkach, dzie-
li¢ bedziemy na paski dwojakiego Kkierunku: raz rownolegle
do XX, raz prostopadle. Poniewaz z takiemi przekrojami
bardzo si¢ czesto ma do czynienia, wige zatrzymamy sig tu-
taj cokolwiek dluzej i przejdziemy cale wykreslenie od po-
czatku do konca.

Przy podziale danej powierzchni na paski, trzeba uwa-
za¢, zeby tak wypadaly, by ich ograniczenie Kkrzywolinijne
uwaza¢ mozna bylo za prostolinijne, a kazdy pasek (oprocz
ostatniego, ktory jest wigcej do odecinka parabolicznego po-
dobny) za trapez. Szerokosc¢ paskow moze by¢ dowolna, lecz
lepiej jest mie¢ je nie szersze jak 1. Zwykle sie bierze 0’5
do 1em. Skoro juz podzieliliSmy przekrdj na paski, przypusz-
czamy, ze w srodku cigzkosci kazdego z nich dzialajg sily do
ich powierzchni proporcyonalne, a ktéorych wielkos¢ mozemy
otrzymaé odrazu, przeksztalcajac kazdy pasek na jedng pod-
stawe a. Jezeli « oznacza powic zchnig calego przekroju,
A« element tej powierzchni, czyli powierzchnig -paska jakie-
gokolwiek, 2/ calg powierzchnie «, przeksztalcona na podstawe
a (wigc a? = ), A’ przeksztalcong powierzchnig jakiegokol-

wiek paska, to:
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[83] Rozpziar 1V. MOMENT BEZWLADNOSCI. 83

Najlepiejjest wzia¢ a rowne okraglej liczbieijezeli wszyst-
kie paski sa rownej szerokosei, (co sig prawie zawsze w prak-
tyce robi) np. 1 to a powinno by¢ wielokrotna szerokosci
paskéow, bo wtedy mozemy wysokosci srodkowe trapezow
uwaza¢ za linie proporcyonalne do ich powierzchni i jezeli
a jest np. = 3@ to trzeba wtedy podzieli¢ tylko te wysokos¢
przez 3, zeby otrzymac przeksztalcona powierzchnie trapezu.
Naturalnie, jezeli przy podziale na réwnej szerokosci paski,
wypadna ograniczenia liniami, ktérych nie mozemy przyjac
za proste (jak np. u géry szyny i w zalamaniach profilu), to
nalezy wtedy to ograniczenie zmieni¢ na prostolinijne (§ 10).
Powierzchni¢ gérna podobna do parabolicznej trzeba osobno
przeksztalcac.

Po takiem przeksztalceniu otrzymamy szereg odcinkow
A?, ktory uwazamy za szereg sil, dzialajacych w odpowied-
nich srodkach ciezkosci paskéw i odeinamy w porzadku,
w jakim sie rzeczywiscie znajduja na prostej m, roéownoleglej
do kierunku paskéw. Otrzymujemy wielobok sil, ktory jest
w tym wypadku prostg, ktérej dlugos¢ 2/ wynosi. Przyjmu-
jemy potem biegun dowolny O, ktérego odleglosé od &' row-
na si¢ b (najwygodniej jest ustawi¢ go w $rodku dlugosci 2/
i tak zZeby jego odleglo$¢ od 2 wynosila mniej wiecej pol &),
(najlepiej jezeli ab jest okragla liczba) i wykreslamy odpowie-
dni wielobok sznurowy MI12. ...N. Pozioma, przez przeciecie
skrajnych bokéw przechodzaca, przecina, jak wiadomo, o$
symetryi w srodku ciezkosci S. Odcinki wieloboku sznurowe-
£0 na tej poziomej, pomnozone przez b, sa momentami sta-
tycznemi odcinkow a2 wzgledem niej samej. Nazwijmy kaz-
dy z tych odecinkow A2”. Widoczne jest z figury, Ze suma
wszystkich: yae” — 2" — 0. Zreszta wiadomo, ze moment sta-
tyczny wzgledem osi, przechodzacej przez srodek cigzkosci,
rowna sig¢ 0. Jezeli y oznacza odleglo$¢ paska ktoregokol-
wiek od XX, to:

AZY = AF'D. o

Nastepnie uwazamy,odcinki A2”, za sily, dzialajace w tych

samych liniach, co a2'*). Nie potrzebujemy ich skladaéw wie-

*) Wprawdzie to nie jest zupelnie dokladne, poniewaz odcinki
Az”, przedstawiajace momenty statyczne, uwazane przez nas za
sily, powinny by¢ przylozone w ich $rodkach, a nie w $rod-
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loboku sil, bo mamy go juz na linii XX jako odcinek miedzy
skrajnym a srodkowym bokiem wieloboku sznurowego. Przyj-
mujemy nowy biegun 0" w odleglosei ¢ i wykreslamy odpo-
wiedni wielobok sznurowy. Nazwijmy Az odcinki na XX.
Oczywiscie:

" 2y V| P
A2y = ARC;

przyjmijmy, ze ¢ =2/, tj. rowna si¢ dlugosci pierwszego wie-
loboku sik:

Ag— g3 g

Ostatni wielobok sznurowy jest jak litera S, wykrzywio-
ny i widoczne jest odrazu z figury, ze suma wszystkich od-
cinkéw na XX: ya2” = 2" nie réwna sie¢ zeru, bo wszystkie
odcinki maja tok jednakowy. Oczywiste jest, ze tok jedna-
kowy by¢ musi, gdyz wszystkie momenty bezwladnosci ma-
ja znak jeden, bo ramie y, czy ujemne czy tez dodatnie, jest
zawsze dodatnie, skoro je podniesiemy do kwadratu i tylko
znak powierzchni moze wplyna¢ na zmiang znaku momentu
bezwladnosei.

Przemnézmy przez siebie réwnania 1), 2) i 3).

"n

An. AZ2y. 82"y = a AZ'.A2"D. 027, stad:
Axy? = ab? A2"";

n

*My = TAay® — abd'2A?", wiec:

°M, — ap2d".

Wyrazajac to ostatnie rownanie slowami: otrzymamy mo-
ment bezwladnos$ci wzgledem osi X, mnozac odeinek 2 z dru-
giego wieloboku sznurowego przez iloczyn z podstawy prze-
ksztalcenia i obu odleglosci biegunow b i 2.

kach ciezkosei paskow, ktore nie upadaja na srodki momen.
tow. Lecz roznice, ktore otrzymujemy, dzielac powierzchnie na
paski polcentymetrowe lub nawet centymetrowe, sa tak male,
ze ich zwykle dojrze¢ nie mozemy, wiec tez przyjmujemy, ze
odeinki Az” sa przyczepione w frodkach ciezkosci paskow
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Jak wiadomo *M, = ak?, stad k = \/ M, : o Zeby
wiec w naszym wypadku znale$¢ odleglos$¢ k stycznych row-
nolegtych do XX, podstawmy zamiast “M; i » ich wartosci
abz' AZ" i a2:

To ostatnie réwnanie powiada nam, ze jezeli dodamy na
prostej linii od 4 do B, b [Tab.X,]| a od B do C, 2" i opisze-
my na srednicy AC kolo, to prostopadla w /7~ wystawiona
rowna sie k&, t. j. odleglosci stycznej rownoleglej do XX. Ta
odleglos¢ jest w naszym wypadku polowa gléwnej osi elipsy;
K, i K, sa punktami elipsy.

Zeby wykresli¢ cala elipse, znajdujemy w sposob zupel-
nie analogiczny moment bezwladnosci wzgledem osi Y'Y do
XX prostopadlej i na podstawie tego momentu nowa odleglosé .
k, czyli dlugo$¢ nowej poélosi. W ten sposob znajdujemy
glowne osi elipsy i jej wykreslenie nie przedstawia zadnych
trudnosei.

§ 52 Jadro srodkowe. Jezeli elipsa [Tab. X;] przedsta-
wia elipsg¢ srodkowa powierzchni «, a biegunem prostej p jest
punkt P, to przeciwbiegunem nazywamy punkt P, tak
polozony na srednicy przechodzacej przez P, ze P'S = SP.
Jezeli styczna do obwodu powlerzchni » zmienia ciagle polo-
zenie (kilka stycznych sa oznaczone liniami kreskowanemi),
to przeciwbiegun zmienia ciagle swe poloZenie i opisuje zam-
knigta krzywa, zwana jadrem $rodkowem. O znaczeniu
jadra tego i o jego zastosowaniu mowi¢ bedziemy w naste-
pujacym rozdziale, tymczasem podajemy tu sposéb jego wy-
kreslania, poniewaz znajduje sig ono, jak widzimy, w blizkim
zwigzku 7z elipsa S$rodkowa, ktorej wykreslenie opisaliSmy
w poprzedzajacych paragrafach.

Jednym w najprostszych sposobéw wykreslenia jest na-
stepujacy: [Tab. X,). Wykreslamy przedewszystkiem na glow-
nych osiach elipsy, jako na $rednicach, kola. Nast¢pnie prze-
dluzamy gléwne osi elipsy 44 i BB i wykreslamy dowolng
styczna do danego przekroju, przecinajaca AA i BB w punk-
tach Q i Q. Z punktu @ prowadzimy dwie styczne do duze-
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go kola i lgezymy punkty stycznosci K i K prosta KK/,
z punktu @ prowadzimy takze dwie styczne do malego kola
i laczymy punkty stycznosci prosta LL. Na przecigciu LL
i KK' w punkcie P ezy biegun prostej Q. Zeby znalesé¢
przeciwbiegun, laczylmy P ze $rodkiem ciezkosci S, przedtu-
zamy prosta laczaca odcinamy na niej od S do P’ odeinek
rowny PS; P’ jest iszukanym przeciwbiegunem. Nastepnie
przeprowadzamy inne styezne i znajdujemy inne bieguny
ktore gdy polaczymykrzywa ciagla mmm, otrzymamy jadro.
Uwazac¢ nalezy, zeby styczna nie wchodzila nigdy wewnatrz
przekroju, t. j. zeby nie przyjmowala polozenia takiego, jak
np. DU'. Wiec miedzy RR', TT' nie moze by¢ zadnych styecz-
nych.
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