0 peryodach catek hypereliptycznych

przez

S. Kepinskiego.

Whiesiono na posiedz. Wydz. mat.-przyr. z d. 6 czerwca 1898; ref. czt. Karlinski.

W kilku rozprawach zajmuje sie L. Fuchs, Schlesinger i R. Fuchs
zwigzkami, szczeg6lnie dwuliniowymi, ktére zachodza miedzy peryo-
dami catek hypereliptycznych, rozwazanymi jako funkcye jednego
z punktow rozgatezienia. Funkcye te czynig zado$¢ pewnym réwnaniom
rézniczkowym, ktére naleza, jak dowiddt L. Fuchs, do jednej i tej
samej ,kategoryi rownan“ i wiasnie, stosujac twierdzenia o ,,przy-
wiedInosci i inne ogo6lne wiasnosci takich réwnan, wyzej wspomniani
autorowie czeSciowo wyprowadzajg, czescig tylko okazujg istnienie
owych zwiazkéw miedzy peryodami.

Metode te, wymagajacg wielkiego aparatu i zmudnych rachunkoéw,
mozna bardzo znacznie uprosci¢, jezeli sie wprowadzi za podstawe ro-
zumowania réwnanie rézniczkowe, z soba samem sprzezone, ktéremu
czynig zado$¢ peryody pewnej catki hypereliptycznej gatunku pierw-
szego. Wowczas mozna oby¢é sie bez pomocy ogélnych twierdzen
i twierdzen o przywiedlnosci, tyczacych sie réwnan tej samej kategoryi

1) Literature tego przedmiotu podatem w pracy ,O peryodach catek hyp. ro-
dzaju p=2", drukowanej w Pracach matem. T. IX, gdzie niektére ustepy sa szcze-
go6towiej omawiane.
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(whasnosci te raczej same z siebie wynikaja), a nadto mozna wtedy
0 wiele fatwiej, i to z zupetng doktadnosSciag, wyrazenia dwuliniowe
peryodéw i inne otrzyma¢ we funkcyi zmiennego punktu rozgatezienia.

§ 1.

Jezeli przez

oznaczymy punkty rozgatezienia powierzchni Riemanna dwulisciowej,
to. jak wiadomo, powierzchnie te okresla réwnanie

gdzie
Wowczas catki hypereliptyczne, nalezace do tej powierzchni mozna

przyja¢ w ksztatcie

gdzie 2t =m jest liczbg catkowita.

Jezeli przez L rozumiemy jakikolwiek tor zamkniety na po-
wierzchni Riemanna. nie dajgcy sie $ciggnag¢ do jednego punktu, to
catka powyzsza wzieta wzdiuz toru L bedzie jej peryodem

Woyrazenie (2) rozwazajmy, wraz z Fuchsem, jako funkcye zmien-
nego parametru z. Funkcya ta czyni zado$¢ réwnaniu rézniczkowemu
jednorodnemu liniowemu rzedu 2p-go:

gdzie

1) Schlesinger: ,,Handbuch der Theorie der linearen Diffgl. etc.“ Bd. Il. p. 473.
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Nadajac w powyzszych wzorach (1,..,4) na 2§ rozmaite wartosci
catkowite nieparzyste, otrzymamy rozmaite catki Abelowe, ich peryody
i tym ostatnim odpowiadajace rownania rézniczkowe. Miedzy temi ro-
wnaniami na szczegOlniejsza uwage zastuguje réwnanie, nalezace do
wartosci

Dla tej wartosci otrzymujemy z (4)

albo, dzielgc cate rownanie przez

i nazywajac

otrzymamy rownanie

gdzie

O réwnaniu (4" twierdzimy, ze Jest z sobg samem
sprzezone.
Kiadac w (5) p+1 zamiast p, otrzymamy

a zatem
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Mamy zatem zwigzki:

Jezeli wiec dla krotkosci lewg strone rownania (4') nazwiemy

Dp (), to na mocy zwigzkéw (6) otrzymamy zwigzek
ktory wyraza te wihasnos¢, ze jezeli wielomian rdzniczkowy u)
jest z sobg samym sprzezony, to takze wielomian jest

z sobg samym sprzezony.
Poniewaz za$ wielomian D dla p=1:

jest, jak tatwo sprawdzi¢, z sobg samym sprzezony, zatem twierdzenie
nasze o rownaniu (4") jest w zupetnosci udowodnione.

Rownaniu (4') jako z sobg samem sprzezonemu mozemy nadac
ksztatt, wprowadzony przez Jacobi'‘ego:

gdzie

Zauwazmy, ze dla 2&=2p—1 catka (1), t. j.

jest catkg gatunku 1-go, z ktérej pozostate (p—1) catek j(m)
[m=1,... (p —1)] tegoz gatunku otrzymamy, bioragc kolejno (p — 1)
pochodnych j wzgledem z:

Rownaniu wiec (4) czynig zados$¢ peryody u cafki
gatunku 1-go, a ich (p—1) pochodnych wzgledem z sg
peryodami pozostatych catek tegoz gatunku.

§ 2.

Peryod dowolnej catki hypereliptycznej mozna przedstawi¢ jako
sume algebraiczng peryodéw ,.elementarnych®, posiadajagcych te wia-
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sno$¢, ze ich tory okrgzajg (w kierunku np. ujemnym) tylko punkt z
i ktory$ z punktow rozgalezienia: ki k2,... k2p. Jezeli taki tor, okrgza-
jacy punkt z i punkt Ki, i odpowiadajgcy mu peryod nazwiemy to
przy obiegach punktu z okoto wszystkich punktéw osobliwych kh w Kie-
runku ujemnym otrzymamy podstawienia liniowe:

Nadto zauwazmy, ze dla réwnania (4') réwnaniem zasadniczem okre-
Slajagcem w punkcie osobliwym kh jest réwnanie:

skad wynika, ze wyktadniki catek u sg dla punktéw osobliwych kh do-
datne, lub co najwyzej rOéwne zeru. Z tej ostatniej uwagi i z roéwnan (7)
wynika, ze w okolicy punktu kh catki si majg rozwiniecia:

(9) zas

gdzie sg Szeregami potegowymi, o potegach catkowitych doda-
tnych, argumentu (z-ki).

Rozwiniecie dokladne catki sh w okolicy punktu osobliwego kh
fatwo jest znalez¢ w nastepujacy sposob. Jezeli z znajdzie sie w poblizu
punktu kh, to tor catkowania (okrazajacy z i kh) mozemy uwazaC za
koto C, zakreslone z punktu kh jako Srodka promieniem r= it tak
matym, ze na jego polu, oprécz punktu z, nie znajduje sie zaden
z punktéw osobliwych k,, dla i~h. W tern kole mamy wiec roz-
winiecie

gdzie
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Poniewaz za$ w okolicy punktu ki jest

zatem

Jest zatem w okolicy punktu ki :

Ze wzordéw (8), (9) i (10) wnosimy, ze wszystkie (p—1) pochodnych
funkcyi dla to jest wszystkie

posiadaja w okolicy punktu rozwiniecia na szeregi:

(11) za$

Stad za$ wynika, ze wyrazenie utworzone z w sposob naste-
pujacy:

posiada w okolicy punktu osobliwego kh rozwiniecie na szereg ksztattu:

gdzie Q i sq szeregami potegowymi o catkowitych i dodatnych po-
tegach argumentu: z—kh.
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8 3.

Korzystajagc z tego, ze przy obiegu okoto punktu osobliwego
kh nietylko catki s(, lecz takze wszystkie ich pochodne: ulegaja
podstawieniom (7) zauwazymy wraz z Fuchsem, ze funkcya um" zio-
zona z funkcyi u?jn w sposéb nastepujacy:

pozostaje przy obiegach zmiennej z okoto wszystkich punktow osobli-
wych a wiec takze przy obiegu z okoto z = 00, bez zmiany.

Woyrazenie to (12) zmienia¢ moze tylko swdj ksztatt zaleznie od
tego, jakie peryody liniowo od siebie niezalezne weh wprowadzimy.
Wprowadzajac zamiast torow i peryoddw st tory i peryody .“kanoni-
czne* Riemann’a, nazwijmy je a(, b{ (i = 1,2,...p),

t. j. kladac:
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otrzymamy:

Poniewaz, jak zauwazylismy, wyrazenie um" pozostaje przy obie-
gach okoto punktéw osobliwych bez zmiany, i poniewaz funkcya ta
nie posiada punktow istotnie osobliwych (nie posiadajg ich bowiem
takze Sim)), wiec jest to funkcya jednowarto$ciowa algebraiczna, t. j.
funkcya wymierna zmiennej z. Nadto w rozwinieciach (12) dla
m<n-—2012,...p — 1 wyrazen a wiec i w rozwinieciu funk-
cyi um " nie zachodzg potegi ujemne, wyrazy za$ zawierajgce logaryt-
my muszag znikng¢ z powodu jednowartosciowosci funkcyi um®n.  Stad
wynika, ze dla m<n =0, 1,... p — 1 jest um™ funkcya catkowitg
wymierng:

co przedstawia zwigzek dwuliniowy miedzy peryodami afm), b[m) i pe-
ryodami 6fm) catek gatunku 1-go. Takich zwigzkéw réznych od
siebe jest: P (P=h

Pozostajg tylko jeszcze do okreslenia funkcye g(z).

W tym celu zauwazmy, ze catki /fm) w bardzo prosty sposob
wyrazajg sie przez tak zwane catki ,,normalne”

mianowicie jest:

Zowigc wiec peryody catek 1) na torach af, bt powierzchni
Riemann’a odpowiednio
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mamy dwa ukiady po p réwnan:

Z réwnan tych (16) i (17) mozemy nawzajem wyrazi¢ peryody
B\m) przez peryody 0j0, 6(n).
Poniewaz wyznacznik prawej strony réwnan (16), (17):

jest liczbg stata, niezalezng od z, zatem A-m) wyrazi sie liniowo przez
a;n) — podobnie przez 8/ 0 — i spotczynniki tych wyrazen beda
funkcyami catkowitemi wymiernemi zmiennej z

Tworzac wiec wyrazenie Um™ z peryodéw >1, I, w ten sam
sposéb jak umn z peryodéw a,, b{, otrzymamy:

gdzie Gmi, jest funkcya réwniez catkowitg wymierng zmiennej z.

Wiadomo jednak, ze wszystkie peryody A”, B" ni=0...p—1
catek normalnych gatunku pierwszego posiada w okolicy punktu
z = 00 rozwiniecia ksztattu

gdzie sg szeregami potegowemi catkowitych dodatnych poteg
argumentu 4«

Stad wynika, ze funkcya catkowita wymierna Gnm,, (z) posiada
w punkcie z = oq warto$¢ zero. Jest wiec tozsamosciowo:

A zatem, mamy p(pQT--\-/- zvv'iqzkéw mi_eijzy peryo-

darni catek normalnych Im)
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a stad wynika tylez zwigzkéw miedzyperyodami ca-
tek

8. 4.

Bioragc pochodne wyrazen (19) wzgledem z, fatwo sie przekonaé,
ze takze te wyrazenia

dla ktérych

(nowych tych zwigzkow jest znowu Nadto okaze sie, ze

Funkcye te li(z) znajdziemy przy pomocy rownania rézniczko-
wego (4). Jakoz z (21) otrzymujemy przez rézniczkowanie:

a wiec:

skad sumujac:

Z drugiej jednak strony przy pomocy réwnania (4'):

i z uwagi na zwigzki (19) i (20) znajdziemy:



O PERYODACH CALEK HYPERELIPTYCZNYCII. 73

czyli z uwagi na (21) i (22)

skad

W celu znalezienia wartosci ilosci stalej ¢ rozwiniemy (co naj-
dogodniej) funkcya up~"p w okolicy punktu rozgatezienia k, na szereg

potegowy.

Uwzgledniajagc wzory (7) i (14), tatwo zauwazy¢, ze wszystkie
catki ai i bl z wyjatkiem catki a, pozostajg przy obiegu okoto pun-
ktu kt niezmienione, za$ catka a, ulega podstawieniu

Stad na podstawie rownan (11) wnosimy, ze w okolicy punktu
kt istniejg rozwiniecia:

Co sie tyczy bt = S,, to catke te rozwineliSmy w § 2-im (10)

stad

za$

Poniewaz wedtug (23)
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zatem

Jest wiec

zas

gdzie Q jest szeregiem potegowym, o potegach dodatnych, catkowitych
argumentu (z — k1).
Mamy zatem

Poniewaz za$

wiec

tak iz

Mamy zatem twierdzenie:

p (p—1) wyrazen (19, 20) un'”, dla ktorych m+n <2p — 2,
m < n sg réwne zeru, zas p wyrazen (24) un™ dla ktérych
m+n=2p— 1 m<n sg rowne

§. 5.

Z kolei wyprowadzimy zwiazki miedzy peryodami catek gatun-
ku 1-go i 2-go.
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Jako catki gatunku 2-go przyjmujemy funkcye otrzymane przez
catkowanie wielokrotne wzgledem z catki gatunku 1-go: j, mianowi-
cie funkcye:

to jest

Peryody tych catek EM nazwijmy ogélnie v(n) (v° = v), a jezeli
bedzie szto o peryody v(n) na torach b powierzchni Riemann’a,
to dla krotkosci oznaczmy je przez.

Z réwnan (4") otrzymujemy:

Catkujac to wyrazenie wzgledem z, otrzymamy:

Catkujac za$ (25) wzgledem z n razy, mie¢ bedziemy 1)

Spotczynniki d- otrzymuje sie ze wzordw:

1) Podstawiajagc w (26) za n— 0, 7,...,p — 7, mozna wyrazi¢ peryody catek
gatunku 2-go jako funkcye liniowe pcryodéw catki u i jej (2p — 1) pochodnych.
Spotczynniki tych funkcyi bedg funkcyami catkowitemi, wymiernemi, zmiennej z.
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Zwigzki dwuliniowe miedzy peryodami catek gatunku 1-go:
i peryodami catek gatunku 2-go: zfn), M) bedg mialy ksztatt:

jest ich wiec p\
Na podstawie wzoru (26) otrzymamy:

Wzér ten jednak bardzo sie upraszcza. Okazemy naprzédd, ze
wyrazenia

Jakoz, z réwnosci (25) otrzymujemy, ze wzgledu na (19), (20), (24)

czyli z uwagi, ze wedlug (4"

za$

bedziemy mieli:

Bioragc pochodne wyrazenia (28) wzgledem z i zwazajgc na to
ze stosownie do naszych oznaczen, jest

za$
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mamy
Nadto, przypuszczajac, ze nasze twierdzenie: wn’" = Const, i t. d.
jest prawdziwie dla n = O,1,... n. okazeiny, ze jest takze prawdziwe

dla to jest, ze takze = Const i t. d.
Jakoz wowczas z réwnosci (26) otrzymujemy:

Lecz wedlug przypuszczenia i wzoréw (19) (20) wszystkie wyrazy
prawej strony sg réwne zeru z wyjatkiem ostatniego, ktéry wedtug (24)

Jest wiec istotnie wn+t n+' = Const., a stgd przez rozniczkowanie
otrzymujemy:

Mamy wiec z uwagi, ze twierdzenie (28) jest sprawdzone dla
n = 0 istotnie:

Dla tj. n =m -f- r otrzymujemy ze wzoru (27), uwzgled-
niajac (29), zwigzek

gdzie

Podstawiajagc w (30) — przy statem m — zamiast r kolejno
1,2,...,r, otrzymamy, po prawej stronie réwnosci (30), funkcya cat-
kowita wymierng argumentu z stopnia r-go ksztattu:
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S. KEPINSKI.
gdzie i<j < ... <k<1 mogg przyjmowac¢ wartosci z szeregu liczb
1,2, ...,r; wykladniki , m, czynig zados¢ réwnosci:

za$ spotczy

Znak ¥ oznacza sume iloczynéw otrzymanych z wyrazenia sto-
jacego pod znakiem X przez permutacye dolnych wskaznikéw, przy-
czem pamieta¢ nalezy o tern, ze, jezeli w iloczynie zastgpimy naprzy-

ktad: przez a ( przez to w nastepujgcych

po czynnikach: ’, *,... nalezy we wskaznikach

gornych odejmowac t zamiast s, to jest: otrzymamy iloczyn

Mamy wiec twierdzenie:

ZwigzKi (29):

i zwiazkKi

przedstawiajga wszystkie p! zwigzkéw dwulinio-

wych miedzy peryodami catek gatunku 1-go, a pe-
ryodami catek gatunku 2-go.

8. 6.

Co sie tyczy zwigzkéw dwuliniowych miedzy peryodami catek
gatunku drugiego, to kiadac:

otrzymamy na podstawie (25) i (26) wzory:
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Ze wzoru tego tatwo dostrzedz, ze vm' n jest funkcyg zmiennej
z catkowita, wymierng, stopnia (m + n + 1)-go.

8 7.

Nakoniec takze i wyprowadzenie zwigzku stopnia (2p)-go miedzy
peryodami catek gatunku 1-go i peryodami catek gatunku 2-go nie
przedstawia trudnosci.

Zwigzek ten otrzymamy, obliczajac wyznacznik:

Okazemy naprzéd, ze wyznacznik A ma warto$¢ statg, nieza-
lezng od z

Jakoz, pomnézmy (p  7)-szy (p + 2)-gi, ... (2p)-ty wiersz
tego wyznacznika odpowiednio przez
i podstawny zamiast i =01 ... (p—1)

i—1,2,...p) wyrazenia (25) i (26), to otrzymamy po przestawie-
niu wierszy:

Lecz wyznacznik stojgcy po prawej stronie, jako utworzony przez
2p catek réwnania (4') i ich (2p—1) pochodnych, jest rowny
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Jest wiec istotnie

Dla obliczenia tej statej mozemy uzy¢ jakiegolwiek szczeg6lnego
przypadku naprzykiad przyja¢ z =0, (x) = — 1, a otrzymamy
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