XVIIIL

Theorie der algebraischen Funktionen einer
Verianderlichen.

[In Gemeinschaft mit Heinrich Weber verdffentlicht im Journal fiir reine
und angewandte Mathematik, Bd.92, S.181—290, 1882 (datiert Oktober 1880).]

Einleitung.

Die im nachstehenden mitgeteilten Untersuchungen verfolgen
den Zweck, die Theorie der algebraischen Funktionen einer Ver-
dnderlichen, welche eines der Hauptergebnisse der Riemannschen
Schopfung ist, von einem einfachen und zugleich strengen und vollig
allgemeinen Gesichtspunkt aus zu begriinden. Bei den bisherigen
Untersuchungen iiber diesen Gegenstand werden in der Regel gewisse
beschrinkende Voraussetzungen iiber die Singularititen der betrachteten
Funktionen gemacht, und die sogenannten Ausnahmefille entweder
als Grenzfille beildufig erwihnt oder auch ganz beiseite gesetzt.
Ebenso werden gewisse Grundsitze iiber die Stetigkeit und Entwickel-
barkeit zugelassen, deren Evidenz sich auf geometrische Anschauung
verschiedener Art stiitzt. Eine sichere Basis fiir die Grundvorstellungen
sowie fiir eine allgemeine und ausnahmslose Behandlung der Theorie
laBt sich gewinnen, wenn man von einer Verallgemeinerung der Theorie
der rationalen Funktionen einer Verinderlichen, insbesondere des
Satzes, dall jede ganze rationale Funktion einer Veréinderlichen sich
in lineare Faktoren zerlegen 1a0t, ausgeht. Diese Verallgemeinerung
ist einfach und bekannt in dem ersten Falle, in welchem die von
Riemann mit p bezeichnete Zahl (das Geschlecht nach Clebsch)
den Wert Null hat. Fiir den allgemeinen Fall, welcher sich zu dem
eben genannten dhnlich verhélt, wie der Fall der allgemeinsten alge-
braischen Zahlen zu demjenigen der rationalen Zahlen, wiesen die
mit bestem Erfolge in der Zahlentheorie angewandten Methoden, die
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sich an Kummers Schopfung der idealen Zahlen anschliefien, und
der Ubertragung auf die Theorie der Funktionen fihig sind, auf
den richtigen Weg *).

Versteht man, analog der Zahlentheorie, unter einem Korper
algebraischer Funktionen ein System solcher Funktionen von
der Beschaffenheit, daf die Anwendung der vier Spezies auf Funktionen
des Systems immer zu Funktionen desselben Systems fiihrt, so deckt
sich dieser Begriff vollstindig mit dem der Riemannschen Klasse
algebraischer Funktionen. Unter den Funktionen eines solchen Kérpers
kann eine beliebige als unabhingige Verinderliche und die ibrigen
als von ihr abhéngig betrachtet werden. Fiir jede dieser ,Darstellungs-
weisen“ ergibt sich ein System von Funktionen des Korpers, die als
ganze Funktionen zu bezeichnen sind, deren Quotienten den ganzen
Korper erschopfen. Unter diesen ganzen Funktionen lassen sich nun
wieder Gruppen von Funktionen aussondern, welchen die charakte-
ristischen Merkmale solcher ganzen rationalen Funktionen zukommen,
die einen gemeinschaftlichen Teiler haben. Ein solcher Teiler existiert
zwar im allgemeinen Falle nicht, wenn man aber die beziiglichen
Sitze iiber rationale Funktionen nicht an den Teiler selbst, sondern
an das System der durch denselben teilbaren Funktionen kniipft, so
gestatten sie eine vollkommene Ubertragung auf die allgemeinen alge-
braischen Funktionen. Auf diese Weise gelangt man zu dem Begriff
des Ideals, ein Name, der aus Kummers zahlentheoretischen Arbeiten
stammt, wo die nicht existierenden Teiler als ,ideale Teiler* in die
Rechnung eingefiihrt werden.

Obwohl es sich in der vorliegenden Arbeit keineswegs um ,ideale“
Funktionen handelt, sondern alle Operationen nur an Systemen wirklich
existierender Funktionen ausgefiihrt werden, schien es doch zweck-

*) Die idealen Zahlen sind von Kummer zuerst eingefiihrt durch die Ab-
handlung: Zur Theorie der komplexen Zahlen (Crelles Journal, Bd. 35); eine
weitere Fortfiihrung und eine allgemeine Darstellung der Theorie der algebraischen
Zablen findet man in der zweiten und dritten Auflage von Dirichlets Vorlesungen
iiber Zahlentheorie, sowie in der Abhandlung von Dedekind: Sur la théorie
des nombres entiers algébriques (Paris 1877. Abdruck aus dem Bulletin
des Sciences math. et astron. von Darboux und Hoiiel). Die Kerntnis dieser
Schriften wird aber in unserer Arbeit nirgends vorausgesetzt.

Aus miindlichen Mitteilungen ist uns jetzt bekannt geworden, daB bereits vor
Jahren Kronecker mit Bezichung auf die Arbeiten von Weierstra8 Unter-
suchungen angestellt hat, die auf derselben Grundlage, wie die unsrigen, beruhen.
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mibig, den Namen ,Ideal, der in der Zahlentheorie bereits gebrauchlich
ist, beizubehalten.

Mit diesen Idealen léaBt sich nach gehoriger Erkldrung der
Multiplikation ganz nach denselben Regeln rechnen, wie mit rationalen
Funktionen. Insbesondere ergibt sich der Satz, dal jedes Ideal auf
eine einzige Weise in Faktoren zerlegbar ist, welche selbst nicht
weiter zerlegt werden konnen und daher Primideale genannt werden.
Diese Primideale entsprechen den linearen Faktoren in der Theorie
der ganzen rationalen Funktionen. Auf Grund derselben gelangt
man zu einer vollig prézisen und allgemeinen Definition des ,Punktes
der Riemannschen Fliache%, d.h. eines vollkommen bestimmten
Systems von Zahlwerten, welche man den Funktionen des Korpers
widerspruchslos beilegen kann.

Eine darauf gegriindete formale Definition des Differential-
quotienten fiithrt sodann zu der Geschlechtszahl und zu einer ganz
allgemeinen, eleganten Darstellung der Differentiale erster Gattung.
Hieran schlieft sich der Beweis des Riemann-Rochschen Satzes
iiber die Anzahl der willkiirlichen Konstanten in einer durch ihre
Unendlichkeitspunkte bestimmten Funktion, und die Theorie der
Differentiale zweiter und dritter Gattung. Bis zu diesem Punkte
kommt die Stetigkeit und Entwickelbarkeit der untersuchten Funktionen
in keiner Weise in Betracht. Es wiirde z. B. nirgends eine Liicke
bleiben, wenn man das Gebiet der benutzten Zahlen auf das System
der algebraischen Zahlen beschrinken wollte. Dadurch wird ein
wohl abgegrenzter und ziemlich umfassender Teil der Theorie der
algebraischen Funktionen lediglich durch die seiner eigenen Sphire
angehorigen Mittel behandelt.

Freilich ergeben sich alle diese Resultate durch einen weit
geringeren Aufwand von Mitteln und als Spezialfille einer viel-
umfassenden Allgemeinheit aus Riem anns Theorie; allein es ist
bekannt, dal diese Theorie beziiglich einer strengen Begriindung
noch gewisse Schwierigkeiten bietet, und bis es gelungen ist, diese
Schwierigkeiten vollstindig zu iiberwinden, diirfte der von uns be-
tretene Weg oder wenigstens ein verwandter, wohl der einzige sein,
der fiir die Thorie der algebraischen Funktionen mit befriedigender
Strenge und Allgemeinheit zum Ziele fiithrt. So wiirde sich die
Theorie der Ideale selbst auflerordentlich vereinfachen, wenn man
den Begriff der Riemannschen Fliche und insbesondere den eines
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Punktes derselben samt den auf die Stetigkeit der algebraischen Funk-
tionen gegriindeten Anschauungen voraussetzen wollte. In unserer Arbeit
ist umgekehrt auf einem langen Umwege die Theorie der Ideale alge-
braisch begriindet und aus dieser eine vollkommen prézise und strenge
Definition des ,Punktes der Riem annschen Fliche* gewonnen, welche
auch als Basis fiir die Untersuchung der Stetigkeit und der damit
zusammenhingenden Fragen dienen kann. Diese Fragen, wozu auch die
auf die Abelschen Integrale und die Periodizitdtsmoduln beziiglichen
gehoren, bleiben von unserer Untersuchung einstweilen ausgeschlossen.
Wir hoffen bei einer anderen Gelegenheit darauf zuriickzukommen.
Konigsberg, den 22. Oktober 1880.

I. Abteilung.
Set
Korper algebraischer Funktionen.

Eine Variable 6 heilit eine algebraische Funktion einer un-
abhéngigen Verdnderlichen 2, wenn dieselbe einer irreduktibeln alge-
braischen Gleichung
(1) H0.2) '="0
geniigt. F bedeutet hierin einen Ausdruck von der Form

F0,2) = a,0"+a,0" 14 ...+ a,_,0 + an,

worin die Koeffizienten a,, @,,---a@, ganze rationale Funktionen von
z ohne gemeinschaftlichen Teiler sind. Die vorausgesetzte Irreduktibilitéit
der Gleichung (1) involviert, dal 6 nicht einer Gleichung niedrigeren
Grades in bezug auf 6 geniigt, und, wie sich aus dem Algorithmus
des grofiten gemeinschaflichen Teilers ergibt, wenn

G(0,2) = b 0™+ b, +... +b,_,0 +b, = 0
eine zweite Gleichung ist, welcher § geniigt, dal G (0,2) durch F (6,z)
algebraisch teilbar sein muli. Es ldflt sich nun nachweisen, dafl G (0,2)
auch in bezug auf z nicht von niedrigerem Grade sein kann als F (0,2)
und nur dann vom. selben Grade, wenn sich aus G(6,2) ein von z
unabhéi.ngiger Faktor absondern laft. Nehmen wir an, die Koeffizienten
by, b,,---b, seien von gemeinschaftlichen Faktoren befreit, und be-
zelchnen wir mit

H(0,2) = ¢, 0m—n 4 ¢, m—n—1 4 ... + ¢,y
den vom Nenner befreiten Quotienten von G durch F, so ist
kG (0,2) = F(0,2)- H (0,2),

Dedekind, Gesammelte Werke, I. 16
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worin £ eine ganze rationale Funktion von z ist, und die Vergleichung
der Koeffizienten ergibt

kb, = @404

kb, = a,c, + a,c,

kb, = ayc, + a,¢, 4 ay¢,
worin die ¢,, €, +** Cp—y gleichfalls ohne gemeinschaftlichen Teiler
vorausgesetzt werden konnen.

Hieraus folgt zunichst, daf % konstant sein mul, und = 1 ge-

setzt werden kann; denn ist durch irgend einen Linearfaktor von
kay, a, -+ @r_1, Cyy €y, Cs_—; teilbar, a,, ¢, nicht teilbar, so folgt aus

kbrys = 0 1Cy1+0C+ar 161+
der Widerspruch, dafl a,c; durch denselben Linearfaktor teilbar sein
miifte. Hieraus aber folgt weiter, daf der Grad von G(0,2) in
bezug auf z gleich ist der Summe der Grade von F und H in bezug
auf z; denn sind r,, ¢, die ersten unter den Koeffizienten a, ¢, deren
Grad den Maximalwert erreicht, so folgt wieder aus

brys = @_1C11+ @ Ct+ GrpiCy+ -,
dafl der Grad von b, ., gleich der Summe der Grade von @, und
¢, ist.

Dividiert man die Gleichung (1) durch a,, so kann dieselbe auch
in die Form gesetzt werden
(2) f(0,2) = 0"+ b,0" 1+ ...+ by, 0 + b, = 0,
worin die Koeffizienten b,, b,, - - - b, auch gebrochene rationale Funktionen
von z sein konnen.

Das System aller rationalen Funktionen von 0 und z, @ (0,2),
hat die Eigenschaft, dal seine Individuen sich durch die elementaren
Rechenoperationen, Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
reproduzieren, und dies System wird daher als ein Korper alge-
braischer Funktionen £ vom Grade m bezeichnet. Ist zunichst
@ () eine ganze rationale Funktion von @, deren Koeffizienten
rational von z abhingen, so kann man durch algebraische Division
zwei eben solche Funktionen ¢(6), r(0) bestimmen, von denen die
zweite den Grad m — 1 nicht ibersteigt, so daf

9 (0) = ¢(0)f(6) + 7(6)

oder wegen (2)
¢ (0) = ().
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Ist ¢ () durch f(A) nicht teilbar, so haben diese beiden Funktionen

[wegen der vorausgesetzten Irreduktibilitit von f(f)] keinen Teiler

gemein, und daher lassen sich durch die Methode des groften ge-

meinschaftlichen Teilers zwei Funktionen f, (6), @, (6) so bestimmen, daf}
f(6)f,(6) + 97(0)‘7’1 0 =1,

also wegen (2)

Aus dlesen beiden Bemerkungen, zusammengenommen mit der Vor-
aussetzung der Irreduktibilitit von f(6) ergibt sich der folgende

Lehrsatz. Jede Funktion ¢ des Korpers & 1aft sich auf
eine einzige Weise in die Form setzen:

=+ 2,04+ -+ aq_,0072,

worin die Koeffizienten %, z,,--- @,_, rationale Funktionen
von z sind. Umgekehrt gehort jede Funktion dieser Form
selbstverstdndlich dem Korper £ an.

Wiihlt man unter den Funktionen des Korpers £ n beliebige aus:

=2+ 200+ 4 2l 6o,

ho = o+ 400+ 4 o o,

T = 6" + 2" 0 + - + 232, 6,
jedoch so, daB die Determinante

ik e #0042l
nicht identisch Null ist, so ergibt sich, daf} jede Funktion des Korpers £
auch in der Form dargestellt werden kann

E=Um+ Ynt- -+ Yatn
deren Koefﬁzienten Y15 Yay -+ Yn rationale Funktionen von z sind. Ein
solches System von Funktionen > My soll eine Basis des
Korpers £ heifllen.
Damit ein Funktionensystem #,, #,,--- 5, des Korpers & eine
Basis desselben bilde, ist erforderlich und hinreichend, daf zwischen
ihnen keine Gleichung (Identitit) von der Form

Yith+ %t -+ Y =0
bestehe, in welcher die Koeffizienten y,, ¥,, -+ y, nicht simtlich
verschwinden. Beispielsweise bilden die Funktionen 1, 6, 62 ... 67—
eine Basis von Q.
16*
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§ 2.
Normen, Spuren und Diskriminanten.
~ Wiihlt man zur Darstellung der Funktionen von & eine beliebige
Basis 7,, 7, %, 50 kann man, wenn ¢ irgend eine Funktion in £
bedeutet, setzen:
Em = Ya,1M T Y1, ala it o0+ Yin sy
(1) Ems = Yo, 1M+ Yo,2Ms o+ Yonn,

.....................

: M = Yn1M+ YnaMa+ < + Yn,n s

worin die Koeffizienten y, » rationale Funktionen von z sind. Hieraus
ergibt sich die Gleichung

?/1,1—& Y1, 95 st Yain '

@) ;?/2,1, Yoo —& - Yoyn ‘ agkdhy

Yn, 15 Yn, 25 fiout yn,n_g
welche, nach Potenzen von ¢ geordnet, die Gestalt hat
(3) @) =&+ b8+ -+ bayf+ by =0
und, wie sich aus dem Multiplikationssatz der Determinanten ohne
Schwierigkeit ergibt, von der Wahl der zugrunde gelegten Basis #,,
Mgy ** W ganz unabhidngig ist. Von den Koeffizienten b,, b,,---b,
der Funktion ¢, welche siimtlich rationale Funktionen von z und durch
die Funktion ¢ vollkommen bestimmt sind, sollen zwei, die in der
Folge von Wichtigkeit sind, durch besondere Namen ausgezeichnet
werden. Die Funktion

Y1,19 Y1,25 ' Y1,

(4) (— 1)y b, = Ya'1s Ys,2y 0% Yan

Yn,15 Yn,29 *°° Yy
heiit die Norm der Funktion ¢ wund wird mit N (§) bezeichnet
Von dieser Funktion gelten folgende Sitze.

1. Die einzige Funktion, deren Norm identisch verschwindet, ist
die Funktion ,Null“; denn macht man in dem System (1) die Annahme
daB NV (§) = 0 sei, so folgt, daB sich ein System rationaler Funktionen
von 2, die nicht séimtlich verschwinden, ¥,, ¥4, - ¥» 50 bestimmen

1aBt, dall
’ E@mt Yt 4 Yamm) = 0,
also, da #,, %,, -+ %, eine Basis von & bilden, { = 0.
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2. Die Norm einer rationalen Funktion von z ist die mt® Potenz
dieser Funktion. Denn ist ¢ rational, so reduzieren sich die Gleichungen(1)
auf die Identititen ¢ ny = &na, woraus N (§) = ¢» folgt.

3. Ist ¢ irgend eine zweite Funktion des Korpers £ und das
dem System (1) entsprechende Gleichungssystem fiir diese Funktion

§' Nh-—— 2 yh, Moy
gg' Nh = 2 Yn, y:, ¢ N
und daraus nach dem Multiplikationssatz der Determinanten
NEE) = NENE)
4. Aus 2. und 3. folgt:

NON(p)=1

£\ _ N .
&)= we)
5. Endlich ergibt sich aus der Definition der Funktion g, (2),
(8) der wichtige Satz: Ist ¢ eine beliebige Konstante (oder auch eine
rationale Funktion von 2z), so ist

so folgt:

also:

@) = N(—8)
Es soll sodann die Funktion
(5) —b1:y1,1+y2,2+"'+yn,n

die Spur von { genannt und mit 8 (§) bezeichnet werden. Fiir diese
ergeben sich unmittelbar aus der Definition die Sitze:

(6) 8(0) = 0,

(7 (1) =N

Und wenn z eine rationale Funktion von z, ferner £ ¢' zwei Funk-
tionen in £ bedeuten:
®) S = =80
(9) S@E+8)=8@®+8)

Es hat sich aus dieser Betrachtung ergeben, da jede Funk-
tion § in & einer Gleichung nt» Grades, ¢ (§) = 0, geniigt,
deren Koeffizienten rational von z abhingen. Wenn diese
Gleichung irreduktibel ist, so bilden die Funktionen 1, ¢, £2, ... gr—1!
eine Basis von & Im andern Falle sei

a0 P1(6) =&+ bofe ot besf+ b =0

WWW.rcin.org.pl
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die Gleichung niedrigsten Grades, deren Koeffizienten in z rational
sind, welcher die Funktion { geniigt, und mithin ¢, ({) = 0 irreduk-
tibel, e<nm. Da gleichwohl @ (¢) verschwindet, so muf ¢(¢) durch
@, (¢) algebraisch teilbar sein, und wie in § 1 ergibt sich, dal jede
rationale Funktion  von z und ¢ in der Form darstellbar ist

=2+ 2+ -+ 2181,

deren Koeffizienten z,, «,,--- 2., rational von z abhéngen *). Ist nun

Wby 0o gy 0y =0
die Gleichung niedrigsten Grades, welcher 6 geniigt, deren Koeffizienten
rational von z und ¢ abhéngen, so besteht zwischen den e. f Funktionen
(11) ¢ ox (h=0,1, -*+ e—1; k=10, 1, *+ - f—1)
keine lineare Gleichung mit rational von z abhiéingigen Koeffizienten,
wahrend jede Funktion in £ linear mit rational von z abhingigen
Koeffizienten durch diese Funktionen darstellbar ist. Es ergibt sich
daraus, dal dieselben eine Basis von £ bilden, und daB sonach
e.f == n,

also ¢ ein Teiler von = ist.

Wendet man die Basis (11) zur Aufstellung der Norm von ¢ an,

so erkennt man leicht mittels der Gleichung (10), daB

N@© = (—1)by = (— 1)rb/
wird. Da ferner fiir ein belichiges konstantes ¢ die Funktion ¢ — ¢
einer Gleichung von demselben Grade geniigt wie ¢, so ergibt sich
der Satz:

Die Funktion ¢(f) (3) ist entweder irreduktibel oder
eine ganze Potenz einer irreduktibeln Funktion.

Ist %,, 1y, - 4, ein beliebiges System von n Funktionen in £,
gleichviel ob dasselbe eine Basis bildet oder nicht, so fithren wir
eine zu diesem System gehorige rationale Funktion von z ein, die wir
als dessen Diskriminante, 4 (5,7, - 4,) bezeichnen und folgender-

maben definieren
18 (1), S(mimg)y -+ S(ny0n)
NEN ’71)’ S (nyms)y -+ S(ng Wn) L

S )y S @nng)y -+ S (Mnnn)

*) Aus der Gleichung ¢, (§) = O entspringt ein Kirper algebraischer Funk-
tionen £, vom Grade ¢, dessen Funktionen sdmtlich zugleich im Kirper £ ent-
halten sind, und der daher als ein Teiler des Korpers £ bezeichnet werden kann.

(12) A(’?la’?m""]fl):
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Die Diskriminante ist dann und nur dann nicht identisch
Null, wenn die Funktionen,, 5,, --- %, eine Basis von & bilden.

Um den ersten Teil dieser Behauptung zu beweisen, nehmen
wir an, es sei 4 (9, Mg, - Mn) = 0. Es 1Bt sich unter dieser
Voraussetzung ein System rationaler Funktionen ¢,, y,, - y, von z,
die nicht alle identisch verschwinden, so bestimmen, dafl

Y S(myme) + ya S (em) + -+ + Yu S (R M)
=S+ ot + yana) = 0.

k=12 ¢°°m)
Wihlt man daher ein System rationaler Funktionen z,, z,,--- z,
von 2, ganz beliebig und setzt:

N+ Yoo+ Ynta = 1,
o+ Tyt T = §

S(En) = 0.

Wenn aber die Funktionen #,, 7,,--- 7, eine Basis von & bilden,
so kann ¢ jede beliebige Funktion in £, also, da 5 nicht verschwindet,

so folgt:

beispielsweise auch % sein. Dann ist aber die letzte Gleichung

gicher nicht erfiilll, und es kann also unter dieser Voraussetzung
die Diskriminante von #,, 7,, --- %, nicht identisch verschwinden.
Halten wir die Annahme fest, dall #,, n,, --- 5, eine Basis von £
sei, und setzen:
7];::xl,kﬂ1\+x2,k"71+"'+xn,k77n7 k=1,2++n)
so bilden die Funktionen %;, %s,--- 4, eine Basis von £ oder nicht,
je nachdem die Determinante der rationalen Funktionen z, . von 2z

X =t Eixl,lx2,2"'x‘n,n
von Null verschieden ist oder nicht. Nun ist aber

S(mhg) = D un @e,18 (1.0),

i 1L,n
und daraus ergibt sich nach dem Multiplikationssatz der Deter-
minanten der Hauptsatz iiber die Diskriminanten

(13) A (1, N2y Mn) = XA (135 Ny M)
woraus auch die Richtigkeit des zweiten Teils der obigen Behauptung

erhellt, dafl die Diskriminante eines Funktionensystems stets dann
identisch verschwindet, wenn dasselbe keine Basis von £ bildet.
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§ 3.

Das System der ganzen Funktionen von z im Kérper £.

Definition. Eine Funktion @ des Kérpers & soll eine ganze
Funktion von z heiflen, wenn in der Gleichung niedrigsten Grades,
welcher dieselbe nach § 2 geniigt:

(L p@ =o0'+bo~t+ - +b_0+b =0,

die Koeffizienten b,, b,,--- b, ganze rationale Funktionen von z
sind; im entgegengesetzten Fall heille sie eine gebrochene Funktion.
Der Inbegriff aller ganzen Funktionen von z in £ soll mit o bezeichnet
werden. Da nach § 2 N ( — @) eine ganze Potenz von ¢ (f) ist, so
folgt, dal fiir eine ganze Funktion @ auch die simtlichen Koeffizienten
von N (¢ — @) ganze rationale Funktionen von z sind, also insbesondere:

1. Die Norm und die Spur einer ganzen Funktion sind ganze
rationale Funktionen von z.

Aus der Definition der ganzen Funktionen ergibt sich ferner:

2. KEine ratiorale Funktion von z gehort dann und nur dann zu
dem System o, wenn sie eine ganze rationale Funktion von z ist.

3. Jede Funktion 5 in & kann dureh Multiplikation mit einer
von Null verschiedenen ganzen rationalen Funktion von z in eine
Funktion des Systems o verwandelt werden. Denn es geniigt 4 nach
§ 2 einer Gleichung niedrigsten Grades von der Form

boﬂe+b1ﬂe—l e L +be—177 + b, = 0,
deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen von z sind, und diese
geht durch die Substitution b,7 — @ in eine Gleichung von der
Form (1) fiir @ iiber.
4. Eine Funktion @ des Korpers &, welche irgend einer Gleichung
von der Form geniigt
’lp(ﬁ)) = o™ | clwm—l + ot lm_10+cn =0,
in welcher die Koeffizienten ¢,,--- ¢, ganze rationale Funktionen von z
sind, ist eine ganze Funktion. Denn ist
o =+ b a4 -4 b_0+b =
die Gleichung niedrigsten Grades, welcher @ geniigt, so muf ¥ (o)
durch ¢ (@) algebraisch teilbar sein:
¥ (@) = ¢(a)y (@),
was, wie leicht zu zeigen ist, zur Folge hat, dall auch die Koeffizienten
von @ (@) und g (w) ganze rationale Funktionen von z sind (GauB,
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Disq. Ar. art. 42). Hieraus ergibt sich der Hauptsatz iiber die ganzen
Funktionen:

5. Summe, Differenz, Produkt zweier ganzen Funktionen
sind wieder ganze Funktionen.

Sind nidmlich @', " zwei ganze Funktionen in £, welche resp.
den Gleichungen geniigen

o™ 4+ b 0"l 4 .o by @ +by =0,

@' 4 B o e b a” b= 0,
so kann man, wenn man unter w,, @,, - -+ @, die m = n'n"” Produkte
o @' =01, n'—15 A =0,1,---n"—1)
und unter @ eine der drei Funktionen o'+ ", @' " versteht, setzen

OO, = %10, + 4+ T, m On,

@ @y — xm,lm1+"'+xm,mwmv

worin die x; » ganze rationale Funktionen von z sind, und daraus
erhilt man

Zy1,1— 0, &y, 9, e Ty,m |
Zo, 1, Lo, 0 — @y *** Xy ke
Tm, 15 Zm, 2, T, — @

also eine Gleichung fiir @, deren Koeffizienten ganze rationale Funk-
tionen von z sind. :

Als Korollar ergibt sich hieraus, dall jede ganze rationale Funk-
tion von Funktionen in o selbst eine Funktion des Systems o ist.

6. Eine ganze Funktion @ heilit durch eine andere ganze Funk-
tion @' teilbar, wenn ein dritte ganze Funktion " existiert, welche
der Bedingung geniigt

0O — 0 .
Aus dieser Definition ergibt sich sofort:

Ist @ teilbar durch @', @' durch ®”, so ist auch @ durch "
teilbar,

Ist o und ®” durch o teilbar, so ist auch &' + ©" durch @
teilbar, und allgemein: sind ,, @y, @, -- durch o teilbar, w;, @,
@3, - - - beliebige Funktionen in o, so ist auch w; @, + 05 0, + 0w, + -+
durch o teilbar.
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7. Bilden die Funktionen #,, %,,-- 7%, eine Basis von &, so
kann man (nach 3.) » von Null - verschiedene ganze rationale Funk-
tionen von 2, a,, @y, --- @, der Art bestimmen, daf

Oy == @y N1y Oy == Gglg) 2 @0n = Ay My

ganze Funktionen sind, und diese bilden ebenfalls eine Basis von £, da

A (0, @y -+ 0n) = G705+ Gn A (1, N5 1)
von Null verschieden ist. Es gibt also Basen von &, @,, @,, - o,
welche aus lauter ganzen Funktionen bestehen, und die Diskriminante
einer solchen Basis ist, da S (@, ;) ganze rationale Funktionen von 2z
sind, selbst eine von Null verschiedene ganze rationale Funktion von z.
Jede Funktion von der Form
@) 0= %0, + Ty0,+ -+ @, 0,
in welcher die x,, z,,--- 2, ganze rationale Funktionen von z sind,
gehort dann zu dem System o; aber es ist durchaus nicht notwendig,
dal umgekehrt jede Funktion in o in dieser Form darstellbar sei.

Nehmen wir 2lso an, es existieren in o noch andere Funktionen
als die in der Form (2) enthaltenen, so miissen sich eine lineare
Funktion z — ¢ und gewisse ganze rationale Funktionen z,, z,, - 2,,
die nicht alle durch z — ¢ teilbar sind, so wihlen lassen, daf}

Z,0, + 200, 1 -+ 2, 0,
é z—c
eine ganze Funktion ist. Die Funktionen z,, z,,--- z, lassen sich
nun auf ihre nicht sdmtlich verschwindenden konstanten Reste c,,
Cy, - -+ €, In bezug auf z — ¢ reduzieren, und daraus erhellt, dafl auch
g Lt - G,
z—¢

eine ganze Funktion ist. Ist ¢, von Null verschieden, so bilden auch
die n ganzen Funktionen
® und @,, @y, 0,
eine Basis von & und zugleich ist nach § 2 (13)
2
A (@, 0y, ++ @0y) = (z‘i_l*aé‘d(wu @y, @),

also von niedrigerem Grade als 4 (@, @y, - @,). Da nun diese
beiden Diskriminanten ganze rationale Funktionen von z sind, so
gelangt man durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens schlieflich
zu einer aus ganzen Funktionen bestehenden Basis von 2, w1, @j, - -+ @y,

deren Diskriminante im Grade nicht weiter erniedrigt werden kann,
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und welche folglich die Eigenschaft hat, dal jede Funktion o in o
in der Form enthalten ist

0 = x1m1+xgm’2+"'+xnm;
mit ganzen rationalen Funktionen von z als Koeffizienten.
Ein solches System soll eine Basis von o genannt werden.
Ist ®,, @, - @, eine Basis von o und

O, = X0, + T, 30 + -+ + T, 5 Op, (=12 -n)
s0 wird das System @), @, -+ @, dann und nur dann ebenfalls eine
Basis von o bilden, wenn die Determinante der ganzen rationalen
Funktionen 2, .

X = Zixx,l Xo 9Ty pn

eine von Null verschiedene Konstante ist. Denn nehmen wir an,
es habe diese Determinante irgend einen Linearfaktor z — ¢, so lassen
sich Konstanten ¢,, ¢y, --- ¢,, nicht siamtlich verschwindend, so be-
stimmen, dall die » ganzen rationalen Funktionen von 2

21 1,0 + Cy Xy, + e + Cp Ty, o
durch z--c¢ teilbar werden (d.h. fiir z = ¢ verschwinden); dann
aber ist
C oy + Cay + -+ Caoop
z—e¢

eine ganze Funktion und mithin @), w;, -+ @, keine Basis von o.
Da nun andererseits
A (@1, @+ 0,) = X* 4 (0, @, @)

ist, so folgt, dal die Diskriminante einer Basis von o von einem
konstanten Faktor abgesehen von der Wahl dieser Basis unabhiingig
ist. Man erhilt also eine vollkommen bestimmte ganze rationale
Funktion von z, wenn man in der Diskriminante einer beliebigen
Basis von o den Koeffizienten der hochsten Potenz von z durch Division
— 1 macht. Diese Funktion soll die Diskriminante des
Kéorpers & oder des Systems o genannt und mit 4 () oder
4 (0) bezeichnet werden.

§ 4.
Die Funktionenmoduln.

Wir betrachten im folgenden Systeme von Funktionen, welche
wir Funktionenmoduln oder auch schlechtweg Moduln nennen und
folgendermaflen definieren. Ein Funktionensystem (in &) heifit
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ein Modul, wenn sich die Funktionen desselben durch Addi-
tion, Subtraktion und durch Multiplikation mit ganzen
rationalen Funktionen von z reproduzieren.

Bezeichnet man mit «,, a,, - - - &, irgend m gegebene Funktionen,
mit x,, 2,, -+ ¥, willkiirliche ganze rationale Funktionen von 2z, so
bildet der Inbegriff aller Funktionen von der Form

o= X0, + Ty0, + <+ + Ty otp
einen Modul. Ein solcher soll ein endlicher Modul genannt und mit

0= [a;, og, "+ o]
bezeichnet werden. Das Funktionensystem e, o, ... o, heilt die
Basis dieses Moduls.
Wir wollen ein Funktionensystem o, o,, -+ &, rational irre-

duktibel oder die Funktionen o,, e, - &, rational unabhéingig
nennen, wenn eine Gleichung von der Form
Ty 0+ Toog+ o+ o — 0

fiir rationale  nur dann bestehen kann, wenn x, =0, £, =0, -+ 2, =0
ist. Ein Funktionensystem, welches eine Basis des Korpers £ hildet,
ist daher stets rational irreduktibel, und es gibt kein System von
mehr als » rational unabhéngigen Funktionen in L.

Wir beweisen nun zuniichst den Satz:

1. Jeder endliche Modul besitzt eine rational irreduk-
tible Basis.

Der Beweis desselben ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden
Hilfssatz:

Sind die ganzen rationalen Funktionen ¥ i, #s,1,** ym,1 Ohne
gemeinschaftlichen Teiler, so lassen sich andere ganze rationale
Funktionen ¥, 5, ¥s 9, ¥m,m 50 bestimmen, dab

podn PG TR N Gy

*) Der Satz ist richtig und bekannt fiir » = 2. Nehmen wir also an, er
sei bewiesen fiir s — 1, so konnen wir, wenn 0 den grifiten gemeinschaftlichen
Teiler von y1,1, ¥2,1, ** - ym—1,1 bedeutet, der Gleichung geniigen

Y1,10 Y3,10° " Ym—1,1

Y1,8" Yo,80° " Um—1,8| __ 5

Yi,m* Y2,m " Ym—1,m '
und wenn wir also die ganzen rationalen Funktionen x, y so bestimmen, daf
& w2/~ a7z (Y=
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Geniigen nun die Funktionen «,, ey, -+ @, einer Gleichung

t
23/4,1 o — 0,
1,m

in welcher die ganzen rationalen Funktionen y, ; -« - ym,1 ohne gemein-
schaftlichen Teiler angenommen werden konnen, so setze man

Y2 & = By,
1,m
Ey‘»m Gy = ﬂma
1L,m

dann ist der Modul [e,, a,, &) vOilig identisch mit dem Modul
[Bss Bss Bm), dessen Basis eine Funktion weniger enthélt. Sind die
Funktionen B, noch nicht rational unabhingig, so kann man sie in
derselben Weise weiter reduzieren, und gelangt schlieSflich, falls die
Funktionen ¢, nicht simtlich verschwinden (ein Fall, welchen wir
von dem Modulbegriff ganz ausschlieen wollen) zu einer irreduktibeln
Basis. Wir werden in der Folge unter einer Basis schlechtweg stets
eine irreduktible Basis verstehen.

2. Obwohl man nach dem vorhergehenden fiir einen und den-
selben Modul sehr verschiedene irreduktible Basen auffinden kann,
so ist doch die Zahl der Funktionen, die in einer solchen enthalten
sind, stets dieselbe, da im entgegengesetzten Fall dasjenige Funktionen-
system, welches mehr Funktionen enthalt, nicht rational irreduktibel
sein konnte. Sind also a,, ey, -+ @m; By, By, -+ PBm zwei irreduktible
Basen desselben Moduls a, so ist, da sowohl die e, als die f; in a
enthalten sind:

M—Emmm Zﬁ%

1,m
worin die Koeffizienten p, ¢ ganze rationale Funktionen von 2z sind.
Hieraus aber folgt: :

2 ® p® — 0 oder 1,

ist, so folgt:

Yy,10 Y2,1° " Ym—1,1 Um,1
T CHaa Y11
0 0 d T
Y1,30  Ya, 30 Ym—1,3
yl,m y2,m’ Ym—1m® 0

WWW. !\l"luru pL
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je nachdem % von k verschieden ist oder nicht, und daraus:

S+ pPp® . D4 gD g

und da beide Determmanten ganze rationale Funktionen von z sind,
so miissen sie beide konstant sein.

3. Definition. Ein Modul a heiit durch einen Modul b teil-
bar, oder b ein Teiler (Divisor) von a, a ein Vielfaches (Multi-
plum) von b (b geht in a auf), wenn jede Funktion in a zugleich
in b enthalten ist. b soll ein echter Teiler von a heifien, wenn a
durch b teilbar, aber nicht mit b identisch ist *).

Aus dieser Definition ergibt sich sofort:

Ist a teilbar durch b, b teilbar durch c, so ist auch a teilbar durch c.

4. Definition. Der Inbegriff m aller derjenigen Funktionen,
welche zugleich in zwei Moduln a, b enthalten sind, bildet, falls er
nicht aus der einzigen Funktion ,Null“ besteht, einen Modul (nach der
allgemeinen Definition), welcher das kleinste gemeinschaftliche
Vielfache von « und b heilit, weil jeder Modul, welcher ein Viel-
faches zugleich von a und von b ist, auch ein Vielfaches von m ist. Das
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von einer heliebigen Zahl von
Moduln q, b, ¢,---ist dementsprechend der Inbegriff aller der Funk-
tionen, die zugleich in @, b, ¢,-.-enthalten sind. Man kann dasselbe
bilden, indem man nach Belieben je zwei der Moduln a, b, ¢,---durch
ihr kleinstes gemeinschaftliches Vielfache ersetzt.

5. Definition. Ist « eine beliebige Funktion in a, B eine
beliebige Funktion in b, so bildet der Inbegriff aller Funktionen von
der Form « 4 B einen Modul b, welcher der grofte gemeinschaft-
liche Teiler der beiden Moduln a und 6 heifit. Derselbe ist,
wenn a und b endliche Moduln sind, selbst ein solcher. Ist némlich

6 = [ay, &g, - 0], b = [By, Bg, ++ Bsl;
b= [, otgy - @y Bys By Bo)

Nach der Definition der Teilbarkeit ist d ein Teiler sowohl von
a als von b. Ist umgekehrt b ein Teiler von a und von b, so sind
die Funktionen « sowohl als die Funktionen B, mithin auch die
Funktionen « + 8 in b enthalten; daher ist d durch b’ teilbar.

80 ist

*) Der Begriff der Teilbarkeit der Moduln ist der von den Zahlen her ge-
wohnten Anschauung zuwider gebildet, insofern der Teiler einen griBeren Inhalt
an Funktionen enthilt als das Vielfache.
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Die Definition des grofiten gemeinschaftlichen Teilers einer be-
liebigen Anzahl von Moduln ergibt sich hiernach von selbst.

6. Definition. Ist a ein Modul, « jede Funktion in a und g
eine beliebige Funktion in &, so verstehen wir unter dem Produkt wa oder
au den Inbegriff aller Funktionen we, welcher wieder ein Modul ist. Ist

0 = (o, g, - o]

ein endlicher Modul, so ist

po = [na,, pay, - peyl,
also ebenfalls ein endlicher Modul, und aus gwa = ub folgt a = b,
wenn w von Null verschieden ist.

7. Definition. Sind a, b zwei Moduln, o, B sémtliche Funk-
tionen in a, resp. in b, so verstehen wir unter dem Produkt

0h ==ibg =t

den Inbegriff aller Produkte einer Funktion o und einer Funktion g
und aller Summen solcher Produkte, also simtlicher Funktionen, welche
durch das Zeichen

y=Zop

bezeichnet werden konnen.

Dieses Funktionensystem bildet jederzeit einen Modul, und zwar
einen endlichen, wenn a und b solche sind. Sind némlich a und b
so definiert, wie in 5., so bilden die r-s Funktionen e, 8, eine, wenn
auch reduktible, Basis von ¢. Ein Produkt aus beliebig vielen Moduln
a, b, ¢, -.- erkldrt sich hiernach von selbst, und es gilt fiir dasselbe
der Fundamentalsatz der Multiplikation von der Vertauschbarkeit
der Faktoren. Sind die einzelnen Funktionen eines solchen Produkts,
deren Anzahl m sei, einander gleich und = a, so wird dasselbe mit

a™ bezeichnet, und es ist
am+m' — qmqm’

Im allgemeinen ist ein Produkt ab nicht durch a teilbar. Dagegen
gilt der Satz, dessen Beweis sich unmittelbar aus der Definition ergibt:

Ist a teilbar durcha,, b durchb,, soist abteilbar durch a,b,.
8. Definition. Unter dem Quotienten % zweier Moduln a, b

soll der Inbegiff aller derjenigen Funktionen y verstanden werden,
welche die Eigenschaft haben, daB pa durch b teilbar ist. Dieser
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Quotient ist, falls er nicht aus der einzigen Funktion ,Null“ besteht,
ein Modul ¢, was sofort aus der Definition erhellt. Das Produkt —2 a

ist jederzeit durch b teilbar, wenn auch nicht immer gleich b.

§ 5.

Kongruenzen.
Zwei Funktionen «, 8 heilen kongruent nach dem Modul a
o« = f (mod. 0),
wenn die Differenz der beiden Funktionen, e — B, in dem Modul a
enthalten ist.

Aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar die folgenden Sétze:

1. Ist « = B, B = y (mod.q), so ist & = y (mod.a).

2. Ist b irgendein Teiler von a, so folgt aus « = g (mod. a),
daB auch « = B (mod.b) ist.

3. Ist &« = B (mod.a), u eine beliebige Funktion in &, so folgt
pe = up (mod. wa), und umgekehrt folgt aus der letzteren Kongruenz
die erstere, wenn p von Null verschieden.

4. Ist =, a, = B, (mod. a), so ist auch & + &, = g + B, (mod. a).

Sind A,, A4, - -+ Ay, beliebig gegebene Funktionen in &, ¢, ¢;, -+ - ¢,
willkiirliche Konstanten, so heifit der Inbegriff aller Funktionen
von der Form

CihyF-Cdg+ o+ Cndnm
eine Schar und wird mit (4, 4, - -+ 4,) bezeichnet. Das Funktionen-
system A,, A5, -+ 4, heillt die Basis der Schar. Die Funktionen
Ayy Agy -+ Ay heiflen linear unabhéngig oder ihr System linear
irreduktibel, wenn eine Gleichung (Identitét) von der Form
CAyt Ayt -+ Cpdy =0

nicht anders bestehen kann, als wenn die konstanten Koeffizienten
¢, Cq, -+ - Oy alle verschwinden.

Hiernach gilt der Satz, dall jede Schar eine linear irreduk-
tible Basis besitzt. Denn ist ¢, 4, + €, 44 + -+ + ¢ An = 0 und
¢, von Null verschieden, so ist die Schar (i,, 4y, ---4,) identisch
mit der Schar (4,, 44, -+ An), deren Basis eine Funktion weniger
enthilt. Ist diese noch nicht linear irreduktibel, so kann man auf
die gleiche Weise weiterschliefen. Auch hier soll in der Folge unter
einer Basis schlechtweg eine irreduktible Basis verstanden sein. Die
Anzahl der Funktionen, welche in einer irreduktiblen Basis einer

WWW.rcin.org.pi



— 257 —

Schar enthalten sind, ist stets dieselbe und heilt die Dimension
der Schar. Ist m die Dimension, so heilit die Schar auch eine m-fache.
Irgend m Funktionen einer solchen Schar bilden eine irreduktible
Basis derselben dann und nur dann, wenn sie linear unabhéngig sind.

Die Funktionen 4,, 4,,:+-4, heiflen linear unabhéingig in
bezug auf den Modul a, wenn eine Kongruenz von der Form

¢, Ay + 6 Ay + -+ + G Ay = 0 (mod. q)

fiir keine anderen als verschwindende konstante Koeffizienten c,,
Cg, * ++ Cy, besteht. Zwei Summen von der Form X ¢, A, mit verschiedenen
Werten der konstanten Koeffizienten ¢, sind dann auch stets inkon-
gruent nach dem Modul a.

Es seien nun a und b zwei Moduln, und es werde zun#chst
angenommen, es existieren in b nur eine endliche Anzahl von Funk-
tionen 4,, 4y, -+ Ay, welche nach dem Modul a linear unabhingig

sind. Jede Funktion B in b geniigt dann einer und nur einer Kon-
gruenz von der Form

B=c¢ A +CA+ -+ + tmin (mod. a)
mit konstanten Koeffizienten c,, ¢,,--- ¢,. Die Schar (4,, 44, -+ y)
kann daher ein vollstindiges Restsystem des Moduls b nach

dem Modul a und 4,, 4,, - - - 4,, eine Basis desselben genannt werden,
und man kann in symbolischer Bezeichnung setzen:

b= (4, 4y, - -+ A) (mod. a).

Wihlt man in b irgendein System von m Funktionen 4}, 45, -+~ AL,
aus, so gelten m Kongruenzen

A= Xk, A (mod. a)

mit konstanten £, ., und dies System bildet dann und nur dann eine
Basis eines vollstédndigen Restsystems von b nach a, wenn die Determinante

¢ Eikl,l k2,2"'km,m
von Null verschieden ist.

§ 6.
Norm eines Moduls in bezug auf einea andern.

Ist (4,, A4, -+ Ay) ein beliebiges vollstindiges Restsystem eines

Moduls b in bezug auf einen andern a, so ergibt sich, weil 26 durch b
Dedekind, Gesammelte Werke, I. 17
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teilbar ist, ein ganz bestimmtes System von m? Konstanten ¢, j, durch

welches die Kongruenzen erfiillt werden:

C1,1 ’11 —{—02,1 12+"' +c”‘71 A
Zhg = Cra Ay +Con dy + 0+ Oy Am (mod. a)

Il

zh,

.....................

2l == Cl’mll—}—cﬂ,mlg‘}'""*_cm,mlm

und durch Auflosung dieses Systems erkennt man, dafl jede Funktion 2,,
und mithin jede Funktion g des Moduls b durch Multiplikation mit
der ganzen rationalen Funktion mte» Grades von 2z

C1,1— % Cy 1, tcr O ‘
(ﬁ Q) = (_ l)m C1,9, Co0— 2, *** Cp,0
e
| C1,m 5 Co.m»y s Ol =% |

in eine Funktion des Moduls a verwandelt wird. Diese Funktion (b, a)
ist, wie sich aus dem Multiplikationssatz der Determinanten leicht
ergibt, von der Wahl der Basis 4,, 4,, -+ A, unabhingig, also nur
von den beiden Moduln a, b abhéngig und soll die Norm von a in
bezug auf b genannt werden.

Ist jede Funktion in b zugleich in a enthalten, also b durch a
teilbar,- so ist m = 0 und (b,a) = 1 zu setzen. Wenn dagegen b
nicht, wie oben angenommen, eine endliche Anzahl in bezug auf a
linear unabhingiger Funktionen enthélt, dann soll festgesetzt werden,
dab (b,a) = 0 sei.

1. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, d der grofite
gemeinschaftliche Teiler von a und b, so ist jede Kongruenz zwischen
Funktionen des Moduls b in bezug auf den Modul a vollkommen
gleichbedeutend mit der Kongruenz derselben Funktionen nach dem
Modul m; andererseits ist jede Funktion in b einer Funktion in b
und umgekehrt jede Funktion in b einer Funktion in b kongruent
nach dem Modul a. Aus diesen Bemerkungen ergibt sich sofort der
wichtige Satz:

(6, a) = (b, m) = (b, a),
welcher auch richtig bleibt, wenn (b, a) = 0 ist.

2. Ist der Modul a teilbar durch den Modul b, dieser
durch den dritten Modul ¢, so ist

(¢,a) = (¢, b) (b, a).
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Der Satz ist offenbar richtig, wenn von den beiden Normen (c,b),
(b,a) eine verschwindet. Ist dies micht der Fall und ist

¢ = (@1, 03, ' ** 0r) (mod. b),
b= (’111 127 el 1'3) (mOd‘ a)’

so sind die Funktionen g,, @4, 0r, 4;, 4y, -+ 4; ZUSAMMengenommen
linear unabhéingig nach dem Modul a; denn ist

Seo + >k =0 (mod.a),
so folgt, da a durch b teilbar ist und die Funktionen‘}., in b ent-
halten sind,

>l¢.0. = 0 (mod.b), mithin ¢, = 0,

>icid, = 0 (mod.a), mithin ¢, = 0.
Da ferner jede Funktion ¢ in ¢ einer Kongruenz von der Form geniigt:
y = Do+ > e h (mod. a),
so ist die (r 4 s)-fache Schar (o,, 04y 0r, 4;, g, -+ 4,) ein voll-
stdndiges Restsystem von ¢ nach a, oder

C= (91’ Qa5 Ory Ayy Agy v lc) (mOd. ll).
le:el7lgl+”'+e1,l 91‘+ﬂ1

Ist daher

20r =— €1,7 0,4 i €r,r Or = ﬁﬂ
worin die e, , Konstanten, die B, Funktionen in 0 sind, also:

(C, b) = e 1y

ferner:

ﬂr f hl,rll + LS + hs,rle (mod a)

i = C1,s 111 e e Cs, s Ae
mit konstanten Koeffizienten &, ., ¢, ., also

L Ao ) RS RN A

17%
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20, E31,191+"'+er,197+h1»1}'1+'”+h8’ll"

...........................

mod. a
le:._: 01,111+"‘+ cs,lls ( )
2k, = G1,sll+"'+cs,sls
und hieraus
€ l_za"'er,l) hl,l, hs,l
el rYy efT z’ hl r hST
e ) 1 ) i = b) (b,a).
Ghee i) 0 C1,1— %" Cy1 (65 (40)
0 tri0 C1, 55 cerCg g —2

3. Wenn die Basis-Funktionen f,, 4, s eines endlichen Moduls
b = [B,, By, - Bs] durch Multiplikation mit von Null verschiedenen
ganzen rationalen Funktionen von z in Funktionen eines Moduls a
verwandelt werden konnen, so ist die Norm von a in bezug auf b,
(6,0) von Null verschieden. Zugleich ist das kleinste gemeinschaft-
liche Vieifache von a und b ein endlicher Modul m, von dem eine
irreduktible Basis in der Form angenommen werden kann:

By = 1,1 By,
By = Gy,3 By + g5 fy,

Us = Q5 131 + a, ﬁg + o da, Bs,
worin die Koeffizienten @, , ganze rationale Funktionen von z sind,
und zwar so, daB
(b,0) = @, G5+ .
Zum Beweise dieses wichtigen Theorems nehmen wir an, es sei
a, der grofite gemeinschaftliche Teiler von a und [B,], a, der von a,
und [B,] u.s.f, so daB a, der Inbegriff aller Funktionen von der Form

o = 6+ Yy By + Yr Br

ist, wo & eine Funktion in a, ¥,,-:-y, ganze rationale Funktionen
von z sind. Es ist dann o, der grolite gemeinschaftliche Teiler von
a und b. Da nun jeder Modul a, durch den folgenden a, ., teilbar
ist, so folgt aus 1. und 2.

(bv a) = (au a) e (asa as—l) (as-—h al——2)' ¥ '(ala a)a
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und es handelt sich also noch um die Bestimmung von (a,, a,_,).
Es ist aber
O = Oy Yr ﬂr =Yy ﬁr (mOd- ar—l)a

und nach der Voraussetzung gibt es eine von Null verschiedene ganze
rationale Funktion x, von 2, fiir welche

Z, 8, = 0 (mod. a),
also auch

Z, B, = 0 (mod. q,_l). ‘
Ist nun a,, unter allen der letzteren Kongruenz geniigenden Funk-
tionen @, eine von moglichst niedrigem Grade m,, die zugleich so
angenommen sei, dall der Koeffizient der hochsten Potenz von z = 1
ist, so sind alle andern dieser Kongruenz geniigenden Funktionen ,
durch a, , teilbar; denn es ist fiir ein beliebiges ganzes rationales ¢

(%, —qa,,,) B = 0 (mod.a,_,),

und wenn #, nicht durch g, , teilbar ist, so lifit sich g so wihlen,
daf x,— qa,, von niedrigerem Grade wird als @, ,, gegen die Vor-
aussetzung.

Setzt man also
Yr = qar,r + by,
und bestimmt ¢ so, dal der Grad von b, , kleiner als m, wird, so folgt:

o = b, ,f, (mod.a,_,)
und hieraus

0 = (By, 2Py, - 2% —16,) (mod.a,_,).
Wenn man daher fiir den Augenblick setzt:

By i— °o+012+'--+0m,_1z’"r‘1+z’"r,

hy = i ﬁr;
so folgt:
Zhy — 8y == Ay o
Zhm, = — Cyhy —Cyhqg— - — Cmy—1Am, (mod. a,_,)
also :
— 2, 15 030 0
0, —z, 1 0
(a,, Il,._l) o (—- l)mr ................... = Qp,r.
0, ; 0, 1
— €, Gy — Gy Cm,—1 — %

www.rcin.org.pl



— 262 —

Hieraus ergibt sich wie in 2., dall das Funktionensystem

131’ zﬁn zml_lﬂl’
Bay 2 Bys -+ 2271 By,

ﬁsa z ﬂsa st 2T ﬁss
eine Basis eines vollstindigen Restsystems von b nach a bildet, und daB

Gead (b,a):“1,1a2,2”'“s,s
vom Grade
m :7n1+ma+""+ms
ist.
Da nun a, ,B, = 0 (mod. a,_,), so lalt sich eine Funktion g,
in a und ganze rationale Funktionen @, so bestimmen, dal

W — a'l,rﬁl +a2,r ﬁn+ +a’r,rﬂr

wird; die auf diese Weise bestimmten Funktionen

By = 1,164,
va = @12, + a5 f,

B =— 1oy + Qa5 Byt+ -+ s Bs

sind, da keine der Funktionen a, i, --- @, verschwindet, rational un-
abhingig und sind sémtlich zugleich in o und in b, also auch in dem
kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen m dieser beiden Moduln ent-
halten. Es ist noch nachzuweisen, daf dieselben eine Basis von mt bilden.

Es sei m, das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und
[B:: Byy -+ Br], my =m, so daB unter den Moduln m,, m,, --- m, jeder
durch alle folgenden, als auch durch m teilbar ist, und

i o zlﬂ1+zﬂﬂ2+"'+zrﬁr
eine Funktion in m,, also auch in a.

Es ist hiernach
2 B = 0 (mod. a,_,),

also
Zp == Tp Oy, r,

worin z, eine ganze rationale Funktion bedeutet. Daher ist
. v — 2,y = 0 (mod. m,_,), v, — 2,8, = O,
woraus folgt:
Vr = Ty by + Tatg + -+ + Zr by,
Wi [{"u gy ** rl,
mo= (g, Wy, Wl

also:

w. z b. w.
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Hiernach enthiilt eine irreduktible Basis des Moduls m genau
ebenso viele Funktionen wie eine irreduktible Basis von b. Wihls
man statt der Basis w,, gy, --- u, eine andere wj, ws--- u,, so laBt
sich uy, ws, - w; in der Form ausdriicken

we = Gy, By + o1 By 4 + G Bs
mit ganzen rationalen Koeffizienten a; x, und aus § 4, 2. ergibt sich-
(6, @) == konst. Ziai,la;,g “et Qg g
4. Machen wir inshesondere die Annahme, es sei a gleichfalls
ein endlicher Modul, der eine irreduktible Basis von ebenso vielen
Funktionen besitzt wie b, und es sei aullerdem a teilbar durch b,
dann lassen sich, wenn
0 = oy, oty +* - @]
ist, die ganzen rationalen Funktionen b,; von z so bestimmen, daf

O — bl,kﬂl T b2,kﬁz e bs,kﬁu

und die Voraussetzung von 3., daf die Funktionen B, durch Multi-
plikation mit ganzen rationalen Funktionen von z in Funktionen des
Moduls a verwandelt werden konnen, ist erfillt, wie man durch
Auflosung dieses Gleichungssystems erkennt. Zugleich ist hier a selbst
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und b, und daraus
ergibt sich (0, 0) 2=-Fondt. T+ B 16’y By o

5. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zweier Moduln
a, b und v eine beliebige Funktion in £, so ist, wie sich aus der
Definition ohne Schwierigkeit ergibt, »m das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache von »a und »b. Ist (b,a) = 0, so ist auch (vb, va) = 0.
Ist aber (b,a) und » von Null verschieden, so ergibt sich

@b, va) = (b, 0),
wenn man in 3. die Basis-Funktionen w, . von m und o durch » g,
v 3, ersetzt.
G
Die Ideale in o.

Ein System a von ganzen Funktionen von z im Korper £ heilt
ein Ideal, wenn es die beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

I. Summe und Differenz je zweier Funktionen in a ergeben wieder

eine Funktion in a.
I. Das Produkt einer jeden Funktion in a mit einer jeden
Funktion in o (§ 3) ist wieder eine Funktion in a.
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Jedes Ideal ist also zugleich ein Modul und alle fiir die Moduln
erklarten Begriffe und Bezeichnungen konnen auf die Ideale ange-
wandt werden.

Der Modul o (das System aller ganzen Funktionen von z) ist
selbst ein Ideal, und jedes Ideal ist durch o teilbar. Ebenso
ist, wenn u eine beliebige von Null verschiedene Funktion von o be-
deutet, der Modul ou (das System aller durch w teilbaren ganzen
Funktionen) ein Ideal. Ein solches Ideal soll ein Hauptideal
genannt werden. Ist o, @, ... @, eine Basis von o, so ist

op = [@p, ogp, ... onp]
und op ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von o und op.
Daher ist nach § 6, 4. und nach der Definition (4.) in § 2:
(1) (0, o) = konst. N (u)
und mithin von Null verschieden.

Ist a irgend ein Ideal und « eine beliebige Funktion in a, so ist
(wegen IL) das Hauptideal o« teilbar durch a, und mithin nach § 6, 2.:

(2) (0, ver) = (Da a) (aa Da)’
mithin auch (o, a) von Null verschieden. Da nun wieder a das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache von a und o ist, so besitzt a nach § 6, 3.
eine irreduktible Basis, welche aus n ganzen Funktionen «,, g, ... @,
besteht, die demnach auch eine Basis des Korpers £ bilden.

Die Norm von a in bezug auf o, d. h. die ganze rationale Funktion
(0, @) von 2z soll die Norm des Ideals a genannt und mit N (a) be-
zeichnet werden. Der Grad dieser ganzen rationalen Funktion heift
zugleich der Grad des Ideals a.

Ist

o == [o, & vy et ag . wg]
und

o = a’l,lwl+a2,1w2+"'+a/n,lwm
0y = Q1,00 + Qg 20y + +++ + Ay o 0O,

On == G1,n @ + Gg,n @y + *** + Gn,n@n
mit ganzen rationalen Koeffizienten @, ,, so ergibt sich aus § 6, 4.:
(3) N (a) = konst. Eia’l,l Ay 9+ Qpp*
Da jede Funktion in o, also auch die Funktion ,1% durch Multi-
plikation mit N (a) in eine Funktion des Ideals a verwandelt wird,
so ist N (a) stets eine Funktion in a.
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Die Norm des Ideals o ist gleich 1 und umgekehrt ist o das
einzige Ideal, welches diese Eigenschaft hat. Auch ist o das einzige
Ideal, welches die Funktion ,1¢ (oder eine Konstante) enthalt.

Ist o eine Funktion in a, so folgt aus (1), (2), (3):

(4) N (o) = konst. N (a) (a, o),

d. h. die Norm einer jeden in a enthaltenen Funktion ist durch die
Norm von a teilbar.

Fiir die Kongruenzen in bezug auf einen Idealmodul gilt der
folgende Satz, welcher die Ideale wesentlich von den allgemeinen
Moduln unterscheidet.

Sind w, w,, v, v, Funktionen in o, welche den Kongruenzen geniigen

p=g, v =, (mod a),
so ist auch
pv = w,v, (mod. a).

§ 8.

Multiplikation und Teilung der Ideale.

Aus den Grundeigenschaften I., II. der Ideale und aus den Be-
griffshestimmungen in § 4 ergibt sich zunichst:

1. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, der grofite gemein-
schaftliche Teiler, das Produkt von zwei (und also auch von beliebig
vielen) Idealen sind selbst Ideale. KEbenso ist, wenn » eine Funktion
in o, a ein Ideal ist, das Produkt a» ein Ideal.

2. Das Produkt aus mehreren Idealen ist durch jeden seiner
Faktoren teilbar, und es ist fiir jedes Ideal a.

® o= Tq.
denn nach I, I ist jede Funktion in a» zugleich eine Funktion in a,
und, da o die Funktion ,1% enthiilt, auch umgekehrt jede Funktion
in a zugleich eine Funktion in ao.

3. Ein Hauptideal og ist dann und nur dann teilbar durch ein
Hauptideal ow», wenn die ganze Funktion w teilbar ist durch die
ganze Funktion ».

Wir fiigen noch folgende Definitionen hinzu:

4. Definition. Eine Funktion « in o soll durch das Ideal a
teilbar heilen, wenn das Hauptideal oo durch a teilbar, oder, was
dasselbe sagt, wenn o eine Funktion in a ist.
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5. Definition. Zwei Ideale a, b heiflen relativ prim, wenn
ihr grofiter gemeinschaftlicher Teiler o ist. Die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir ist, daB in a eine Funktion ¢, in b
eine Funktion B existiert der Art, daB

ot B =1,
oder, anders ausgedriickt, daff in a eine der Kongruenz ¢ = 1 (mod. b)
oder in b eine der Kongruenz § = 1 (mod. a) geniigende Funktion
existiert.

6. Definition. Ein von o verschiedenes Ideal p heilit ein Prim-
ideal, wenn kein anderes Ideal aufller p und o in p aufgeht.

Auf Grund dieser Definitionen ergeben sich nun die folgenden
Satze iiber die Teilbarkeit der Ideale. J

7. Sind a, b zwei Ideale mit dem kleinsten gemeinschaftlichen
Vielfachen m und dem grofiten gemeinschaftlichen Teiler b, so folgt
aus § 6, 1., 2.

v N (m) = N (b) (b, m) = N (b) (b, a),

N(@) = N®) @ ) = N(@) (0 ),
folglich (b, a) von Null verschieden und
N (a) N (b) = N (m) N (d).
8. Ist das Ideal a teilbar durch das Ideal b, so ist, nach § 6, 2.
N (a) = (b, 0) N (0),
~also N (a) teilbar durch N (b).

Ist insbesondere (b, a) = 1, so ist auch b teilbar durch a, und
es folgt:

9. Ist a teilbar durch b und ist zugleich N (a) = N (b), so ist
a = b, d. h. beide Ideale sind identisch.

10. Ist a teilbar durch a,, b durch b, so ist ab teilbar durch
a, b, (§ 4, 7.)

11. Ist ein Ideal a teilbar durch ein Hauptideal ow, so sind
alle Funktionen in a von der Form Sy, und der Inbegriff der Funk-
tionen B ist wieder ein Ideal b, so daB man setzen kann

= pﬁ.

12. Ist w eine beliebige von Null verschiedene Funktion in o
und das Ideal ap teilbar durch das Ideal bu, so ist a teilbar durch b,
und aus ay — by folgt a = b.
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13. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zweier Ideale a, ov,
davon eines ein Hauptideal ist, hat nach 11. die Form rv, worin ¢
ein Ideal ist. Da andererseits a v ein gemeinschaftliches Vielfache von a
und ow, also durch rv teilbar ist, so ist nach 12. v ein Teiler von a.

"14. Ist a ein Ideal, » eine Funktion in o, so ist nach § 6, 2., 5.:

(0, av) = (0, o) (0w, av) = (o, 0%) (o, q),
also

N (av) = konst. N (a) N (v).

Ist also rv das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, b der grofite ge-
meinschaftliche Teiler der beiden Ideale a, o, so ergibt sich aus 7.
N (a) = N (x) N(b).

15. Jedes von o verschiedene Ideal a ist durch ein Primideal p
teilbar.

Ist namlich a kein Primideal, so hat es mindestens einen von o
verschiedenen echten Teiler, und von diesen sei p ein solcher, dessen
Norm von moglichst niedrigem Grade ist. Dieser kann keinen von o
verschiedenen echten Teiler p' haben, denn es wire auch p’ ein Teiler
von a und zugleich (nach 8.) NV (p) von niedrigerem Grade als N (p).
Dies widerspricht der Voraussetzung iiber p, und folglich ist p ein
Primideal.

16. Ist a relativ prim zu b, so ist ab das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache von a und b, und folglich ist jedes durch a und
durch b teilbare Ideal auch durch das Produkt ab teilbar.

-Denn nach Voraussetzung gibt es in q, b zwei Funktionen «,, 8,
der Art, dal

o+p =1
ist (5.). Ist andererseits « — B eine Funktion des kleinsten gemein-
schaftlichen Vielfachen m von a und b, so ist hiernach

¢=f =B+ ap,
also eine Funktion in ab. Es ist demnach m teilbar durch ab, und da
umgekehrt (zufolge 2.) ab durch m teilbar ist, so ist m mit ab iden-
tisch, und aus 7. folgt noch fiir diesen Fall
N (ab) = N (a) N (b).
17. Ist a ein beliebiges Ideal, p ein Primideal, so ist entweder a
durch p teilbar oder a relativ prim zu p; denn da p keinen anderen

Teiler hat als o und p, so kann auch der grofte gemeinschaftliche
Teiler von a und p kein anderer sein als o oder .

www.rcin.org.pl



— 268 —

18. Ist a relativ prim zu b und zu ¢, so ist a auch relativ prim zu bc.
. Nach Voraussetzung (5.) gibt es in b, ¢ zwei den Kongruenzen
B=1 y=1 (mod q)
geniigende Funktionen, folglich nach § 7
By =1 (mod. a).
Da By in be enthalten ist, so ist hiermit die Behauptung erwiesen.

Es folgt hieraus noch, daB, falls das Produkt ab durch ein
Primideal teilbar ist, wenigstens einer der beiden Faktoren a, b durch p
teilbar sein mull, und, auf Hauptideale angewandt, dal, wenn das
Produkt zweier ganzen Funktionen, ww, in p enthalten ist, wenigstens
der eine der beiden Faktoren w, » in p enthalten sein muf.

19. Ist a relativ prim zu ¢ und ab durch c teilbar, so ist b durch ¢
teilbar. Nach Voraussetzung gibt es in o eine Funktion «, welche
der Kongruenz geniigt

a =1 (mod. c).
Ist nun B eine beliebige Funktion in b, so ist hiernach
B = «f und nach Vor. = 0 (mod. c),
folglich B in ¢ enthalten, also b durch ¢ teilbar.

; § 9.
Gresetze der Teilbarkeit der Ideale.

Alle diese Satze, die sich meist unmittelbar aus der Definition
der Ideale ergaben, reichen nicht aus, um die vollstindige Analogie
zu beweisen, die zwischen den Gesetzen der Teilbarkeit der Ideale
und denen der ganzen rationalen Funktionen herrscht. Wir stiitzen
uns bei diesem Beweis auf folgenden Satz:

1. Ist a-ein Ideal und %k eine beliebige ganze rationale
Funktion von 2z, so 148t sich in a eine Funktion « so aus-
wihlen, dal (a, oe) mit ¥ keinen Teiler gemeinschaft-
lich hat¥).

Ist namlich
e [ I

it e o PR

*) Die Moglichkeit, diesen Satz schon an dieser Stelle zu beweisen, unter-
scheidet wesentlich die Theorie der algebraischen Funktionen von der der alge-
braischen Zahlen und gestattet bei ersterer eine nicht unerhebliche Vereinfachung
im Vergleich mit letzterer.
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und « eine beliebige Funktion in a, so lassen sich die ganzen ratio-
nalen Funktionen ;; so bestimmen, daB
€0, == Xy, 0 + Taq 0g+ 00+ Ty 1,

U0y = &y 9 0y + Lo g 0lg+ o0+ Tp o0y,

K0y = Xy, 504 e Ly, n Oy 4 oo - L, n Oy
und es ist (§ 6, 4.)

(a, oer) = konst. Zixm Xy g+ Tn g
Ist nun > + %11 a9 ... Xy, durch einen Linearfaktor z—c von &
teilbar, so 140t sich eine nicht durch z — ¢ teilbare Funktion @ in o
und eine Funktion «' in a so bestimmen, daf

aw = (z—c)a'¥).
Setzt man nun, indem man unter £ eine unbestimmte Konstante versteht:

tk—c¢)— o = o,
o ist

N@) =tr@z—cr+at—1(z—cr1 4 .-+ + a1 t(z2—¢) + @y,
worin die von ¢ unabhéngigen Koeffizienten a,, a,, ... a, ganze ratio-
nale Funktionen von z sind. Es kann nun nicht zugleich @, durch
z—¢, a, durch (z—c) ..., a, durch (z—c¢)" teilbar sein, weil sonst

gegen die Voraussetzung

zic eine ganze Funktion wire (§ 2, 5.,

§ 8, 4). Daher lassen sich nicht alle Glieder von N (#') durch
(z — c)* teilen, und wenn also (z — c¢)*—" die hochste Potenz von z — ¢
ist, durch welche dieselben teilbar sind, so ist # > 0 und

N ?

(z%ca))n)—f =trE—o) +bytr 4o+ buat + by = f(B),
worin die ganzen rationalen Funktionen b,, b,, ... b, nicht alle fiir
z — ¢ verschwinden. Es gibt daher nur eine endliche Anzahl von
konstanten Werten ¢, fiir welche f(f) durch z —c teilbar ist. Ist

*) Wenn nimlich die Determinante X + @) ) Ty g +++ Ty , durch z—c teil-
bar ist, d. h. fiir 2 = ¢ verschwindet, so kann man ein System von Konstanten
C15 €35 «.. Cp, die nicht sdmtlich verschwinden, so bestimmen, daf die ganzen
rationalen Funktionen

clwk,1+czwk,2+"'+ckwk,n *k=12...n)
fir 2 = ¢ verschwinden, also durch z — ¢ teilbar sind, und es ist dann

0 = ¢ o+ cqgwg+ -+ + cnon
zu setzen.
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z—¢' ein von z— ¢ verschiedener Linearfaktor von %, so wird f(¢)
auch nur fiir eine endliche Anzahl von Werten ¢ durch z—¢' teilbar.
Daraus folgt, dall man iiber ¢ so verfiigen kann, dal N (w") nicht
durch (z— c)" und zugleich durch keinen anderen Linearfaktor von k
teilbar wird *). Setzt man, wenn dies geschehen,

] to—o = d,
welches ebenfalls eine Funktion in a ist, so folgt

“w’ =z —0)e’,
N () = 2D
und mithin, da nach § 7, (4)
(3, o) = konst. JNV_(—&?
R (a, 00") = konst. (—a—(—';f%

Die Funktion (a, 0¢”") enthdlt daher den Faktor z — ¢ mindestens
einmal weniger als (a, 0 &), wihrend sie zugleich keinen anderen Linear-
faktor von k Ofter enthdlt als (a, oe). Durch wiederholte Anwendung
dieses Verfahrens ergibt sich die Richtigkeit des ausgesprochenen
Satzes.

2. Jedes Ideal a kann als grobter gemeinschaftlicher Teiler
zweier Hauptideale ou, ov dargestellt werden, von denen das eine
ganz beliebig, nur teilbar durch a, angenommen werden kann.

Beweis. Man wihle nach Belieben in a eine von Null ver-
schiedene Funktion », und eine zweite Funktion u derart, dal die
beiden Funktionen (a, 0») und (0, o ) keinen gemeinschaftlichen Teiler
haben (nach 1.). Ist nun « eine beliebige Funktion in a, so ist nach
§6 (a, ou)er in oy, (0, 0v)e in 0w enthalten, so dal es zwei Funk-
tionen @, ®' in o gibt, fiir welche

; (,0p)e = po, (6,0v)0 = va.
Wiblt man daher, was nach der Voraussetzung iiber (a, o), (a, 0v)
. moglich ist, zwei ganze rationale Funktionen g, & von z, welche der
Bedingung geniigen

g(a,0p) +h(a1°7’) =1,
so folgt
«—=guo+ hvao

*) Diese Schliisse gelten in der analogen Frage der Zahlentheorie nicht mehr.
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d. h. a ist teilbar durch den groBten gemeinschaftlichen Teiler von ou
und ov. Und da letzterer umgekehrt durch a teilbar ist (weil op
und ov durch a teilbar sind), so ist er gleich a, w.z b. w.

3. Jedes Ideal a kann durch Multiplikation mit einem Ideal m
in ein Hauptideal oyg =— am verwandelt werden.

Beweis. Man wihle (nach 1.) in a eine Funktion g so, daf
(a, op) keinen Teiler mit N (a) gemein hat, hierauf eine zweite Funk-
tion v so, dal (a, 0v) mit (a, o) keinen Teiler gemein hat. Dann
ist (nach 2.) a der grofte gemeinschaftliche Teiler von og und ow.
Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von owp und ov ist (nach
§ 8, 13) von der Form mw, worin m ein Teiler von oy ist. Nach
§ 8, 14 ist alsdann :

N(m) = ljv(ga‘)“) i (A

also, nach Voraussetzung, ohne gemeinschaftlichen Teiler mit N (a).
Bestimmt man also wieder zwei ganze rationale Funktionen g, 2 von z,
so dafBl

; gN (@m) + AN (a) = 1, ‘
so folgt aus § 8, 5, da N (m) in m, N(a) in a enthalten ist, dall m
und a relative Primideale sind, und daraus, nach § 8, 16.

N (ma) = N (m)N(a) = N (ow).
Da nun ou durch m und durch a, also auch durch ma teilbar ist
(§ 8, 16.), so ist nach § 8, 9,
ma =og,

w. z. b. w. ).

4. Ist ein Ideal ¢ teilbar durch ein Ideal a, so gibt es ein und
nur ein Ideal b, welches der Bedingung

b= e
geniigt, welches der Quetient von ¢ durch a heilt.
Ist ab teilbar durch ab’, so ist b teilbar durch 0, und aus
ab — ab’ folgt b = b
Beweis. Es sei ¢ teilbar durch a und (nach 3.) am = op.
Es ist alsdann auch ¢m teilbar durch am = ow und folglich cm = by

*) Man kann das Ideal m zugleich so wihlen, daf es relativ prim za einem
beliebigen Ideal b wird. Dies wird erreicht, wenn man die Funktion & SO an-
nimmt, daf (a, 0 x) = N(m) keinen Teiler mit N (a) N (b) gemein hat (§8, 8.).
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(§ 8, 10, 11.); also, durch Multiplikation der letzten Gleichung
mit a, !
cu — af)y,
und nach § 8, 12. & aes by
womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist*).

Ist ferner ab teilbar durch ab’, so ist (§ 8, 10.) ub teilbar durch
ub’, also b durch b. — Ist ab = ab’, so folgt ub — wb’ und mithin
b=10 (§8, 12).

5. Jedes von o verschiedene Ideal ist entweder ein Primideal,
oder es laBt sich, und nur auf eine Weise, als Produkt von lauter
Primidealen darstellen.

Beweis. Ist das Ideal a von o verschieden, so ist es (§ 8, 15.)
durch ein Primideal p, teilbar, und folglich (nach 4.) = p, a;, worin a,
ein echter Teiler von a ist (denn aus a, = a wiirde nach 4. folgen
p, = o). Es ist also der Grad von N (a,) niedriger als der von N (a).
Ist a, von o verschieden, so schlieft man ebenso, dal a, = p,a, sein
muB, wobei der Grad von N (ag) wieder niedriger ist als der von
N (a,). Fahrt man auf diese Weise fort, so gelangt man schlief-
lich nach einer endlichen Anzahl von Zerlegungen zu einem Ideal
a,—; = P,q, derart, daB N (a,) — 1, also a, — o ist. Es ist daher

* a =9 9...9
Wire eine solche Zerlegung auf eine zweite Art moglich, etwa
PPy Pr =G0 05,
so miilite (§ 8, 18.) von den Primidealen p,, ,, ..., mindestens eines,
etwa p, durch g, teilbar und also = q, sein, also nach 4.
PoPs v Pr = gz ... Gse
Hieraus schlieft man ebenso p, — q, usf.

Falt man in der so gewonnen Zerlegung die einander gleichen

Primideale zu Potenzen zusammen, so kann man setzen

Q= pix p;z R
Irgendein Teiler a, von a kann dann durch kein von p,, p,, ... b,
verschiedenes Primideal und durch keines ofter als a teilbar sein.
Man erhalt also die sdmtlichen Divisoren von a, deren Anzahl end-
lich, und = (e; + 1) (¢3+ 1) ... (¢, + 1) ist, wenn man in
P e e
*) Diese Definition des Quotienten zweier Ideale stimmt mit der in § 4, 8.
gegebenen vollig iiberein.




— 273 —

die Exponenten %, die Reihe der Zahlen 0, 1, 2, ... e, durchlaufen 146t
(wobei unter p° das Ideal o zu verstehen ist). Sind a, b zwei Ideale

(1 GF— pixp;z...p:r; Bt pflxp';z...pfr
(worin die Exponenten e, f auch zum Teil Null sein konnen), so erhdlt

man den groBten gemeinschaftlichen Teiler und das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache von a und b in der Form

PoLpoz... pir,
wenn man fir g,, g, ... g, fiir ersteren die kleinsten, fiir letzteres
die grofiten unter den Zahlen e,, f,; €, f5; ... €, f,, nimmt.

6. Sind a, b irgend zwei Ideale, so ist allgemein

N (ab) = N (a) N (b).

Beweis. Es sei, wie in 5., a = p,a,, so gibt es, weil a, ein
echter Teiler von a ist, in a, eine durch a nicht teilbare Funktion 7.
Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache und der grofite gemeinschaft-
liche Teiler von a und oy sind bzw. p,n und a,, wie sich (nach 5.)
sofort aus der Zerlegung von a und ox in ihre Primfaktoren ergibt.
~ Hieraus folgt aber nach § 8, 14.

N (@) = N(p) N(a,)-
Durch Wiederholung desselben Schlusses fiir a, usf. ergibt sich, wenn
[l R D
N(@) = N(®)N(@®,)..-N(»)
N (ab) = N (a) N(b).

7. Jedes Primideal ist ein Ideal ersten Grades (§ 7) und um-
gekehrt, jedes Ideal ersten Grades ist ein Primideal *).

Beweis. Ist p ein Primideal, so ist N (p) durch p teilbar, und
daher wenigstens einer der Linearfaktoren von N (p), etwaz — ¢, durch p
teilbar (§ 8, 18.). Ist @ eine beliebige Funktion in o, welche der
Gleichung geniigt:

mn+a1mn_l+"'+an—lw+an =0,
so erhiilt man daraus, indem man die ganzen rationalen Funktionen @y,
@y, .. @, auf ihre konstanten Reste a{?, a{?), ... a® nach z — ¢ redu-
ziert, und die ganze Funktion

o"+ a1+ ... + a0 o + a®

und daraus

*) Durch diesen Satz unterscheidet sich die Theorie der algebraischen Funk-
tionen wesentlich von der analogen Theorie der algebraischen Zahlen.
Dedekind, Gesammelte Werke, I. 18
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in ihre Linearfaktoren (@ —b,), (@ — b,), ... (@ — b,) zerlegt:
“(@—0b) (@—by) ... (0 — b)) = (2—¢)@' = 0 (mod. p).

Es muf} also wenigstens einer der Faktoren w —b,, @ —b,, ...

durch p teilbar sein, d. h. es ist
© = b (mod. p),

worin b eine Konstante bedeutet. Da hiernach jede Funktion in o
kongruent einer Konstanten ist (mod. p), so ist nach § 6 (o, ) = N ()
= z—c¢ eine lineare Funktion von z, wodurch der erste Teil der
Behauptung erwiesen ist.

Umgekehrt: ist q ein Ideal ersten Grades, und

N (q) SRy
so ist q gewill durch ein Primideal p teilbar, und da N (q) durch
N (p) teilbar ist, so ist (N (p) = N(q) = z—c, also (§ 8, 9.)
y=aq

Es ergibt sich hieraus, daf der Grad eines Ideals gleich ist der
Anzahl der Primfaktoren, in welche sich dasselbe zerlegen lalit. Ist
daher

0(z—c€) = pappys...,

W (tetet i=mn
Es folgt ferner noch, dall eine ganze rationale Funktion von 2

dann und nur dann durch ein Primideal p teilbar ist, wenn sie durch
die Norm von p teilbar ist.

§ 10.

Die komplementdren Basen des Korpers £.

1. Definition. Bilden die Funktionen ¢, a,, ... a, eine Basis
von &, und setzt man zur Abkiirzung

S(“r as) == Qp g = g, ry
Aoy oo gy == DA Gy liyis i Bk o= 0 (8 2),

so laBt sich, da @ von Null verschieden ist, ein ganz bestimmtes
Funktionensystem «;, &y, ... e, aus den linearen Gleichungen bestimmen

(1) Oy =— 2 a/r,t“:,
1,n
und da

1
Aoy, oy, ragy = s
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von Null verschieden ist, so bilden die Funktionen o3, o, ... o, eben-
falls eine Basis von L. Diese soll die zu «,, «, ... o, komplemen-
tdre Basis heiflen.

2. Bezeichnet man, wenn die Indizes 7, s der Zahlenreihe 1, 2...7
angehoren, mit (r, 8) die Zahl 1 oder 0, je nachdem r, s gleich oder
verschieden sind, so ist

(2) 8 (00 025) = (7, 8),
denn durch Auflosung der Gleichungen (1) folgt

t
’ ’
gt z: Q5 O

Or,s = Qg,r; > O, O, = (1, 8),
hieraus :
ety = a0 S(aro) = S aya,, = (r,8)
Geniigt umgekehrt ein Funktionensystem B, den Bedingungen S (e, B5)
= (r, 8), so ist B, = «,; denn setzt man g, — zlb‘,,a:, so folgt
wegen (2).
br,c e S(ﬂs “r) e (7‘, S).
Daraus folgt unmittelbar, daB die Beziehung der o, zu den o, eine

gegenseitige ist, d. h., daB die Basis o, o, ..., komplementir ist
Z0 0, 03, ... O

3. Ist 5 eine beliebige Funktion in &, so kann man stets setzen
= xou= S ra,
und durch Anwendung von (2) folgt:
%, =8(a), ¢ = Sha)

also
3) n = E‘mS(nu:) = 2‘@3@@.
4. Ist n eine beliebige von Null verschiedene Funktion in £, so ist
T A o,
Rl Yot |

die zu no,, ney, ... no, komplementire Basis. Dies folgt aus 2. wegen

S <11 a,-%) = S{eo) == (r, 8)
18*
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5. Wenn zwei Basen von &, «,, oy, ... @, und f§,, B,, ... f, durch
die. » Gleichungen zusammenhéingen

L
ﬂa T 2 xl,l o

mit rationalen Koeffizienten z, ,, so héngen die zu ihnen komplemen-
tiren Basen zusammen durch die » Gleichungen

oc', — 2 wr,c ﬂ:
(transponierte Substitution). Es ist dies eine unmittelbare Folge
aus 3. wegen

Lr, s — S (05;' ﬁs)'
6. Es ist

also:
2 al, o (x; u:v e 2 a,:, O Oy — i i

Setzt man namlich zundchst

el TR

so folgt aus 3. (auf die Funktionen 7o, angewandt),

noy = S S (naron)
mithin, nach der Definition der Spur in § 2, (5)

S(n) = S () = S(Sneucd).
S(ne) = S (n)

und daraus, wenn man in 3. einmal y — 6, dann 5 = 1 setzt:

also:

t [3

L O T e e oS o) = e

Wir gehen etwas genauer ein auf die Bildung der kompiemen-
tiren Basen in zwei besonderen Féllen:

7. Es sei o, @, ... @, eine Basis von o und &, &, ... & die
1 2 n
komplementiire Basis (von £). Es sei

€y — €5, — S(wr "03)7
welches ganze rationale Funktionen sind, und
D = konst. )+ e,1€,2---€n,n
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die Diskriminante von £; ist dann nach 2.
& — D 2 Dl @,y

woraus hervorgeht, daB die Funktionen D¢, zu den ganzen Funk-
tionen gehdren. Aus 6. folgt aber ferner

0D

D = 2 deo, D
und hieraus
1 ¢! 0D 0D
Ep &g — ) 2 d—er ; d—es : @, 0,
ISOARE I o 1 0D 0D oD 4D
D oers + DZ 2 <der f des v aer" 06,,“)(0‘0"’

und. daraus nach einem bekannten Determinantensatz:
1adD Lot 1)

BB TH ge 1T D D P v el
woraus das wichtige Resultat folgt, dall auch die Funktionen D¢, ¢,
zu den ganzen Funktionen gehoren.

8. Es sei 6 eine solche Funktion in £, daf 1, 6, 62 ... 61
eine Basis von £ bilden, und es sei also
(4) f@)=6+a,01+4+...4+a, ,0+a, =0
mit rationalen Koeffizienten a irreduktibel. Es soll die komplemen-

tare Basis zu 1, 6, 0% ... §»1 aufgesucht werden. Setzen wir, wenn ¢
eine unbestimmte Konstante bedeutet,

tif—)a =y + Mt 4 o g Y

oder
N% = On—1+Gn_30+:--+a,0024 0%,
By 4 =1On—9 T G rgl oo LGN 2

R SR S R S RN < TR e B R R B
Nn—3 = @ + 6,
N1 = 1,

so bilden die Funktioren g, %, ... 7,—. gleichfalls eine Basis von L,
da die Determinante der Gleichungen (5) = (— 1)'2»(®—1), also von
Null verschieden ist. Es 1Bt sich daher jede Funktion ¢ in £ in
der Form darstellen

= Yo+ ¥y + -+ Yn—1 Nn—1-
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Die Reihe der rationalen Funktionen y,, ¥,,... ya—: Setzen wir nun
fort, indem wir die Funktionen ¥,, Yu41, ... durch die Rekursion
bestimmen

(6) Qn, Yr + @p—1 Yr41 bl e Gy Yr 4+ n—2 e Ay Yr+n—1 s Yr+n — 0.
Nun ist nach (5)

0770 = —  QpMNp—1,
On, =my —-1M—1,
(7 Ong, =m —Gu—sfn—1;
0’17»—1—' Nn—2 — @y Np—1,

also
§0 =yt ys + - + Yn—1Mn—2 + YnMn—1,

und ebenso allgemein fiir jedes ganze positive r:
g()r = YrMNo + Yr+1M 4ot Yrin—27n—2 T Yr+n—1Tn—1,
oder, wenn man i, %y, - - - fu—1 durch 1, 6, 6% ... "1 ausdriickt:
§or = 20 4206 + 206 .- 420 61,
worin
2:((;') Y, O o * yr+1 LR i = i yr+n—2a'1 g Yrin—1
x”gr) = y @ 2+ yr+1a’ﬂ—3+”'+yr+n—2’

TN

xg?-z i yr al + yr+1’
20 =y

n—+1

Mithin ist [nach der Definition von S, § 2 (5)]

S(g) — ng) + x(ll) 4 “’(22) 4+ ‘”5;":11)

= YoOn—1+ 2Y st -+ @ —1)Yn—20, +NYn—1,
also, auf ¢{ = 7, angewandt:
S(y) =@+ 1)@, _1—r; S(Mp—r1—r) = (B — 7) G,

worin @, =— 1 zu setzen ist.

Setzt man daher zur Abkiirzung

S8 (0r) = s,
so folgt, so lange r = m, mittels (5)
(8) (m—1)ar = G 8g+ G218 + -+ O 81+ &
und nach (4) allgemein
9) 0 =an8 4+ C-18t+1+ T+ &Stn1+ 8t
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Aus diesen Formeln folgt aber ferner:
f@=nbr14+m—1)a, 0"+ ---+2a, 30+ a,_,
(10) =M+ &M + -t S—1Mn—1,
0rf(0)=68m+ 8 1m+ -+ &tra—sMn-s+ & in1fn_1
Beachtet man nun den Wert der Determinante des Gleichungs-

systems (5), so folgt hieraus mit Riicksicht auf die Definition der
Norm und der Diskriminante in § 2 (4) und (12) die wichtige Formel

(1 1) So, 81, e 811—1
Nf(0)=(-1)thne— |8  Sp--- 8 | (_1)hn0—1) 4(1,6,6°,...0%).

Sp—1ySny- - - San—2

Die Gleichungen (10) ergeben aber auch mit Riicksicht auf die
Definition 1. die zu 1, 6, 6% ... »—! komplementire Basis:

Mo Maod i, Mo,
@) | 1)

9. Bedeutet a — [o,, &g, ... &;] einen Modul, dessen Basis zu-
gleich eine Basis £ ist, so erhdlt man aus der zu o, o, ... a,
komplementdren Basis von £, o, o, ... a, einen anderen Modul
o' = [a1, a3, ... 00y], welcher der zu a komplementire Modul
genannt wird. Derselbe ist, wie sich aus 5. in Verbindung mit
§ 4, 2. sofort ergibt, von der Wahl der Basis von a unabhingig.

10. Wir betrachten insbesondere den zu o = [w,, @, ... @,]
komplementéiren Modul ¢ = [g,, &y, ... &,]. Setzen wir

@0y 0 =— Ee(‘) ®

SIS

so ist nach 3.
eﬁ")g = eg?r =N (@, @, €)

eine ganze rationale Funktion von 2, und es folgt:

o & = 26(;:)@‘.

Hieraus ergibt sich, dal der Modul oe (§ 4, 7.) teilbar ist durch e;
andererseits ist, weil o die Funktion 1 enthilt, e teilbar durch oe, also
D e
d. h. der Modul ¢, der zwar nicht bloB ganze Funktionen enthilt,
besitzt die charakteristische Eigenschaft II. § 7 der Ideale. Dasselbe
gilt infolgedessen auch von dem Modul ¢2. Da die beiden Moduln
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De, De? nach 7. nur ganze Funktionen enthalten, so sind dieselben
Ideale, und aus 7. ergibt sich noch

Ni(De)="Ds
11. Ist 6 eine Funktion in o von der Art, dafBl 1, 6, 62 ...07—1
eine Basis von & bildet, so dal in der irreduktibeln Gleichung

f(0) =60"+a,0* 1+ ... +a,—10 +a,=0
die Koeffizienten ganze rationale Funktionen von z sind, so kann
man fiir r = 0, 1, 2,..n—1 die ganzen rationalen Funktionen &k
s0 bestimmen, daf}
=Sk,
1,n

wird. Wendet man hieranf den Satz 5. und 8. an, so folgt:
[0, =E2q +k n+ ... +E"Vn,
und hieraus ergibt sich, daf der Modul
f@e=1
nur ganze Funktionen enthdlt. Aus 10. schlieBt man, dal derselbe
ein Ideal ist.

¢ § 11.

Das Verzweigungsideal.

1. Hilfssatz. Sind je zwei der Ideale a, b, ¢, ... relativ prim, so
existiert immer eine Funktion, welche in bezug auf jedes von ihnen
einer gegebenen Funktion in o kongruent ist.

Beweis. Man setze

m= abic s g qcih Bl ot
der grofite gemeinschaftliche Teiler von a, = bc..., b, = ac...
¢, = ab...ist alsdann gleich o, da kein Primideal zugleich in a,,b,,¢c,, ...
aufgehen kann. Folglich kann man (§ 4, 5.) «, aus a,, B, aus b,
y1 aus ¢, ... so auswahlen, daB

“1+ﬂ1+7’1+"': 1,
also:
=1 B,=0 »,=0 ... (mod a),
0, =0 f,=1 »,=0, ... (modb),
o, =0, g,=0, y,=1, ... (mod c),

........................
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Sind daher A, g, v, ... gegebene Funktionen in o, so geniigt

0 = Aia,+up, +vy,+ -+ (mod. m)
den Bedingungen

© =1 (mod. a), @ = u (mod. b), @ = v (mod. ¢), ...

2. Es seien p, p,, b,, ... die simtlichen voneinander verschiedenen in
einer beliebigen linearen Funktion z — ¢ aufgehenden Primideale und
0(z—¢) = ppupp--,, etetet--=n(§9, 7)

Man wihle die Funktionen 4, 4,, 4,, ... teilbar bzw. durch y, p,,»,,...,
aber nicht durch p? p2, 92, ... und lasse b, by, b,, ... beliebige jedoch
voneinander verschiedene Konstanten bedeuten. Nach 1. 1aft sich
dann eine Funktion ¢ bestimmen, welche den Kongruenzen geniigt
tae b+ 4 (mod. p?), ¢ =b,+ 4, (mod. p2), &= b,+ 4, (mod. y2),...,
also
£ = b (mod.p), §{=b, (mod.p,), &= by (mod.y,), ...,
so daB, wenn @ irgendeine Konstante bedeutet, §¢ — ¢ hochstens
durch eines der Primideale p, p,, P, ... und niemals durch eines ihrer
Quadrate teilbar ist. Ist daher ¢ (f) = IT(t — a) eine ganze Funktion
der Variablen ¢ mit konstanten Koeffizienten, so ist ¢ (§) = IT(§ — a)
stets und nur dann durch yp™ teilbar, wenn ¢ (¢) algebraisch durch
(t — bym teilbar ist, und wenn p” die hochste in @ (§) aufgehende
Potenz von p ist, so ist folglich p™—1 die hochste in ¢’ (§) aufgehende
Potenz von p. Soll daher ¢ (§) durch z — ¢ teilbar sein, so muB ¢ (f)
durch die Funktion nter Grades
V() = (=) (t—b)r (t —by)2- -
teilbar sein. Mithin ist die Kongruenz
x, + xl‘g + 2,8+ F X1 1 = 0 (mod. 2 —¢)
nur durch solche ganze rationale x zu befriedigen, die alle durch
z — ¢ teilbar sind. Setzt man also, indem man mit &9, k), ...
ganze rationale Funktionen von z und mit @,, @y, ... ®, eine Basis
von o bezeichnet :

1 et kg())ml +k(20) mg +...+k’(’?)mn,
¢ =, +Ma +- -+ ko,
g = ]c(lz) o, + kg) @, + -+ ]gsz) 0,

g1 — k(lﬂ—-l)col e kgn—-l)a,s S {cg'“)w,,,
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s0o kann die Determinante :
E=24 kO kO ... =D
weder identisch verschwinden, noch durch z —c teilbar sein (vgl
die Note zu § 9, 1.).
Es folgt also, dal
NEt—8 =12
irreduktibel ist. Da mun f(§, z) = 0, also f(§,¢) durch z — ¢ teilbar
ist, so mubl f(¢, ¢) durch o () teilbar, also, da beide Funktionen von
gleichem Grade sind,
1@ ) = (@)

sein, woraus man noch fiir eine folgende Anwendung schlieft:

S = eb+eb, +e,by+ - (mod.z—c),
und, indem man dieselbe Betrachtung auf die Funktionen ¢2, ¢°...
anwendet, was, falls keine der Konstanten b verschwindet, sicher ge-
stattet ist:

S(?) =eb* 4 €,b3 + e, b2+ --- (mod.z— ),

S(®) =eb® + e, b3 +e,b3 + -+ (mod.z—c).

Es ist also p¢ die hochste in f(¢, ¢), also pe—1 die hochste in

J (X)) ‘é,ufgehende Potenz von p, und da
f&e)=F (&2 (mody),
so ist pe—1! auch die héchste in f' (¢, z) aufgehende Potenz von p.
Hieraus ergibt sich
B0 (G 2) LT R Pe L
worin m und folglich auch N (m) relativ prim zu z — ¢ ist.

Ist nun D die Diskriminante von £, so ist hiernach und nach
§ 10, (11) und § 2, (13) (von konstanten Faktoren abgesehen)

N (8:2) = AL, L% s, ) = DP = (-4 ep=tN(m),
wenn s die Anzahl der verschiedenen in z — ¢ aufgehenden Prim-
ideale p, p;, 9y, ... bedeutet; und da & und N (m) durch z — ¢
nicht teilbar sind, so ist (z—c)*—* die hochste in D aufgehende
Potenz von z —c¢. Folglich:

) D= m@E—op—,
worin das Produktzeichen IT sich auf alle solche linearen Ausdriicke
2z — ¢ bezieht, in denen weniger als n verschiedene Primfaktoren
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aufgehen, die also durch die zweite oder eine hohere Potenz eines
Primideals teilbar sind.

Es gibt also nur eine endliche Anzahl linearer Funk-

tionen z — ¢, die durch das Quadrat eines Primideals
teilbar sind.

Wir setzen nun
2) 3 = Iy,
worin sich das Produktzeichen IT auf alle diejenigen Primideale p
bezieht, von denen eine hohere als die erste, ndmlich die et Potenz
in ihrer Norm aufgeht, und nennen dieses Ideal 3 das Verzweigungs-
ideal. Aus (1) und (2) folgt sofort
3) N@G) = D.

Dafernern —s=e—1,also e(n—s)—2(e—1) =(e—1)(e—2)=0
ist, so ist D teilbar durch p2—1, also auch durch 3% und man kann,
wenn man mit d gleichfalls ein Ideal bezeichnet, setzen:

(4) bl e=s b 4 N(D) =i N TS,
8. Ist eine Funktion ¢ in o durch jedes in z —c aufgehende
Primideal teilbar, so ist S(¢) durch z — ¢ teilbar.

Beweis. Es sei ¢ dieselbe Funktion wie in 2., so dal man
setzen kann:

29 = Xy + 2, 8§ + 22+ + Xp—r &Y

worin die Koeffizienten 2, z,, z,, ... %,—, ganze rationale Funktionen
von z ohne gemeinsamen Teiler sind, von denen die erste durch
z—c nicht teilbar ist (vgl. 2). Aus unserer Voraussetzung iiber
die Funktion ¢ folgt, wenn die Konstanten b dieselbe Bedeutung
wie in 2. haben,

o+ 2,0 +2,0*+ -+ 2, 0» 1 =0 (mod. z—c),
Z, + %, b, + 2,02+« 4 2, 521 =0 (mod. z—c),
Z, + 2,0+ 2,02+ -+ + 2,1 0271 =0 (mod.z—e¢),

und hieraus, indem man die Kongruenzen mit e, e,, ey, ... multi-
pliziert und addiert :

zyn+ 2, 8 (€) + 2 S (€Y +++ + Xy—y S (E"—1) = 28 () =0 (mod. z—¢),
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also, da @ durch z — ¢ nicht teilbar ist,
: S(e) =0 (mod.(z—c¢)
w. z. b. w.
4. Es sei jetat
r=1(z—c¢) (z—c¢) (z—v¢cy) ...
das Produkt samtlicher voneinander verschiedenen Linearfaktoren

von D und
T=PPh...

das Produkt der sidmtlichen voneinander verschiedenen in r auf-
gehenden Primideale. Ist wie oben 3 das Verzweigungsideal, so ist

(5) vy = Iyt = or
und mithin
g N =T

Jede Funktion ¢ in r hat nach 3. die Eigenschaft, daf S (p) durch r
teilbar ist. Ist nun, wie in § 10
¢i==lg tigdul saaiak) '
der zu o komplementdare Modul, ¢ eine beliebige Funktion in v, so
kann man setzen
0 = 2,6+ X8+ 0+ Tpéy,

worin na.Ch § 10, 3. L — S(Q wl)a

also, da @w, eine Funktion in v ist, z, eine durch r teilbare ganze
rationale Funktion von z. Hieraus folgt, dal das Ideal t durch den
Modul re teilbar ist. Es ist also auch das Ideal Dt teilbar durch
das Ideal rDe. Zugleich ist

N(Dt) = Dr—Y;, N(rDe)= mD*—1 (§10, 10.);
mithin nach § 8, 9.

D=

oder
(6) R oy 1Y
Woraus mittels der obigen Bemerkung iiber ¢ folgt, dafl, wenn &
eine beliebige Funktion in e bedeutet, S(¢) eine ganze rationale
Funktion von z ist. Aus der Formel (6) folgt durch Multiplikation

mit 3 nach (5)
T =it sl
und folglich

(7) ey =0
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Multipliziert man die letzte Gleichung mit D, so ergibt sich aus (4)

: eDj = 3,
folglich
8 Diei—'3D
und durch Multiplikation dieser Gleichung mit ¢ nach (7)
(9) Dt ==h;

5. Ist 6 eine ganze Funktion von z in & und N (¢ — 0) = f(¢),
so ist f'(f) teilbar durch das Verzweigungsideal 3.

Beweis. Ist f(¢) reduktibel, so ist f'(0) = 0, also sicher teilbar
durch 3. Im anderen Fall ist nach § 10, 11.

ef (6) =1
ein Ideal, folglich durch Multiplikation mit § nach (7)
(10). °of" (0) =13

Zugleich folgt, wenn wir wie in § 10, 11.

rr— EL kf’) ®,,
ko= S+ kO k... koD

setzen, Nf’(o) i N(f) _N(&) - D.N(f)

= konst. ¥*D [§ 10, (11) und § 2, (13)],
also:
(11) N () = konst. &

ein vollstdndiges Quadrat.
§'12.

Die gebrochenen Funktionen von z im Kérper £.

1. Jede beliebige Funktion n in & laBt sich nach § 3, 3. auf
unendlich viele Arten als Quotient zweier ganzen Funktionen von z
darstellen (der Nemner kann sogar eine ganze rationale Funktion
von z sein). Ks sei also %

i

und u, » ganze Funktionen von z (Funktionen in o). Ist nun m der
grolite gemeinschaftliche Teiler der beiden Hauptideale ou, ov, also,
wenn a, b relative Primideale sind,

®) op = an op = bm,
so folgt (§ 4, 6.)
(2 av =Dbyu oder ay =0
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Ist also o eine beliebige Funktion in a, so ist e in b enthalten,
also jedenfalls eine ganze Funktion von z. Ist umgekehrt « eine ganze
Funktion von 2, welche die Eigenschaft hat, dal an — B eine ganze
Funktion ist, so folgt
oy — pilg,
whi=1f0;
da nun a, b relativ prim sind, so mul « durch a, 8 durch b teilbar
sein, und daraus folgt:

Es ist a der Inbegriff aller derjenigen ganzen Funktionen e,
welche die Eigenschaft haben, dafl «% eine ganze Funktion ist, und
der Inbegriff aller dieser ganzen Funktionen oy ist das Ideal b;
oder anders ausgedriickt:

Es ist b das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von
op und o, ebenso a das kleinste gemeinschaftliche Viel-

also nach (1)

fache von ?D und o. Hiernach mufB, wenn o', §' zwei der Bedingung

al "7 e bl
geniigende Ideale sind, o' durch a teilbar sein. Sei also
a =iata.
so folgt:
; Rii=tiag = b,

Umgekehrt ist auch fiir ein beliebiges Ideal n
nan = nb.
2. Es seien jetzt a, b zwei der Bedingung
an = b
geniigende Ideale, gleichviel ob relativ prim oder nicht. Der Quotient
—2— ist nach § 4, 8. der Inbegriff aller derjenigen Funktionen y, welche

die Eigenschaft haben, daf ay durch b teilbar ist. Zu diesen Funk-
tionen gehéren gewil alle Funktionen von der Form w7, wenn o
eine beliebige Funktion in o bedeutet. Aber auch umgekehrt ist
jede Funktion y von dieser Form; denn da ay durch b, also auch
durch o teilbar ist, so ist es ein Ideal (da es die Eigenschaften
L, IL, § 7 besitzt), also wenn ¢ gleichfalls ein Ideal ist:

ay = chb
und durch Multiplikation mit %

by == cbn.
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Y v . .
Ist nun wie oben  — —, und, wenn g, 6 ganze Funktionen sind, y :g-,

so folgt hieraus bou = cbwa,
also: opu = cve, 0y = Cn.

Beides zusammen liefert den Satz

(3) °n=%

Sind in dieser Darstellung b, a relativ prim, was nach 1. stets und
nur auf eine Weise angenommen werden kann, so soll b das Ober-
ideal, a das Unterideal der Funktion 5 heiflen.

3. Ist wieder allgemein

anp = V5, also on:%—

und-« eine beliebige Funktion in a, B eine zugehorige Funktion in b, so ist

B

n = ; und a ﬁ ===t Bloel
Hieraus folgt durch Bildung der Normen

N (n) = konst. %7%'

4. Sind #, 4 zwei Funktionen in & und ist wie in 1.
an = [1; a'n' == b',
gleichviel ob a, b; o', b relativ prim sind oder nicht, so folgt

a'a’ gy’ = bb.
Es folgen also aus b ’ b
i ool B ot
die Gleichungen
x)n,n’:-ﬂl 0_1_:_1 oi—;ﬂ-
aa’’ n b gt ab’
5. Ist am = b, ag’ = V', so wird auch
a(gty) ="

cin Ideal sein, weil, wenn a%, an’ ganze Funktionen sind, stets
auch «(y 1 7') eine solche ist. Ist also

0 : oy i
’)1 —_— ot "2 —_ —_y
a a
go folgt ’ b
o(nt7) = —;

a
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haben die beiden Ideale b, b’ einen gemeinsamen Teiler, so ist der-
selbe auch Teiler von b".

6. Es sei jetzt ¢ eine Funktion in £, deren Oberideal durch
ein beliebig gegebenes Primideal p, aber nicht durch p? teilbar ist
(solche Funktionen existieren stets; dieselben konnen sogar ganze
Funktionen von z sein), also

mp N
bt

worin m, n durch p nicht teilbare Ideale sind. Sei ferner x eine
beliebige Funktion in £, deren Unterideal durch p nicht teilbar ist, also

017:"-—(;‘

und a nicht teilbar durch p. Man wihle eine beliebige Funktion e«
in a, die nicht durch p teilbar ist, und eine entsprechende Funk-
tion B in b, so dal
bl
i B
wird. Sei
B,
bl
)
worin, ,, f8,, ¢, Konstanten sind, deren erste von Null verschieden
ist. Nach 5. ist

o= 0o ﬂ = ﬁo (HlOd ‘p)v Co—

R L Y 0
0(71 60)"‘0 o _Cl’

und aus a(f —coe) = b, B —¢,e = 0 (mod. p)

folgt, da « durch p nicht teilbar ist, daf b, durch p teilbar sein
mufll. Setzt man also

: Nismib 7 000
so ist auch das Unterideal von %, durch p nicht teilbar. Auf
diese Weise labt sich eine ganz bestimmte Reihe von Konstanten

Cps €1y +++ Cp—y, . .. derart ermitteln, daB
n =6 +tem
o =06 +ony,

Nr—1 = Cp—1 i ONry -
worin die #,, %y, - %y, ... Funktionen bedeuten, deren Unterideale
keine anderen Primfaktoren haben kionnen als das Unterideal von %
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und das Oberideal von ¢ mit AusschluB von p. Demmach ist fiir
jedes ganze positive 7

N0 e f Gl L 0T T gl
Ist das Unterideal von ¢ durch p*, nicht durch pe+! teilbar, so kann

man dieselbe Betrachtung auf die Funktion % = ¢ ¢* anwenden und
erhilt

=00 " a4 o B0t Filhigie,

§ 13.

Die rationalen Transformationen der Funktionen des Korpers £.

Ist 2, eine beliebige, nicht konstante, Funktion der Korpers £
(eine Variable in &), so besteht, wie in § 2 nachgewiesen, zwischen z,
und z eine irreduktible algebraische Gleichung, welche, von Nennern
befreit, in bezug auf z, vom Grade e, in bezug auf z vom Grade e,
sei. Es ist, wie eben dort gezeigt, e ein Divisor von =, n — ef.
Es sei diese Gleichung

e €
(1) G (2, 2) = 0.
Jede rationale Funktion ¢ von z und 2, laBt sich (§ 1) mit Hilfe
dieser Gleichung auf die beiden Formen bringen
&= Z, +\x1 2y i o z‘i_l,
g f— x(ol)_l.x(ll)z _*_,..._l,_x(l) i

ey —1

(2)

und zwar nur auf eine Weise so, dall z,, «,, ... ., rationale Funk-
tionen von z, ), z, ... a:g)_l rationale Funktionen von z, sind.

Ist nun 6 eine solche Funktion, daf 1, 6, 62 ... 6»—1 eine Basis*)
von & (in bezug auf 2) bilden, so bilden nach § 2 die » Funktionen

14 ; P R T
0, iz O, L Gzt 1,
LD SR AW TR S
bt i VRN St B ERE del
¥) Man koénnte statt der Basis 1, 6, ... #n—1 auch eine beliebige andere

Basis von & dieser Betrachtung zugrunde legen. Es geniigt aber fiir unseren
Zweck, wenn wir gerade diese wihlen.

Dedekind, Gesammelte Werke, I. 19
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gleichfalls eine solche Basis, und daraus ergibt sich nach (2), dab
zwischen den e, f — n, Funktionen

1, 7 20 e L
(4) a, 0z, Q2 el fzer—1,
Vit Tl 7 ) et ) el SRR ¢ i - o
die zur Abkiirzung mit
VAR (SO

bezeichnet sein mogen, eine Gleichung von der Form
1) p(1) (1) Oyl 1) p)
x(l)n(l +x2 nﬂ + +xﬂ1’qﬂ1_0

nur dann besteht, wenn die rationalen Funktionen z{, z{), ... a:g:

von 2z, sdmtlich verschwinden. Daraus folgt nach (2), dal jede
Funktion 5 in &, und zwar nur auf eine einzige Art, darstellbar ist
in der Form:
n = x(ll) 1)(11) + x;l) n;l) + e + x'(nll) n;ll)’
worin die x® rationale Funktionen von z, sind.
1
Jede solche Funktion 5 geniigt einer algebraischen Gleichung vom
Grade m,, deren Koeffizienten rational von z, abhéngen, denn es ist
s 1)t () WY L) (D)1 1) 1
WA = At T e B W
W) — 20 PO @ BT 1 1
NiMlss x2,1 LA + x2,)2 My % + xé,gnl ’7;1’
M — ) @ ()" itE A 1) @
A "777,,1 Tty xnl,lnl + xnl.z s + T wnl,nl nnl’
und mithin

1) Ll (1) ity ALY

z(l.l 1 x1.2’ xl,nl
(1) @) 0

xﬁ,l’ } x2,2 e x2,n1 = 0.
(1) (1) 1 e

x"l) 172 xnlv 2’ xﬂh ny 1’ [

Es 1Bt sich nun zeigen, dal man eine Funktion 5 = 6, so aus-
wiahlen kann, daf 6, nicht zugleich einer Gleichung mniedrigeren
Grades, deren Koeffizienten rational von z, abhingen, geniigt.

Wir stiitzen uns zum Beweis dieser Behauptung auf den folgen-
den Satz, dessen Beweis sich leicht durch den Schlufl von m — 1

auf m ergibt. Ist
P (2, 25, i)
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eine ganze rationale Funktion von z,, #,, ... z,, deren Koeffizienten
Funktionen in & sind, die nicht alle verschwinden, so kann man
fir die x,, x,, ... x, solche konstanten oder rational von z, ab-
héngigen Groflen setzen, dafl F in eine nicht verschwindende Funktion
in & iibergeht. Ist also F'(x,, z,, ... @) fiir alle solche z,, z,, ... z,
gleich Null, so folgt auch fiir beliebige konstante oder rational von z,
abhéngige dzx,, dz,, ... dzy,
dF = F'(z,)dz, + F'(x,)dxy + - - + F'(%p)d @, = 0.

Ist nun

0, = 2 0® + 2 q® + -+ + 7, 4P
und .

b oE %10 n o+ %30 i wk xnt,oﬂ(q::’
(6) 01 TR b ’7(11) = Zy1 ngl) i xm,lng:’

m — ® (Lt ®
01 b xl,mnl + x?,m My + 3 + wnl,mnnl’
so sind die @, ganze rationale und homogene Funktionen vom

Grade A von x,, x,, ... #,, und hingen auflerdem rational von z, ab.
Ist also

90) =an0?+ap_0"1+...+0a,0, +a,=0
die Gleichung niedrigsten Grades, welcher 6, geniigt, deren Koeffi-

zienten rational von 2z, abhingen, so geniigen die Funktionen
gy @y, - .. Gy der Bedingung .

Oy To+ QT 1+ A G T m = 0, (t=1,9,...n9

und zugleich ist m = »,. Da nun nicht alle aus den Koeffizienten z;,
zu bildenden m-reihigen Determinanten verschwinden konnen, weil
sonst 6, einer Gleichung von niedrigerem als dem mter Grade geniigen
wiirde, so folgt aus letzteren Gleichungen, daff man die a, a,, ... an
als ganze homogene Funktionen von z,, @,, ... %, voraussetzen kann.

Wenn nun die Gleichung ¢ (f,) = 0 fiir alle rational von z,
abhéingigen x,, #,, ... ¥,, bestehen soll, so mufl nach obigem Satze auch

dop = ¢'(0,)d0, +dan 07+ ---+da, 0, +da, = 0

sein, und wenn m < m, ist, so lassen sich die dz,, du,, ... d,,,
ohne daf sie alle verschwinden, so bestimmen, da8

GGy 0y 1 - covdagday == gy tany: soiid] vy
19*
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und folglich ;
. @' (6;)d0, =0

ist. Da aber ¢'(f,) vom Grade m — 1 ist, so muB d6, — 0, also
dz,=0,dx, =0, ... dz,, — 0 sein. Daher kann nur m = n, sein.
Ist also 6, so bestimmt, dafl die Gleichung niedrigsten Grades

n
F.0,,%) =0
den Grad m, wirklich erreicht, so lassen sich alle Funktionen in £,
und zwar nur auf eine Weise in der Form darstellen

— ( =T s
n=2a® 4 200 +--- 4 2@ 01,

=

worin die Koeffizienten «®, 2, ... wg])__l rational von 2, abhingen;
denn man kann unter dieser Voraussetzung %, n{’, ... n{) ver-
mittelst der Gleichungen (5) in der angegebenen Weise darstellen.

Es lassen sich also sowohl z,, 6, rational durch z, 6, als
auch umgekekrt z, 6 rational durch z,, , darstellen.

Die Variable z, die wir bisher als die unabh#ngige bezeichnet
haben, kann daher jede beliebige (nicht konstante) Funktion des
Korpers & sein. Wahrend aber die Gesamtheit aller Funktionen des
Korpers & ginzlich ungeéindert bleibt, sind die Begriffe: Basis,
Norm, Spur, Diskriminante, ganze Funktion, Modul, Ideal
wesentlich abhingig von der Wahl der unabhéngigen Verinder-
lichen z.

In dem besonderen Falle nur, wenn zwei Variable z, 2z, linear
voneinander abhéngen, ist eine Basis von & in bezug auf z zugleich
eine solche in bezug auf z,; ebenso sind Normen, Spuren und Dis-
kriminanten in diesem Falle fiir z und 2, identisch.

Sind «, B irgend zwei Funktionen in £, so bestehen zwischen
denselben Gleichungen, deren linker Teil eine ganze rationale Funktion
von oo und f ist.

Unter diesen ist eine (nach § 1)-
¥ (e B) = 0

welche sowohl in bezug auf « als in bezug auf B von moglichst
niedrigem Grade ist, und diese soll die zwischen « und g be-
stehende irreduktible Gleichung heiflen. Diese ist, von einem
konstanten Faktor abgesehen, vollig bestimmt.
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IL Abteilung.
§ 14.

Die Punkte der Riemannschen Fliche.

Die bisherigen Betrachtungen iiber die Funktionen des Korpers £
waren rein formaler Natur. Alle Resultate waren rationale, d. h.
nach den Regeln der Buchstabenrechnung mittels der vier Spezies
abgeleitete Folgerungen aus der zwischen zwei Funktionen in & be-
stehenden irreduktiblen Gleichung. Die numerischen Werte dieser
Funktionen kamen nirgends in Betracht. Man wiirde sogar, ohne
andere Prinzipien anzuwenden, die formelle Behandlung noch wesent-
lich weitertreiben konnen, indem man zwei Funktionen des Korpers £
nicht als durch eine Gleichung verbunden, sondern als unabh#ngige
Veriinderliche auffaBt, wobei dann alles auf algebraische Teilbarkeit
von rationalen Funktionen zweier Verdnderlichen hinauslduft. Wir
haben auch diesen Weg durchgefiihrt, der jedoch in Darstellung und
Ausdrucksweise sehr schwerféllig ist und beziiglich der Strenge nicht
mehr leistet als der im vorhergehenden benutzte Gang. Nachdem
nun aber der formale Teil der Untersuchung soweit gefiihrt ist,
dringt sich die Frage auf, in welchem Umfange es moglich ist,
den Funktionen in & solche bestimmten Zahlenwerte bei-
zulegen, dafl alle zwischen diesen Funktionen bestehenden
rationalen Relationen (Identitdten) in richtige Zahlen-
gleichungen iibergehen. Es erweist sich bei dieser Untersuchung
als zweckmiBig, auch das Unendlichgrofe als eine bestimmte Zahl oo
(Konstante) zu betrachten, mit welcher nach bestimmten Regeln ge-
rechnet wird *). Die mittels der rationalen Operationen in dem so
erweiterten Zahlengebiet ausgefiihrten Rechnungen fiihren stets zu
einem ganz bestimmten Zahlenresultat, wenn nicht im Verlaufe der

(e ]
"0 oo
welchen kein bestimmter Wert zukommt. Das Auftreten einer solchen
Unbestimmtheit in einer Gleichung ist nicht als ein Widerspruch auf-
zufassen, da in diesem Falle die Gleichung gar keine bestimmte Be-

Rechnung eines der Zeichen oo 4 oo, 0: 00 auftritt, Zeichen,

*) Das Unendliche als einen bestimmten Wert zu betrachten ist in der
Funktionentheorie vielfach iiblich und niitzlich. Es spricht sich dies bei Riemann

z. B. darin aus, daB er seine die algebraischen Funktionen darstellenden Flichen
als geschlossen betrachtet.
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hauptung mehr enthdlt, also von der Wahrheit oder Unwahrheit
derselben auch keine Rede sein kann. Unter den Funktionen des
Kérpers & finden sich aufler unendlich vielen Verdnderlichen auch
simtliche Konstanten, d. h. Zahlen. Hiernach gelangt man durch
die oben gestellte Forderung zu folgendem Begriff.

1. Definition. Wenn alle Individuen «, 8, p, ... des Korpers £
durch bestimmte Zahlwerte o, B,, 7, ... S0 ersetzt werden, dal

(I) o, = &, falls o konstant ist, und allgemein

(L) (2 + By = & + Bos AV (@B = e By
a o,
) @—B=au—b (V) (5) =73

wird, so soll einem solchen Zusammentreffen bestimmter Werte ein
Punkt P zugeordnet werden [den man sich zur Versinnlichung
irgendwie im Raume gelegen vorstellen mag*)], und wir sagen, in P
sel @« = a,, oder o habe in P den Wert o, Zwei Punkte heillen
stets und nur dann verschieden, wenn eine Funktion « in & existiert,
die in beiden Punkten verschiedene Werte hat.

Aus dieser Definition des Punktes soll nun die Existenz des-
selben, sowie der Umfang des Begriffes deduziert werden. Zunichst
ist aber hervorzuheben, dal nach dieser Definition der ,Punkt“ ein
zum Korper & gehoriger invarianter Begriff ist, der in keiner
Weise abhéingt von der Wahl der unabhéngigen Veréinderlichen, durch
welche man die Funktionen des Korpers darstellt.

2. Satz Ist ein Punkt P gegeben, und z eine in P endliche
Variable in & (eine solche existiert fiir jeden Punkt; denn ist z,= oo,

so ist (%) — 0, also endlich), so hat auch jede ganze Funktion &
0

von 2z in B einen endlichen Wert w, — denn zwischen @ und z be-

steht eine Relation von der Form

1

ﬁ)_m’

1 1
1:@5+bg+"'+k

*) Eine geometrische Versinnlichung des ,Punktes* ist iibrigens keineswegs
notwendig und tréigt zu einer leichteren Auffassung nicht einmal viel bei. Es
geniigt, das Wort ,Punkt“ als einen kurzen und bequemen Ausdruck fiir die be-
schriebene Wert-Koexistenz zu betrachten.
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worin @, b, ... k als ganze rationale Funktionen von z nach (IL),

(IIL), (IV.) in % endliche Werte haben. Mithin kann (%) nicht
gleich 0, also w, nicht gleich oo sein. s

3. Satz Ist z irgendeine in P endliche Variable, so ist der
inbegriff p aller derjenigen ganzen Funktionen z von 2, welche in B
verschwinden, ein Primideal in z; wir sagen, der Punkt P erzeuge
dies Primideal p. Ist @ eine ganze Funktion von 2z, welche in P
den Wert @, hat, so ist @ = @, (mod. p).

Beweis. Ist my—0,m; =0, so ist auch (' 4 #")y ==, + 75 =0,
und wenn @ eine beliebige ganze Funktion von 2, also @, endlich ist,
so folgt aus =, = 0 auch (w=x), = @, 7w, = 0; also ist p ein Ideal
inz (§7, L, IL). Das Ideal p ist von o verschieden, da es die
Funktion , 1% nicht enthilt.

" Hat @ in P den Wert ay, s0 ist (0 — @,), = 0, folglich w = w,
(mod. p), also jede ganze Funktion von 2z einer Konstanten kongruent
nach dem Modul . Daher ist (§ 9, 7.) » ein Primideal.

4. Satz Dasselbe Primideal p kann nicht durch zwei ver-
schiedene Punkte erzeugt werden.

Denn zunéchst ist der Wert einer jeden ganzen Funktion @ in
einem das Ideal p erzeugenden Punkt P durch die Kongruenz o = a,
(mod. p) vollkommen bestimmt. Ist aber % eine beliebige Funktion
in &, so lassen sich nach § 12, 1. zwei ganze Funktionen «, B, die
nicht beide durch p teilbar sind, so bestimmen, dafl

1 ¢
e
wird. Da nun die endlichen Werte «,, 8, nicht beide verschwinden,
so folgt aus (V.)
: S
To. = B,

0
also ebenfalls durch p vollkommen bestimmt.

Es ergibt sich hieraus noch, daB zwei Punkte, in denen eine
Variable z endliche Werte hat, dann und nur dann voneinander ver-
schieden sind, wenn eine ganze Funktion von z existiert, welche in
beiden verschiedene Werte hat.

5. Satz. Ist z irgendeine Variable in & und p ein Primideal
in 2z, so gibt es einen (und nach 4. auch nur einen) Punkt P,
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welcher dies Primideal erzeugt, und welcher der Nullpunkt des
Ideals p genannt werden soll.

- Beweis. Es sei 5 eine beliebige Funktion in £, und ¢ eine
solche, deren Oberideal durch p, aber nicht durch p? teilbar ist. Es
lassen sich dann nach § 12, 6. stets und nur auf eine Weise eine
ganze Zahl m, eine von Null verschiedene endliche Konstante ¢ und
eine [unktion 7,, deren Unterideal nicht durch p teilbar ist, so be-
stimmen, daB

n=ce™ + memtt
Wir setzen

N =0, ¢, oo,
je nachdem m positiv, Null oder negativ ist. Dieser Wertbestimmung
der Funktionen des Korpers &£ entspricht ein Punkt B, da die Be-
dingungen (I.) bis (V.), wie man sofort iibersieht, erfiillt sind *).

Jede Funktion, deren Oberideal durch p teilbar ist, also ins-
besondere jede Funktion in p erhdlt nach dieser Festsetzung in P
den Wert Null, d h. der so bestimmte Punkt P erzeugt das Prim-
ideal p.

Jede Funktion, deren Unterideal durch p teilbar ist, und nur
eine solche hat in f den Wert oo, und daraus geht hervor, daB
eine ganze Funktion von z in keinem Punkte, in welchem z einen
endlichen Wert hat, unendlich ist, und, da eine gebrochene Funktion
von z im Unterideal gewil ein Primideal enthiilt, also mindestens
in einem Punkte, in welchem z endlich ist, unendlich sein muf}, so
ist auch umgekehrt jede Funktion, die in keinem Punkte, in welchem 2
einen endlichen Wert hat, unendlich ist, eine ganze Funktion von z.

6. Aus 3., 4., 5. ergibt sich nun das folgende Resultat. Um
alle existierenden Punkte ¢ und jeden nur ein einziges Mal zu er-
halten, ergreife man eine beliebige Variable z des Korpers £; man
bilde alle Primideale p in z und konstruiere fiir jedes derselben den
Nullpunkt, so sind alle diejenigen Punkte P gefunden, in denen z

*) Ist 7' = ¢'om' 47} om +1, so ist z B.

n (S ,,)

_ = om—m S

et ( -t enh
worin i

nn S c M —CM
e Fend)

eine Funktion von derselben Beschaffenheit ist wie », (noch einfacher ist der
Beweis in den iibrigen Fillen).
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endlich bleibt; ist P’ ein von diesen verschiedener Punkt, so hat in
Thyn: 2¢ = % den endlichen Wert Null; umgekehrt ist jeder Punkt ',

in dem 2’ den Wert Null hat, von den Punkten P verschieden. Das
durch einen solchen Punkt P’ erzeugte Primideal p’ in 2’ (welches
aus allen in P’ verschwindenden ganzen Funktionen von 2z’ besteht)
geht in 2’ auf, und umgekehrt ist der Nullpunkt eines jeden in 2’
aufgehenden Primideals p" in 2’ ein Punkt P, in welchem 2z’ = 0
also 2 =— oo ist. Mit diesen in endlicher Anzahl vorhandenen, den
verschiedenen p’ entsprechenden Erginzungspunkten und den vorher
aus den Primidealen p in z abgeleiteten ist die Gesamtheit aller
Punkte B erschopft, deren Inbegriff die Riemannsche Flache 7 bildet.

§ 15.

Die Ordnungszahlen.

1. Definition. Ist P ein bestimmter Punkt, so betrachten wir
die sidmtlichen in P verschwindenden Funktionen = in £, und er-
teilen jeder derselben eine bestimmte Ordnungszahl nach folgen-
dem Gesichtspunkt.

Eine solche Funktion ¢ hat die Ordnungszahl 1, oder heifit
unendlich klein in der ersten Ordnung oder 0' in B, wenn alle

Quotienten % in P endlich bleiben. Ist o' eine ebensolche Funktion

’ ’

wie g, so ist % in P weder 0 noch oo, und umgekehrt, ist —3— in P

weder 0 noch oo, so ist o' gleichfalls unendlich klein von der ersten
Ordnung. Gibt es ferner fiir irgendeine Funktion = einen ganzen

positiven Exponenten 7, so dafll 9—”7 in P weder 0 noch oo wird, so

gilt dasselbe von 91,7, und x erhdlt die Ordnungszahl + oder heillt

unendlich klein in der Ordnung 7 im Punkte . Wir werden auch
sagen, s ist 0" in P oder = ist 0 in Pr.

Um die Frage nach der Existenz solcher Funktionen ¢ und
solcher Ordnungszahlen r zu entscheiden, ergreife man eine beliebige
in % endliche Variable z, bezeichne mit p das durch P erzeugte
- Primideal in z, und stelle jede Funktion # (mit Ausnahme der
ordnungslosen Konstanten 0) nach § 12 als Quotienten von zwei
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relativen Primidealen in z dar. Das Oberideal jeder dieser Funk-
tionen ist dann durch p teilbar, und es gibt darunter auch solche,
deren Oberideal nicht durch p? teilbar ist; diese haben die Ordnungs-
zahl 1; fiir die tibrigen Funktionen x ist die Ordnungszahl der Exponent
der hochsten im Oberideal aufgehenden Potenz von p, was sich aus
den Sdtzen des § 12 ohne weiteres ergibt.

2. Hat eine Funktion % den endlichen Wert %, in %, so sagen
wir, n habe diesen Wert #-mal in f oder in # mit P zusammen-
fallenden Punkten oder in %", wenn die Funktion  — %, in P un-
endlich klein in der Ordnung r ist. Ist aber %, =— oo, so sagen wir,
n habe den Wert oo r-mal in P oder in 7 mit P zusammenfallenden

Punkten, oder 5 sei co” in P oder oo in P7, wenn o in Pr verschwindet.
n

3. Wird eine Funktion 5 in P oo”, so legen wir derselben auch
die Ordnungszahl — 7 bei, wenn aber 5 in P weder 0 noch co wird,
so habe sie die Ordnungszahl 0. Hiernach kommt in einem beliebigen
Punkte B jeder Fuuktion des Korpers £ eine ganz bestimmte Ordnungs-
zahl zu, mit Ausnahme der beiden Konstanten 0 und co.

4. Ist ¢ eine Funktion, welche in einem beliebigen Punkte P
die Ordnungszahl 1 besitzt, und % eine Funktion mit der (positiven,
negativen oder verschwindenden) Ordnungszahl m, so 1af(t sich nach
dem SchluBsatz des § 12 fiir jedes beliebige positive r eine Reihe
von Konstanten ¢y, ¢, ... ¢,—;, deren erste nicht verschwindet, und
eine in P endliche Funktion ¢ so bestimmen, dafi

Rl ok B it sl bt 7 SR Rl
wird.

5. Hieraus ergibt sich unmittelbar, dall die Ordnungszahl eines
Produktes zweier oder mehrerer Funktionen gleich ist der Summe
der Ordnungszahlen der einzelnen Faktoren.

Die Ordnungszahl eines Quotienten zweier Funktionen ist gleich
der Differenz der Ordnungszahlen des Zahlers und Nenners.

Ist m,, 7y, ... 5 eine Reihe von Funktionen und m die algebraisch
kleinste unter ihren Ordnungszahlen, so ist

N, = €™+ 6, 0™},
Ny = €0™ + 650" 17,

L A

Ny = €, 0™ + 6, o™ T,
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worin die Konstanten e,, e,, ... e; jedenfalls nicht alle verschwinden.
Sind daher ¢,, c,,...c, Konstanten, so ist die Ordnungszahl von

A N = C1My + Cqng+ -+ + Csnsy
falls c,e, + cyey+ --- + ¢, e, von Null verschieden ist, ebenfalls m,
sonst grofer als m.

6. Komplexe von Punkten, welche denselben Punkt auch mehr-
mals enthalten konnen, nennen wir Polygone und bezeichnen die-
selben mit A, B, €, ...

Es bedeute ferner AB das aus den Punkten von A und von B
zusammengesetzte Polygon in der Weise, dafl, wenn ein Punkt P
r-mal in A, s-mal in B auftritt, er (r + s)-mal in AV vorkommt.
Daraus ergibt sich die Bedeutung von %" und von A = Pr P P2 ..,
und die Gesetze der Teilbarkeit der Polygone in vollkommener Uber-
einstimmung mit denen der Teilbarkeit der ganzen Zahlen und der
Ideale. Die Rolle der Primfaktoren iibernehmen dabei die Punkte;
um aber auch die Einheit zu erhalten, mufl man das gar keinen
Punkt enthaltende Polygon © (das Nulleck) zulassen.

Die Anzahl der Punkte eines Polygons heifit seine Ordnung.
Ein Polygon von der Ordnung 7 wird auch kurz ein »-Eck genannt.

Der grofite gemeinschaftliche Teiler zweier Polygone A, B
ist dasjenige Polygon, welches jeden Punkt P so oft enthélt, als er
in A und B mindestens vorkommt. Ist dies O, so heilen A B
relativ prim.

Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von A und B
ist dasjenige Polygon, welches jeden Punkt so oft enthilt, als er in
A und B hochstens vorkommt. Sind A, B relativ prim, so ist AB
ihr kleinstes gemeinschaftliches Vielfache.

Ist A — Pr P72 Pr2... ein beliebiges Polygon, so gibt es stets
Funktionen z in &£, welche in keinem der Punkte A unendlich sind.
Denn wenn z in einigen Punkten von ¥ unendlich ist, so kann man
eine Konstante ¢ so wihlen, dafl z — ¢ in keinem der Punkte von %

den Wert 0 hat, und dann ist :z—i--z in allen Punkten des Polygons %

endlich. Legt man eine solche Variable z zugrunde, so ist der In-
begriff aller derjenigen ganzen Kunktionen von z, welche in den
Punkten des Polygons A (jeden nach seiner Vielfachheit geziihlt)
verschwinden, ein Ideal a = pr p71p; ..., und man kann sagen, das
Polygon A erzeuge das Ideal a, oder U sei das Nullpolygon des
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Ideals a. Der Idealbegriff fallt hiernach vollstindig zusammen mit
dem Begritf eines Systems ganzer Funktionen, welche alle in den-
selben festen Punkten verschwinden. Das Ideal o wird erzeugt durch
das Nulleck ©.

Das Produkt zweier oder mehrerer Ideale wird erzeugt durch
das Produkt der Nullpolygone der Faktoren, grofter gemeinschaft-
licher Teiler und kleinstes gemeinschaftliches Vielfache zweier Ideale
durch den grofiten gemeinschaftlichen Teiler und das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache der entsprechenden Nullpolygone.

7. Satz. Ist z irgendeine Variable in & und n der Grad des
Korpers & in bezug auf z, so nimmt z jeden bestimmten Wert ¢ in
genau 7 Punkten an. — Denn wenn o das System aller ganzen
Funktionen von z und ¢ eine endliche Konstante bedeutet, so ist

o(z—ec)=9292..., e+e+---=mn (§9, 7),
wenn ,, P,, ... voneinander verschiedene Primideale in z bedeuten.
Bezeichnet man mit P,, P¥,, ... die Nullpunkte von p,, p,,..., so hat
nach 2. z den Wert ¢ in e, Punkten B, (oder in %), in e, Punkten P,
(oder in P¢) usf., also in den = Punkten des Polygons P& Pe ...
Umgekehrt : ist P ein Punkt, in welchem z den Wert ¢ hat, und p
das durch P erzeugte Primideal in 2, so ist 2 = ¢ (mod. p), und
folglich ist p eines der Ideale p,, p,,..., mithin P einer der Punkte
P, P, .. Dasselbe Resultat gilt aber auch fiir ¢ = oo; denn weil =

auch der Grad von £ in bezug auf % ist, so nimmt letztere Variable

den Wert 0, folglich z den Wert oo in genau n Punkten an. Aus
§ 11 folgt, dall nur fiir eine endliche Anzahl von Werten der Kon-
stanten ¢ einer der Exponenten e, e, ... grofler als 1 sein kann.

Die Zahl », d. h. die Anzahl der Punkte, in welchen die Funk-
tion 2z je einen konstanten Wert hat, soll die Ordnung der Funktion =z
genannt werden. Die Konstanten und nur diese haben die Ordnung
Null. Fiir alle anderen Funktionen in & ist die Ordnung eine posi-
tive ganze Zahl. Die Ordnung einer Variablen z ist zugleich der
Grad des Korpers £ in bezug auf z.

§ 16.
Konjugierte Punkte und konjugierte Werte.
1. Definition. Ist ¢ ein bestimmter Zahlwert, so entspricht
demselben, wie in § 15 gezeigt, ein Polygon % von n (gleichen oder
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verschiedenen) Punkten %', B, ... P®, in welchen die Variable
nter Ordnung z eben diesen Wert hat; diese » Punkte sollen kon-
jugiert nach z heifen; durch einen von ihnen (und durch die
Variable 2) sind die iibrigen bestimmt. L&ft man ¢ nach und nach
alle Werte annehmen, so bewegt sich das Polygon A = P'P" ... Pm,
und zwar so, dall stets alle seine Punkte sich verindern. Man er-
halt hierbei also alle iiberhaupt existierenden Punkte und nur die-
jenigen (in endlicher Anzahl vorhandenen) mehrfach, in welchen z — z,

oder —:— in hoberer als der ersten Ordnung verschwindet. Es ist
daher das Produkt aller dieser Polygone
oy = T3,

wo T die einfache Gesamtheit aller Punkte, die Riemannsche
Fldache, 3, ein bestimmtes endliches Polygon ist, welches das Ver-
zweigungs- oder Windungspolygon von 7' in z heilit. Jeder
in 3, enthaltene Punkt O heilt ein Verzweigungs- oder Windungs-
punkt von 7' in 2, und zwar von der Ordnung s, wenn er genau

; { Xk
s-mal in 3, vorkommt. Es ist s = ¢ — 1, wenn z — 2, oder 5 o by

unendlich klein von der et® Ordnung ist. Die Ordnung des Poly-
gons 3, heilt die Verzweigungs- oder Windungszahl w, der
Flache 7' nach z. Diejenigen Punkte des Verzweigungspolygons, in
welchen z einen endlichen Wert hat, erzeugen zusammen das Ver-
zweigungsideal in z (§ 11).

Will man von dieser Definition der ,absoiuten® Riemannschen
Flache, welche ein zu dem Korper £ gehoriger invarianter Begriff
ist, zu der bekannten Riemannschen Vorstellung iibergehen, so hat
man sich die Fliche in einer z-Ebene ausgebreitet zu denken,
welche sie dann iiberall mit Ausnahme der Verzweigungspunkte
n-fach bedeckt. _

2. Satz Ist

, __c+dz

A 2T
worin a, b, ¢, d Konstanten bedeuten, deren Determinante ad — bc
von Null verschieden ist, so ist

,8: — ,8:;’; W = Wy
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Lo, 1 . Lol
Denn wenn in einem Punkte P z —z; oder 7 unendlich klein in der

etn Ordnung ist, so ist in demselben Punkte auch
i (ad —bec) (z—2,)
" T (at+b2)(atbz,)’

oder falls z, unendlich ist:

z

PRI ol —(ad — be)
T b@+b2) ’
oder falls z; = oo, also a + bz, — 0 ist:
l_a-{—bz
T

unendlich klein in der et Ordnung.
Ist insbesondere 2z’ = %, so ist die Verzweigungszahl w, — w,

gleich dem Grade der Diskriminante 4,(£) vermehrt um die Anzahl
der verschwindenden Wurzeln von A, (£) = 0 (§ 11).

3. Definition. Die Werte 7', ", ... 4™, welche eine beliebige
Funktion % in £ in » nach z konjugierten Punkten P, ", ... P
annimmt, heiffen konjugierte Werte von 5 nach z.

4. Satz. Ist N,(y) die Norm einer beliebigen Funktion in bezug
auf z, so”ist der Wert, welchen diese rationale Funktion von z fiir
z = 2z, besitzt, gleich dem Produkt %' %" ...n®™ der zu z = z, ge-
hérigen konjugierten Werte von 7, wobei von dem Falle, dal dies
Produkt unbestimmt wird, also einer dieser konjugierten Werte 0,
ein anderer oo ist, abzusehen ist. Beim Beweis dieses Satzes konnen

wir annehmen, es sei 2, endlich; denn ist z, =— oo, so legen wir
< : 1 3k p

statt z die Variable 2’ = 5 zugrunde, wobei die Norm ungeéndert

bleibt. Ferner konnen wir annehmen, die Werte #', ", ... ™ seien

alle endlich; denn ist einer von ihnen unendlich, so ist n. V. keiner

derselben gleich 0, und wir betrachten statt % die Funktion Fi
Es sei nun unter diesen Voraussetzungen ?
0(2—2,) = Y PP PP ...
und B,, B,, B;, ... die Nullpunkte der voneinander verschiedenen

Primideale p,, Py, Ps, . .. Wir konstruieren ein System ganzer Funk-
tionen 4, u von z nach folgender Regel:
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Es sei
A, teilbar durch p,, nicht durch p};
Ay » » Pey  » ” P; 3
Ag » ” Psy » {J: 3

u, teilbar durch pg, pes, ..., nicht durch p,, pet?, poty, .. ;
Mg » n PLPP .. w o Py PRt ppEY L

*
B » n o PEHPR e » Pp PR Rt LN

Die n Funktionen

By Wa kg, AR L p AT
Bay Hahy, Badg, ... ped3Y,
sy Wghy, Pgds, ... g AT,

die wir mit #,, %,, ... 7, bezeichnen, bilden dann eine Basis von &;
diese Behauptung ist in der nun zu beweisenden allgemeineren enthalten,
Wenn
E—2)8=mm + Xymy + o+ Tan
mit ganzen rationalen Koeffizienten z,, ,,... 2, ist, und { in den
Punkten %P,, B,, By, ... endliche Werte ¢, £”, ¢', ... hat, so miissen
die simtlichen Koeffizienten z,, x,, ...z, durch z—z, teilbar sein
In der Tat ist z B. im Punkte P, die linke Seite unendlich klein
mindestens in der Ordnung e,. Es muf also nach § 15, 5. auch

Ty A By g+ Ty Ny = (B F Xy dy A+ o0+ T 497
in dieser Ordnung unendlich klein sein. Dies ist aber nur moglich,
wenn &, &,, ... ¥, in P, verschwinden, also durch z —z, teilbar
sind, w. z. b. w.
Hiernach konnen wir setzep :
7 Wy l”i = (x(lo) - x(ll) ,11 + o4 x(lcl 1) )_ell —1)

+ @+ P dy o+ DA

+ s (x(??) + 2P, + -+ x%ﬂa—l) 1833—1) + ey
worin die 2, ), ... 2, ... rationale Funktionen von z sind, die alle
fiir 2 — 2, endlich bleiben. In den Punkten P,, B,,... ist die linke

*) Die Moglichkeit, solche Funktionen zu bestimmen, ergibt sich aus § 9, 3.,
Anmerkung, oder auch nach § 11, 2., wonach man z. B. setzen kann

h=o—0b wul® = yo).
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Seite unendlich klein mindestens in der Ordnung e,, e;,... Das-

selbe gilt fiir B, von m,, uy, ..., aber nicht von u,, fir P; von
Bqs Mo, - - . aber micht von g, ...; folglich ist fir z = 2,

W= 10, e = Dl e =D (sl

=10, it e 0N il atee b o0

In B, ist die linke Seite unendlich klein mindestens in der Ordnung r;
daher wird, wenn r < e, ist, fiir z = 2,
o= 0 N = 0wy, Ve =0, e gl
Dieselbe Betrachtung lift sich auf die Funktionen »u, %, nusds;, ...
anwenden. Setzt man also
NN = &1,1M, ot Z1,2 Ny kit L1, n Nny
NNy = %g1 My + Xo,aMg + *** + Zg,nYn,
NN = ZTn, 1My + Zn,9Mg + *** + ZnynAny
so werden in der Determinante
Nm) =Z12,1%,.. Tnn
simtliche links von der Diagonalreihe stehenden Glieder fiir z = 2,
verschwinden, wihrend von den Diagonalgliedern e, gleich 7,
e, gleich 7", e, gleich %', ... werden. Es ist also fiir z = 2,
N =naqg'ang...
w. z. b. w.
5: Da nach der Definition der Spur (§ 2)
S(ﬂ) = &,1 + Zoa+ *** + Tna
ist, so fithren dieselben Betrachtungen zu dem Satze: :
Es ist fiir 2 = 2, |
S) =en +en" +eq” +-,
welcher jedoch nur unter der Voraussetzung gilt, daB die Werte
7, ", n'", ... endlich sind.
Der Satz 4. ergibt fiir ein beliebiges konstantes (oder rational
von z abhingiges) ¢ fir z = z,.
NE—m)=0C—n)rC—q)C—n")s...,
und daraus durch Vergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen
von ¢ fiir jeden dieser Koeffizienten einen Ausdruck durch die konju-
gierten Werte (symmetrische Funktionen).
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6. Ist %, 7y, ... . eine Basis von &, so ergibt sich durch
Anwendung von 5. sofort der Wert der Diskriminante dieses Systems
furiz =— 2

Az (g5 Mg -+ M) = (ZEmims .o )

wenn n,, %, ... ™ die sdmtlichen gleichen oder verschiedenen, aber
als endlich vorausgesetzten, zu z — z, gehorigen konjugierten Werte
von 7, bedeuten.

§17.
Darstellung der Funktionen des Korpers £ durch Polygonquotienten.

Eine Funktion 5 des Korpers £ hat nur in einer endlichen
Anzahl von Punkten eine von Null vefschiedene Ordnungszahl; die
Summe s@mtlicher Ordnungszahlen ist gleich 0, also die Summe der
positiven gleich der Summe der negativen Ordnungszahlen, und zwar
gleich der Ordnung der Funktion % (§ 15). Sind die Ordnungs-
zahlen einer Funktion % fiir jeden Punkt P bekannt, so ist damit
die . Funktion % bis auf einen konstanten Faktor bestimmt; denn

hat »" iiberall dieselbe Ordnungszahl wie 7, so hat ;;’7 (nach § 15, 5.)

iiberall die Ordnungszahl Null und ist also (nach § 15, 7.) eine Konstante.

Bilden wir also ein Polygon 2, in welches wir jeden Punkt, in
dem % eine positive Ordnungszahl hat, so oft aufnehmen, als diese
Ordnungszahl angibt, und ein zweites Polygon B, in welches wir in
entsprechender Weise die Punkte aufnehmen, in welchen % eine nega-
tive Ordnungszahl hat, so sind die Polygone A, B von gleicher
Ordnung, und zwar von der Ordnung der Funktion n. Durch diese
Polygone A, B ist also die Funktion % bis auf einen konstanten
Faktor bestimmt. Wir setzen in symbolischer Bezeichnung

und nennen U das Obereck, B das Untereck der Funktion n¥*).
Nach dieser Festsetzung sind die beiden Polygone A, B relativ
prim; es ist aber zweckmiflig, die Bezeichnung dahin auszudehnen,

*) Alle Funktionen der einfachen Schar (7) haben hiernach dieselbe Be-

zeichnung %, und es wiirde daher korrekter sein, (7) = g setzen; indessen
fiilhrt diese Bezeichnung zu unnotigen Weitlaufigkeiten.
Dedekind, Gesammelte Werke, I. 20
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dafl man auch gemeinschaftliche Faktoren in %, B zuliBt, was durch
die Bestimmung geschieht, dafl

maAe A

MY~ B
sein soll, wenn I ein beliebiges Polygon bedeutet. Setzen wir nach
dieser verallgemeinerten Bezeichnung

A
e gv
so kann ein Punkt P, in welchem % die Ordnungszahl m besitat,
m,-mal in A, m,-mal in B aufgenommen werden, wenn m, — my = m
ist. Es ist auch jetzt noch die Ordnung von A gleich der von B,
aber nicht mehr gleich der Ordnung der Funktion 7.
Aus dieser Definition ergibt sich (nach § 15, 5.) unmittelbar der

Satz: Ist
A 3 €A’
W %‘7 [ R 2?7

so ist
ML T
1S B8 g T AW
Nach § 14, 5. ist eine Funktion %' dann und nur dann eine
ganze Funktion von #, wenn jeder im Untereck von 5 auf-
gehende Punkt auch in dem von % enthalten ist.

§ 18.
Aquivalente Polygone und Polygonklassen.

1. Definition. Zwei Polygone A, A' von gleichviel Punkten
heiffen dquivalent, wenn eine Funktion n in L existiert, welche
(nach §17) die Bezeichnung hat:

A
AT

2. Satz Ist A dquivalent mit A’ und mit A", so ist auch A’ mit

A" dquivalent; denn aus

/ A’ > A"
st 1ol Bo i
folgt :
7 €A ;
nll 2[/!
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3. Definition und Satz. Alle mit einem gegebenen Poly-
gon A dquivalenten Polygone A’, A”, ... bilden eine Polygonklasse 4.
Nach 2. kommt dann jedes beliebige Polygon in einer und nur in
einer Klasse vor; denn sind U, B zwei dquivalente Polygone, welche
zu' den Klassen A, B fiihren, so ist nach 2. jedes Polygon der
Klasse B zugleich in 4 enthalten und umgekehrt, und daher sind
beide Klassen identisch.

Alle Polygone einer Klasse haben dieselbe Ordnung, welche die
Ordnung der Klasse genannt werden soll.

4. Es konnen aber Polygone existieren, welche mit keinem anderen
dquivalent sind, und deren jedes daher fiir sich eine Klasse bildet.
Solche Polygone mogen isolierte genannt sein.

5. Ist M ein beliebiges Polygon, und A aqulvalent mit A',
ist auch MU dquivalent mit MA'; aber auch umgekehrt folgt aus
der Aquivalenz von MY mit MU' die Aquivalenz von A mit A’

6. Ist A mit A, B mit B’ fquivalent, so ist auch AB mit A’ B’
aquivalent. Die Klasse C, welcher das Produkt A® angehort, um-
fait daher die simtlichen Produkte je zweier Polygone der Klassen
A, B von % und B (aber aulerdem unter Umstinden noch unendlich
viele andere Polygone) und soll als das Produkt der beiden Klassen
A, B bezeichnet sein:

O —vd'Bi— B A
Die Definition des Produkts von mehreren Klassen und die Giiltigkeit
des Fundamentalsatzes der Multiplikation ergibt sich hieraus von selbst.

7. Sind 4, B, D drei Klassen, welche der Bedingung

DAs— B

geniigen, so folgt 4 = B; denn sind %A, B, D drei Polygone der
Klassen A, B, D, so folgt aus der Voraussetzung, daf ® B mit D,
und folglich B mit A dquivalent ist.

8. Geht ein Polygon A der Klasse 4 in einem Polygon € der
Klasse C auf, so gilt dasselbe von jedem Polygon UA' der Klasse 4;
denn aus € — AB folgt nach 5., dal € = A'B in C enthalten
ist, und wir konnen also, obschon nicht umgekehrt jedes Polygon der
Klasse C' durch ein Polygon der Klasse A teilbar zu sein braucht,
sagen, die Klasse € sei durch die Klasse A4 teilbar. Ist ¥’
irgendein Polygon der Klasse B von B, so ist auch €" — A'B’' in
C enthalten und folglich

=4 B
20*
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Ist also C durch A4 teilbar, so gibt es eine und (nach 7.) nur eine
Klasse B, welche der Bedingung

o
geniigt.

§19.

Die Polygonscharen.

1. Sind %,, %, ... A, bestimmte, und zwar Hquivalente Poly-
gone, und A ein beliebiges Polygon derselben Klasse A, so existieren

8 Funktionen in £

A A, A
’71—_—_%1 "]s:Wa "h:g'

Setzt man, wie in § 15, 5. fiir einen beliebigen Punkt P

7, = ¢ @™+ 6,0™ ",

Ny = €30™ + G, @™ *,

Ne = € @™ + G, ™ T,
worin ¢ in P 0! ist, e,, e,, ... e, Konstanten, die nicht alle ver-
schwinden, und 6,, 6,, ... 6, in P endliche Funktionen bedeuten, so
folgt, daB jede Funktion u der Schar (7, n,, ... ), d. h. jede
Funktion von der Form

N="CN+Cny+ e+ s
in B eine Ordnungszahl hat, die nicht kleiner als m ist, und daraus
nach § 17, daB die Funktion % in die Form
g o

A o

gesetzt werden kann, wo U’ gleichfalls in der Klasse 4 enthalten ist.
Wihlt man fiir % ein beliebiges anderes Polygon ¥ der Klasse 4,
und setzt

| 2

mE=m=g» W=m=gr o wE=1=

bl

so wird auch ’
ﬂg e ﬂ' i c]"fl"‘"":"h B b +ca77n

B,

n rf

und folglich
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Jedes durch den Nenner A und ein Konstantensystem c,, ¢4, ... ¢
erzeugte Polygon wird daher auch durch jeden anderen derselben
Klasse angehorigen Nenner ¥ erzeugt, und der Inbegriff der sdmt-
lichen Polygone ', die den verschiedenen Werten der Konstanten

¢,, €4 ... C; entsprechen, ist nur abhingig von den Polygonen
A, Ay, ... Ay Dieser Inbegriff soll daher eine Polygonschar mit
der Basis A, UA,, ... A; genannt und mit

G, Al W)

bezeichnet werden.

2. Haben die Polygone A,, %,, ... A, einen groften gemein-
~ schaftlichen Teiler I, so ist derselbe nach 1. auch Teiler eines jeden
Polygons A’ der Schar (A, Ay, ... ), und kann der Teiler der
Schar genannt werden ; aber es 1a6t sich in dieser Schar ein Polygon
A — MB derart bestimmen, dal B relativ prim zu einem beliebig
gegebenen Polygon wird. Ist ndmlich unter Beibehaltung der Be-
zeichnung von 1. ein Punkt P genau g-mal in M und »-mal in A
enthalten, so ist, wenn

) ni='e gm + 69m+1
gesetzt wird, m niemals kleiner als y —», und es ist m — u — v,
wenn man die Konstanten c,, ¢,, ... ¢, so wihlt, daB

e — Oy e -iCiey'+ w0 4 Crey
von Null verschieden ist. Der Punkt P ist daher mindestens w-mal
in A’ enthalten, und unter der letzteren Voraussetzung auch nicht

ofter als w-mal. Da man nun die Konstanten c,, ¢y, ... ¢, immer so

wihlen kann, dall eine beliebige Anzahl von Ausdriicken der Form
DA s

in deren keinem die simtlichen Konstanten e, e;, ... verschwinden,

von Null verschiedene Werte haben, so folgt die Richtigkeit der auf-
gestellten Behauptung.

3. Sind die Funktionen #,, 9, ... n; in 1. linear abhiingig oder
unabhéingig, so gilt das gleiche von den Funktionen 3, %3, ... ;.
Wir werden dementsprechend auch die Polygone %, U,, ... % linear
abhingig oder unabhéingig und ihr System linear reduktibel
oder irreduktibel nennen.

Da nach § 5, 4. jede Funktionenschar eine irreduktible Basis
besitzt, so folgt, daB auch jede Polygonschar eine irreduktible
Basis hat. Ist s die Anzahl der Polygone einer solchen Basis, so
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heifit die Schar eine s-fache, oder s die Dimension der Schar.
Irgend s Polygone einer solchen Schar bilden eine irreduktible Basis
derselben oder nicht, je nachdem sie linear unabhiingig oder ab-
hiingig sind (vgl. § 5, 4.).

4. Sind die Polygone ¥, A, ... U, linear abhiingig oder un-
abhiingig, so sind, wenn 9% ein beliebiges Polygon bedeutet, auch
MA, MA, ... MU, linear abhiingig oder unabhiingig und umgekehrt.

§ 20.

Erniedrigung der Dimension der Schar durch Teilbarkeitsbedingungen.
1. Es sei
S e 0 T

eine s-fache Schar vom Teiler M. Es wird nach der Mannigfaltig-
keit derjenigen Polygone A’ der Schar S gefragt, welche einen beliebig
gegebenen Punkt wenigstens einmal 6fter enthalten als der Teiler I
der Schar.

Ist der Punkt P w-mal in M und »-mal in einem beliebigen
mit A, Ay, ... dquivalenten Polygon A enthalten, so ist, wenn wir
wie in § 19

A
Wl =1, = ¢, 0" +6," ",
A
f =1y == €, Q" + G, ™+,
A
Wa = = € Q™+ 6, o™ !
setzen, m — p—», und von den Konstanten e, e,, ... e, ist wenig-

stens eine, etwa e,, von Null verschieden. Die gesuchten Polygone '
sind dann durch die Gleichung charakterisiert

A -

TN =Mt Chat G,
worin die Konstanten ¢,, ¢,, ... ¢; an die Bedingung gebunden sind

cie,+ eyt ---4ceg = O,
Hiernach konnen wir setzen

’

Wion €N = Cy(esny — e M)+ + Co—1(CsNs—1— €—17s).
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Daraus aber ergibt sich, wenn wir
’
G e
’
R e U TR

No—1 == €sMg—1 — €—17s
setzen, daBl die Funktionen ' eine (s — 1)-fache Schar (n}, %3,...7:—1)
bilden; denn die Funktionen #;, %3,... 75— sind linear unabhingig,
wenn es, wie vorausgesetzt, die Funktionen #,, 5y, ... 7, sind. Es
bilden also auch die Polygone %' eine (s — 1)-fache Schar

S' —_— (91'17 S)I;a R %[;-—1)7
wenn ‘

A

§I‘ = €M, — €, Ns
gesetzt wird. Der Teiler dieser Schar ist durch M P téilbar, wenn
auch nicht notwendig damit identisch.

2. Hieraus ergibt sich sofort, dal die Polygone einer Schar S,
welche durch ein beliebiges 7-Eck 3t teilbar sind, eine mindestens
(r — s)-fache Schar bilden. Denn nehmen wir an, es sei dies bereits
fiir ein 7-Eck R bewiesen, so folgt die Richtigkeit der Behauptung
fir ein (r 4+ 1)-Eck PR unmittelbar aus 1., indem durch das Hinzu-
treten des Punktes P, wenn P im Teiler der durch R bereits redu-
zierten Schar enthalten ist, die Dimension nicht weiter gedndert, sonst
um 1 erniedrigt wird.

Hieraus folgt als Spezialfall, daB es in einer s-fachen Schar
immer wenigstens ein Polygon gibt, welches durch ein gegebenes
(s —1)-Eck teilbar ist.

3. Man kann, wenn r\g s ist, das r-Eck R so wihlen, dal die
durch 3 teilbaren Polygone der Schar § eine genau (s —r)-fache
Schar bilden. Zu diesem Ende wihle man einen Punkt B, welcher
im Teiler von S mnicht enthalten ist; die durch P teilbaren Polygone
in S bilden nach 1. eine (s — 1)-fache Schar 8'; man wihle einen
zweiten Punkt %', der nicht im Teiler von 8’ enthalten ist; die
Polygone in 8', die durch P, d. h. die Polygone in S, die durch P P’
teilbar sind, bilden eine (s — 2)-fache Schar, usf.; zugleich erhellt
aus dieser Bildungsweise, dal man R zu einem beliebig gegebenen
Polygon relativ prim annehmen kann. Ist » — s, so wird hiernach
in § kein durch R teilbares Polygon existieren.
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§aL

Die Dimensionen der Polygonklassen.

1. Die Polygone einer Klasse bilden eine Schar von
endlicher Dimension, welche die Dimension der Klasse
heiflen soll !

Beweis. Wé&hlt man in einer Klasse 4, deren Ordnung m sei,
irgend s Polygome A, %, ... ¥, aus, so gehoren alle Polygone der
Schar (%,, %A, ... Ay) zugleich in die Klasse 4. Die Anzahl der linear
unabhiingigen Polygone, die in A enthalten sind, kann daher gewil
nicht grofer sein als m + 1, weil man sonst (nach § 20, 2.) in der
Klasse ein durch ein beliebiges (m -+ 1)-Eck teilbares Polygon finden
konnte, was' widersinnig ist. Wenn daher s die Maximalzahl der
linear unabhéingigen Polygone A, A,, ... A, der Klasse 4 ist, so
muf} jedes Polygon dieser Klasse in der Schar (U,, %A, ... %,) enthalten
sein, und s ist die Dimension der Klasse. Das System der
Polygone A, %,, ... U, soll eine Basis der Klasse genannt werden.

Die isolierten Polygone bilden Klassen von der Dimension 1.

2. Gibt es in einer Klasse C' s und nicht mehr linear unab-
héingige, durch ein gegebenes Polygon A der Klasse A4 teilbare
Polygone

G =B b e BT e A e

so ist C durch A teilbar, und es existieren in C' auch ebenso viele
linear unabhéngige Polygone

y =B Of an W B 8 = RS
welche durch ein beliebiges mit 2 &dquivalentes Polygon A’ teilbar
sind (§18, 8.; §19, 4). Diese Zahl s hiingt daher nur von den
beiden Klassen 4, C ab und kann fiiglich mit (4, C) bezeichnet
werden. Der Wert des Symbols (4, C) ist gleich 0 zu setzen, wenn C'
nicht durch A4 teilbar ist. Die Dimension einer Klasse 4 wird hier-
nach mit (O, 4) bezeichnet, wo O die aus dem Nulleck © bestehende
Klasse bedeutet. Ist (nach § 18, 8.)

Oi= 4B,

so folgt:
) (4, 0) = (4, 4B) = (0, B);
denn die Polygone B,, 8B,, ... ¥,, die simtlich in B enthalten sind,
sind linear unabhiingig, daher (O, B) gewil nicht kleiner als s. Ist
umgekehrt B ein beliebiges Polygon der Klasse B, so ist AB in C
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enthalten, also auch in der Schar (AB,, AB,, ... AY,), mithin B
in der Schar (B,, B,, ... B,) enthalten, d. h. (0, B) = s.
Ist @ die Ordnung der Klasse 4, so ist nach § 20, 2.
(Aa B) § (01 0)—-@,
und daraus folgt mittels (1) der allgemeine Satz
(2 (0, B) = (0, AB) —a.

3. Haben die sdmtlichen Basis-Polygone einer Klasse 4 den
groften gemeinschaftlichen Teiler M, so ist dieser auch Teiler sdmt-
licher Polygone der Klasse 4. Ist M gleich dem Nulleck O, so
heifft die Klasse eine eigentliche, im entgegengesetzten Falle eine
uneigentliche vom Teiler .

Unterdriickt man in sémtlichen Polygonen einer uuelgenthchen
Klagse A den Teiler M, so erhdlt man eine eigentliche Klasse A’
von niedrigerer Ordnung, aber von derselben Dimension. Diese Be-
ziehung von A zu A’ soll durch das Zeichen ausgedriickt sein

A=IMA4"

" 4. Der Teiler M einer uneigentlichen Klasse 4 ist stets ein

isoliertes Polygon. Ist nédmlich

% R0 I8
so kann man in der eigentlichen Klasse A’ nach § 19, 2. ein Poly-
gon A’ so wihlen, dafl es relativ prim zu M ist. Ist also M’ &qui-
valent mit MM, so ist WM’ A’ dquivalent M A, also in 4 enthalten,
~ mithin durch M teilbar. Es ist also auch M’ durch M teilbar, und
da M und M’ von gleicher Ordnung sind,

m = I
Hiernach bildet das einzige' Polygon I eine Klasse M, und die Be-
zeichnung M A4’ ist gleichbedeutend mit M A" (§ 18, 6.).

§ 22.

Die Normalbasen von o.

1. Wir betrachten im folgenden das System o der ganzen Funk-
tionen @ einer beliebigen Variablen z in £ und zugleich das System o’

; . 1 i
der ganzen Funktionen o' von z' — 2 Aus der Definition der ganzen

Funktionen erhellt sofort, daf die beiden Systeme o, o' nur die Kon-
stanten miteinander gemein haben, daB dagegen jede Funktion e
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durch Multiplikation mit einer bestimmten positiven Potenz von 2’
in eine Funktion @' verwandelt werden kann. Ist @2z'7 in o' ent-

halten, so gilt das gleiche auch von w27+l @z'7+2 ... In der
Reihe der Funktionen
@ , ® 9
o3 === 120yl | b=t P e
% P /| zg t]

werden also von einem bestimmten Gliede wz'” an alle folgenden
Funktionen in o’ enthalten sein, wihrend alle vorangehenden nicht
darin enthalten sind. Die kleinste Zahl 7, fiir welche z'"@ in o' ent-
halten ist, soll der Exponent der Funktion @ in bezug auf z genannt
werden. Die Konstanten, und nur diese, haben den Exponenten Null.
Ist @ von Null verschieden, und r sein Exponent, so ist r + 1 der
Exponent von (2 — ¢)w; denn ist @ = 27 @', so ist

(zz%ﬂ = (1 —cz)@’ in o' enthalten,
(z—z-—'rc)m — 2@ —c® nicht in o’ enthalten,
da zwar c@’, nicht aber zo' = z—ra_’—l in o' enthalten ist. Daraus folgt

allgemein :

Ist = eine ganze rationale Funktion von z vom Grade s,
und 7 der Exponent von e, so ist (r + s) der Exponent von zw.

2. Wir wiahlen nun ein Funktionensystem 4,, 4,,...4, in o
nach folgender Regel aus:

Es sei 4, eine von Null -verschiedene Konstante, z. B. 1; 4, sei
unter denjenigen Kunktionen in o, welche nicht einer Konstanten
nach dem Modul 0z kongruent sind, eine von moglichst niedrigem
Exponenten 7, usf.; allgemein sei A, unter denjenigen Funktionen
in o, welche mnicht kongruent sind einer Funktion der Schar
(Ayy Agy ... As—,) (mod. 0 2), eine von moglichst niedrigem Exponenten ;.
Da (o, 02) = N (2) = 2" vom nte Grade ist, so gibt es in 0 » und
nicht mehr nach dem Modul o0z linear unabhingige Funktionen
(§ 6), und daher kann die Reihe der Funktionen 4,, 44, 4, . .. nicht
mehr und nicht weniger als n Glieder enthalten. Es ist dann (§ 5)

0 = (Ay Agy « - - Ay) (mod. 02).
Die Exponenten 7,,7,,...r, der Funktionen 4,, 4,, ... 4, geniigen der

Forderung 0wl Wik e i g

1
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Jede Funktion in o, deren Exponent <C 7, ist nach dem Modul oz
kongruent einer Funktion aus der (s — 1)-fachen Schar

A AR [
Diese Funktionen 4,, 4,,... 4, bilden eine Basis von o, wie
sich aus folgender Betrachtung ergibt.

Wire es nicht der Fall, so konnte man (§ 3, 7.) eine lineare
Funktion z — ¢ und ein System nicht alle verschwindender Kon-
stanten a@,, @y, ... @, so bestimmen, dafl

@ hy - 3hy -t Oy, = (2—C)w
wire. Ist unter den Konstanten a die letzte nicht verschwindende a;,
so ist auch

o A+ agdy+ -+ ad, = (22— ©) o,

und der Exponent von @ ist sicher kleiner als r, (weil w in o

enthalten ist). Es ist also @, und mithin, da @; von 0 verschieden
ist, auch A, kongruent einer Funktion der Schar (A, 4,, ... A,—,)
(mod. 02), was gegen die Voraussetzung ist.

Die Funktionen 4,, A, ... 4, bilden daher eine Basis von o, und
diese soll Normalbasis genannt werden. Die charakteristischen
Eigenschaften der Normalbasis sind :

I. Die Funktionen 4,, Ay, ... 4, sind linear unabhingig nach
dem Modul oz

Il. Jede Funktion in o, deren Exponent kleiner ist als der
Exponent 7, von A, ist in der Form enthalten

Cidy FCdg+ oo+ €1 Ay + 2,

worin ¢,, C,, ... ¢;_, Konstanten, @, eine Funktion in o.
3. Die in o' erhaltenen Funktionen
AL A UL Ay g An
B e e T R s SR R
2 e Z'n

bilden eine Normalbasis von o'
Ist nimlich @ eine durch z nicht teilbare Funktion in o vom

. o .
Exponenten 7, so ist der Exponent von o' — 0 bezug auf 2’
’ ’
- @ 4 ® o .
ebenfalls 7; denn es ist zwar Rl aber nicht Siew S e

enthalten. Da die Funktionen i,, 4,, ... 4, alle durch z nicht teilbar
sind, so sind hiernach die Exponenten von 1}, 43, ... 4, in bezug auf 2’
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resp. 7y, Ty ... Tp. Dies vorausgeschickt beweisen wir, dafl das Funk-
tionengystem 4;, Ag, ... 4, die Eigenschaften I, II. besitzt, wenn dort
o, z durch o', 2’ ersetzt werden.
Wire die Bedingung I. nicht erfiillt, so lieflen sich die Konstanten
@y O .. . Oy, deren letzte nicht verschwindet, so bestimmen, dafl
i axli+azlé+ -+ e,k =2 @,
also auch (durch Multiplikation mit 2"*)

a'1r "11 +a2r—rgl+ -+ = @,

worin @ =gl
also eine Funktion in o, deren Exponent kleiner als 7, wire. Dies
ist aber, da a; von Null verschieden, wegen der Voraussetzung iiber
die A unmoglich, und folglich die Bedingung I. erfiillt; daraus folgt:
o' = (A1, Aay ... Ay) (mod. 0'2").
Wire die Bedingung IL nicht erfiillt, und 4’ eine Funktion in o/,
deren Exponent r < 7,, die nicht in der Form enthalten ist
@ dy+ Gy dy o Gy Ay + 7 @
so konnte man e = s so wihlen, daf}
VM =a, A +ads+ -+ ad+ 20
mit konstanten Koeffizienten, deren letzter @, nicht verschwindet. Es
ist hiernach auch 7, = r, > .
Demnach ist 4 = 2 '1’' eine Funktion in o, und es ergibt
sich durch Multiplikation mit 2"

zhie= a2 A et B e d 7

Es ist daher @ = 2"~ ' @' eine Funktion in o, deren Exponent (nach 1.)
= r,— 1, und welche der Kongruenz geniigt
‘ © = ajd, + agdy + -+ + agd, (mod. 02),
worin @, =— — a, von Null verschieden ist. Hiernach miifite aber
wegen der Eigenschaft II. der Funktionen 1 der Exponent von o < 7,
sein, woraus der Widerspruch erhellt.
Hiermit ist nachgewiesen, daf das Funktionensystem 4;, A5 ... 4,
eine Normalbasis von o' bildet. ‘
4. Wir bilden nun die Diskriminante von & in bezug auf die
Variable z und 2’ mit Hilfe der beiden Normalbasen 4, i'; es ist:
A, () = konst. A (Ay Ay, . - . &),
Ay () = konst. 4(4y, 4;, . .. Ay).
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Setzt man aber fiir A, die Ausdriicke 2™ A,, so folgt aus dem Satze
§2, (18)
4, () = konst. 2'21+r2+-+r) 4, ().
Ist 4.(R) vom Grade 0, so besitzt 4, (R) die Wurzel 2 — 0
[2(r, + 74+ - + 7,) — 0]-mal, und daraus ergibt sich nach §16, 2.
die Verzweigungszahl
Negl = 2(7‘1+’I'2+ "'+/rn7

welche hiernach stets eine gerade Zahl ist.

§ 23.

Die Differentiaiquotienten.

1. Da eine jede von Null verschiedene Funktion des Korpers &
nur in einer endlichen Anzahl von Punkten den Wert Null hat, so
folgt, dall eine Funktion in &, von der sich unendlich viele Null-
punkte nachweisen lassen, notwendig identisch Null ist, oder daf
zwei Funktionen in £, welche in unendlich vielen Punkten denselben
Wert haben, identisch sein miissen.

2. Sind «, B irgend zwei Variable des Korpers &, so existiert

in & eine mit < “) zu bezeichnende Funktion, welche in unendlich

dp
vielen Punkten ¥ der Bedingung geniigt:

do o — 0l
(ﬁ) <,3 ﬁo>
welche der Differentialquotient von &« nach 8 genannt wird. Ist
namlich F (¢, B) = 0 die zwischen «, B bestehende irreduktible
Gleichung, so ist, wenn wir zundchst diejenigen (in endlicher Zahl
vorhandenen) Punkte ausschlieflen, in welchen e, oder 8, = oo oder
F'(x,) = 0 oder F'(B,) = 0 ist,
0 = F( B) = F (et o) + (& — &%) F' () + (B — Bo) F' (Bo)
+ 3 — 0 F" (0, 00) + 2 (& — 00) (B — B) F” (o, B)
o (ﬁ e lso)2 F" (ﬁoa ﬂo)} ?

Von den beiden Quotlenten ;; ﬂ) ﬂ ﬂ°> ist gewill der eine

0
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endlich; ist es der erstere, so ziehen wir aus der letzten Gleichung
die folgende:

0% — e,

= )+ F'(6)

P (B—B0)35 {(00 %) F"" (ot 060) + 2<§:Z:>F"(“oa Bo)+F" (B ﬂo)} +

{) s

woraus fiir den Punkt P folgt:

=5 = —Fe =~ o)

Wire (o‘;_ a:) unendlich, so wiirden wir ebenso in bezug auf ﬁ B
pecp 3 — o,
schliefen.
Es hat also
dey  F'(B)
@ <d_ﬂ> o e i)

die verlangte Eigenschaft. Dies bleibt auch noch richtig, wenn von
den beiden Funktionen &, 8 eine konstant ist; denn ist z. B. « konstant,
so ist F' (a, f) = ee— &, von 3 unabhingig, also F'(x) = 1, F' (f)=0.

3. Aus vorstehendem folgt, daf, falls g nicht konstant ist, ab-

gesehen von einer endlichen Anzahl von Punkten (; — ;°> ein end-
Gl x|

licher Wert ist. Ist daher p eine dritte Variable in £, so ist in

unendlich vielen Punkten

: (Gappee Ty ety

also auch . y ’
), = @), @);

Hiernach und nach 1. ist aber die Identitdt erfiillt:

d o do\ /dp\*¥)
2 @) = @) @p)
_ B y/ \dp
¥) Man kann auch den Differentialquotienten durch die Gleichung

(Qg) PR 4.2,
i F' ()

definieren und durch algebraische Division zum Beweis des Satzes

(72) = (&) (72)

gelangen.
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4. Infolge dieses letzten Satzes konnen wir jeder der Funktionen
a, B, y, ... des Korpers & eine Funktion dw«, df, dy, ... (Diffe-
rential) in der Weise zuordnen, dafl allgemein

5

wird. Die Differentiale der Konstanten, und nur diese sind Null zu
setzen; die iibrigen sind vollig bestimmt, sobald eines derselben will-
kiirlich angenommen ist. Besteht zwischen den Variablen «, 8, 7, . ..
eine rationale Gleichung
et B st ) =— 0

so folgt aus derselben
(3) F'()de +F'(B)df +F'(p)dy +--- = 0; °
denn auf dieselbe Weise wie in 2. schlieit man, dafl diese Gleichung
fiir unendlich viele Punkte befriedigt ist.

Unmittelbare Folgen des letzten Satzes sind die bekannten Regeln
fiir die Differentiation von Summen, Differenzen, Produkten und
Quotienten :

(4) d(etp) =datdp,
(%) d(«f) = adf + fda,

\ pde—adp
(6) d(g) oy o

5. Ist ® eine ganze Funktion von 2, so wird im allgemeinen
do
dz
(§3,7)

keine ganze Funktion von z sein. Es ist aber aus dem Ausdruck

0= %0, + X0+ + 2,0,
ersichtlich, da die Differentialquotienten der ganzen rationalen Funk-
tionen x,, @, ... @, wieder ganze rationale Funktionen sind, daf die

Unterideale der sidmtlichen Funktionen d—w in einem bestimmten Ideal

dz
aufgehen miissen, némlich in dem: kleinsten gemeinschaftlichen Viel-
’ " do, do, d e,
fachen der Unterideale Diadi T YEabie - i
werden, welches dies Ideal ist. Zu dem Ende sei z — ¢ eine beliebige
lineare Funktion von z und

0(z—c) = pepapg...,

Es soll untersucht
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worin die Primideale p, p,, 9, ... voneinander verschieden sind. Es
sei nun ¢ dieselbe Funktion wie in § 11, 2., d. h. eine ganze Funktion
von z, welche in den durch die Primideale p, p,, by, ... erzeugten
Punkten P, B,, PB,, ... lauter verschiedene Werte hat und jeden der-
selben nur einfach; dann 146t sich @ in der Form darstellen

0 ==Y+ Y b4t gL T
worin die rationalen Funktionen y,, ¥,,... ¥»—; Von 2z zwar ge-
brochen sein konnen, aber den Faktor z—c¢ gewil nicht im Nenner

enthalten. Daraus folgt, dafl das Unterideal von % durch keine

hoheren Potenzen der Ideale p, y,, by, ... teilbar sein kann, als das
Unterideal von Zl—é Ist aber

f&2)=0
die zwischen ¢ und z bestehende irreduktible Gleichung, so ist nach

s
0f'(8) = mye—ipn—lpp—1...

und m relativ prim zu p, P, Py, ... Da aber
dg e
N0

af

dz’ dz
keinen der Faktoren p, p,, b, ... ofter als (e—1),(e,—1),(e;—1), ...-mal
enthalten. Da nun z—c¢ jede beliebige lineare Funktion sein kann,

ist, so kann das Unterideal von e und mithin auch das von 8¢

so folgt, daB ‘fi

welches in dem Verzweigungsideal 3 — IT pe—1! (§ 11) aufgeht. Es
ist also, wenn a ein Ideal bedeutet:

kein anderes Unterideal haben kann, als ein solches,

do
L dz .
also nach § 11, (7)
; de Y
0% = )

woraus hervorgeht, daf die Funktionen ‘2—: simtlich dem zu o kom-

plementéiren Modul e angehoren.

www.rcin.org.pl



— 321 —

6. Ist die irreduktible Gleichung F (@, z) = 0 zwischen @ und 2
vom nter Grade in bezug auf @, also 1, o, o, ... @® ! eine Basis von
&. so ist nach §11, (10)

o F' (0) = 3,
und daher mufl wegen
da . F(2)
ARt T ()
oF'(z) durch das Ideal f teilbar sein,
ot ()= il

tkann mandaherdasIdealder Doppelpunkte in bezug auf @, 2 nennen.
7. Ist P ein Punkt, in welchem z—c unendlich klein in der
ersten Ordnung ist (also kein Verzweigungspunkt in 2), so sind nach

5. die Funktionen (;ll—‘: in P alle endlich. Ist also n irgendeine

Funktion in £, Welche‘ in P endlich ist, so kann man diese als
o
B

P nicht verschwindet, und daher ist nach (6) auch % in B endlich

8. Es seien jetzt o, B irgend zwei Variable in £; es soll das

Quotienten zweier ganzen Funktionen — darstellen, von denmen g in

Verhalten von Z—% in irgendeinem Punkte P untersucht werden.

Man wihle eine Variable z in &£, welche in P unendlich klein
in der ersten Ordnung ist. Hat « in P einen endlichen Wert e, so
kann man nach § 15, 1., 2. eine positive ganze Zahl r und eine in
¥ endliche und von Null verschiedene Funktion &' so bestimmen, daf

= a,+ 2
wird. Dies gilt auch noch, wenn « in P unendlich ist; nur ist dann
r eine negative ganze Zahl, und e, ist durch eine beliebige endliche
Konstante, z. B. 0 zu ersetzen. Ebenso kann man

B=2B+=p
setzen; r und 8 sind dann die Ordnungszahlen von a—e,, f— 8, im

Punkte P, die sowohl positiv als negativ, aber nicht 0 sein konnen.
Aus (2) ergibt sich dann:

A ,+zdoc'
o
duo dz
7 . Y T
8f'+ 25—
. b
Dedekind, Gesammelte Werke, I. 21



oder v
«
B—pydu _ """l
a—oy df dp
s+zﬁ’dz

Bezeichnet man nun wieder durch den Index 0 den Wert einer
Funktion im Punkte %P, so ist, da

G G5,
nach 7. endlich sind,
(ﬂ B ‘%_“) f

(™) w—o, df
also endlich und von Null verschieden. Hieraus exgibt sich, daBl die

Ordnungszahl des Differentialquotienten gleich ist der

d_ﬂ
Differenz der Ordnungszahlen von «—e, und g—p,. Ist

r=g8, 8o ist ( e ﬂ°> und mithin ((%;) Null oder unendlich. Ist
0 ; 0

dagegen » = s, so sind beide Werte endlich und von 0 verschieden,
und wir haben daher in allen Fillen

o—c, de
8 (5=2) = (33)-
( ) ﬂ e ﬂo> 0 dﬁ/ 0
Hierin sind «, B, die Werte von &, $ in P, wenn diese Werte end-
lich sind, sonst beliebige Konstanten, z. B. 0.

9. Sind @, b die Ordnungszahlen von o—o,, g —pB, in P, so
kommt, falls a, b positiv sind, der Punkt P (¢—1)-mal resp. (b—1)-
mal in den Verzweigungspolygonen 3., 3z in «, § vor. Ist aber a
negativ, so enthilt 3, den Punkt P (—a—1)-mal, und Entsprechen-
des gilt, wenn b negativ ist (§ 16, 1.). Bezeichnet man also mit
A, 23 die Unterecke von «, B, so erhiilt man, weil die Ordnungszahl

von d—l—s— (wie eben bewiesen) immer gleich @ —b ist, fiir diese Funktion
folgenden Ausdruck als Polygonquotienten
de B. B2
9 . Sy S0,
() 8 = 3%
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§ 24.
Das Geschlecht des Korpers £.

1. Bezeichnet man mit w,, wp die Verzweigungszahlen, mit n,,
ng die Ordnungen der Variablen «, f, so folgt aus der Formel (9)
de

des vorigen §, da Zihler und Nenmner von B gleichviel Punkte ent-

halten miissen, die wichtige Relation

Woe— 2Ny = w‘g—an’
wenu man also
(1) p=3w—n+1
setzt, welches nach § 22, 4. eine ganze Zahl ist, so ist diese von der
Wahl der Variablen unabhingig und eine fiir den Korper £ charakte-
ristische Zahl, welche das Geschlecht des Korpers £ genannt wird.
Dall diese Zahl niemals negativ ist, ergibt sich, wenn man fiir jw

den Wert 7, +7,+ -+, aus § 22 einsetzt. Man erhdlt dann
(2) p=(7‘,——1)+(7“3—1)+-~-—‘,—(r,,—l),
was, da 7y, 7, ... 7, =1 sind, nicht negativ werden kann.

2. Es seien o, B zwei Funktionen in £ von den Ordnungen m, n,

von der Beschaffenheit, daB alle Funktionen in & rational durch
o, B darstellbar sind. Es ist dann

Fae, f) = age® +a,0r 1+ -+ + Gp_r0t + Oy
== boﬁm+ blﬂm—l + 4+ bp—18+bn =0
die zwischen o, B bestehende irreduktible Gleichung, worin a,. @, ... @,
ganze rationale Funktionen von g, ebenso by, b,, . .. b, ganze rationale
Funktionen von ¢ sind.
Es sei ferner Y

% 3,

& =it g

und A, relativ prim zu %A, B, zu B, so dab A A von der Ordnung m,
B, B, von der Ordnung » sind. Nun ist

F'(e) = nage*=14 (n—1)a a2 4o 4 @y,
aF'(6) = —a,0*—1 —2a,0" 2 — - —nay,,

woraus hervorgeht, dal
®

F'(#) = gu=agm

21*
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und ebenso

; 2
F(IS)ZW

sein mul. Es ist nun nachzuweisen, daf das Polygon & durch 3,
¢ durch 3, teilbar ist. :

Fiir & ist dies leicht einzusehen unter der Voraussetzung, daB
in sémtlichen Punkten von 3; die Funktion § einen endlichen, und
a, einen von Null verschiedenen Wert hat; denn es ist

o= are
eine ganze Funktion von B, und wenn man
}a) = av—F (o, B)
f (&) = ay—F'(a).
Da nun nach § 11, 5. 0gf'(«') durch das von B; erzeugte Verzwei-
gungsideal in g teilbar ist, so folgt hieraus die Richtigkeit der Be-
hauptung. Analoges gilt fiir #'(f).

Macht man nun fiir &, B beliebige lineare Substitutionen:

c+da c+dp
i :a—}—bu'; fE= arry
(@a+ba)(d—ba) = ad —be,
(@ +bp)d—bp)=ad-—0bc,
so ist nach § 16, 2.

setzt, so ist

Be = Bu'; Bﬂ' T Bﬂ'i
und die zwischen o', B’ bestehende irreduktible Gleichung lautet:
F (o, )= (a+ ba')y(@ + b)Y F (e, B) = O.
Es lassen sich aber unter allen Umstinden die Konstanten a, b, ¢, d;
a,b,c,d so wihlen, daB die oben angegebenen Voraussetzungen
sowohl fiir o' als fiir B’ erfiillt sind.
Denn setzt man die Koeffizienten a;, b, von &'», g'™ in F,(«', f)
in die Form
ay = (@' + b' gy (adr + a,d»—1b + --- 4 a, b")
Idl_— bl ' m
i (“d__bF“> (@, dn + a,dn—=1b + .-+ + a, b"),
by = @+ ba)(byd™ 4 by, d =154 - + by b'™)

ad—be\n A Hiogn g ig
:(m> (byd'™ + b dm=1b 4 ..+ by b'm),
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so erkennt man leicht, dal nur fiir eine endliche Anzahl von Werten
der Verhéltnisse d:b, d':b' die Funktionen a;, d'—¥b'B in einem
Punkte von 3, b;,d —b« in einem Punkte von 3, verschwinden
konnen. ¢

Setzen wir nun

s' ’
/____211 %1

o —W’ ﬂ :@a
so folgt (§19, 1.)
Y i
d—boc__—ﬁ, a+ba ——QI_"
also:
A N = AN

Ist aber, wie angenommen, b von Null verschieden, so iét A, relativ
prim zu U, weil in einem Punkte von A die Ordnungszahl von d — bw
dieselbe ist, wie die von o (§ 15, 5.) und folglich

”>W=A, A =09,

also:
| J A
a,—}—boc — Q_II,
und ebenso:
al+blﬂl Faliy -§"
= =

Nun ist aber, da F(«, f) = 0 ist:
F («) = (ad—bc)(a+ba'—2(a + b Y F' (),

und wenn also, wie vorausgesetzt:

’ g SR!S
Fl (O‘ ) - m:_m )
so folgt
; N
F (“) g Q[n—g)ﬂ%m

und in gleicher Weise
‘ R 3a

F' (B = qgn—s-
Dafl das im Zahler dieser beiden Ausdriicke auftretende Polygon %
in beiden Ausdriicken dasselbe sein muf}, ergibt sich aus
de __F'(B) %3
dg~ F'(e) A3
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Nun ist die Ordnung des Polygons %»—2%m
m(n—2)+mn = 2m(n—1),
also die Ordnung von R
2r = 2m(n—1)—wp
stets eine gerade Zahl, und daraus ergibt sich
(3) p=3iwg—n+l=m—1)(m—1)—r.
Das Polygon % wird das Polygon der Doppelpunkte in (e, )
genannt.
§ 25.
Die Differentiale in £.
Sind z, 2, irgend zwei Variable in & von den Ordnungen 7, n,

und den Verzweigungszahlen w, w,, ferner 3, 3, die Verzweigungs-
polygone, 11, 1, die Unterecke von z, z,, so ist (§ 23)

dz _ 3W}
(1) J'Z o, Bluz'
Jede Funktion o in £ ldBt sich in die Form setzen
mA
(2) i == «S_g"’

worin A, B Polygone bedeuten, deren Ordnungen a, b der Bedin-

gung geniigen
2n+a =w+0b
oder. (§ 24)

3) a=>b+2p—2.

Wenn man nun eine Funktion @, durch die Gleichung erklirt
0dz = o, dz,,

so erhélt nach (1) @, die Bezeichnung

uiA

X

Wir nennen in der Folge solche Ausdriicke, wie

mlz

0wdz = o,dz,
Differentiale in &, und bezeichnen dieselben in symbolischer Weise
durch ein Zeichen wie d®. Ein solches Differential ist hierdurch
invariant, d. h. unabhiéingig von der Wahl der Veriinderlichen z
erkliart und ist durch die beiden Polygone 2, ¥ vollstindig bestimmt.
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Wir konnen ohne Gefahr eines Miverstindnisses die symbolische
Bezeichnung

is = 5,
also beispielsweise auch
3
dz v 1’1—’

anwenden. Diese Bezeichnung eines Differentials durch einen Polygon-
quotienten unterscheidet sich von der #hnlichen Bezeichnung der
Funktionen in & (§ 17) dadurch, dall bei letzterer Zahler und Nenner
von gleicher Ordnung sind, wihrend bei den Differentialen die Ord-
nung des Zihlers die des Nenners um 2p— 2 iibertrifft. Wie bei
der Bezeichnung in § 17, konnen auch hier gemeinschaftliche Teiler,
welche % und B etwa enthalten, unterdriickt werden. Sind U und
B relativ prim, so heit % das Obereck, B das Untereck des Diffe-
rentials d @.

Unter den hier aufgestellten allgemeinen Begriff des Differentials
in R fallen als spezielle Fille auch die in § 23, 4. erkirten Diffe-
rentiale der Funktionen des Korpers £. Diese nennen wir eigent-
liche Differentiale, wihrend die anderen, welche nicht als
Differentiale von in & existierenden Funktionen dargestellt werden
konnen, uneigentliche oder Abelsche Differentiale genannt
werden.

Funktionen von der Form (2), die nach unserer jetzt getroffenen
Festsetzung mit ‘i—: bezeichnet werden konnen, nennen wir Diffe-
rentialquotienten nach z und unterscheiden gleichfalls zwischen
eigentlichen und uneigentlichen Differentialquotienten, je nach-
dem d@ ein eigentliches oder uneigentliches Differential ist™).

Es entsteht nun die Aufgabe, den Umfang des Begriffs der
Differentiale festzustellen, d. h. alle Polygone %, ¥ zu finden, welche
Ober- und Untereck eines Differentials sein konnen. Wir schicken
dariiber die folgenden allgemeinen Bemerkungen voraus:

do

@
hat stets die Bedeutung einer bestimmten Funktion in £. Wir beschrinken uns

im folgenden aber auf die Betrachtung solcher Quotienten, bei denen wenigstens
der Nenner ein eigentliches Differential ist.

*) Der Quotient irgend zweier eigentlichen oder uneigentlichen Differentiale

www.rcin.org.pl



— 328 —

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafl % ein

Differential sei, ist die, daB fiir eine beliebige Variable z

n Y

3%
eine Funktion in & ist, also dafl 1?U mit 3B Hquivalent ist. Dies
Verhiltnis bleibt aber bestehen, wenn A, B selbst durch dquivalente

Polygone ', B’ ersetzt werden. Halten wir B fest, und ist % ein

Differential, so werden hiernach

O

@) %‘7
dann und nur dann Differentiale darstellen, wenn die Polygone ,
A, A", ... alle derselben Klasse A4 angehoren. Bilden die Polygone U,
Ay, Ay, ... eine Basis von 4, ist also

A == (0, Ay W, o)y

80 bilden die zugehdrigen Differentialquotienten in bezug auf eine

beliebige Variable z, it gl W R die Basis einer Funk-

dz’ dz’ dz’
tionenschar von endlicher Dimension, und dementsprechend werden
wir auch dw,, d@,, do,, ... die Basis einer Schar von Diffe-

rentialen
d®,, da,, da,, ...)
von derselben Dimension nennen. Dies besagt, dafl jedes Differential
d®, dessen Untereck B oder ein Teiler von B ist, in der Form dar-
gestellt werden kann
do = ¢,d®, + c,dw, + c;d@, + - -

mit koustanten Koeffizienten ¢,, c,, ¢, ...

_ § 26.
Die Differentiale erster Gattung.

Wir betrachten zunéchst die einfachsten uater den Differentialen in
&, namlich die, deren Untereck das Nulleck © ist. Solche Differentiale
(deren Existenz freilich erst noch nachzuweisen ist) heillen Diffe-
rentiale erster Gattung. Das Obereck 8 eines solchen Differentials
dw, dessen Ordnung 2p— 2 ist, wird als das Grundpolygon von
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dw bezeichnet und heifit ein vollstindiges Polygon erster
Gattung, wihrend jeder Teiler eines solchen ein Polygon erster
Gattung schlechtweg genannt wird. Ist B — AYB, so heiflen %,
B Erginzungspolygone voneinander. Ein Polygon, welches nicht
Teiler eines vollstindigen Polygons erster Gattung ist, also ins-
besondere jedes Polygon von mehr als 2p— 2 Punkten heilt ein
Polygon zweiter Gattung.

1. Nach dem oben Bemerkten bilden alle vollstindigen Polygone
erster Gattung eine Polygonklasse W, deren Dimension zu bestimmen
ist; ergibt sich diese Dimension >0, so ist damit zugleich die
Existenz der Polygone erster Gattung nachgewiesen. Diese Dimension
ist aber dieselbe wie die Dimension der Schar der Differentiale erster
Gattung oder auch, fiir eine beliechige Variable z der Schar der
Differentialquotienten erster Gattung, wenn wir als Diffe-
rentialquotienten erster Gattung nach z die Funktionen

_ dw
ST
bezeichnen. Eine solche Funktion % hat nach § 25, (2) den Ausdruck
AL
3

und man erkennt leicht aus der Betrachtung der Ordnungszahlen in
den verschiedenen Punkten, daB ein solcher Differentialquotient erster
Gattung durch folgende beiden Eigenschaften vollkommen definiert ist:

I. In jedem Punkte B, in welchem z einen endlichen Wert z,
hat, ist

(u(z—2p)), = 0.
II. In einem Punkte P, in welchem z unendlich ist, ist
(zu), = 0.
Bedeutet wie in § 11, 4.

r=(z—c)(z—c)(z—c¢,) ...
das Produkt samtlicher voneinander verschiedenen Linearfaktoren der
Diskriminante 4,(&), t das Produkt s@mtlicher voneinander ver-
schiedenen in r aufgehenden Primideale, so ist die Bedingung I. voll-
kemmen gleichbedeutend mit der, dal r« eine Funktion in r, oder
daf u eine Funktion des zu o komplementiren Moduls ¢ sein mul
[§11, 4. (6)] Um also die Gesamtheit der Funktionen w zu er-
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halten, hat man unter den Funktionen in e diejenigen aufzusuchen,
welche der Bedingung II. geniigen.

2. Zu diesem Zwecke legen wir eine Normalbasis 4,, 4y, ... 4,
von o zugrunde (§ 22) und bezeichnen die dazu komplementiire Basis
mit @,, @g, ... s, so daB jede der Bedingung I. geniigende Funktion,
also auch jeder Differentialquotient erster Gattung, in der Form ent-
halten ist

(1) g Y+ Yolts + -0+ Ynlhn,

worin ¥, Y, ... Y, ganze rationale Funktionen von z sind. Aus
den Grundeigenschaften der komplementédren Basis ergibt sich aber

(§ 10, 3.

Tg

Y = S(uly); z—?’_— =8(u .h).

Da nun % in o enthalten, also fiir z = oo endlich ist, und uz
2 8§

nach IL. in jedem solchen Punkte verschwindet, so folgt (§ 16, 5.),
daB %

2’

. fiir 2 = oo verschwinden muB, d. h. daf} die ganze rationale

Funktion %, den Grad 7;— 2 nicht iibersteigen kann.

Es mufl daher, falls 7,<T2 ist, y, verschwinden, also ist unter
allen Umsténden (§ 22, 2.)

Y0008 () e 0

(Abeksches Theorem fiir Differentiale erster Gattung) und,
falls 7, =2
(2) U= co—l-clz+czzg+---+c,ﬂ_,z’8_2.
Es ist noch zu zeigen, dafl diese Bedingungen auch hinreichend sind,
d. h. daf jede Funktion von der Form (1), in welcher die g, den

Ausdruck (2) haben, der Forderung II. geniigt, oder, was dasselbe

ist, daB, wenn' 7,= 2 ist, 2* 'y, in allen Punkten, in welchen z

unendlich wird, verschwindet. Dies ergibt sich sofort durch die Be-
trachtung des Systems o' der ganzen Funktionen von 2’ — %, fir
welches nach § 22, 3. die Funktionen

1, b

z—r;,... 2n

1’1:'—, l;:
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eine Normalbasis bilden. Die hierzu komplementire Basis ist nach
§ 10, 5.
e R R O
und da (wegen der Eigenschaft L, auf 2/, u' angewandt)
e e Y il (3
so folgt
& My = B e s
w. z. b. w.

Da aber die Funktionen 2*u, linear unabhéingig sind (wegen der
rationalen Unabhingigkeit der Funktionen u,), so ergibt sich hieraus
nach § 24, (2) der Hauptsatz:

Die Schar der Differentiale erster Gattung.ist von der
Dimension

(Fy — L)y s )ik sy (1) =
und demnach ist auch p die Dimension der Klasse W der
vollstdndigen Polygone erster Gattung.
~ Als Basis der Schar der Differentialquotienten erster Gattung
nach z kann man die p Funktionen 2*u, (h=r;— 2) wihlen, und
die Grundpolygone B, ,, ... W, der zugehorigen Differentiale dw
bilden eine Basis der Klasse W.

3. Wegen einer spateren Anwendung soll hier noch eine besondere
Art von Differentialquotienten erster Gattung u' betrachtet werden,
nimlich die, bei welchen die Bedingung II. ersetzt ist durch die
dieselbe einschliefende Bedingung.

III. In jedem Punkte B, in welchem z unendlich ist, sei

(u)y = O,
wo k eine gegebene positive ganze Zahl.
Die Funktionen ' lassen sich darstellen durch
L Mg
3
und bilden ebenfalls eine Schar; desgleichen bilden die Polygone %'
eine Klasse W', deren Ordnung ist
w—nk+1) =2p—2—nk—1)
Die Polygone %' sind jedoch von der Wahl der Variablen z nicht

unabhiingig. Die Dimension der Klasse W' 1afit sich nach derselben
Methode bestimmen, wie die der Klasse W. Da namlich die Bedin-
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gung L. erfiillt ist, so sind Funktionen ' gleichfalls in der Form (1)
enthalten; jedoch mull jetzt .

ik .o 3% e b

b S(u 2 z’a)
fir 2 =— oo verschwinden, und daher kann der Grad der ganzen
rationalen Funktion gy, die Zahl r,—/k—1 nicht iibersteigen. Es
verschwindet also g, identisch, sobald r,< k% + 1; andernfalls ist

(3 Ys — °0+61z+"'+Crs_k_1z"*"‘1,
Hat umgekehrt y, diese Form, so wird durch die Funktion
8
u = 2 Ys s

der Bedingung III. geniigt, denn es hat, wie in 2. bewiesen,
zk(zr‘—k‘l“,) A zfe—ly's
fiir 2 = oo den Wert 0.

Daraus ergibt sich, dafl die Dimension der Schar der Funktionen
' und folglich auch der Klasse W'

== 2 (Tz gl IC)
ist, wobei jedoch in der Summe nur diejenigen Glieder beizubehalten
sind, die einen positiven Wert haben. Sind alle »,— k= 0, so exi-
stieren die gesuchten Funktionen iiberhaupt nicht.

§ 27.

Polygonklassen erster und zweiter Gattung.

Ist A ein Polygon erster Gattung, so sind alle mit A dquivalenten
Polygone gleichfalls von der ersten Gattung. Denn wenn % und B
Ergénzungspolygone sind und

ADB = B,
so ist, wenn A4, B die Klassen von % und B sind:
: AB = W,
und, wenn A' mit A dquivalent ist, auch A'Y — W' dquivalent mit

B (§ 18, 5.).

Wir nennen daher solche Klassen, welche Polygone erster Gattung
enthalten, Polygonklassen erster Gattung, die iibrigen Polygon-
klassen zweiter Gattung. Die Klasse W der vollstindigen Polygone
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erster Gattung heillt die Hauptklasse, und zwei Klassen A, B,
die der Bedingung geniigen

AB =W,
Ergéanzungsklassen.
Ist K
A [

eine Funktion in £, und A’ relativ prim zu A, also die Klasse 4
von U eine eigentliche, so nennen wir % eine Funktion erster oder
zweiter Gattung, je nachdem die Klasse 4 von der ersten oder
von der zweiten Gattung ist.

Ist A4 eine beliebige Klasse erster Gattung und ¢ die Anzahl
der voneinander unabhéngigen Polygone 2B, die durch irgendein
Polygon %A der Klasse 4 teilbar sind, so ist nach § 21, 2.

qg= (4, W)= (0, B)

d. h. gleich der Dimension der Erginzungsklasse B von A. Ebenso
ist (B, W) gleich der Dimension der Klasse 4. Ist 4 eine Klasse
zweiter Gattung, so ist (4, W) = 0. Da p die Dimension von W
ist, 'so ist nach § 20, 2., 3. jede Klasse, deren Ordnung = p—1 ist,
von der ersten Gattung, und es gibt insbesondere Klassen A4 von
der Ordnung p — k derart, dal (4, W) = (O, B) = k ist. Aus den
gleichen Sitzen folgt, dal es Klassen von der Ordnung p gibt,
welche von der zweiten Gattung sind.

28.
Der Riema.nn-Rochsche§ Satz fiir eigentliche Klassen.

Der Riemann-Rochsche Satz, der nach seiner gewGhnlichen
Ausdrucksweise die Anzahl der willkiirlichen Konstanten kennen lehrt,
welche eine Funktion enthélt, die in einer gewissen Anzahl gegebener
Punkte unendlich wird, enthilt nach unserer Darstellungsweise eine
Beziehung zwischen der Dimension und der Ordnung einer Klasse,
resp. einer Klasse und ihrer Erginzungsklasse. Indem wir uns zu-
nichst auf eigentliche Klassen beschrinken, schicken wir der Ab-
leitung dieser fundamentalen Relation die folgenden Bemerkungen voraus.

1. In einer eigentlichen Klasse 4 kann man nach § 19, 2. stets
zwei zueinander relativ prime Polygone A, A' auswahlen (eines der-
selben kann in der Klasse beliebig angenommen werden). Setzt man also

o
2= &



o

und, wenn A" ein beliebiges drittes Polygon der Klasse A bedeutet:
%‘l’ w QXII

wh g SO e o

. f . . @ . .
so ist nach § 17 @ eine ganze Funktion von z, - eine ganze Funktion

von % Es ist daher (§ 22) der Exponent von @ = 1.

Ist umgekehrt o eine ganze Funktion von z, deren Exponent
=1 ist, so hat es die Form

il
0 = A 5
wo A" ein Polygon der Klasse A ist. Wenn ndmlich
G

il Al WL 1)
und A} relativ prim zu A, angenommen wird, so kann zunichst, da

@ eine ganze Funktion von z sein soll, A, keinen Punkt enthalten,
der nicht auch in 2 enthalten wire. Es kann aber auch A, keinen

Punkt ofter als 9 enthalten, weil sonst % in einem solchen Punkte
(der nicht in A’ vorkommen kann) unendlich, also keine ganze Funktion

von % wire. Daher ist U teilbar durch U,, und @ kann in die Form

"

T gesetzt werden.

2. Um also die Gesamtheit der Polygone der Klasse 4 zu er-
halten, haben wir nur diejenigen ganzen Funktionen von 2z aufzu-
suchen, deren Exponent = 1 ist.

Ist » die Ordnung der Klasse 4, also auch die Ordnung der
Variablen 2z, und bilden 4,, 4,, ... i, eine Normalbasis von o mit
den Exponenten r,, 7,, ... r,, darunter r, der letzte, welcher = 1
ist, so kann jede Funktion @, deren Exponent = 1 ist, nach § 22, 2.
in der Form dargestellt werden

0 = C A+ CuAg+ -+ Chs + 2,
Da der Exponent von zwm, aber nicht gréfer als 1 sein kann, so
mull @, eine Konstante sein, und daher

® = €A + Cqhg + -+ + Cohs + Csp 12
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Umgekehrt geniigt jede Funktion von dieser Form -der gestellten
Forderung. Es ist also s+ 1 die Dimension der Klasse A, welche
hiernach, in Ubereinstimmung mit § 21, 1., stets = n + 1 ist. Die
obere Grenze m + 1 kann aber nur in dem Falle p = 0 erreicht
werden und wird auch wirklich erreicht, weil in diesem Falle
Toy T3 ... Ty = 1 sind. Daraus ergibt sich, dal ein einzelner
Punkt P nur, falls p = 0 ist, zu einer eigentlichen Klasse ge-
horen kann. !

3. Wenn von den Exponenten 7., 7y4q, ... 7, einer grofer
als 2 ist, so ist sicher auch 7,> 2, und es sind nach § 26, 2., wenn
3 das Verzweigungspolygon in z bedeutet,

iy D L A

BT MRt g

Differentialquotienten erster Gattung nach z, also
AW, — AW
oder, da A, A’ relativ prim sind,
3 W AR WD

d. h. die Klasse A4 ist von der ersten Gattung (z eine Variable erster
Gattung). Machen wir daher zunichst die Annahme, es sei A4 eine
Klasse zweiter Gattung, so folgt

7‘,+1=2, 1‘8+2:2, ‘e Tn:2
und
P=0—D+ =)+ Csr— D+ (ra—1) =n—a.
Die Dimension s+ 1 der Klasse A4 ist daher
0,4)=n—p+1.
4. Machen wir zweitens die Annahme, es sei 4 von der ersten
Gattung und wie in § 27 °
9= (4, W),
so existieren ¢ linear unabhéngige, durch A teilbare vollstindige
Polygone erster Gattung, und die diesen entsprechenden Differential-
quotienten erster Gattung nach 2, deren es ebenfalls ¢ und nicht
mehr linear unabhiingige gibt, haben den Ausdruck
Wl
: O
worin B ein Polygon von 2 p — 2 — n Punkten bedeutet; die Klasse B
von B ist die Ergéinzungsklasse von A4, und daher ihre Dimension
gleich ¢ (§ 27).

www.rcin.org.pl



— 336 —

Diese Funktionen » haben aber die Eigenschaft, dal in den Eck-
punkten von %, d. h. fiir 2 = oo nicht nur zv, sondern auch

P s AA2B
3

verschwindet, und sind hierdurch und durch die Forderung, Diffe-
réntialquotienten erster Gattung zu sein, vollig bestimmt. Denn ist
AW ik AW
i e e
so mul}, wenn 229 in allen Punkten von % verschwinden soll,  durch
A teilbar sein, da A' relativ prim zu A vorausgesetzt ist. Es ist
daher nach § 26, 3.:

§=(Ts41—2)+ Tesa—2)+ -+ (a—2),
andererseits

P=(s1— 1)+ (Tess—1)+-.+(n—1),

p—qg=mn—s8 8=n—p+gq
Hierin ist der Riemann-Rochsche Satz enthalten, dem wir, mit
Riicksicht auf § 27, fiir diesen Fall folgenden Ausdruck geben konnen:
Sind A4, B Erginzungsklassen erster Gattung, von denen
wenigstens die eine eine eigentliche ist, und @, b ihre Ord-
nungen, also

folglich :

o+b=2p—2,

0, 4)—3a = (0, B)— }b.

5. Wir konnen, wenn wir den Fall (4, W) = 0 nicht aus-
schliefen, den Riemann-Rochschen Satz fiir beide Fille dahin
zusammenfassen :

Ist 4 eine eigentliche Klasse von der Ordnung =, so ist
ihre Dimension

0,4) =n—p+1+(4, W)
Da die Dimension einer eigentlichen Klasse (wenn sie nicht aus dem
einzigen Nulleck besteht) mindestens — 2 sein muf, so folgt noch,
wenn (A4, W) = 0 ist,

so ist

nSp+1,
und daraus der von Riemann herrithrende Satz:
Jede Funktion, deren Ordnung = p ist, ist eine Funktion
erster Gattung.
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6. Es 1aBt sich mit Hilfe dieser Sitze leicht beweisen, daB die
Hauptklasse W der vollstindigen Polygone erster Gattung
stets eine eigentliche ist.

Ist ndmlich 9 der Teiler von W, so laft sich nach § 19, 2.
in W ein Polygon AM derart finden, dall A relativ prim zu M ist
Die Klasse A von U ist eine eigentliche (§ 21, 3.), und zugleich ist
AM das einzige durch A teilbare Polygon der Klasse W (weil jedes
Poiygon in W den Teiler M hat). Also ist

R
Nun ist p die Dimension von W, also auch die von 4, und mithin
nach dem Riemann-Rochschen Satze die Ordnung von A gleich
2p—2, d. h. ebenso grol wie die von W. Mithin ist M = O.

§ 29.
Der Riemann-Rochsche Satz fiir uneigentliche Klassen erster Gattung.
Ist A eine Klasse erster Gattung vom Teiler M und
A=MA,

80 1st A’ eine eigentliche Klasse erster Gattung. Es sei B die Er-
ginzungsklasse von A4; B’ die von A'; a, b die Ordnungen der
Klassen 4, B; m die Ordnung von M. Die gesamte Klasse B er-
hiilt man, wenn man in simtlichen durch 9% teilbaren Polygonen
der Klasse B’ den Faktor I unterdriickt; denn ist

AB = A MY =— I
so gehort MY in die Klasse B', und umgekehrt, wenn
AP — A MB-=—"%
ist, so gehort B in die Klasse B.
Hieraus ergibt sich aber nach § 21, 2.
(0, B) = (0, BYy—m
Nun ist A4’ eine eigentliche Klasse von derselben Dimension wie 4
und von der Ordnung a—m, also (§ 28, 5.)

(0, A) b (0$ A’) == a——m—p-}- 1+(A’9 W)’

oder
0,4 = (@O, B)—m+a—p+1;
daher A
; 0, )= (0, B)+a—p+1 = (0, B)+ }(a—b),
also
0, A)—31a=(0, B)—1b.
Dedekind, Gesammelte Werke, I. 22
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Da aber die Klassen 4, B miteinander vertauscht werden konnen,
so folgt in gleicher Weise

(0’ B)'—%b ? (Oa A)—";—(I,
0, 4)—5a = (0, B)—3b,

wodurch der Riemann-Rochsche Satz in derselben Form wie
in § 28, 4. fiir Polygonklassen erster Gattung allgemein
nachgewiesen ist*).

d. h.

§ 30.

Uneigentliche Klassen zweiter Gattung.

Es soll nun die Bedingung aufgesucht werden, unter der eine
Polygonklasse zweiter Gattung 4 von der Ordnung = iiberhaupt eine
uneigentliche sein kann, wobei sich die allgemeine Giiltigkeit des
Riemann-Rochschen Satzes von selbst ergeben wird.

1. Jede Klasse 4 kann stets durch Multiplikation mit einer
andern Klasse N von der Ordnung » in eine eigentliche Klasse AN
verwandelt werden. Denn ist U ein beliebiges Polygon in A, so
wiahle man eie Variable z, welche in sdmtlichen Punkten von A
endlich bleibt (§ 15, 6.). Ist dann # eine beliebige Funktion des
durch A erzeugten Ideals in z, so ist das Obereck von % durch A
teilbar, also von der Form AN, und die Klasse von AN ist eine
eigentliche. ;

2. Die Dimension der eigentlichen Klasse AN zweiter Gattung
ist nach § 28, 3.

0, AN) =n+v—p+1,
und hieraus folgt nach § 21, 2.
© H)Sn—p+1.
Ist nun der Teiler M der Klasse 4 von der Ordnung m, und
A = MA',

*) Nach der Ausdrucksweise von Christoffel (Uber die kanonische Form
der Riemannschen Integrale erster Gattung, Annali di Matematica pura ed
applicata, Serie II, Tomo IX) ist

(4, W)+a—p = (0, B)ta—p = (0, 4)—1
der ,Uberschuf,

(4, W)—1 = (0, B)—1
der ,Defekt® des Punktsystems .
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so ist 4’ eine eigentliche Klasse von derselben Dimension wie A, und
mithin (§ 28, 5.)

0, 4) = (0, 4) = n—m—p+ 1+ (4, W),
A, wm=sm,
d. h. A" muB gewil von der ersten Gattung sein, wenn A eine

uneigentliche Klasse ist. Ist also B’ die Erginzungsklasse von A’
so ist auch

algo

©, B)ySm.
Wire aber (O, B'>> m, so wiirde sich nach § 20, 2. in B’ ein durch
M teilbares Polygon IMPB finden lassen und es wire
AMB = AB = B,
also A4 von der ersten Gattung, gegen die Voraussetzung. Es ist also
A4, W)y=m
und folglich .
(Oa 4) = NPl
worin wieder der Riemann-Rochsche Satz fiir diesen Fall, genau
in der Form von § 28, 3. enthalten ist.

3. Enthilt die Klasse 4 nur ein einziges isoliertes Polygon, so
ist (O, 4) =n—p+1=1, mithin n = p, d. h. ein isoliertes
Polygon zweiter Gattung hat stets die Ordnung p. Umgekehrt ist,
nach 2. jedes Polygon zweiter Gattung von der Ordnung p ein isoliertes.

4. Unter Beibehaltung der Bezeichnung von 2. ist (O, B') = m
und daher lifit sich nach dem oft angewandten Satze (§ 20, 2.) in
B’ ein durch ein beliebiges (m — 1)-Eck teilbares Polygon finden.
Setzt man also, indem man einen beliebigen Punkt ¥ von M absondert,

P )
so ist ein Polygon M'YB in B’ enthalten und also

AMB = BW.
Das Polygon A'M' — A" und seine Klasse A" sind daher von der
ersten Gattung, und 4 hat, wenn P die Klasse von P bedeutet
die Form '

A = PA".
Zugleich mufl (4", W) = (0, B") = 1 sein, d. h. die Ergiinzungs-
klasse B" von A" enthilt nur ein einziges isoliertes Polygon 8", da
sonst in B” ein durch P teilbares Polygon existieren wiirde, und
also auch A4 gegen die Voraussetzung von der ersten Gattung wire.

22*
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5. Ist umgekehrt A" eine Klasse erster Gattung, fiir welche
(4", W) =1, so daB die Erginzungsklasse B" von 4" aus einem
isolierten Polygon 8" besteht; ist ferner P ein in B” nicht aufgehen-
der Punkt, und seine Klasse P, so ist 4 — P 4" eine uneigentliche
Klasse zweiter Gattung von der Ordnung %, in deren Teiler P aufgeht.

Dall 4 von der zweiten Gattung ist, ergibt sich zunidchst aus
der Annahme, dafl P in B" nicht aufgeht. Die Dimension von A

ist daher nach 2. ©, 4) = n—p+1,

wo n die Ordnung von A bedeutet; andererseits ist die Dimension
der Klasse 4" nach §§ 28 und 29:
0, 4)=n—p+ A", W) =n—p+1;

also sind 4 und A" von derselben Dimension. Sédmtliche Polygone
der Klasse A" gehen aber durch Multiplikation mit P in Polygone
der Klasse A iiber, und wegen der Gleichheit der Dimensionen wird
hierdurch auch die letzte Klasse vollstindig erschopft. Es enthalten
daher simtliche Polygone der Klasse A4 den Faktor P, der sonach
auch im Teiler von A aufgeht.

6. In dem besonderen Falle, wo das Geschlecht p des Korpers £
den Wert 0 hat, kommen Polygone und Klassen erster Gattung iiber-
haupt nicht vor. Es existieren also in diesem Falle auch keine
uneigentlichen Klassen. Die Dimension einer jeden Klasse ist um
1 grofer als ihre Ordnung. Insbesondere gehort also auch jeder
Punkt P zu einer eigentlichen Klasse von der Dimension 2, und
daher” existieren in diesem Falle in £ Funktionen z, welche von der
ersten Ordnung sind. Durch eine solche laft sich jede ardere
Funktion des Korpers rational ausdriicken, denn die zwischen z
und einer anderen Variablen des Korpers bestehende irreduktible
Gleichung ist in bezug auf letztere vom ersten Grad (§ 15, 7.)

§ 31.
Die Differentiale zweiter und dritter Gattung.
1. Ist jetzt nach der in § 25 eingefiihrten Bezeichnung
e A
d&) = %'
ein beliebiges Differential in £, also, wenn @, b die Ordnungen von
B s
A und B sind, Ui Bl
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und werden %, B als relativ prim vorausgesetzt, so muB, wenn U, 3
Untereck und Verzweigungspolygon fiir eine beliebige Variable z be-
deuten, 1Y mit 3B dHquivalent sein (§ 25). Bezeichnet man also
mit U, Z, 4, B die Klassen der Polygone 1, 3, %A B, so mub

U4 =ZB
sein. Andererseits ist aber, wenn W die Hauptklasse erster Gattung ist,
0w = 4,
woraus sich die Relation
A=BW

ergibt. Ist umgekehrt A ein beliebiges Polygon der Klasse BW, so
folgt daraus die Aquivalenz von U2¥ mit 39, also die Existenz

eines Differentials von der Bezeichnung % Daraus ergibt sich, daf

B dann und nur dann Untereck eines Differentials d@ sein kann,
wenn in BW ein zu B relativ primes Polygon existiert, d. h. wenn
der Teiler der Klasse BW relativ prim zu 8B ist. Die Dimension
der Kiasse BW gibt dann zugleich die Dimension der zum Untereck B
gehorigen Schar von Differentialen d@ (§ 25). Die Satze § 30, 4., 5.
ergeben daher, da (W, W) = 1 ist, das folgende Resultat.

a) Besteht B aus einem einzigen Punkt (ist b = 1), so ist die
Klasse BW eine uneigentliche mit dem Teiler B; also kann die
Ordnung b des Unterecks eines Differentials d® nicht gleich
Eins sein.

b) Ist b = 2, so ist BW stets eine eigentliche Klasse zweiter
Gattung und daher ihre Dimension

b+ p—1.
Untereck eines Differentials kann also jedes beliebige
Polygon von mehr als einem Punkt sein, und es existieren
unter den zu einem Untereck von der Ordnung b gehérigen
Differentialen b 4 p—1 linear unabhéngige.

2. Wir suchen jetzt unter der Voraussetzung, dal b = 2 ist,
fiir die Klasse 4 eine Basis derart auf, dall jedes Element %, dieser
Basis ein Differential d@, von moglichst einfacher Beschaffenheit
liefert, ndmlich ein solches, dessen Untereck eine Potenz eines ein-
zelnen Punktes oder das Produkt aus nur zwei verschiedenen
Punkten ist.
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Angenommen, es sei fiir die Klasse BW eine solche Basis bereits
gefunden
(1) %[11 ﬁm %[31 $IeTe 9Ib*{-p-—l,
so bilden wir daraus, wenn P die Klasse eines beliebigen Punktes B
bedeutet, eine ebensolche Basis fiir die Klasse BPW von der
Dimension b + p, namlich

(2) $%17 G'BQIW s e g‘Bg‘[b-Fp--l) w.
Die ersten b4 p— 1 dieser Polygone gehoren wirklich der Klasse
BPW an und sind voneinander unabhingig, weil es die Polygone (1)
sind; zugleich sind die aus ihnen gebildeten Differentiale

iy == ki = Yo

PB B

mit den aus (1) gebildeten identisch. Es kommt also nur noch auf
die Bildung von ' an, wobei zwei Fille zu unterscheiden sind.

a) Geht P in B auf und ist B = MP», M nicht durch P
teilbar, so ist Pm+1W eine eigentliche Klasse (weil m 4+ 1= 2,
§ 30, 4.), in welcher folglich ein durch % nicht teilbares Polygon R
existiert; setzt man nun A’ — MN, so gehort A’ der Klasse BPW
an und ist durch  nicht teilbar, folglich auch nicht in der Schar
(PA, PYA, ... PUyp—y), deren Teiler P ist, enthalten; mithin
sind die Polygone (2) unabhiingig voneinander, und da ihre Anzahl
b+ p ist, so bilden sie eine Basis der Klasse BPW. Das aus A’
gebildete Differential

da'

i ML

TP T PR

hat die geforderte Form, da sein Untereck eine Potenz eines einzelnen
Punktes ist.

b) Geht P nicht in B auf, so wihle man ein fiir allemal einen
in B aufgehenden Punkt P, und setze B — MP, (gleichgiiltig ob
M durch P, teilbar ist oder nicht). Man wihle sodann in der
eigentlichen Klasse PP, W ein durch P und B, nicht teilbares
Polygon M, so gehort A' — MN wieder in die Klasse PBW, und
da A’ nicht durch P teilbar ist, so folgt wie oben, dali die Polygone (2)
eine Basis von BPW bilden. Zugleich ist
i LR
s L e LY

also von der verlangten Form.

de'
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Es bleibt noch iibrig, den Anfang dieser Operation zu be-
schreiben. Ist & = 0, also B = O, so ist

BW =W = (B, B,, ...%,

(die Hauptklasse erster Gattung).
Ist b = 2, so wihle man aus der eigentlichen Klasse BW ein
Polygon M, welches relativ prim zu 9B ist; dann ist

BW = (3B, 3%,, ... 8B, N).

Geht man von dieser Basis aus, um in der oben beschriebenen Weise
eine Basis (1) zu bestimmen, die dem beliebig gegebenen Polygon

B e P ;
entspricht, und bestimmt die beiden Polygone %;, B, aus der Bedingung
AL U

: d(‘ﬂ, — g o %‘: )
80 daf sie keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, so sind die Polygone
B,, die als Unterecke der Differentiale d@®, auftreten, folgende:
a) p-mal tritt der Nenner © auf, und die zugehorigen Differentiale
d®, sind die Differentiale erster Gattung.

b) Je einmal treten die Unterecke P3, Bi, ... Pm (wenn m, < 2),
RS | O L SR RN A

Die zu den Unterecken P gehorigen Differentiale dw, werden,
wenn eine genauere Unterscheidung nétig ist, mit dégr—1» bezeichnet
und heilen Diftferentiale zweiter Gattung.

c¢) Endlich treten die Produkte B, B, B, B,, ... (bei festgehaltenem
PB,) je einmal auf. Die zugehorigen Differentiale d®, werden mit
dnp,, 5, bezeichnet und heiflen Differentiale dritter Gattung.

Jedes Differential d®, dessen Untereck B ist, kann in der Form
dargestellt werden

(3) ' do — Zc,da,.

mit konstanten Koeffizienten ¢,, welche die Normalform des Diffe-
rentials d@ genannt wird. Hat man jedes der einzelnen Differentiale
d®@. auf eine bestimmte Art gewdhlt, so 146t sich die Normalform
auch nur auf eine einzige Weise herstellen, was unmittelbar aus
der linearen Unabhiingigkeit der Differentiale d®, folgt.



— 344 —

§ 32.

Die Residuen.

1. Ist d@ ein beliebiges Differential in £ und P ein Punkt, der
m-mal im Untereck B desselben vorkommt (m < 0), so widhle man
eine Variable z so, dafl sie in P o' wird. Es 146t sich dann (nach
§ 15, 4.), und zwar nur auf eine Weise, setzen
(1) %:’3 = Oy g A Qg TR B 2 B+ B T 2
worin die @ Konstanten, % eine Funktion in £, die in P endlich ist.
Der Koeffizient —a_, von —2z—1 in diesem Ausdruck heift das
Residuum des Differentials d@ in bezug auf den Punkt .
Aus dieser Definition ergeben sich die folgenden Sitze:

2. Das Residuum in bezug auf einen Punkt P kann nur dann
von Null verschieden sein, wenn m > 0, d. h. wenn der Punkt P im
Untereck von d® wirklich vorkommt, und ist daher fiir die Diffe-
rentiale erster Gattung immer gleich 0.

3. Das Residuum einer Summe von Differentialen ist gleich der
Summe der Residuen der einzelnen Differentiale.

4. Das Residuam eines eigentlichen Differentials ist stets
gleich 0. Ist ndmlich ¢ eine Funktion in &, und wenn die b Kon-
stanten, ¢’ eine in P endliche Funktion bedeuten,

6 = b,2" < Dy Lz g™ ik s bl blz i 6,7
80 ergibt, sich durch Differentiation dieses Ausdruckes nach z, da dz%

in P unendlich klein von mindestens zweiter Ordnung ist (§ 23, 10.),

- daB in dem Ausdruck fiir é—z ein Glied mit z—! gar nicht vorkommt,
womit die Behauptung erwiesen ist.

5. Das Residuum eines Differentials d@ ist unabhingig von der
Wahl der Verinderlichen z. Ist ndmlich 2, eine zweite Verénder-
liche von derselben Beschaffenheit wie 2, also, wenn a konstant, ¢ in
P endlich ist:

2) z=uaz+¢,
so ergibt sich, wenn zur Abkiirzung
{ iy g 2B Tl G L™

0= b 4o da,2

m—1 m—2
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gesetzt wird:
do dwo dz _ da L4z dz—*
Pl o ol PR 88 v e e
Mun ist, wenn &, ¢’ in P endliche Funktlonen sind, wie sich nach
§23 und §15, 4. leicht ergibt:
et
g ;’: =zt +270E, d—;z— = 7¢,
und daraus folgt nach 3., 4. die Richtigkeit der aufgestellten Be-
hauptung *).
6. Die Summe der Residuen eines jeden Differentials
do in bezug auf alle Punkte P ist stets gleich Null
Beim Beweise dieses wichtigen Satzes konnen wir uns auf die
Betrachtung der Residuen beschriinken, welche zu den simtlichen im
Untereck B von dw aufgehenden voneinander verschiedenen Punkten
gehoren; wir fiigen jedoch zu diesen noch so viele voneinander ver-
schiedene willkiirliche Punkte mit verschwindenden Residuen hinzu,
bis wir ein aus lauter einfachen Punkten bestehendes einer eigent-
lichen Klasse angehoriges Polygon %, P,... P, erhalten. Dann wihlen
wir eine Variable z von der Ordnung =, deren Untereck eben dies
Polygon ist, welche also in jedem der Punkte P,, %,, ... B, und
nur in diesen oo! wird. Unter diesen finden sich dann sédmtliche
voneinander verschiedene in B aufgehende Punkte. Es ergibt sich
unter dieser Voraussetzung fiir c =1, 2, ... n

do
3) - i S ol pl- Lo el B L ol O s o AN e

wo n© eine in B, endliche Funktion bedeutet. Lassen wir fiir die
Konstanten o® auch den Wert 0 zu, so kann der Exponent m unab-
héingig von : angenommeh werden (m ist dann, wenn nicht alle
a®_, verschwinden, der Exponent der hochsten Potenz eines einzelnen
Punktes, welche in B vorkommt). Der zu beweisende Satz besteht

dann darin, daf Ea(_‘)l = 0 ist. Um ihn zu beweisen, bilden wir

die Spur der Funktion ‘i—: fiiv die Variable z (§ 2) und bedienen

*) Man kann bei der Definition des Residuums auch eine Verinderliche #
zugrunde legen, die in % unendlich klein in der ersten Ordnung ist. Ist dann

2% = amrmb e ayr gy

und 7 in P endlich, so ist @, das Residuum von d@ in bezug auf .
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uns dabei einer Erweiterung des Verfahrens § 16, 4. Wir wihlen

ein Funktionensystem ¢,, @4, ... @¢» in & folgendermafien: Es sei
0, = 0min P,, By, ... B,, endlich und von Null verschieden in P,,
0, = 0™ in B, By, ... By, ” " n = ) » P
e = 0™ in Bis Bys oo Paay A ) ” » Pne

Sind nun @,, @,, ... @, rationale Funktionen von 2, und ist

N = 2,0, T %0+ + TaQn
eine Funktion in &, welche fiir 2 = oo, d. h. in B, PB,, ... P, end-
lich ist, so miissen @,, @,, ... @, fiilr 2 = oo endlich sein. Sind
ndmlich die z,, x,, ... &, fiir 2 = oo nicht alle endlich, so existiert
ein positiver Exponent  von der Beschaffenheit, daB die Produkte
Xy 2T, Xy 7y ... Xp2~ T fiir 2 = oo alle endlich sind, und mindestens
eines von ihnen, etwa 2,2~ von Null verschieden; dann enthilt aber
die Gleichung
N2 = X, 2770, + ot X2 0,

den Widerspruch, dafl im Punkte P, die linke Seite und alle Glieder
der rechten Seite mit Ausnahme des ersten verschwinden.

Hieraus ergibt sich zugleich, wenn man 5 = 0 setat, daB die

Funktionen ¢,, 0,, ... 0, eine Basis von & bilden. Setzt man daher,
indem man mit z,, rationale Funktionen von z bezeichnet,

do
) Tzt T G T Raty - Blelmi T RS Gl
so ist (§ 2) i
(5) 8 <3—Z’> = Z1,1+ Zo,0+ 1+ + Ty

—~

Nun ist, wie aus (3) hervorgeht, z—m+2 62—2 9. fiir z = oo endlich

und daraus ergibt sich nach der soeben bewiesenen Eigenschaft der
Funktionen g, dall auch

; ZRM Ao
fiir 2 = oo endlich sind. Nun sind z B. in dem Punkte P, die
Funktionen ¢,, @, ... @, unendlich klein in der mte Ordnung,
wihrend ¢, dort endlich und von Null verschieden ist. Daher werden
in P, die Funktionen

de
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alle verschwinden, und es mufl mithin auch z,, fir z = oo ver-
schwinden. Das gleiche folgt fiir 2z, 5, ... 22, , und allgemein fiir
z®, v, sobald ¢, ' voneinander verschieden sind. Daher wird 2*x, «
fir z = oo endlich sein.

Setzt man nun, indem man z, eine neue rationale Funktion be-
deuten 1a0t,

6 x.,=af ™ 34a¥ m—34f...4a¥ 214 g9
so folgt aus (3)
do

xt,t— dZ

=z? (xl = ’7(‘))7

und aus (4)

(N9-2)0. =222, 10, +  + 2% 10— 1+2° Ty . 1 104 1F *+* + 2 Ty 0 One
Da nun in P, #@® endlich und g, von Null verschieden, ferner alle
Glieder der rechten Seite Null sind, so folgt, daB auch z, im Punkte
B,, und mithin, da es rational ist, fir 2z =— oo endlich ist. Aus
() und (6) ergibt sich dann

-~ L L L 13
(7 S(‘i—c:): Zaﬁ,‘,)_gzm—z + 2&5}3_32’"“3+---+2a91z—1 + 2wzl

Nun ist aber andererseits, wenn wieder 11 das Untereck, 3 das Ver-
zweigungspolygon von z ist:

do 1A

dz ~ 39’
und B enthilt keinen Punkt, der nicht auch in U enthalten ist.
Daraus ergibt sich wie in § 26, dal %—: , als Funktion von z auf-
gefalBt, eine Funktion des zu o komplementiren Moduls ¢ ist, und
mithin ist d

\ S (_)
dz
eine ganze rationale Funktion von z (§ 11, 4.). Beachtet man dies,

so folgt aus (7) >)#, = 0 und ferner der zu beweisende Satz
©

2(191 a2 0
Wir konnen diesem Satze auch den folgenden Ausdruck geben:
Das Residuum eines Differentials zweiter Gattung digpr in bezug auf
den Punkt % ist Null.
Die Residuen eines Integrals dritter Gattung dmp, s, in bezug
auf P,, B, sind einander gleich und entgegengesetzt, und sicher von
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Null verschieden, da sonst dz ein Differential erster Gattung sein
wiirde.

Aus diesen Bemerkungen ergibt sich noch mittelst 4., da ein
eigentliches Differential de6, in der Normalform dargestellt, kein
Differential dritter Gattung enthalten kann. Es verdient ferner er-
wiahnt zu werden, daB die Residuen des logarithmischen Diffe-
rentials d?a ganze Zahlen, ndmlich die Ordnungszahlen der Funktion
6 sind (zufolge § 23).

§ 38.
Relationen zwischen Differentialen erster und zweiter Gattung.
1. Es sei ¢ eine Funktion in & mit dem Untereck

B — %frlrnl—lipfsnz—l (my, my, ...=2)
und dem Verzweigungspolygon (§ 16)

® iz G P EESE L
worin &' durch die als verschieden vorausgesetzten Punkte P,, B, ...
nicht teilbar ist. Demnach ist in der symbolischen Bezeichnung von
§ 25 das eigentliche Differential
S &
BT = PrPms .0
woraus zundchst hervorgeht, dafl ein eigentliches Differential
niemals von der ersten Gattung sein kann.

2. Das eigentliche Differential de, welches in seiner Darstellung
durch die Normalform nur Differentiale erster und zweiter Gattung
enthalten kann, gehort zu der Schar derjenigen Differentiale, deren
. Untereck

a6 —

D= PmPoc e DRPL
ist. Umgekehrt wird man also auch in einer solchen Schar, voraus-
gesetzt dal m,, my, ... >2 sind, und da B’ zu einer eigentlichen
Polygonklasse gehort, stets mindestens ein eigentliches Diffe-
rential de finden. Denn dazu ist nach 1. nur erforderlich, dafl in
£ eine Funktion ¢ mit dem Untereck B’ existiert.

3. Hieraus ergibt sich nun der folgende wichtige Satz. Alle
Differentiale zweiter Gattung lassen sich linear mit kon-
stanten Koeffizienten darstellen durch p besondere passend
gewahlte Differentiale zweiter Gattung, durch Differentiale
erster Gattung und durch eigentliche Differentiale.

ClN Or( )
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Um dies einzusehen, wiahle man ein beliebiges Polygon zweiter
Gattung % von der Ordnung p. Ist nun P ein beliebiger Punkt,
r ein positiver Exponent, so ist das Polygon AP gleichfalls von der
zweiten Gattung, und folglich kann der Teiler MM der zugehorigen
Klasse nicht durch P teilbar sein, weil sonst APr—1, also auch A
ein Polygon erster Gattung wire (§ 30, 4.). Setzt man daher

Bt —SIRB
so wird P nicht in I aufgehen, und folglich enthilt B’ den Faktor P
genau r-mal oOfter als A. Zugleich gehort B’ in eine eigentliche
Klasse. Ist nun
SO ——Shm B i
8o gehen die Punktpotenzen Pm, Pm', $'m”" ... alle in A auf. Setzen
wir also
B— P Lt 1 PmiE T RmTL 0 = BB
so existiert nach 2. in der zu dem Untereck B gehorigen Diffe-
rentialschar gewill ein eigentliches Differential de. Die Darstellung
desselben durch die Normalform enthélt sicher das Differential
(1) dt(g;m+r)
und auflerdem alle oder einige der Differentiale

diwp), digy, ... dt(,‘Bm) 4 dt(g}m+r—-1)1
(2) dt(qy), dt(mlz), A dt($,mr),
dt(%")’ dt(sl;”zh PR dt(anm”)

nebst Differentialen erster Gattung. Es laBt sich also das Diffe-
rential (1) linear und mit konstanten Koeffizienten durch (2), durch
Differentiale erster Gattung und durch de ausdriicken.
Ist daher das p-Eck zweiter Gattung
= 9,]37{'1913’;12,,,’
so erkennt man durch wiederholte Anwendung des hier beschriebenen
Verfahrens, daf alle Differentiale zweiter Gattung in der Weise, wie
unser Satz es ausspricht, darstellbar sind durch die p Differentiale
d by - - dt

3) B AT SRR T

........

By

Braunschweig und Konigsberg i. Pr., im Oktober 1880.
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Erlduterungen zur vorstehenden Abhandlung.

In der vorstehenden Abhandlung, mit der die arithmetische Theorie der
algebraischen Funktionen geschaffen wurde, zerfillt der Aufbau der Theorie in
drei Stufen. Der erste, formale Teil bezieht sich auf den Bereich der ganzen und
gebrochenen algebraischen Funktionen einer Unbestimmten; im zweiten Teil bildet
die arithmetisch definierte, absolute Riemannsche Fliche die Grundlage. Der
dritte Teil — der nur am Schlu des Vorworts erwihnt, aber nicht erschienen
ist — sollte von der arithmetischen zur topologischen absoluten Riemannschen
Fldche iibergehen: ein Begriff, der auf anderer Grundlage erst mehr als dreifiig
Jahre spiter in der Weylschen ,Idee der Riemannschen Fliche“ entwickelt
wurde. Es verdient daher besonders hervorgehoben zu werden, daf (§16) scharf
darauf hingewiesen ist, daf die absolute Riemannsche Fliche ein zu dem Kérper
gehoriger invarianter Begriff ist, von dem aus sich der Ubergang zur
Riemannschen Auffassung vollziehen ldBt.

Der erste Teil 146t sich dadurch charakterisieren, dafi der algebraische Funk-
tionenkirper als hyperkomplexes System iiber dem Grundkérper der rationalen
Funktionen einer Unbestimmten betrachtet wird. Tatsichlich sind die Methoden zur
Definition von Norm, Spur, Diskriminante usw. diejenigen der Darstellungstheorie
hyperkomplexer Systeme; die Betrachtungen aus § 6 und §22 etwa sind solche
iiber reduzible Darstellungen.

Die um die absolute Riemannsche Fliche sich gruppierenden Entwick-
lungen des zweiten Teils — insbesondere die Begriffe des ,Punktes“ und des
»Divisors“ (Polygons) — sind allgemeiner bekannt geworden durch das Buch
von Hensel-Landsberg, wo aber die idealtheoretischen Grundlagen des ersten
Teils durch funktionen.hecretische ersetzt sind. Hensel-Landsberg fithren die
Gruppe aller ganzen und gebrochenen Divisoren ein, was Vereinfachungen beim
Beweis des Riemann-Rochschen Satzes nach sich zieht. Der einfachste Beweis
ergibt sich aber erst, wenn man die bei Dedekind-Weber, § 22, gegebene
Konstruktion der Normalbasis auf gebrochene Ideale iibertrigt, und dann nach
Hensel-Landsberg weiter schlieft.

Die wesentlichsten Entwicklungen von Hensel-Landsberg wurden von
Jung (Rend. Palermo 26, und spitere Arbeiten) auf algebraische Funktionen-
korper von zwei Verdnderlichen iibertragen. Eine rein arithmetische Begriindung
der Divisoren, die erst nach Weiterentwicklung der Idealtheorie moglich war,
wurde von Schmeidler (Math. Zeitschr. 28) und v. d. Waerden (Math. Ann. 101)
fiir » Verinderliche gegeben. Es handelt sich dort immer um Divisoren der
Hochstdimension; arithmetische Definition und Existenzbeweis fiir den allgemeinen
invarianten Punktbegriff bei algebraischen Mannigfaltigkeiten findet sich bei
v. d. Waerden (Math. Aun. 97).

Noether.
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