XIV.

Schreiben an Herrn Borchardt
iiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen.
[Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Bd.83, S.265—292 (1877)].

Sie haben mich aufgefordert, eine etwas ausfiihrlichere Dar-
stellung der Untersuchungen auszuarbeiten, von welchen ich, durch
das Erscheinen der Abhandlung von Fuchs*) veranlaft, mir neulich
erlaubt habe Ihnen eine kurze Ubersicht mitzuteilen; indem ich Ihrer
Einladung hiermit Folge leiste, beschrinke ich mich im wesentlichen
auf den Teil dieser Untersuchungen, welcher mit der eben genannten
Abhandlung zusammenhiingt, und ich bitte Sie auch, die Ubergehung
einiger Nebenpunkte entschuldigen zu wollen, da es mir im Augen-
blick an Zeit fehlt, alle Einzelheiten auszufithren. Die in Rede
stehenden Untersuchungen habe ich schon vor einer Reihe von Jahren
angestellt, als ich erkannte, dal die Bestimmung der Anzahl der
Idealklassen in kubischen Korpern (d. h. in Gebieten von Zahlen,
welche aus Wurzeln von Gleichungen dritten Grades gebildet sind)
innig zusammenhéngt mit der Theorie der singuliren Moduln der
elliptischen Funktionen, fiir welche die komplexe Multiplikation statt-
findet. Bei meinen Versuchen, tiefer in diese mir unentbehrliche
Theorie einzudringen und mir einen einfachen Weg zu den aus-
gezeichnet schonen Resultaten von Kronecker zu bahnen, die leider
noch immer so schwer zuginglich sind, erkannte ich sogleich die
fundamentale Wichtigkeit des Punktes, auf welchen auch Hermite
neulich in einer Anmerkung zu der Abhandlung von Fuchs (S.29)
aufmerksam gemacht hat, und welcher in der Tat zur Grundlage fiir
meine Theorie geworden ist. Es handelt sich um folgendes. Bedeutet

piis
K

[*) Journ. f. reine u. angew. Mathem., Bd. 83, S.13—37.]
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das Periodenverhéltnis der elliptischen Funktionen (= H+¢ nach der
Bezeichnung von Fuchs), so ist das Quadrat & — x* des Integral-
moduls % eine einwertige Funktion von @, welche Hermite mit ¢ (w)®
bezeichnet, und aus der Transformation erster Ordnung folgt leicht,
daBl & unverindert bleibt, wenn e durch
y+lw
0, — 5 + ﬁ_w
ersetzt wird, wo «, B, p, 0 vier ganze rationale Zahlen bedeuten,
welche der Bedingung wd—pfy =1

geniigen, und von denen (3, p gerade sind. Der zu beweisende Satz
besteht nun darin, daff aufer diesen Zahlen @, keine andere existiert,
welche denselben Wert © = ¢ (w)® = ¢ (@,)° hervorbringt. Bevor
ich zur Darstellung meiner Theorie iibergehe, will ich zundchst zeigen,
daf dieser Satz sich auch aus der gewdhnlichen Theorie der ellip-
tischen Funktionen ohne Schwierigkeit ableiten 14Gt.

Bedeutet @ eine komplexe Grofe mit positiv-imagindrem Bestand-
teil, ferner z eine willkiirliche Variable, und bedient man sich der
folgenden Bezeichnungen

2 — pimiz
17 — ¢ :

9 (2, 0) = 21’2%”(“%)’
2w
9, @) = =1(+3) 5+ (+3)(—3)
2w
9o = 1(‘+'§’) 7+(‘+7})z,
Bz 0) = > 182-2_+8z1
wo 8 alle ganzen Zahlen von «— oo bis 4 oo durchliuft, ferner

Y | 2, (0, ®) EiE 9. S At 19(()’03) A 9
: V%_“as(O,m) = ¢ (w)’; V% ——m—— ¥ (@),
80 18t Bt =1
und man kann 1 9, (2 0)
r = V_; ﬂl(z’w) = sinam (2 K z, ),
V1—2 = L/—i:“‘((:‘ Gc:)) = cosam (2 K z, %),
® ]
Vl—x"’x:V?'%’ww)):Aam(QKz,u),
iz

it 6 N e
dz_sz zV1l —xz
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setzen, wo
95(0, )91 (0, @) __
# (0, @) 9, (0, ®)
ist. Wenn nun die GriBe o, ebenfalls einen positiv-imaginiren Be-
standteil hat und denselben Wert

5,0, @) _ s

80, @) i
hervorbringt, wie @, so setze man

2K, = n9,(0, »,)*
und fiihre eine neue Variable z, durch die Gleichung
Rz = K2

ein; wenn ferner mit Yz, VY1 — 2, Y1 — k=, die Grofen bezeichnet
werden, welche ebenso von z,, @, abhingen, wie Yz, Vi —2, Y1—k=
von z, @, so ergibt sich

V= jid dVz,

Vi—zV1—kz Vi—=zV1—kez
und hieraus durch Integration
Ve V1—2,V1—kz,— Ve, V1—zVl—kz = C(1 —kzz);
die Konstante ¢ muB aber gleich Null sein, weil fir z = 0 auch
2, = 0 ist, also ¥ und Yz, gleichzeitig verschwinden. Hieraus folgt,
dab identisch » = =, ist (ja sogar V& = Va, V1 — 2 = V1 —a,,
V1=kz = V1 — k2,); mithin wird jede der vier Funktionen
(2 @), 9, 0) 9Ewe), 9 )

stets und nur dann verschwinden, wenn die entsprechende der vier
Funktionen

B (2, 0,), 9,2, 0), 932, 0,), 95(2, 0,)
verschwindet. Die Funktion #,(2, @) verschwindet aber fiir alle Werte
z = r + s® und nur*) fiir diese, wo », s willkiirliche ganze Zahlen
bedeuten; setzt man daher

DK =

7 9, (0, @)’

— =k

2, =1 g0 wird z_—_% = a+ o,

2, — o,, 8o wird zz%m1=7+6m,

*) Dies folgt aus der Darstellung von ¢, (z, @) als unendliches Produkt, oder
auch aus dem Satzejdlog & (2, ) = 2mi, wo die Integration durch die Be-
grenzung eines elementaren Parallelogramms erstreckt ist.
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wo a, f3, y, 6 ganze rationale Zahlen bedeuten; mithin ist

+ 0w
(1) @0, — Z_-l—ﬁ*ﬁ)’ (ll+ [3&))21 = Z.
Setzt man umgekehrt

z2=1 80 wird 2z,=u 4 p 0,
2= w®, so wird 2, = 9,4+ 0, e,
wo e, f3,, 7,, 0, ebenfalls ganze Zahlen bedeuten; es wird daher
(@+pa)oy+(y+dm)p, = 1,
@+ Ba)y, + (7 + dw)d, = o,
woraus, weil @ nicht reell ist,
ooy, +yB =1, foa,+9p, =0,
wy, +90, =0, By, +09, =1,

(0 —By)( 0, — Byy) = 1,

wd—By =00, —p,y, =*%1
folgt*). Hierin darf aber zufolge (1) nur das obere Zeichen genommen
werden, weil der Koeffizient von ¢ in beiden Groflen @ und @, dasselbe
(positive) Vorzeichen hat; also ist
(2) d —pBy =+ 1.
Da ferner die Werte von z,, fiir welche & (z,, @,) verschwindet, mit
den Werten 7 4 (s 4 }) @, zusammen fallen, so wird gleichzeitig

also

mithin

&= '6211 zy=r+(@6+3o;
mithin ist zufolge (1)
@+ Ba)r+(+da) s+ =3,
ar+y(s+3) =0,
also
(3) y =0 (mod. 2).
Auf dieselbe Weise ergibt sich aus dem gleichzeitigen Verschwinden
der Funktionen &, (2, @), 9,(z,, ®,) fiir 2 = § auch
(4) B =0 (mod 2),
womit der in Rede stehende Satz vollstindig bewiesen ist.
Dieser Beweis beruht offenbar darauf, daf die elliptischen Funk-
tionen sin am (u, x), cos am (u, x), 4am(u,x) einwertige Funktionen
auch von &k — %® sind. Der Satz selbst reizte mich aber bald, den

*) Dies ist nur ein spezieller Fall eines allgemeinen Satzes aus der Theorie
der Zahlensysteme, welche ich endliche Moduln genannt habe.
Dedekind, Gesammelte Werke, I. 12
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Zusammenhang zwischen den Groflen @, k, K ganz unabhingig von
der Theorie der elliptischen Funktionen zu erforschen, und in diesem
Streben bestirkte mich eine Bemerkung von Hermite, welcher an
einer Stelle seiner kurzen Ubersicht iiber die Theorie der elliptischen
Funktionen hervorhebt, dal noch kein anderer Weg zu diesen Modul-
funktionen fiihre, als der, welchen die Griinder der Theorie der
elliptischen Funktionen eingeschlagen haben. Ich erlaube mir nun,
Ihnen meine damals entstandene Theorie in ihren Grundziigen zu
entwickeln; die Anwendung auf die Theorie der singuliren Moduln,
derentwegen die ganze Untersuchung angestellt ist, darf ich Ihnen
vielleicht ein anderes Mal vorlegen.

§ 1.
Aquivalente Zahlen.

Zwei Zahlen @, @, sollen im folgenden dquivalent heillen, wenn
es vier ganze (rationale) Zahlen o, B, p, & gibt, welche den beiden
Bedingungen

PO + 0w

byt o + ﬂ ﬁ”

geniigen; offenbar ist die hierdurch ausgedriickte Beziehung zwischen

®, o, eine gegenseitige, da zugleich die vier Zahlen 0, — 8, — 1, «
den Bedingungen

_(—'?’)‘F“wl YOG Y il
o= ZDHEE su(—p—n) =1

ad—py =1

geniigen. Ist nun @, ebenfalls dquivalent mit @, gibt es also vier
ganze Zahlen «,, f8,, 7,, 0,, welche den Bedingungen

7.+ 0,0,
—_ = — =1
@ o + B, @’ a0, — B,

geniigen, so setze man in iiblicher Weise
oy B (o, ﬁl) G, <a’7 i3
<71 6) <7’v 8/ \¢, 6'>’
o =ao,+py, B =apf,+p0,
Y =vyu,+0y, & =ypp+00;
da diese Zahlen «', f', 9, 0’ den beiden Bedingungen
Y+ 0o,
wl i OG’ + ﬂ, mg’

d h

ala!_ﬂvyl ol 1
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geniigen, so folgt, dafl je zwei mit einer und derselben Zahl @ #qui-
valente Zahlen ®,, @, auch miteinander dquivalent sind. Aus diesem
Grunde wird man das gesamte Zahlengebiet in Klassen einteilen
konnen, indem man je zwei Zahlen in dieselbe oder in zwei ver-
schiedene Klassen aufnimmt, je nachdem sie #quivalent sind oder
nicht. Jede Zahl w kann als Reprédsentant derjenigen Klasse an-
gesehen werden, welche aus allen mit @ dquivalenten Zahlen besteht.

Nennt man die reellen Zahlen z, y die Koordinaten, und zwar z
die Abszisse, y die Ordinate der aus ihnen gebildeten komplexen
Zahl @ = x + y1, so ergibt sich leicht, dafl die Ordinaten von je
zwei #dquivalenten Zahlen ®, o, dasselbe Vorzeichen haben, oder
beide verschwinden. Wir werden im folgenden das Gebiet S der-
jenigen @ betrachten, deren Ordinaten positiv sind, und auBerdem
nur noch die rationalen reellen Zahlen, welche letzteren offenbar
eine einzige Klasse R bilden, weil sie simtlich mit der Zahl 0 dqui-
valent sind; es wird sich zeigen, dafl diese Klasse R, welche zugleich
die Zahl oo enthilt, als die vollstindige Begrenzung des Gebietes S
anzusehen ist.

§ 2.
Vollstindiges Repridsentantensystem.

Es kommt nun darauf an, ein vollstindiges System von Re-
prasentanten @, aller Klassen aufzustellen, aus welchen das Gebiet S
besteht, in der Weise, dall jede Zahl o dieses Gebietes mit einem,
und im allgemeinen auch nur mit einem dieser Reprisentanten w,
dquivalent ist. Dies geschieht durch den folgenden Satz, in welchem
das Zeichen N (# + y14) die Norm (a® + %) der komplexen Zahl
x + y+ bedeutet:

In jeder Klasse des Gebietes S einschlieflich R gibt es
einen, und im allgemeinen auch nur einen Reprisentanten a,,
welcher den drei Bedingungen

(1) N (0, — 1) = N (a,),
(2) N (0, + 1) = N (w,),
3) N(wg) =1

geniigt.

Der Beweis kann mit denselben Mitteln gefiihrt werden, durch
welche in der Theorie der bindren quadratischen Formen von nega-
tiver Determinante bewiesen wird, dal jede solche Form einer, und

12+
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im allgemeinen auch nur einer reduzierten Form &quivalent ist.
Ich will mich hier begniigen, den ersten Teil des Satzes durch die
folgende Betrachtung zu erledigen. Ist @ eine bestimmte Zahl des
Gebietes S, so gibt es, weil @ nicht reell ist, unter allen Paaren von
relativen Primzahlen ¢, B mindestens eins, fiir welches N (a 4 fw)
so klein wie moglich wird; nachdem «, B so gewihlt sind, erhilt
man alle Losungen der Gleichung &0 — fy = 1 in ganzen Zahlen
y, 0 aus einer einzigen Losung 4, ¢', indem man y = y' —ma,
0 = 0’ —mp setzt und m alle ganzen Zahlen von — oo bis + oo
durchlaufen 1aBt; wahlt man m so, dall

N<y+6w>____ N<y'+6’co m)

%+ fo o+ pfo
moglichst klein wird, so hat die mit @ #Aquivalente Zahl
oy +-de
g, == a + ﬂ ﬁ)’

die in (1), (2), (3) ausgedriickten Eigenschaften. Denn aus der
Definition von o, f folgt, dal @, der Bedingung (3) geniigt, und
ebenso aus der Defnition von m, da @, den Bedingungen (1) und (2)
geniigt.

Geometrisch wird der Inbegriff aller dieser Zahlen @, durch
ein Stiick der Halbebene S dargestellt, welches das Hauptfeld heiflen
und mit (w,) bezeichnet werden soll. Dasselbe ist begrenzt durch
drei Linien, welche den Gleichheitszeichen in den Bedingungen (1),
(2), (3) entsprechen; setzt man @, = %, + ¥,4, so nehmen die letz-
teren die folgende Gestalt an:

(1) S H
(2) Doz —
(3) g +ys =1;

das Feld (w,) liegt daher zwischen den beiden Geraden, welche in den
Abstinden +1 parallel mit der Ordinatenachse laufen, und zugleich
auberhalb des Halbkreises, welcher mit dem Radius Eins aus dem
Nullpunkte beschrieben ist. Dieses Feld wird offenbar durch die
Ordinatenachse in zwei symmetrische Hilften zerlegt. Die beiden
Parallelen (2) und (1) schneiden sich im Punkte oo, dem Reprisen-
tanten der Klasse R der rationalen Zahlen, und sie schneiden den
Kreis in den Punkten

9:—_1:;_%3» i _Qszlﬂ,:—T{
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wahrend die Symmetrieachse den Kreis im Punkte
i="
1
schneidet.
Wenn nun @, der Grenzlinie (2) angehort, d. h. wenn x; = — § ist,
so leuchtet ein, dal die dquivalente Zahl 1 + @, der Grenzlinie (1)
angehort, und diese beiden Punkte w, 1 + @, liegen symmetrisch zu

beiden Seiten der Ordinatenachse. Wenn ferner @, der Kreislinie (3)

angehdrt, so gilt dasselbe von der ﬁquivalenten Zahl %1— = — 2,+ Yo%,
0

und diese beiden Punkte w,, — hegen ebenfalls symmetnsch zu

beiden Seiten der Ordmatenachse Je zwei symmetrische Punkte der
Begrenzung von (@,) sind daher Reprisentanten einer und derselben
Klasse. Es liele sich nun auch leicht zeigen, dall auBer diesen
Fillen niemals zwei verschiedene Punkte oder Zahlen des Feldes (a,)
derselben Klasse angehoren konnen, mogen sie im Innern oder auf
der Begrenzung von (w,) liegen. Der Kiirze halber unterdriicke ich
diesen Beweis, welcher, wie schon oben bemerkt, genau ebenso lautet,
wie der Beweis des Satzes, dal zwei verschiedene reduzierte biniire
quadratische Formen von negativer Determinante nur in gewissen
Ausnahmefillen #quivalent sein konnen (vgl. Zahlentheorie von
Dirichlet, zweite Auflage, § 65); es wird geniigen zu bemerken,
daB, wenn 2, y willkiirliche Variable bedeuten, die bindre quadratische
Form
Nz + yo,) = (1, % @5 + ),

deren Determinante — — g, immer eine reduzierte ist, wenn
dieser Begriff auf Formen mit gebrochenen oder irrationalen reellen
Koeffizienten iibertragen wird.

Sind nun «, B, p, 0 vier bestimmte ganze Zahlen, welche der
Bedingung «d — fy = 1 geniigen, und setzt man

_7+0o =7+ an,
B s Ut B oy 0—fa, ’

so entspricht, wie man leicht erkennt, dem Hauptfelde (@,) ein
Feld (w), welches von drei Kreishogen begrenzt wird, deren Mittel-
punkte stets in der Abszissenachse liegen, und welche in gerade
Linien ausarten konnen; die den Eckpunkten

0, — 923 oo
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des Hauptfeldes entsprechenden Eckpunkte des Feldes (@) sind

e e, 2 S e b, SRR o

Tt o S el o e L
deren letzter der Klasse R angehort. Offenbar entspricht den vier
Zahlen —-¢@, —f, —yp, —0 dasselbe Feld (w); sonst aber ent-
sprechen, wie die genaue Untersuchung zeigt, zwei verschiedenen
Systemen von vier Zahlen «, B, y, 8 immer zwei verschiedene
Felder (w), welche ganz auflerhalb einander liegen und hdchstens
eine Grenzlinie oder auch nur einen Eckpunkt gemeinsam haben
konnen. Die ganze Halbebene S einschlieflich R besteht aus un-
endlich vielen solchen, den verschiedenen Systemen oder Substitutionen
+a + B, +y, + 08 entsprechenden Kreisbogendreiecken (w), welche
sich in unendlicher Anzahl und Verkleinerung an die Abszissenachse
andringen.

Niemals enthélt aber ein solches Feld (w) einen irrationalen
reellen Wert, und in diesem Sinne sage ich, dafl bei unserer Unter-
suchung die Klasse R der rationalen Zahlen die vollstéindige Be-
grenzung des Gebiets S bildet. Ist r eine bestimmte rationale Zahl,
so gibt es unendlich viele Felder (@), welche diesen Wert r gemein-
schaftlich haben (vgl. § 4, II); das aus allen diesen Feldern be-
stehende Gebiet G (r) ist durch unendlich viele solche Kreisbogen
begrenzt, welche der Linie (3) entsprechen. Ist nun 2 ein konstanter
reeller, aber irrationaler Wert, und nimmt ¥ von 4 oo his 0 ab,
so durchlduft @ =— x + y ¢ unendlich viele solche Gebilde G(r), und
- die Zahlen r, deren Nenner immer grofier werden, nihern sich dem
Werte = unendlich an. Solange @ einem und demselben Gebiete G'(7)
angehort, beschreibt die dquivalente Zahl @, im Hauptfelde Kreis-
bogen, welche immer nach einer bestimmten der beiden Linien (1), (2)
hinfithren, von hier zu dem symmétrischen Punkte springen und sich
durch Verschiebung zu einem einzigen Kreise zusammensetzen lassen;
endlich aber muf ein letzter solcher Kreisbogen in die Linie (3)
fithren; dann tritt @ in das folgende Gebiet G(7'), und nun beginnt @,
von dem symmetrischen Punkte der Linie (3) aus, eine neue Kreis-
bogenbewegung in (w,), welche dem Durchgange der Variablen o
durch eine endliche Anzahl von Feldern des Gebietes G (') entspricht
(vgl. den Schluf von § 6). Die Anndherung der Zahlen 7, #' ... an
den Wert z ist nicht ohne Interesse, und ich verspreche mir (viel-
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leicht mit Unrecht) von der ndheren Untersuchung derselben noch
ein brauchbares Resultat, wenigstens fiir den Fall, dal z die Wurzel
einer quadratischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten ist.

§ 3.
Die Valenz.

Nach diesen Vorbereitungen gehe ich zu dem Fundamentalsatze
meiner Untersuchung iiber, welcher folgendermafien lautet:

Es gibt eine Funktion » der Variablen o im Gebiete 8
und auf dessen Begrenzung R, welche fiir alle aquivalenten
Werte @ Einen bestimmten Wert besitzt, und zwar so, daB
umgekehrt Jedem Werte der unbeschridnkten komplexen
Variablen v Eine bestimmte Klasse von dquivalenten
Werten o entspricht.

Der Beweis ergibt sich aus den Prinzipien von Riemann (Art.21
der Inaugural-Dissertation). Man bilde die eine der beiden sym-
metrischen Hélften des Hauptfeldes (w,) auf einer der beiden Hilften
der v-Ebene ab, in welche dieselbe durch die Achse der reellen ®
zerfillt; hierbei bleiben drei reelle Konstanten willkiirlich, da -zu
einem. inneren und zu einem Begrenzungspunkte des Orginals die
entsprechenden Bildpunkte willkiirlich gew#ahlt werden diirfen. Hierauf
setze man die Abbildung durch die Symmetrieachse des Feldes (w,)
hindurch in die andere Hilfte in der Weise fort, daf je zwei zur
Achse symmetrischen Punkten @, zwei konjugierte komplexe Werte v
entsprechen; hiermit ist das ganze Feld (w,) so auf der ganzen
v-Ebene abgebildet, dall je zwei Hquivalenten Werten @,, d. h. je
zwei symmetrischen Punkten der Begrenzung von (w,) ein und derselbe
(reelle) Wert v entspricht; je zwei nicht-iquivalenten Werten @, ent-
sprechen zwei verschiedene Werte », und umgekehrt entspricht jedem
Werte » ein einziger Wert @, oder es entsprechen ihm zwei &dqui-
valente Werte w,, welche der Begrenzung von (w,) angehdren. Man
kann daher die Abbildung von (w,) auf alle Felder (@) der ganzen
Halbebene S und deren Begrenzung R so ausdehnen, dall je zwei
dquivalenten Werten @ ein und derselbe Wert v entspricht, und es
leuchtet ein, dafll bei dem Ubergange von einem Felde (@) durch
die Begrenzung desselben zu einem benachbarten Felde die Funktion v
sich stetig dndert.
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Sind nun A4, B, C, D bheliebige reelle Konstanten, so hat die
Funktion 0+ Dv
A+ Bo
dieselben Eigenschaften wie v, und sie nimmt ebenfalls jeden reellen
Wert einmal an, wenn @, die ganze Begrenzung der einen sym-
metrischen Hilfte des Feldes (w,) durchlduft; die drei verfiigbaren
Konstanten sollen nun so gewihlt werden, dal

dem Werte o, = o  der Wert v =0,
y 1,

) n @y =1 » » v

» 0 s B Vel A e
entspricht. Die hierdurch bestimmte Funktion v will ich die Valenz
von @ mnennen und mit val(w) bezeichnen. Aquivalente Zahlen @
sind demmach Zahlen von gleicher Valenz.

§ 4.
Windungspunkte.
Um von diescr Definition der Funktion v zu ihrer analytischen
Bestimmung zu gelangen, betrachten wir zundchst die umgekehrte
Funktion; ist @ ein Zweig derselben, so ist jeder andere von der Form

Y 7H00
1" a4+ Ba’
wo @, B, p, 0 vier ganze Zahlen bedeuten, welche der Bedingung
ad — By = 1 geniigen, und es fragt sich, ob zwei solche im all-
gemeinen verschiedene Zweige in einem Windungspunkte v, fiir
welchen @ = @, = 7 wird, zusammenhéingen konnen. Hierzu ist
erforderlich, dafl = eine Wurzel der Gleichung
B+ (e—0d)jt—y =0,
2t +a—0) = (a+ 0y —4
ist, und da 7 entweder rational ist oder eine positive Ordinate hat,
so sind nur folgende drei Fille moglich:
@ a+8=0
Da o +1 = (¢ +14)(e—1) = —fy ist, und B positiv an-
genommen werden darf, so ergibt sich aus der Theorie der ganzen
komplexen Zahlen von GauB mit Leichtigkeit, dai man
—a+i=(—pi)@ +0); y=—0+8)@F —09%9)
=+ —p1); ati=—@+p0)0 —09)

also
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setzen kann, wo «, B, y/, 0' vier ganze rationale Zahlen bedeuten,
welche offenbar der Bedingung «'d’ — 8’9’ — 1 geniigen miissen;
die ganzen komplexen Zahlen o' + f'¢, p' -+ 0'% sind relative Prim-
zahlen, und man erh&lt
S A cide @b

B T a+1 o+
d. h. 7 ist dquivalent mit 2, und folglich ist v — 1. Nimmt man
nun z. B. v — 4, 80 ist

T

o =0k Bi=—sll sl g on = Oy
und die beiden in Rede stehenden Zweige sind
®, und gl
Wg
Diese hiingen aber wirklich an der Stelle v =— 1, @ — 4 zusammen;

denn wenn », von Werten mit positiver Ordinate ausgehend, einen
positiven Umlauf um » = 1 macht, also die Achse der reellen »
zuerst zwischen 0 und 1, und nachher zwischen 1 und + oo kreuzt,
so geht @, aus derjenigen Hilfte des Hauptfeldes (w,), in welcher
die Abszissen negativ sind, durch den Kreishogen (3) zwischen ¢
und i zunichst in die Hilfte des Feldes (—) tiber, in welcher die

@,
Abszissen negativ sind, und dann durch die Ordinatenachse hindurch

in die andere Hilfte desselben Feldes <—71>, in welcher die Abszissen

positiv sind. Hieraus ergibt sich, dafi (1 — v) unendlich klein wie
(0 —9)* wird, und folglich bleibt in diesem Windungspunkte das

Produkt #w
1 —ov) g=
endlich und von Null verschieden. Dasselbe gilt fiir je zwei Zweige
'+ 0w —0 + 9y
— :c'_—%—ﬁ'-w—(:, andi: ey = —_—ﬂ,++,m‘;,
welche sich fiir ¥ = 1 in irgend einem mit ¢ &quivalenten Werte
SR
o« + p'e
vereinigen, und zwischen welchen die Relation
ok TS LT (@240 + (@7 + e

o RS P S ) Y ) 3
besteht. “ R (gr R ) = o BT e
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(ID) «+0 =+ 1.
Setzt man zur Abkiirzung
o o 1— ; + 6 f
so ist, je nachdem das obere oder untere Zeichen gilt,
E=1—au=—40 oder ¢ =—oa=1+409.

folglich in beiden Fillen
(e+a—1)(e+a) =0,
00 =2+ a— 1) = ¢ — &%

—Byr=¢&—c+1=_(+0)(+ ¢
und da B positiv angenommen werden darf, so ergibt sich hieraus
zufolge der Theorie der aus g gebildeten ganzen komplexen Zahlen,
dall man i
et+eo=(+pe)¥+00); y=—@+00 @ +9¢,
B=(+Fo)«+p¢) c¢t+o'= («+ e +0¢"

setzen kann, wo o', ', y, 0’ vier ganze rationale Zahlen bedeuten,
welche offenbar der Bedingung «'d’ — 'y’ — 1 geniigen miissen; die
ganzen komplexen Zahlen o/ + f8'o, 3’ + &' ¢ sind relative Primzahlen,
und man erhdlt

also |

mithin ist

t=£+9: pd, :7,+6’9
: B Tite  w+fe
d. h. 7 ist dquivalent mit ¢, und folglich ist » — 0. Nimmt man
nun z B. 7 = ¢, 80 ist ¢ = 0, B = 1, also entweder

B T R S e i

oder

o = Ouwigl=a il e i Qe ol g
und in der Tat geht, wenn v aus einem Werte mit positiver Ordinate
einen positiven Umlauf um » =— 0 macht, von den drei Zweigen

i T 1 —m, —1
4 w, ' 1l4a,
der erste in den zweiten, dieser in den dritten, und dieser wieder
in den ersten iiber. (Macht v denselben Umlauf aus einem Werte

mit negativer Ordinate, so gehen die drei Zweige

—1 — 0,
iy —1 4 a, g g
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welche ebenfalls den Eckpunkt ¢ gemeinschaftlich haben, zyklisch
ineinander iiber.) Hieraus folgt, daf in diesem Windungspunkte das
Produkt e

g )
@

endlich und von Null verschieden bleibt. Ahnlich verhdlt es sich
fiir alle anderen mit ¢ Aquivalenten Werte 7.
(1II) (¢ + 0y = 4.

In diesem und nur in diesem Falle wird z rational, also ein
Repriisentant der Begrenzung R, und folglich wird v = oo. Setat
man (was erlaubt ist) « 4 8 = + 2, und ]

LR S, AR e I
i 7 s e,
wo m, n relative Primzahlen, so ergibt sich
«=1+gmn, f=—gn? 7:+gm27 0 =1—gmn,

wo ¢ eine willkiirliche ganze Zahl bedeutet. Nimmt man z B.
m =1, n = 0, also v = oo, so erkennt man leicht, dafl jeder der
unendlich vielen Zweige (¢ + w,) durch einen positiven Umlauf von v
um v = oo in den folgenden Zweig (9 + 1 + ®,) iibergeht. Fiir
unendlich grofile Werte von @ ist daher die unendlich kleine Grife
¢ =1
eine einiindrige Funktion von », und da umgekehrt v iiberall eine
einwertige Funktion von 1¢ ist, so bleibt fiir @ — oo das Produkt
nuil™
endlich und von Null verschieden, und zugleich wird
dv " dlogwv ;
e R, Ay TSI W
v p e 2w
Hieraus laBt sich leicht das Verhalten von v fiir alle anderen

rationalen Werte @ — % ableiten:

§ 5.
Differentialgleichungen.

Bedeuten %, v zwei beliebige voneinander abhingige Variable,
80 wollen wir zur Abkiirzung den Differentialausdruck dritter Ordnung

1 .::‘:ii‘/@’__ -
o Vﬂdv dv =
du
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setzen; man findet leicht, dal derselbe die beiden Eigenschaften
dv\?
(2) [ua ’U] o s, [U, u] (R) ’

(3) [v, w]d v® 4 [w, v]dw® + [u, w]du® = 0
besitzt, wo w ebenfalls eine beliebige Funktion von u, also auch von v

bedeutet. Sind ferner u, w kollineare Variable, womit ausgedriickt
sein soll, daf

C+ Du
) w=
ist, wo A4, B, C, D Konstanten bedeuten, so ist
() [, w] = [w, u] = 0,
und folglich, was auch » sein mag,
(6) [v, u] = [v, w];

und umgekehrt, wenn [u, w] = 0 ist, so sind u, w kollinear, d. h.
die Gleichung (4) ist das allgemeine Integral der Differential-
gleichung (5).

Diese allgemeinen Sitze wenden wir auf folgendes Beispiel an.
Es sei wieder » = val (@), so ist offenbar

[v @] = f (CO)
eine einwertige Funktion von @, da sie auf rationale Weise aus den
Derivierten erster, zweiter und dritter Ordnung von » in bezug auf @
gebildet ist; wir wollen nun beweisen, dall sie auch eine einwertige
Funktion von v ist. In der Tat, setzt man », = val(®,), Wo @,
eine neue Variable bedeutet, so ist f(w,) = [v,, ®,]; und wenn w,
mit o durch die Gleichung
' y+iw
i
x4+ B
verbunden wird, wo «, 8, y, 0 ganzé Zahlen bedeuten, welche der
Bedingung «d — 7 = 1 geniigen, so ist v, = v, also f(®,) = [v, @,];
da auBerdem @, @, kollinear sind, so folgt aus (6), dab [v, @] = [v, @,],
also f(w) = f(w,) ist; mithin entspricht jedem Werte v nur ein
einziger Wert f(w). Wir kinnen daher
(7) [0, 0] = F (v)
setzen, wo F (v) eine einwertige Funktion von v bedeutet. Aus ihrer
Bildung geht hervor, daf sie fiir alle Werte », mit Ausnahme von
1, 0, oc endlich bleibt, und da fiir diese Werte von v, denen man
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die Werte 4, o, o von o entsprechen lassen darf, respektive das
Produkt dov i dv dfv
el iy @ g Y dm

endlich und von Null verschieden bleibt, so ergibt sich, dal ent-
sprechend

1—vPF@w) =32, P*F@) =23, *F@)=1
wird; da folglich die einwertige Funktion ¢?(1 — #)*F (v) fiir alle
endlichen Werte von v endlich bleibt und fiir ¥ = oo unendlich groB
von zweiter Ordnung wird, so ist sie eine ganze Funktion zweiten
Grades, deren Koeffizienten aus den vorstehenden drei Gleichungen
sich unmittelbar ergeben; auf diese Weise findet man ‘

36 — 41 v+ 32

(8) pi i i el 28

3 23

— 9 +%+4(1 — o) ™ 36(1 —v)
Die Funktion » = val (@) ist daher eine Losung ¢’ der Differential-
gleichung dritter Ordnung
© v o] = F (v);
um ihr allgemeines Integral v zu finden, setze man v — val(a'), wo o’
eine neue Variable bedeutet; dannist [v', @] = F ('), also [v', '] = [¥', @],
woraus mit Riicksicht auf (2) und (3) folgt, dal [@, @'] = 0, also

; C+ Do . C+ Dw
(10) v =grEe U ="UZ1ED)
ist, wo 4, B, 0, D willkiirliche Konstanten bedeuten. Zugleich
ergibt sich aus (3), daf das System der beiden Gleichungen

A ; F C+Dae
(11) v =ival (ﬁ)), v = val(Zm)
das allgemeine Integral der Differentialgleichung dritter Ordnung
(12) [v,v]dv* = F (v)dv* — F (v')d»'"®
bildet (vgl. Fund. nova §§ 32, 33).

. ol

Die elliptischen Modulfunktlonen
Aus der Bildung des Ausdrucks [v, @] geht hervor, daf 3:’

einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung in bezug auf v
geniigt; allein es ist offenbar zweckmifBiger, die Grolie

(1) w = const v—"/s (1 — v)~' (dZ)
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einzufiihren, welche fiir alle Werte von @ innerhalb S endlich und
von Null verschieden bleibt, wihrend sie in der Begrenzung R stets
unendlich klein wird; mithin ist logw und jede Potenz von w, sobald
ihr Wert an einer Stelle des einfach zusammenhingenden Gebietes S
gegeben ist, eine vollig bestimmte, durchaus einwertige Funktion von e.
Aus der obigen Differentialgleichung dritter Ordnung (7) in § 5 folgt
nun, dafl w der hypergeometrischen Differentialgleichung

?w dw
(2) v(l—v)%;—{—(%——%v)%—ﬁwzo

geniigt, deren allgemeines Integral (comst + constw)w in der Form
const - F (&5, 35, 3, v) + const - F (&, 35,5, 1 — v)

enthalten ist, wo F' die Reihe von Gaull bedeutet. Dasselbe hitte
man auch durch direkte Untersuchung der Grofle w als einer
Riemannschen P-Funktion erhalten, und noch einfacher wiirde man,
wie mein Freund Heinrich Weber in Konigsberg mir vor einem
Jahre mitgeteilt hat, durch die Betrachtungen zum Ziele gelangen
konnen, welche den Gegenstand der Abhandlung XXV in Riemanns
Werken bilden. rndlich bemerke ich, dal das in § 3 behandelte
Abbildungsproblem sich auch durch die Untersuchungen von Weier-
strass und Schwarz erledigen laft.

Von besonderem Interesse ist nun die Quadratwurzel der GroSe w,
und ich will dieselbe durch

¢ dv )1/4

(3) 7 (@) = constv—ls (1 — v)~"/s (EZ_E

bezeichnen; sie ist, wie schon bemerkt, eine einwertige Funktion von e,
welche fiir alle Werte von @ innerhalb 8 endlich und von Null ver-
schieden bleibt; fiir @ = oo wird sie unendlich klein wie v—"/24,
also wie 1¢/2¢; ich wihle die Konstante so, dal fiir @ = oo das
Produkt G
(4) | 1 %g(e) =1
wird, und hierdurch ist 5 (w) fiir das ganze Gebiet S vollstindig
bestimmt. Bedeuten e, B, p, 0 wieder vier ganze Zahlen, welche
der Bedingung «d — By = 1 geniigen, so folgt aus
val <z j—_ Z‘Z) = val (w)

y+ 0w

’7<“ +Bw

die Eigenschaft
(5)

) = c(e+ po):n (o),
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wo ¢* — 1 ist; speziell ergibt sich leicht

©® 10 +e)="Thg@); 1(=) =10l (o)

WO @'z = 1's wird, wenn o — 1"+ — 4 ist. Die Funktion ist durch
die genannten Eigenschaften vollstindig bestimmt; denn wenn f (o)
ebenso beschaffen ist, so ist der Quotient f(w): % (@) zufolge (6) eine
einwertige Funktion von v = val (@), welche fiir alle endlichen Werte
von v endlich bleibt und zufolge (4) fiir ¥ = oo den Wert Eins an-
nimmt, und folglich const = 1 ist.

Um nun den Zusammenhang zwischen dieser Funktion % (@) und
dem Modul der elliptischen Integrale oder dessen Quadrat %k herzu-
stellen, betrachte ich die der Transformation zweiter Ordnung ent-
sprechenden Funktionen

(N m@) =12a); 7@ =n (%), 75 (@) = 7 (#)

welche folgende Eigenschaften besitzen. Aus (6) folgt
e ] w\Y2
m(+e) = V@) n(—)=174(3) n)

@
Bl+o) =10 ; n()=1"rCa)kn0)
b

na (1 + @) = Vg (@); (=

) 1o

und fiir @ = o= folgt aus (4)
1_ﬁ"11(“’) = 1; 1—;5'2,(0’) = 1; I-Ens(w) = 1'hs,
Hieraus ergibt sich, dafl die Funktion

sy ’\71 (@) 75 (@) 75 (@)
g

die Eigenschaften
ja+0) =t (%)=t
besitzt und folglich eine einwertige Funktion von v = val (@) ist,

weil alle Substitutionen <u’ p > sich aus den beiden Substitutionen (1’ o
>

70 1,1/
und (__(1)’ t) zusammensetzen lassen; sie bleibt vermoge ihrer Definition
endlich fiir alle endlichen Werte v und wird = 1%s fiir @ = oo,
v = oo, folglich ist sie eine Konstante. Es ist daher
(8) 0y (@) 1, (@) 75 (@) = 10y (),
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und ein dhnlicher Satz gilt fiir Transformationen von beliebiger
Ordnung. Ebenso ergibt sich, daf die Funktion :
2' (@) + ny (0)° + 1% 4 (@)®
") =
f 1( ) n (m)B

die Eigenschaften
A+ o) =10f6), £(5)=ho)

besitzt, woraus folgt, dal f, (w)® eine einwertige Funktion von
v = val (@) ist, welche fiir jeden endlichen Wert von » endlich ist;
fir @ = o0, v = oo . wird ferner f,(w)1%¢ = 0, .also auch
fi(@)?v—"2 = 0; also kann f, (@)® nicht einmal von der Ordnung »'/
unendlich groff werden, und folglich ist f, (@)?, also auch f, (w) eine
Konstante, und zwar = 0, wie sich aus f, (1 + @) = 1's f, (w) ergibt.
Es ist daher
(9) 24, (@) + 1y (@) + 1%, (@) = 0.

Fiihrt man nun die folgenden Bezeichnungen ein (welche mit
denen von Hermite iibereinstimmen)

w1t __"71(0’) il yiod L pia
7 (@) = 1Ms Y2 ) Vu = V&,
=— 1us 'q—__,‘,(ﬁ)) e Vi — —_1
(10) ¥(@) = Ve s = Y (p(w),
6
prer] 11/48 -é. "(m)’
, g
so folgt aus (9)
(11) p@)+v(@=1 #»4+%*=1
und aus (8)
(12) 9 (@) ¥ (0) = g (a)%
auBerdem kann man die Grofen K, K' durch die Gleichungen
(13) ‘/35{- — 1w B® g ke
n 7 (@)’
definieren.

Fiir die Funktion & = #? = ¢ (0)® ergeben sich nun aus dem
Obigen die Eigenschaften

8 k
14 1 s:__,24"71(“’) 2
SRR
; TV et SR L
(15) ‘P< P ) s (@)° %
und aulerdem ist "
(16) k17T =2 fir o= co.
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Hieraus folgt, daf die Funktion

__ (k+ el (k+ ¢*)
fﬁ(m) Y kg (1 _k)g

die Eigenschaften : -
f(1+ ©) = f3 (), fﬂ(:m"l') = f,(w)

besitzt, mithin eine einwertige Funktion von v = val (@) ist; sie kann
nur dann unendlich werden, wenn ¥ — 0, 1, oo wird; da aber k
und (1 —%) Quotienten von %-Funktionen sind, so kann dies nur
dann geschehen, wenn v =— oo wird, also z. B. fiir @ = oo; in diesem
Fall wird aber k zufolge (16) unendlich klein wie 1¢/2, also wie vz,
und folglich f,(w) unendlich groB wie v; mithin ist f,(w) eine ganze
Funktion ersten Grades von v, also
k+ o) (k + o)’
B —%F = av+b.
Um die Konstante b zu bestimmen, setze man @ = g, also v = 0;

da nu
- 8 ﬂs(e)'—n( +9) | n(;—;),

und folglich

n5(e) =1 <~“91 ) = (290)'1(20)° = (20)* n,(0)°

ist, so ergibt sich fiir & der Wert

17 TGy 11824’11(9) b

(17) 9(0) = s Sl

und folglich ist & = 0. Um.a@ zu bestimmen, setze man o = 7,
} also ¥ =— 1; dann ergibt sich fiir & der Wert

as) 90 =9 (F) =1-9@ =1,

woraus @ = 2T folgt. Auf diese Weise erhalten wir das Resultat
'd 3 2\3
(19) v=mi(@) = % ELEEL
In dieser Form erscheint die Funktion v an mehreren Stellen der
beriihmten Abhandlung von Hermite iiber die Theorie der Modular-
gleichungen; ich bemerke zugleich, dafl auch Gaufl (Werke III, S. 386)
die Absicht gehabt hat, eine solche Funktion einzufiihren.
Man kann, in &hnlicher Weise, wie dies oben fiir % (o) ge-

schehen ist, beweisen, dal die Funktion & — ¢ (@)’ durch die an-
Dedekind, Gesammelte Werke, I. 13
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gegebenen Eigenschaften vollstindig bestimmt ist; die Prinzipien, auf
welche sich der Nachweis der Existenz der Funktion v gestiitzt hat,
fiihren auch ebenso leicht zur unmittelbaren Bestimmung der
Funktion %; dieselbe erfordert, wie aus der Kombination von (14)
und (15) hervorgeht, zu ihrer vollen Ausbreitung im Gebiete S sechs
ganze oder zwolf halbe Felder (), welche letzteren so gew&hlt
werden konnen, dall sie symmetrisch zu beiden Seiten der rein
imagindren @ liegen. Man erhilt auf diese Weise die Differential-
gleichung dritter Ordnung 0 | )
_(kteok+e

(20) [k @] = —“m—,

und ebenso, wie wir oben zu einer linearen Differentialgleichung
zweiter Ordnung fiir w = const -y (w)* gelangt sind, ergibt sich hier,
wenn man

dk _ —4 &

(21) ic = T k1—RK

setzt, die bekannte lineare Differentialgleichung
d dK

(22) Tk —BTF) =1K

welche den Ausgangspunkt der Abhandlung von Fuchs bildet.
Natiirlich wiirde man dieselben Resultate auch aus dem Zusammen-
hang zwischen k und v finden, welcher in (19) ausgedriickt ist.

Da k durch die obigen Eigenschaften als Funktion von @ voll-
stindig bestimmt ist, und da die in der Theorie der elliptischen oder
9-Funktionen auftretende Funktion

#, (0, w)*

950, w)*
wirklich dieselben Eigenschaften besitzt, so ergibt sich aus dieser
Identitdt beider Funktionen leicht, daB

(0, 0) = 1)l 910, ) = 277 (w),

(23) 7 (@) ’2 :
%0,0) = 228, 5,0,0) = 1" H BT,

und folglich

(24) 7 (@) = 192 J1(1 — 1°*) = ¢'h2 JTI(1 — ¢**)

ist, wo » alle positiven ganzen Zahlen durchliuft und

(25) q= 1w/2
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gesetzt ist. Allein es ist mir bisher nicht gegliickt, diese Darstellung
von 7 (w) als explizite Funktion von @ lediglich aus ihrer obigen
Definition, also ohne die Hilfe der Theorie der &-Funktionen abzu-
leiten.

Die eingehende Beschiftigung mit dieser Funktion % (@), zu
welcher mich zuerst die Untersuchung iiber die Anzahl der Ideal-
klassen in kubischen Korpern veranlaft hatte, ist mir spdter von
grofem Nutzen bei der Bearbeitung des zweiten Fragmentes XXVII
aus dem Nachlasse von Riemann gewesen. Die Zahlen (m, n), auf
welche ich durch das Studium desselben gefiihrt bin, besitzen in der
Tat sehr interessante Eigenschaften; ist z B. » eine positive un-
gerade Zahl, und m relative Primzahl zu 7, so ist

<—> =" + ) — (m,n) (mod. 4),

n

WO (%) das Zeichen von Legendre und Jacobi aus der Theorie

der quadratischen Reste bedeutet; ist m ebenfalls positiv und un-

gerade, so ergibt sich hieraus unter Zuziehung des Satzes
2m(m,n)+2n(Mn,m) =1+ m*+n*—3mn

sofort der verallgemeinerte Reziprozititssatz in der Form

@)+ ()= 20425 22 i

Ich erlaube mir hier auf eine Stelle der Abhandlung von Fuchs
aufmerksam zu machen, in welche, wie mir scheint, sich ein Irrtum
eingeschlichen hat. Sind m, »n relative Primzahlen, und nihert sich

©® — 2 + yt dem rationalen Werte % so an, dall x konstant — g :

bleibt, und y positiv unendlich klein wird, so nihert sich k, wie
aus dem Fragment von Riemann oder auch aus der obigen Theorie
folgt, dem Werte

k=oc, wetn m=1, n=1 (mod 2)
P b i mEO, n=1 -
Kre==-0, Bt =1 =0 &

ist; wenn dagegen o = :c+ yt sich auf dieselbe Weise einem

irrationalen reellen Wert z niihert, so ergibt sich aus der obigen

Theorie (vgl. den Schluf von § 2), daB k sich keinem bestimmten

Werte nihert, sondern unaufhorliche Schwankungen erleidet. Dies

steht im Widerspruch mit dem Satze II auf S.27 der genannten
13*
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Abhandlung, in welchem behauptet wird, daf die Grofle u (= k1!
nach meiner Bezeichnung) sich immer einem der beiden Werte Null
oder Eins annéhern miisse, und mir scheint, als sei der Beweis dieser
Behauptung gerechten Bedenken unterworfen, namentlich in dem
Teile, welcher auf die Worte ,ou n’y parvint pas“ (S.26) folgt.
Doch ist diese Abweichung von keiner wesentlichen Bedeutung fiir
den Hauptgegenstand der sehr interessanten Abhandlung.

ST
Transformation.

Ich will. nun noch zum Schluf die Theorie der algebraischen
Gleichungen zwischen Valenzen begriinden, welche den Modular-
gleichungen in der Theorie der Transformation der elliptischen oder
#-Funktionen entsprechen. Es sei wieder v = val (w), und

C + D o
v va1<A+Bw,)’
wo A, B, O, D vier beliebige ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen
Teiler und von positiver Determinante
AD—BC =n
bedeuten. Die Anzahl aller moglichen solchen Funktionen v,, welche
einer gegebenen positiven ganzen Zahl n entsprechen, ist endlich
und leicht zu bestimmen. Es sei ndmlich, wenn 4, B, C, D gegeben
sind, 0 der groBte positive’ gemeinschaftliche Teiler der beiden
Zahlen
B —— 0 ﬁ, D = 0 6,
so ist
n=ad, wo a=—=A0—Cp;
nun kann man, da B, § relative Primzahlen sind, die beiden ganzen
Zahlen o, y stets und nur auf eine einzige Art so bestimmen, daf
«d— By = 1 wird, und daB zugleich die Zahl
c=Coa— Ay
der Bedingung
sc<a

(@) =03

v, = val (ﬁi—?ﬁ) = val (G _’;OOJ),

geniigt; dann ist

mithin




— 197 —

und da 4, B, C, D keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, so gilt
dasselbe auch von den drei Zahlen a, ¢, 0. Um daher fiir eine
gegebene Zahl n alle moglichen Funktionen v, zu erhalten, braucht
man nur @ alle positiven Divisoren von » durchlaufen zu lassen; fiir
jeden solchen Divisor @ bestimmt sich @ durch die Gleichung ad = n;
ist nun e der grofite gemeinschaftliche Teiler von @ und 0, so darf,
wenn ¢ (e) die Anzahl derjenigen Zahlen 0, 1, 2, ... (e — 1) bedeutet,
welche relative Primzahlen zu e sind, die Zahl ¢ alle diejenigen

— q; (e) Zahlen durchlaufen, welche relative Primzahlen zu e sind und

zuglelch der Bedingung 0 << ¢ < @ geniigen. Es lilit sich ferner
leicht zeigen, dafll je zwei verschiedenen Systemen von drei solchen
Zahlen a, ¢, 0 auch zwei nichtidentische Funktionen

Wi =="va} <c +aa co)

entsprechen, und folglich ist die Anzahl aller wirklich verschiedenen
Funktionen v, gleich

S29) = vm),

wo a alle Divisoren von 7 durchléduft, und e jedesmal die oben an-
gegebene Bedeutung hat. Aus dieser Form folgt sofort, wenn n, »'
relative Primzahlen sind, der Satz

¥ (n) = o () % (w);
der Fall einer Primzahlpotenz ist leicht zu erledigen, und hieraus
ergibt sich allgemein

v =nm(1+),

wo p alle verschiedenen in n aufgehenden Primzahlen durchléuft.
Setzt man zur Abkiirzung ¢ () = », und bezeichnet mit
 h@), K@) s h(@)
die sdmtlichen verschiedenen in der Form
C+Dow

. i (A + B m)
enthaltenen Funktionen v,, so sind, wenn o, B, p, d vier bestimmte
ganze Zahlen bedeuten, welche der Bedingung «d — 3y = 1 geniigen,
auch die » Funktionen

hEEpe) e ()
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voneinander verschieden; da ferner jedes System von vier ganzen
Zahlen A, B, C, D ohne gemeinschaftlichen Teiler, welche die
Bedingung A D — B (C = n befriedigen, durch die Zusammensetzung

(A, B (u, P <A’, B’

C, D) 7, 3) Bl D')

wieder ein System von vier ganzen Zahlen A', B, (', D' liefert,
welche keinen gemeinschaftlichen Teiler haben und der Bedingung
A'D'— B'C' — n geniigen, so ist jede dieser Funktionen identisch
mit einer der v Funktionen #,, und folglich ist ihr Komplex identisch
mit dem der Funktionen v, Bedeutet daher ¢ eine willkiirliche,

von @ unabhingige Grole, so ist das iiber alle » Funktionen v, aus-

gedehnte Produkt Py

eine einwertige Funktion von @, welche ungedndert bleibt, wenn @
durch eine beliebige dquivalente Grofe

y+ow

o+ fw
ersetzt wird, und folglich kann man

II(6 — v,) = F, (o, v)

setzen, wo F, (6, v) eine ganze Funktion vt Grades von ¢ bedeutet,
deren Koeffizienten einwertige Funktionen von » = val(w) sind.
Ist » endlich, so gehort @ dem Innern des Gebietes § an, und
folglich ist jeder der » Werte v,, also auch F, (e, v) endlich. Wird
aber ¥ = oo, so darf man annehmen, daf auch w = oo wird; da
nun in diesem Falle

1¢val (@) = m,

also
[

d
lzwval(c ex dw) =ml e
o
wird, wo m endlich und von Null verschieden ist [nimlich = 2—63-3,
wie sich aus (16) und (19) in § 6 ergibt], so folgt, dab F, (o, v)
gleichzeitig mit v unendlich groB wird, und zwar von der Ordnung

2%%.;)@) e E%tp(e) = S%q)(e) = v;

mithin ist

Fn(d, v) E—— GV+ V16v—1 4 Vs‘iv_2 - veo Vv

auch eine ganze Funktion »ter Grades von », und es ist z B.

—Vlzzvnz fvn+...

mn——l
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eine ganze Funktion e Grades von v». Die » Funktionen », sind
daher algebraische Funktionen von v, nimlich die Wurzeln der

Gleichung Fo(va, 0) = 0.

Diese Valenzgleichung ist irreduktibel. Geniigt nimlich die
Funktion v, = val (» ) einer Gleichung von der Form
(o) =00,
wo G (6,v) eine ganze rationale Funktion der beiden GroBen 6, v
bedeutet, so ist identisch
@ (val (n @), val(w)) = 0,
folglich auch, wenn die vier ganzen Zahlen «, 8, p,  der Bedingung
o0 — fy = 1 geniigen,
G(val(n: i Z%ﬁl), val(co)) = 0;
1a6t sich nun zeigen, wie gleich geschehen soll, daB die Funktion
ny +ndw
val <—~——Z e )
durch geeignete Wahl der vier Zahlen o, 8, y, 0 zur Ubereinstimmung
mit jeder der v Funktionen

s val<c+am>

a

gebracht werden kann, so geniigt jede Funktion v, der Gleichung
G (v, v) = 0, mithin ist G (g, v) teilbar durch F, (o, v), woraus die
Irreduktibilitdt dieser letzteren Funktion folgt. Es ist also nur nock
zu heweisen, daf, wenn drei Zahlen a, ¢, d ohne gemeinschaftlichen
Teiler gegeben sind, welche der Bedingang @ 0 — n geniigen, man
immer acht ganze Zahlen o, 8, y, 9, o, B, ', 8’ so wihlen kann,
daf «d — By = «'0'— 'y = 1 und

1, 0\ /o, B _<oc', B\ /a, 0

(0, n) (y, 6‘) T\ 6')(6, 0)
wird. Die allgemeinste Art, sclche Zahlen zu finden, ist die folgende
(vgl. die zu Anfang dieses Paragraphen ausgefiihrte Reduktion).

Man wihle fiir y eine beliebige Zahl, welche relative Primzahl zu 0
ist, und setze g e

80 kann man p so wiihlen, daB die Zahl
Y =0y—cd
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relative Primzahl zu ¢’ wird; denn wie man auch y wihlen mag, so
ist p' jedenfalls unteilbar durch diejenigen Primzahlen, welche gieich-
zeitig in @ und in 0, also in e aufgehen, weil @, ¢, 0 keinen gemein-
schaftlichen Teiler haben, und weil 8 relative Primzahl zu 0 ist;
bezeichnet man ferner mit p das Produkt aller iibrigen in @ auf-
gehenden Primzahlen (oder die Einheit, falls keine solche vorhanden
sind), so ist 0 relative Primzahl zu p, also auch zu pd, und folglich
durchlduft 4’ gleichzeitig mit p ein vollstindiges Restsystem (mod. p 0);
mithin gibt es unendlich viele Werte von p, fiir welche »' relative
Primzahl zu pd und folglich auch zu §' = @ d wird. Nachdem 9, p
so gewahlt sind, daB d', ' relative Primzahlen werden, wihle man
eine beliebige Losung «', ' der Gleichung

“lav_ﬂ/yrz 1,
a=ad4cf, =208,
so wird '
wd—pfy=(ac'+cpf)0—0py =dd—py =1,

und die gefundenen acht Zahlen erfiillen die obigen Forderungen
weil

und setze

ny =ay +¢cd, nd =09
ist.
Die Funktion F, (6, ) ist symmetrisch in bezug auf ¢ und v,
wenn 2 > 1 ist. Denn aus der Identitit

F, (val (n @), val(0)) = 0

folgt, wenn man @ durch 1d ersetzt, die Gleichung
n

F, <v, val (%» or O

und da val <%> eine der v Funktionen v, ist, so ergibt sich aus der

eben bewiesenen Irreduktibilitét, dal F, (v, 6) durch F, (g, v) teilbar
und folglich = + F, (¢, v) sein mull; da aber im Falle des unteren
Zeichens die irreduktible Funktion F, (¢, v) den Faktor (¢ — v) ent-
halten wiirde, so mufl, wenn » > 1 ist, das obere Zeichen gelten.

Da die simtlichen Funktionen v, nur spezielle Fille der in der
Gleichung (11) des § 5 mit »' bezeichneten Funktion bilden, so besitzt
die dortige Differentialgleichung (12) unendlich viele partikulire
Losungen v — v,, welche algebraische Funktionen von v sind. Es
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146t sich auch zeigen, daf sie keine anderen algebraischen Losungen
besitzen kann, und hieraus kann man, wie ich glaube, den Satz ab-
leiten, dafl alle Koeffizienten der Funktion ¥, (6, v) rationale Zahlen
sind. Ich bemerke schlieflich, dafl man durch die Untersuchung
der ganzen Funktion F,(v,v) oder auch der Diskriminante der
Funktion F, (6, v) zur Theorie der singuliren Moduln gefiihrt wird,
fiir welche die komplexe Multiplikation der elliptischen Funktionen
stattfindet; eine ndhere Ausfiihrung dieser Untersuchung, in welcher
die Komposition der quadratischen Formen eine wesentliche Rolle
spielt, mufl ich mir aber fiir eine andere Gelegenheit ‘versparen.

Braunschweig, den 12. Juni 1877.

Erlduterungen zur vorstehenden Abhandlung.

Es war zur Zeit der Entstehung dieser Abhandlung noch unbekannt, daf die
hier von Dedekind beschriebene, spéter in der Theorie der Modulfunktionen so
wichtig gewordene Dreiecksteilung der w-Halbebene bereits weit frither aufgefunden
worden war. Schon GauB hat das Dreiecksnetz gekannt und benutzt, woriiber
man Bd. 8 seiner Werke, S.102—105 vergleiche. Dasselbe gilt von Riemann, der
in einer Vorlesung iiber die hypergeometrische Reihe im Wintersemester 1858/59
das Dreiecksnetz behandelt und zur Beschreibung der Abhingigkeit des Legendre-
Jacobischen Integralmoduls k2 vom Periodenverhdltnis @ benutzt. Die Vor-
lesung ist s.,Zt. durch v. Bezold nachgeschrieben; diese Nachschrift ist erst
1897 bekannt geworden und in den von M. Noether und W. Wirtinger heraus-
gegebenen ,Nachtrigen zu Bernhard Riemanns gesammelten mathematischen
Werken“ (Leipzig, 1902) allgemein zuginglich gemacht. Noch ehe die Abhand-
lung Dedekinds erschien, war F. Klein an die Theorie der elliptischen Modul-
funktionen herangefiihrt. Seine erste ausfiihrlichere Abhandlung iiber Modulfunk-
tionen ,Uber die Transformation der elliptischen Funktionen und die Auflésung
der Gleichungen fiinften Grades“ (datiert Anfang Mai 1878) ist mit Dedekinds
Arbeit eng verwandt. Klein hat sich iiber die Entstehung seiner Arbeiten iiber
Modulfunktionen selbst ausfiihrlich ausgesprochen in Band 3 seiner ,Gesammelten

mathematischen Abhandlungen®, S.3—9.
' Fricke.
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