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Ableitung der allgemeinen Form der Kugelfunktionen.
[Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, 1859, S. 346—362.]

1

Dieses Problem ist auf verschiedene Arten von Laplace, Jacobi,
Dirichlet behandelt; im folgenden soll ein mehr elementarer Weg
eingeschlagen werden. Wir gehen von nachstehender Definition aus:
»Unter einer Kugelfunktion nter Ordnung wird jede ganze rationale
Funktion Y der drei Kugelkoordinaten

cos ®, sin@ cos @, sin @ sin @
verstanden, welche der partiellen Differentialgleichung
ay 'Y

i6)t e g
Geniige leistet.“ Bekanntlich ist dann sowohl v =— @Y, als auch
v = p—®+VY eine Losung der Differentialgleichung

| d [ ,dv dis dv 1 d*v
(I “"@'a‘< d9)+¢z‘@<“"@a'@)+—m@w—0

oder, als Funktion der drei rechtwinkligen Parallelkoordinaten
£E—0c0o80, n = psm@cosgp, { — osn0sing angesehen, eine
Losung der Gleichung

(IIT)

(M nn+ 1)sn®-Y + dd (sz C} =0

d2

dgn o d,']"ﬁ + dg”
Wir wollen indessen lediglich die Gleichung (I) unserer Untersuchung
zugrunde legen.

Y=o

2.

Da Y eine ganze rationale Funktion von cos®, sin@ cos g,
sin O sin @, also eine Summe von Gliedern der Form

Const - cos @° sin @F + 7 cos @f sin ¢
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sein soll, worin «, B, y ganze positive Zahlen oder Null sind, eine
rolche Funktion aber infolge der Identitét
cos @* + (sin @ cos @)’ + (sin O sin @)* — 1

auf unendlich viele verschiedene Arten umgeformt werden kann, ohne
diesen Charakter zu verlieren, so ist es zweckmifBig, zunichst eine
Normalform festzusetzen, in welche jede solche Funktion stets, und
auch nur auf eine einzige Weise, gebracht werden kann, und welche
umgekehrt auch keine anderen als solche Funktionen enthilt.

Zu einer solchen Darstellungsform gelangen wir leicht durch die
folgende Bemerkung. Aus den Formeln fiir die Umwandlung der
Produkte 2 sina sinb, 2 cosacosb, 2 sinacosb in eine Summe zweier
Kosinus oder Sinus ergibt sich bekanntlich, daf man stets, je nach-
dem y gerade oder ungerade ist,

cosgf sin @7 = acos(B+y)p + a,cos(f + 7y —2)@
+a,c08(8+y—4)p+ -

cos@pf singp? = bsin(B+y)p +b,sin(B+y—2)g
+hsmB+y -4+ -
setzen kann, worin a, a,, @, ... und b, b,, b, ... bestimmte Zahl-
koeffizienten bedeuten. Da nun ferner

sin@F+7 = (1—cos@)sm@° +7—2 = (1 — cos@*)P sin @F t7—4 — ...
ist, so leuchtet ein, dall man jedes einzelne Glied einer rationalen
ganzen Funktion von cos®, sin @ cos @, sin® sin ¢ und folglich auch
die ganze Funktion selbst in die Form

s=k

(1) > (yscos s @ + 2, sin s @) sin O
§=0

oder

bringen kann, wo y, und 2, rationale Funktionen von cos® sind
und k den groften Wert von § + p bedeutet.

Daf eine rationale ganze Funktion von cos ®, sin ® cos ¢, stn @ sin @
nur auf eine einzige Weise in diese Form gebracht werden kann, d. h.
dal zwei solche Summen von der vorstehenden Form (1) nur dann
identisch sein konnen, wenn die einzelnen Glieder, also auch die
Funktionen ,, z; der einen Summe mit den entsprechenden der
anderen Summe identisch sind, ist bekannt und 148t sich am kiirzesten
durch Multiplikation mit coss¢ - dg, oder mit sinsg- -de und
Integration zwischen den Grenzen 0 und 2z beweisen.

www.rcin.org.pl



SHE I o A

Dali endlich umgekehrt jede solche Summe von der Form (1)
auch eine ganze rationale Funktion von cos @, sin @ cos @, sin @ sin @
ist, folgt unmittelbar aus dem Moivreschen Satze

sin@ cossp + isin@ sinsp — (sin@ cosp + i sin O sin @),
worin 2 — }—1 ist.

Also ist die Form (1) eine solche oben verlangte Normalform

3.

Wir haben jetzt die allgemeinste Form der rationalen ganzen
Funktionen %, z; von cos® zu suchen, fiir welche der Ausdruck (1)
eine Kugelfunktion nter Ordnung wird, d. h. der Differentialgleichung (I)
geniigt. Bezeichnen wir zur Abkiirzung cos®, soweit diese Grofe in
den Funktionen ¥,, 2z, vorkommt, mit «, so daB alsodx —= — sin@®-d@®
ist, und unterwerfen wir den Ausdruck (1) der Differentialgleichung (I),
so erhalten wir (da nach dem Vorhergehenden der Koeffizient von
cos s, sowie der von sinsg in der entstehenden Gleichung fiir sich
= 0 sein muf}) das Resultat, dal die beiden rationalen ganzen
Funktionen ¥, z, von & — cos ® Losungen der linearen Differential-
gleichung 2ter Ordnung

[s] [n(n+1)—8(8-|-1)]u—2(8+1)x— 4 (l—x’)d i

sein miissen. Und umgekehrt leuchtet ein, daff dann der Ausdruck (1)
eine Kugelfunktion ntr Ordnung sein wird.

Diese Differentialgleichung [s] wollen wir nun untersuchen, dabei
aber auch die Fille betrachten, in welchen s eine negative ganze
Zahl ist, wihrend wir n stets als ganze positive Zahl oder Null
voraussetzen. Durch Differentiation der Gleichung [s] erhalten wir

d d
[+ 1) —(+ 1) + D) Ge —2(+DaT s+ (1—a) T4 —o,
woraus unmittelbar der Satz folgt: Geniigt » der Gleichung [s], so

geniigt gy der Gleichung [s - 1], und folghch g—— der Gleichung s+ 7],

dx
wenn 7 eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet
Nun finden wir aber fir s = — (n 4 1), dal das allgemeine
Integral der Gleichung
[—( + 1)] 2nz@+(1—x’)@_—:0
. dz dx?

die Funktion

c'f(a:’ —1)ndz + ¢,
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ist, folglich ist nach dem eben bewiesenen Satz
dn+ s(xﬁ R l)n
dxrts
eine Losung der Gleichung [s], und zwar ist diese Losung eine ganze
rationale Funktion von x. Sie gilt fiir alle ganzen Zahlenwerte von s
zwischen — » und -+ n.

Jetzt soll noch bewiesen werden, daf fiir alle ganzen Zahlwerte
von s zwischen 0 und -+ » jede rationale ganze Auflosung der
Gleichung [s] in der eben gefundenen Form enthalten ist. Denn,
wenn y und z irgend zwei von Null verschiedene Losungen der
Gleichung [s] sind, also

[n(n+1)—s(s+ ]y—2(s+ l)x%ﬂl‘“”")%: i

=cDrts(a? — 1)

. 2
[n(n +1)—s(s+ 1)]z—2(s + l)m;l—:-{— (1 —xg)% =0
ist, so folgt hieraus unmittelbar

d dy 2y d2z

—26+Dafe g~y - Ty PE
und da

SR Ll )

i~ Ydd T 3z Pdx T Yiz)
ist, so erhdlt man durch Integration

, %Y dz _ Const

“dw yﬁ—"(x“—l)”l'
Sind nun y und z ganze rationale Funktionen von @, und ist s eine
der Zahlen 0, 1, 2, ... m, so kann diese Gleichung nur bestehen, wenn
Const = 0 ist; daraus folgt

ZZ ys—;, & = Const .y,

was zu beweisen war.

Da auf diese Weise die aligemeinste Form der Funktionen y,, z,
fiir ein positives s = n gefunden ist, so fragt sich nur noch, ob
auch fiir s > » ganze rationale Losungen der Gleichung [s] existieren.
Nimmt man an, daB 7 der Grad einer solchen Lisung sei, so erhiilt
man unmittelbar durch Einsetzen in die Differentialgleichung [s] und
Vergleichung der Koeffizienten von 2 die Gleichung

nm+1)—s(s+1)—2(6+1)r—r(ir—1)=0
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oder
nn+1)—(@Fr+s)(r+s+1)=0,
r+8=mn oder = —(n+1)

folgt. Ist daher s > m, so wiirde in beiden Fillen r negativ aus-
fallen; also existiert keine solche Losung.

woraus

Auf diese Weise haben wir als die allgemeinste Form einer
Kugelfunktion nter Ordnung

&=n

Y = X (s co88@ + By sinsp) Dn+e (a2 — 1)»- sin @°

8=0

gefunden, in welcher o, B, ganz willkiirliche Konstanten bedeuten,
deren Anzahl — 27 + 1 ist, und wo * = cos @ ist.

4.

Obgleich im vorhergehenden die urspriingliche Aufgabe ihre voll-
stindige Losung erhalten hat, so wird es doch nicht unangemessen
sein, die schonen Sitze von Jacobi u. a. aus derselben Quelle, aus
der Differentialgleichung [s] abzuleiten.

Ist s eine ganze Zahl zwischen 0 und + n, so folgt aus dem
vorigen Artikel, dafl

: Dr—s(2* — 1)
eine Losung der Differentialgleichung [— s] ist; diese ganze Funktion
ist offenbar teilbar durch (a? — 1)*; setzen wir daher
Dn—s(z* — 1* = (2® — 1)yw,
und suchen wir die ganze Funktion w zu bestimmen.

Setzen wir, ganz abgesehen von der dem w beigelegten speziellen
Bedeutung, den Ausdruck (2 — 1)*w in die Differentialgleichung [— s]
ein, so ergibt sich, dal w der Gleichung [s] geniigen mul}, woraus
der allgemeine Satz folgt: Wenn w der Differentialgleichung [s]
geniigt, so geniigt (2> — 1w der Differentialgleichung [— s],
und umgekehrt.

Dies auf unseren Fall angewendet (in welchem 0 = s = 4 n)
gibt das Resultat, dal die ganze Funktion

w = Const-Dr+e (2 — 1)
sein mul.
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Setzt man dies in die vorige Gleichung ein, so erhélt man durch
Vergleichung der Koeffizienten von a»+¢ auf beiden Seiten, den Satz
von Jacobi: T(n—2s)

M s et e it

der zwar nur fir 0 < s << n bewiesen ist, dessen Richtigkeit aber
unmittelbar auf das ganze Intervall —n = s = + n iibertragen
werden kann.

Durch wiederholte teilweise Integration findet man leicht, daf

(x® — 1pDnts(2® —1)m,

+1 +1
[Dm(a*—1)m D (@ — 1y da=(—1) j D'""*(x“—l)mD’H.‘"(x’—l)"dx
e +1

= (=1 — 1)mDn+m(x — 1)pdz
ist. Hieraus folgt unmittelbar Lo

ij(x — 1D (2 — 1) d e = 0,

wenn m > n, und folglich auch, da die linke Seite symmetrisch in

bezug auf m und » ist, wenn m < n. Ist aber m — =, so folgt
+1

j[Dn(xﬁ— 1) Pdx = IT(2n)- J(1 — 2 da;

da nun e
(1 — ) 9
TP £, S T S (P,
ist, so ist
*1 =L

-1
folglich B
b n|2 e
j[Dn@ ipPde = + :
-1
Wir bediirfen endlich noch des Wertes von Dn+3(2? — 1) fiir
¢ = 1, den wir mit A, bezeichnen wollen. Da Dn+#(2? — 1)* der
Differentialgleichung [s] geniigt, so ergibt sich
[n(n+1)—s(s+ 1)]hy—2(8 + 1) by, = 0,
4 2(841) A __II(n+s) 2*1I(n)
T m—8)(mts+ 1)t T I(n—s) 220(s)’
da h, = IT(2n) ist.

2n(2n—2)--- 4.2
Cn+1)(2n—1)--5-3

(2o T ()P

also
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5.

Nehmen wir auf einer mit einem Radius = 1 beschriebenen
Kugelfliche einen bestimmten Punkt p als Pol eines Polarkoordinaten-
systems, indem wir mit @ die Polardistanz pu irgend eines Punktes u
der Kugelfliche, mit ¢ den Winkel bezeichnen, den der Meridian pu
mit einem festen Meridian bildet, so kann jede Funktion f(®, ¢) von
@, @ innerhalb der Grenzen 0 <C ® <=, 0 << ¢ < 2, als Funktion
des Ortes eines Punktes u auf dieser Kugelfliche angesehen werden.
Es sei nun ¢ ein beliebig begrenzter Teil dieser Kugelfliche, ds ein
unendlich kleines Element seiner Begrenzung, N die in ds nach innen
errichtete sphéirische Normale; ferner mogen Y, Z zwei Funktionen
von @, ¢ sein, welche nebst ihren ersten partiellen Derivierten inner-
halb des Gebietes 6 endlich und stetig sind. Dann findet man

) b d P
jj{%(z.nn@g—g>+%<zﬁg—g>}d@dq:—_——]Z%ds,

worin das Doppelintegral linker Hand iiber alle Werte @, ¢ auszu-
dehnen ist, denen Punkte innerhalb ¢ entsprechen, wahrend rechts
die Integration sich iiber die ganze Begrenzung s von ¢ erstreckt
und % die in der Richtung der nach innen errichteten Normale N
genommene Derivierte von ¥ bedeutet. Um sich von der Richtigkeit
dieses Satzes zu iiberzeugen, braucht man nur an jedem der beiden
Teile links eine Integration auszufiihren.
Andererseits ist aber

d dY 1. d¥
d@(zs ) d(p( sin @ dq))

; 1 d d*Y) IERERM i 1 dZdY
_”Z{d_@(&n@ )+sm@ dg?| +sm@¢7@d_5+sin@¢7pd—q-)’
ist daher Y eine Kugelfunktion nter Ordnung, also

d ay
i@ de

so erhalten wir folgenden Satz:
((dZ dY 1 dZdY ay
worin d6 — sin® d@ dg ein unendlich kleines Element von ¢ be-
deutet, und die Integrationen links iiber ¢, rechts iiber die Be-

1 2 :
S a e SR S

(#n075) + 5o 7 -~

ds,
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grenzung s von 6 auszudehnen sind. Fiir Z — 1 erhalten wir das
Resultat
) n(n-}—l)ijd :jﬂds

dN
und diese Gleichung ist nur als eine Transformation der Fundamental-
gleichung (I) anzusehen, welche sich umgekehrt wieder aus (V) ab-
leiten 1dft, sobald man fiir ¢ das von zwei unendlich nahen Parallel-
kreisen (@ und ® + d®) und zwei unendlich nahen Meridianen
(p und @ + d@) begrenzte Flichenelement d¢ — sin ® d® d ¢ wihlt.
Diese Gleichung (V) spricht aber eine, von dem zufillig gewéhlten
Polarkoordinatensystem (@, @) ganz unabhingige, geometrische Eigen-
schaft der Ortsfunktion Y aus; nimmt man daher ein beliebiges
anderes Polarkoordinatensystem, d. h. einen neuen Pol ' und einen
neuen Anfangsmeridian, und bezeichnet mit @ die neue Polardistanz
p'w, mit ¢ den Winkel, den der Meridian p'w mit dem neuen An-
fangsmeridian bildet, so mufl Y, als Funktion der neuen Koordinaten
@, ¥, der partiellen Differentialgleichung

dY>+ I i

(VD  a@+1)sine¥ + %(&inmﬁ e P
Geniige leisten. Ferner ist aus der Theorie der Transformation
orthogonaler Koordinaten bekannt, dafl jede der drei Griofen

cos®, sim@®cosp, sinO sing
eine homogene lineare Funktion der drei Grdfien

oS ®, SIM®COSY, SIn SN Y

ist (und umgekehrt). Also ist ¥ auch eine ganze rationale Funktion
dieser drei letzten Groflen. Wir sehen also, daB die urspriinglich
aufgestellte Definition einer Kugelfunktion ganz unabhingig ist von
dem zugrunde gelegten ‘Koordinatensystem. Bezeichnen wir daher
zur Abkiirzung cos @ mit 4, so findet stets eine Identitéit von folgender
Form statt :

¥t 2(“36038(}7 + Besinsg)sin @ - Drte(a? — 1)
0

- E(ascossw + by sinsy) sin - Do (A2 — 1)
0
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Wir benutzen die Resultate des vorigen Artikels, um folgende
Aufgabe zu losen: Die allgemeinste Form einer Kugelfunktion
nter Ordnung

P = > (s co8 3 + P, sin s ) sin @ - Dn+s (22 — 1)
0

zu finden, welche auf jedem einzelnen eines Systems
von Parallelkreisen von gegebener Lage einen konstanten
Wert hat.

Die Lage des Systems von Parallelkreisen ist durch die Lage
des Pols p' derselben gegeben; bezeichnen wir die Koordinaten @, ¢
von p' mit @', ¢’ und nehmen wir p' zum Pol eines neuen Polar-
systems w, ¥, so ist

cosw = cos @ cos @' + sin @ sin @ cos (p — @) = A
Da nun die Kugelfunktion P lediglich von @, nicht aber von 3 ab-
héingen soll, so ist (nach der Endformel des vorigen Artikels)
P = Const-D"(2* — 1)~

Es bleibt also noch die Aufgabe zu losen, die Koeffizienten oy, B,

in der Identitdt

Dr(22 — 1)n = (o508 8@ + Py sin s @) sin @ Dr+5(z? — 1)
0

als Funktionen von @', ¢' zu bestimmen. Da nun die linke Seite
eine ganze rationale Funktion von

A= cosw = ¢os® cos @' + sin @ sin @' cos(p — @),
also symmetrisch in bezug auf @, ¢ und @', @', und folglich auch in
bezug auf @', ¢’ eine Kugelfunktion nter Ordnuug ist, so sieht man
voraus, dal

Dr(22-1)r = X y,8in@ Dr+ s (2>~ 1)r sin @'s - Dn+3(x*— 1) cos s(p—¢')
0

sein mull, worin p, absolute Zahlenkoeffizienten bedeuten, welche
allein noch zu bestimmen bleiben, und wo 2’ — cos®' gesetat ist.

¥

Statt diese Aufgabe durch die Bemerkung anzugreifen, dall die

beiden partiellen Derivierten dieser Kugelfunktion, nach ® und nach

; : 4 ; di
®' genommen, sich verhalten miissen, wie 76 und 70"’ wodurch

& i i By Sl Ll
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man ebenfalls zum Ziele kommen wiirde, schlagen wir einen anderen
Weg ein, indem wir zunichst mit den uns zu Gebote stehenden Hilfs-
mitteln den bekannten Satz beweisen, daBl, wemn Y — f(@, ¢) eine
beliebige Kugelfunktion nter Ordnung bedeutet,
A iy 4im
jYDn(a —1pde = %

ist, worin die Integration links iiber die ganze Kugelfliche auszu-
dehnen, und Y' = f(@', ¢') ist.

Zu dem Zwecke denken wir uns Y als Funktion von e, ¥ in
die Form ,

<20 MI(n)- Y’

Y = Xl (asco88¢ + bysinsy) sin et - Dr+ (A2 — 1)n
0

entwickelt, und zerlegen die Kugelfliche diesen Koordinaten e, 1
gemal in unendlich kleine Elemente d6é — simwdwdy; so er-

halten wir
. T

T 2
YD G2 — 1yde — j D — 1)"sinmdm]‘ Ydv
0 0

e

D2 — 1y sinwdo-2x-a,- Dr(A* — 1)

|

+1

S 9 _ 1\ it e
e ZnaoJ.[D"(/l Pl = T
—1

Setzen wir aber in der obigen Form fiir ¥ die Variable @ = 0,
also A =1, so wird ¥ = f(@, ¢) = Y', und folglich (Art. 4)
bgh - ao-D"(}."— l)"]1=1 o aoho e ao-2"II(n).

Wir erhalten daher

(2" T (n)] - @,

4 "
jypu(v!_ rds = ;25 ) ¥
was zu beweisen war.
Dieser Satz bildet die Erginzung zu dem anderen Satze, daf,
iiber die ganze Kugelfliche ausgedehnt,
'[Z Yde = 0

ist, wenn Z und Y Kugelfunktionen von verschiedenen Ordnungen
bedeuten. Dieses folgt unmittelbar aus der Gleichung (IV), wenn

Dedakind, Gesammelte Werke, I. 6

www.rcin.org.pl



S - e

man bedenkt, dafl in diesem Falle das dort stehende Integral rechts
wegfillt, und dal das zweite Integral links symmetrisch in bezug
auf ¥ und Z ist; denn daraus folgt

] dZ dy 1 dZdY
n(n+1)jzyda=j{lww ‘P Tedy |do = mm+ l)s.ZYdo,
wenn m die Ordnung der Kugelfunktion Z ist. Wenn nun m und =
verschieden sind, so ergibt sich unmittelbar der zuletzt aufgestellte Satz.

8.

Wir kénnen nun leicht die Koeffizienten p, in der Entwicklung
von D"(A* —1)* in Art. 6 bestimmen, nach einem von Dirichlet
angegebenen Verfahren. Setzen wir ndmlich in dem ersten Satze
des vorigen Artikels die spezielle Funktion

Y = cossgp-s8in@ - D"+ (2 — 1),
also

Y — cossq'-sim@¢-Dnts (" — 1),
ein, so wird, wenn wir die Entwicklung von D*(2%> — 1)» substituieren,
die Kugelfliche, dem Polarsystem ®, ¢ gemil, in unendlich kleine
Elemente d¢ — sin® d® d ¢ zerlegen, und die Variabeln 2 — cos®
einfiithren,
2z I(n+s)
n+1 I(n—s)

fiir ein von Null verschiedenes s, wihrend fiir s = 0 der doppelte
- Wert zu nehmen ist. Da nun dies Resultat mit

jYDn(,lﬂ» 1do=y,sin®Dv+(z2-1y cossg'- o (2 IT(m) P

4 4n :
n ’ i J ’ . 84 '8 + 2__ 1\
Gy 22 A MY — < 2 J1(n)-cos 8@’ sin@* D"+ (" — 1)
identisch sein muf, so folgt, wenn s von Null verschieden,
' s 1 Hn—s)
o= 2 onitm) M+ 9)’
dagegen
1
Yo = onmrn’
Folglich ist
Dr (a2 — 1)
2 5 H(n—s) . 14 . ' 182 ’
= . 8 £ n -1)» %
2"H(n)$ﬂ(n+a) 8in @ Dn+s(22-1)" sin @' D' +4(x-1)" cos s(p-¢'),

www.rcin.org.pl



i gl

worin aber fiir s =— 0 das entsprechende Glied auf die Hilfte zu
reduzieren ist; diesen Ubelstand vermeidet man in der Form
Dr(a?— 1)

s,
iy adi(ns0) 8in @ Dr+e(a?-1)" sin @ D" +2(x*-1)" cos s(p—¢'),

= 20 II(n) < T(n+s)

die man leicht aus der vorhergehenden ableitet.

9.

Zum Schlufl wollen wir noch den Zusammenhang der letzten
Untersuchung mit gewissen Reihenentwicklungen bemerken.

Bezeichnet r die Entfernung eines Punktes, dessen rechtwinklige
Koordinaten

E—=0c0s®, 7= gsin@cosp, {—osn@sing
sind, von einem festen Punkte, so geniigt bekanntlich die Funktion
v :—i— der partiellen Differentialgleichung (III) und folglich auch

der Gleichung (II). Nehmen wir als festen Punkt einen Punkt der
mit dem Radius — 1 beschriebenen Kugelfliche, dessen Koordinaten
£ =cos®, 7 = sin@'cosq’, § = sin@® sing'
sind, so ist
®=1—24¢+ o
worin
A = cos@ == c08 @ cos @' + sin O sin @' cos (p — ')

ist. Entwickelt man daher 71_- in eine unendliche Reihe:

RN VW S A

r  VY1—21¢+¢°

worin P,(A) eine rationale ganze Funktion von A bezeichnet, so ist
1

1 0 o P,.(l)

. - Pyl
Vl S (l> Bge
Y Y
und P,(4) ist eine rationale ganze Funktion von cos®, sin @ cos g,
8in @ sin @, welche der partiellen Differentialgleichung (I) Geniige

leistet, folglich eine Kugelfunktion nmter Ordnung ist. Da sie aber
6*

= S P (R) ¢ fir o < 1,
0
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die Variabeln @, ¢ nur in der Form 4 = cosw enthilt, so ist
(nach Art. 6)
P,(A) = Const-D"(A* — 1)» = k,D*(A* — 1),
worin nur noch die Konstante %, zu bestimmen ist; diese ergibt sich
fiir A = 1; denn man erhalt
Pr(l) = kn+hy = 28 IT(n)+ k.
Andererseits ist P,(1) der Koeffizient von o” in der Entwicklung

1 1 hed
Vi—20+0* 1—e¢ —gom
also
; 1
Pa(l)i="1, haolghchiili= P ()
und
D@ —1p
il ooy o

Mit Hilfe dieses Satzes kann man die vorletzte Gleichung des vorigen
Artikels auch so schreiben:
II(n—s)
P42
®=23707
worin nur das 8 = 0 entsprechende Glied auf die Hilfte zu reduzieren
ist. Ferner nimmt der Satz des Art. 7 die Gestalt

-5in @ D# P, (x)-8in 8" D* P, (2')- coss(p — @),

; AR e i
jyp,,(z).ao_m-y

an, in welcher er gewohnlich geschrieben wird. Als spezieller Fall
desselben ist bemerkenswert

an(l)Pn(#)dG & n + l Pn('v)v

worin

A=cosow — cos® cos®@ + sin® sin® cos(p — @)

g = cose = cos® cos @' + sin® sin®"cos(p — @")

v = cos " = cos @ cos @ + sin @ sin @ cos (¢’ — ¢")
die Kosinus der drei Seiten eines sphiirischen Dreiecks sind, dessen
drei Ecken die beiden festen Punkte (@', ¢'), (@, ¢”) und der be-
wegliche Punkt (@, ¢) sind.
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