ZYGMUNT JANISZEWSKI.

O realizmie i idealizmie
w matematyce. "

W ostatnim dziesigtku lat wsréd matematykéw powstal spor,
ktéry podzielil ich na obozy: realistow ¢ idealistow.

Pierwsze poczatki tego sporu datuja si¢ od powstania 7eors7
mmnogosct (okolo r. 1870). Wielkie to dzielo gienjuszu Jerzego
Cantora spotkalo si¢ z ogélnym sceptycyzmem, gdyz zaréwno
przedmiot, jak metoda badania sa tu zupelnie nowe, zasadniczo
rézne od znanych przedtym. Dzigki jednak swym licznym zasto-
sowaniom w Analizie matematycznej, zdobyla sobie Teorja mno-
gosei uznanie powszechne, lecz niezupetne. Dla bylych
przeciwnikéw Teorji mnogosei, ktérzy teraz przyjeli czesé tej
nauki, lecz nie przyjeli calej (t. zw. dzi§ realistdw), nastal czas
rewizji wlasnego sceptycyzmu wzgledem niej. Zmuszeni byli
sprecyzowad swoje poglady, powiedzie¢ jasno, czego i dla-
czego nie przyjmujag w teorji mnogosci.

Z drugiej strony dawna nieufno$é do teorji Cantora odzyta,
gdy odkryto antynomje, zwigzane z pojeciem mnogosei (t. j. po-
jeciem zbioru). Kwestja stala si¢ palacq i zmusila réwniez zwo-
lennikéw Cantora (t. zw. dzi$ 7dealistdw) do poczynienia pewnych
ograniczeri w uzywaniu pojecia zbioru.

W rezultacie oba obozy musialy zastanowié sig¢ glebiej nad
podstawami rozumowarn matematycznych. Do odrzucenia bowiem
calej Teorji mnogodci antynomje zmusi¢ juz nie mogly: przez
ten czas cala Analiza matematyczna ugruntowala si¢ na niej.

Okazja do wypowiedzenia si¢ obu stron stalo si¢ ogloszone

1) Sgzkic niniejszy jest moim wykladem habilitacyjnym, wypowie-
dzianym 11 lipca 1913 r. na posiedzeniu Wydzialu Filozoficznego uni-
wersytetu we Lwowie. Por. artykul Poincaré’go w tej samej materji
w jego posmiertnych Derniéres pensées, o tym samym charakterze infor-
macyjnym, a ktéry poznalem dopiero po wygloszeniu niniejszego odezytu.
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w r. 1904 twierdzenie Zermeli ,o mozliwosci dobrego uporzqdko-
wania kagdej mnogosci” (t. zw. Wohlordnungsatz), ktérego dowéd
opiera si¢g na sformulowanym po raz pierwszy przez Zermele
pewniku, t. zw. zasadzie dowolnego wybierania (Auswahlprinzip),
odrzucanym przez realistow.

Za przedstawiciela realistéw moze byé uwazany Borel
i poniekad Poincaré. Po stronie idealistéw stangli dwaj z naj-
wigkszych dzi§ matematykow: Hadamard i Hilbert.

U podloza calego sporu znajduje sig¢ pytanie: ,co to znaczy
istnied?” Zagadnienie nasze, to wielkie i dawne zagadnienie
istnienia.

Na to pytanie otrzymujemy zwykle taka odpowiedz: ,istnied,
w matematyce, to znaczy: by¢ wolnym od sprzec z-
noéei’.

Przyjrzyjmy sig¢ tej odpowiedzi blizej.

Zeby ,by ¢ wolnym od sprzecznosci” trzeba juz poniekad
»byé”. O czyms, co nie jest nam w zaden sposéb d an e, nie mo-
zemy orzec, czy jest, czy nie jest sprzecznym. To co$ dane—
istniejgce—to jest okresdlenie. I rzeczywidcie, wszyscy rozu-
miejg odpowiedz te tak, ze to okreslenie ma byé wolne od
sprzecznosei. '

»Niezawieranie sprzecznosci” mozemy uwazac¢ tylko za
warunek konieczny istnienia w matematyce. ,Wszystko,
co istnieje, jest wolnym od sprzecznosci”—to jest zalozenie, czy
tez pewnik. Odwrécié to zdanie i powiedzieé: ,wszystko, co jest
wolnym od sprzecznodcei, istnieje“—niema wladciwie sensu (zna-
czenia).

Mozemy z tego wyciagnaé kryterjum nastgpujace: .de-
finicja, ktérej ma odpowiadaé przedmiot (t. j. co§ istnieja-
cego), musi nie zawierad sprzecznosci”’. Lecz i tego zdania od-
wréci¢ nie mozna. Niezawieranie sprzecznosci jest warunkiem
koniecznym dobroci definicji, lecz nie wystarczajga-
cym; dobra definicja musi spelniaé¢ inne jeszcze warunki, np.
musi nie zawiera¢ blednego kola. Musi wogdle miec sens.

Poincaré podal dwa nowe warunki, ktérym ma czynié za-
do$¢ dobre okreslenie: ma by¢ ono predykatywne i ma sig dac
wypowiedzie¢ za pomocq skoriczone) tlosci wyrazéw. Warunek pre-
dykatywnos$ci nie wchodzi bezposrednio w ramy zajmujacego nas
sporu migdzy realistami a idealistami; zaznacze tylko, ze spor-
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nym jest i on. Co do drugiego warunku, to w pierwszej chwili
postawienie go musi si¢ wyda¢ dziwnym: nasuwa sig pytanie,
czy podawal kto definicje, zlozone z nieskoriczonej ilodci wyra-
z6w? Znaczenie tego postulatu ujrzymy za chwilg.

W rozpatrywaniu powyzszym odnalezliSmy tylko jeden waru-
nek konieczny istnienia wmatematyce. Mozemy jednak podac
i jeden warunek wystarczajacy. Brami on: Zstnieje wszystko
to, co jest okreslone przez dobrq definicje. Zdaniu temu.mozna
czynié zarzuty: nie posiadamy kryter jow dobroci definicji
(znamy jedynie parg¢ warunkéw koniecznych, lecz nie wy-
starczajacych); mozemy wigc przez wyrazenie ,dobra de-
finicja” rozumied¢ tylko taka definicje, ktéra cos okresla, co zdaje
sig znaczy¢ to samo, co: ,ktérej przedmiot istnieje”. Waru-
nek nasz bylby wige tautologiczny. Przypuéémy jednak, ze umie-
my bezpodrednio odrézni¢ dobryg definicje od zlej — wobec
czego zarzuty postawione powyzej upadlyby.

Realidci -idg krok dalej: ten warunek wystarczajacy
istnienia uwazajg jednoczesnie za warunek konieczny. Przez
to otrzymuja okresdlenie istnienia, otrzymuja odpowiedz na
postawione przez nas na poczatku pytanie: ,co to znaczy
istnie¢?” Odwracaja wigc oni zdanie: ,to, co posiada definicje,
istnieje” i utrzymujg: ,to, co istnieje, posiada defi-
nicje”. Wyjmuja tu oczywiscie kilka pojeé pierwszych, ktére
uwazaja za nie dajace sig okreslic.

Dla realistéw wiec ,istnie¢” (w matematyce) znaczy ,po-
stadac (dobrq) definicje”.

Przyjrzyjmy sig blizej temu okreéleniu istnienia. Pomirimy
wspomniane powyzej trudnosci, zwigzane z pojeciem ,dobrej de-
finicji"—(z tautologicznosci podanego warunku wystarczajacego
istnienia wynikaloby, ze niniejsze okreslenie zawiera bledne kolo).
Azeby okreslenie to nie zawieralo innego, zupelnie wyraznego
blednego kola — ,istnieje (W matematyce) to, czego definicja
istnieje” — trzeba, zeby ,istnienie” po drugiej stronie zdania
znaczylo co innnego, niz po pierwszej, t. j. nie istnienie w ma-
tematyce. I rzeczywiscie realisci rozumiejg to istnienie defi-
nicji jako istnienie zjawiska psychicznego, jako pomyslenie defi-
nicji. To wlaénie sprowadzenie istnienia matematycznego do zja-
wisk psychicznych uwazajg za jego wytlumaczenie.

W tym wytlumaczeniu jednak potrzebna jest poprawka.
Bowiem dotychczas tylko skoficzona ilo$é definicji megla byd
przez ludzi pomyélang, a wige istnialaby tylko skonczona ilo$c
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przedmiotéw matematycznych. Jednak i realisci przyznaja, ze np.
liczb calkowitych jest ilo$é nieskoniczona. Rozumiejg tez oni
przez ,definicja istnieje”, ze jest ona mozliwg, mozeistnieé. Lecz
,moze istnied” nie da si¢ sprowadzi¢ bez reszty do stanéw
psychicznych—przez co redukcja istnienia do posiadania definicji
traci swg wyzej zaznaczong wartosé. I wogéle ,moze” nie jest
jasniejszym od ,istnie¢”, jezeli nawet nie sprowadza si¢ do
istnienia (matematycznego).

Idealisci nie silg si¢ na okreslenie ,istnienia”. ,Istnieé” to
znaczy istnied! Jest to pojecie najprostsze a nie dajace sig spro-
wadzi¢ do elementéw psychicznych i nie mozna go objasniad
mniej jasnym, bardziej zlozonym pojeciem ,definicja” (domysla
sig ,dobra” i ,mozliwa”).

Dla uproszczenia zagadnienia przestanmy nadawad¢ zdaniu
realistow: ,istnieje”=,moze by¢ zdefinjowanym” znaczenie okre-
$lenia ,istnienia”, a tylko rozumiejmy je jako zalezno$é¢ miedzy
istnieniem a posiadaniem definicji. Na tak pojete zdanie to mo-
gliby si¢ zgodzi¢ i idealiSci, lecz interpretujac inaczej wyraz
»moze”.

Jestesmy tu u jadra kwestji. Réznica miedzy obu obozami
objawia sie w interpretacji tego pojecia. Podczas gdy dla idea-
listy ,mozliwy” réwnoznaczneby tu bylo 'z ,istniejagcy” (mate-
matycznie), realiSci (zgodnie ze swg tendencja ostatecznego opie-
rania si¢ na stanach psychicznych) rozumiejg przez ,mozliwy”—
~smozliwy dla czlowicka”.

Wedlug realistéw wigc istnieje to, co czlowiek moze
zdefinjowaé. Teraz zrozumialym si¢ staje przytoczony wyzej wa-
runek Poincaré’go: mozliwa dla czlowieka definicja musi sie
sklada¢ ze skoriczonej liczby wyrazéw.

Trochg $wiatla na pojmowanie istnienia przez realistéw
rzucg nam rozwazania nad pojeciem ,wyjqthu”.

Przyjmujae, ze w rozwoju teorji matematycznych istnieje
pewna cigglo$é i ze istnieja pewne ,naturalne” ) kierunki tego
rozwoju, nazywamy pojecia, znajdujace si¢ na tej drodze ro-
zwoju, utworzonemiw sposéb ,naturalny”. Obok nich trafiaja sie
pojgcia, zbudowane ,szfucznie”, t. j. whrew ogélnym tendencjom

) Nie wchodzimy w to, czy leza one w naturze badanego przed-
miotu, czy badajgcego podmiotu, czy wreszcie w warunkach historycz-
nych epoki.
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i potrzebom npauki. Jasnym jest, ze te pojgcia, napotykane w spo-
séb ,naturalny”, sa znikomg czgdcig ogélu mozliwych pojed.
Moznaby wige powiedzied, ze te ,naturalne” pojecia sa wyjqtko-
wemi; ogll zas stanowilyby pojecia ,sztuczne“. Jednak, jesli sie
ograniczy¢ do tych pojeé, o ktérych w nauce méwimy, to prze-
ciwnie, te ,naturalne” pojecia stanowia ogél, ,sztuczne” za$ sa
wyjatkami.

Wezmy przyklad: krzywe wogéle (,wogéle” w znaczeniu:
z poséréd spotykanych w literaturze matematycznej) posiadajg
styczng (przynajmniej w jednym punkcie kazdego—dowolnie ma-
tego—tuku). Krzywych nie posiadajacych nigdzie stycznej
spotykamy w literaturze pare¢ tylko: sa to sztucznie zbudo-
wane przyklady Weierstrassa, Peany, jedynie dla wykazania ta-
kich ,patologicznych” (jak je nazywajg zwykle matematycy)
mozliwo$ei, nie grajace pozatym zadnej innej roli w matematyce.
Sa to wiec ,wyjatki”. Jednak wiemy, ze wéréd wszystkich
mozliwych krzywych—nawet w ciasniejszym (realistow) ro-
zumieniu wyrazu ,mozliwy” — wlasnie krzywe nie posiadajace
stycznej sa wypadkiem ogdlnym, posiadajace styczng za$ — wy-
jatkami.

Gdy bedziemy kla$é nacisk, jak to czyni Borel na to istnie-
nie przedmiotéw, ze tak powiem, ,w praktyce” matematycznej,
na rzeczywiste spotykanie ich w literaturze matematycznej i to
nie w formie nieokreslonej: ,jaka$ liczba calkowita »”, ,jakas
funkecja f (x)”, lecz jako indywidua zupelne okreslone, jak liczby
2, T, funkcje: 3x% e* — gdy na konkretng znajomos$¢ z takiemi
indywiduami bedziemy kladli nacisk, to zrozumialem be-
dzie, ze klasy przedmiotéw, nie reprezentowane w literaturze
matematycznej przez zadne indywiduum i z ktérych nie umiemy
na zadanie okresli¢ zadnege indywiduum, sklonni begdziemy uwa-
zaé za nieistniejgce.

A wigc zupelnie juz nalezy — z tego punktu widzenia —
odméwidé istnienia tym klasom przedmiotéw, o ktéryeb
z gbéry wiemy, ze nigdy nie begdziemy mogli pozna¢ zadnego
ich indywiduum. Wige nalezaloby odméwic istnienia przedmio-
tom, ktérych. indywidualne okreslenie wymagaloby nieskoriczonej
ilodei wyrazéw. Jako ilustracja do tego moga shuzyé slowa
Borela, wypowiedziane na ostatnim kongresie migdzynarodo-
wym matematykéw w Cambridge. Powiedzial on, ze dla niego
okredlenie pojecia funkcji, dane przez Riemanna, nie jest szersze
od okreélenia, danego przez Cauchy’ego: nie znamy bowiem —
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i prawdopodobnie nie poznamy — zadnego przykladu funkcji
(w znaczeniu Riemanna), ktéraby nie byla zarazem funkcjg
w znaczeniu Cauchy’ego. Mozna wprawdzie udowodnié (sprowa-
dzajac do sprzecznosci zalozenie przeciwne), %e takie funkcje
istniejg; lecz co to za istnienie, na ktére nie mozemy
i — prawdopodobnie (dowodu. matematycznego na to nie ma-
my) — nigdy nie bgdziemy mogli daé przyktadu!

Stad zadanie Borela: nie zajmowaé sig zadng klasg przed-
miotéw, dopéki nie mozemy podad metody konstrukcji przedmio-
téw tej klasy. Podanie metody konstrukeji jest dopiero—wedlug
niego—rzeczy wistym dowodem istnienia. Twierdzenia za$,
dotyczace przedmiotéw, ktérych indywidualnie okreslié
nie mozna, realiSci nazywajg metafizycznemi, twierdzge, ze nie
mogg one mie¢ zadnego wplywu na twierdzenie matematyki (ta-
kiej naturalnie, jak ja oni pojmuja, t. j. zajmujacej sig wylacznie
przedmiotami, ktére mozna indywidualnie zdefinjowad).

WspomnieliSmy o przedmiotach matematycznych, ktérych
nie mozna zdefinjowaé za pomocg skoriczonej ilosci wyrazéw.
W jaki sposéb dochodzimy do pojgcia takich przedmiotéw? Roz-
patrujmy liczby rzeczywiste. Przedstawiamy je jako ulamki
dziesigtne, skladajace si¢ naogél z nieskonczonej ilodei
cyfr. Stad moznaby przypuszczad, ze dla okreslenia liczby rze-
czywistej trzeba naogél podaé nieskonczong ilosé cyfr, a wige
trzeba uzyc¢ nieskonczonej ilosci wyrazéw. Na szczeécie jednak
okazuje sig, ze dla wielu ulamkéw istnieje prawo nastgpstwa
cyfr, prawo, ktére da sig wypowiedzie¢ za pomocyg skoriczo-
nej iloci wyrazéw. Podajac takie prawo, okreslamy wszy s t-
kie cyfry ulamka.

Zachodzi pytanie: czy t akie prawo nastgpstwa cyfr istnieje
dla kazdej liczby? Odpowiadamy: nie, nie dla kazdej liczby
istnieje takie prawo (zlozone ze skoriczonej ilosci wyrazéw):
istniejgliczby, kté6rych w zaden sposéb za po-
mocg skonczonej ilosci wyrazéw okreélié¢ nie
mozna. I to ,nie mozna” rozumiemy w znaczeniu absolutnym,;
nie, ze ,nie mozna” przy dzisiejszym stanie nauki, 2ze my nie
mozemy, lecz, ze ,nie mozna” wogdle, bo zalozenie przeciwne
prowadzi do sprzecznosci. Dowdéd tego twierdzenia podamy za
chwile. Zauwazymy tylko przedtym, ze ta odpowiedZ ,nie”, to
twierdzenie, ze istniejg liczby nie dajace sig okreslié za pomoca
skoniczonej ilosci wyrazéw — jest to odpowiedz idealisty.
Dla realistéw liczby takie nie istnieja wedlug definicji
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istnienia. Dowdd zas nasz istnienia tych liczb jest dla nich
antynomjga. Jest to t. zw. anfynomja Richarda.

Richard wychodzi z zalozenia tego samego, co i Poin-
caré: istnieje to tylko, co mozna okreéli¢ za pomocg skonczo-
nej ilodei wyrazéw. Otéz latwo udowodnié, ze ilo§é zdan, zlozo-
nych ze skoriczonej ilosci wyrazéw danego jezyka jest nieskon-
czona, lecz przeliczalna?'). A wige tymbardziej ilo$é liczb,
okreslonych za pomocg takich zdan—t. j., wedlug Richarda i rea-
listéw, wszystkich liczb—jest przeliczalna. Z drugiej
jednak strony Cantor udowodnil, ze ilo$¢ liczb rzeczywistych
jest nieprzeliczalna, t. j. wigksza od przeliczalnej.
A wigc otrzymujemy sprzecznos$é.

Sprzecznosc¢ ta istnieje naturalnie tylko dla realistéw. Dla
idealistéw jest to rozumowanie tylko dowodem, ze zalozenie
realistow jest bledne, t. j. ze istnieja liczby, nie dajace si¢ okre-
sli¢ za pomocg skoriczonej ilosci wyrazéw.

Richard i Poincaré objasniajg te antynomje¢ za pomocg po-
jecia ,niepredykatywnosci definicji” i interpretujac realistycznie
twierdzenie Cantora o nieprzeliczalnosci zbioru liczb rzeczywi-
stych, w co tutaj wchodzié nie mozemy ).

Takie liczby nie dajgce sig okreélié za pomocg skonczonej
ilosci wyrazéw zdajg si¢ by¢ —jako indy widua—nazawsze
wykluczone z zakresu naszego poznania. Jednak nie sz one
w gorszym polozeniu od liczb, do ktérych okreslenia potrzeba
np. wigcej niz miljona wyrazéw: i tych indywidualnie prawdo-
podobnie nigdy nie poznamy.

Mozna je jednak badaé nie jako indywidua, lecz jako ele-
menty klasy. Okreélajac gatunek (klasg) — okreslamy poczgsci
i skladajace go przedmioty. Tylko nie mozemy ich odrézniaé
miedzy sobga.

1) To znaczy: jest ich tyle, co wszystkich liczb naturalnych.

?) Nieslusznym jest zarzut, uczyniony przez niektorych antynomji
Richarda, ze kazdg liczbe moZpna oznaczyé jednym wyrazem:. oznaczyc,
nazwad mozna, lecz nie okreslic. Zeby liczby nazwaé, trzeba juz mieé
dang. Przedmioty zaé matematyczne nie moga byé dane przez wrazenia
zmyslowe, przez pokazanie: Zzeby je mieé dane, trzeba mie¢ ich okresle-
nie; a tego nie mozna okreslié przez wyraz ,ten” i wogéle przez Zaden
wyraz okazjonalny (wedlug terminologji Husserla), ani przez zadng now 3
nazweg, lecz za pomocg nazw juz przedtym znanych, Wyjatek stanowi
tylko pojecia pierwsze, ktére nam sy bezposrednio dane i nie potrzebuja
definicji. Chybaby wige kto checial twierdzié, %e kazda liczba indywi-
dualnie moze byé tak samo bezposrednio i intuicyjnie poznang!
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To przypuszcza, ze mozna okresli¢ zbiér, nie okreslajac
uprzednio jego elementéw. Te¢ wlasnie zasadge sformulowal Can-
tor na czele swej teorji mnogosci: zbiér jest okreslony, gdy jest
dane kryterjum nalezenia do zbioru.

Realisci nie przyjmujg tej zasady, uwazajac zbiér za okre-
slony dopiero wtedy, gdy — jesli nie mozna okredli¢ indy wi-
dualnie wszystkich elementéw zbioru, wtedy przynajmniej —
podane jest prawo konstrukcjidowolnego ele-
mentu zbioru.

Idealisci odrzucaja to zadanie, lecz i oni nie przyjmuja
w calosci zasady Cantora, stawiajagc pewne — rézni stawiaja
rézne — ograniczenia!). Do tego zmusily ich pewne antynomje,
z ktérych tu zacytuje jedna: Russella.

Antynomja Russella polega na podziale wszystkich
zbioréw na dwa rodzaje: na takie, ktére sa swym wlasnym ele-
mentem i takie, ktére nie sg swym wlasnym elementem.

Czy zbiory pierwszego rodzaju istniejg?), to mogloby byd
kwestjonowane; istnienie ich jednak nie jest nam do dowodu
potrzebne. '

Natomiast zupelnie pewnym jest istnienie zbioréw drugiego
rodzaju. Takim zbiorem jest np. zbiér wszystkich punktéw danej
plaszezyzny: nie jest on sam punktem, a wigc nie jest swym
wlasnym elementem, nalezy do drugiego rodzaju. Tak samo
zbiér wszystkich ludzi nie jest czlowiekiem—nalezy do drugiego
rodzaju. Wigc zbiory drugiego rodzaju istnieja.

Rozpatrujmy teraz zbiér wszystkich tych zbioréw dru-
giego rodzaju. Oznaczmy ten zbiér przez Z.

Pytamy, czy Z jest, czy nie jest swym wlasnym elemen-
tem? Udowodnimy, ze Z nie moze ani byd, ani nie by¢ wlasnym
elementem — rezultat.sprzeczny z zasada wyklu-
czonego fsrodka. Na tym polega antynomja.

Przypusémy najprzéd, ze Z jest swym wlasnym elementem,
t. j. nalezy do zbioréw pierwszego rodzaju. Czyli jeden z ele-
mentéw zbioru Z jest sam zbiorem Z. Ale, wedlug definicji

1) Pewne ograniczenie teoretycznie wprowadzil juz sam Cantor,
méwige o zbiorach gotowych i niegolowych i wylaczajge te ostatnie ze
swej teorji, lecz nie podat Zadnego kryterjum do odréimienia jednych

od drugich. ’
?) Jako przyklad takiego zbioru moze stuzyé zbidr wszystkich
zbiordw: jest on sam zbiorem, a wige swym wlasnym elementem,
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zbioru Z, kazdy jego element jest zbiorem drugiego rodzaju.
A wige i Z, bedace wedlug zalozenia jednym z tych elementéw,
musialoby byé zbiorem drugiego rodzaju — wige zalozenie, ze
Z jest zbiorem pierwszego rodzaju prowadzi do sprzecznosci.
Pozostaje przypuszczenie, ze Z jest zbiorem drugiego ro-
dzaju. Wtedy znajduje si¢ sam wsr6d swych wlasnych elemen-
téw, bo te obejmuja wszystkie zbiory drugiego rodzaju, t. j.
posiada wlasno$é zbior6w pierwszego rodzaju, co znéw jest
sprzecznoscia. ;
Zbiér Z nie moze wigc ani byd, ani nie by¢ wlasnym ele-
mentem. Usungé powstajacg stad sprzeczno$é z zasada wyklu-
czonego $rodka mozna albo ograniczajac te zasade, albo—co na
jedno wychodzi—zasade Cantora okreslania zbioru.
Trudnosci, zwigzanych z antynomjami, nikt zadowalajaco
nie rozwigzal; widaé to stad, ze kazdy rozwigzuje je inaczej
i nie godzi sig na rozwigzania innych. Wszystkie podane w tym
celu teorje—np. Hilberta, Russella, Zermeli—mozna scharaktery-
zowaé jako $rodki ostroznodci, zabezpieczajace przed
antynomjami. Lecz przed antynomjami znanemi dotychczas; nie
wyjasniaja one blgdu w rozumowaniach i nie daja zadnej gwa-
rancji, ze nie pojawig sig — pomimo tych ,$rodkéw ostrozno-
$ci” —now e antynomje!). Méwig one tylko: o ile ograniczymy
sig do pewnych form okreslent i rozumowania,” a bedziemy uni-
kaé¢ pewnych innych (ktérych blednosci jednak nie wykazuja),
to—przypuszczalnie — unikniemy antynomji. Poniewaz
realisci najbardziej ograniczaja zakres przedmiotéw i form rozu-
mowania, wige ich stanowisko wobec antynomji jest najkorzy-
stniejsze. To jednak nie moze decydowac¢ o wartodci ich teorji.

Widzimy, ze w przeciwienstwie do rozpowszechnionego
mniemania o bezwzglednej oczywistosci i pewnosei rozumowan
matematycznych i tu spotykamy kwestje sporne. Nie jest to
zjawisko nowe: dzieje matematyki wykazujg czgsto takie réznice
pogladéw. To, co jednym wydawalo sig w pewnej epoce $cistym
i oczywistym, drugim jednoczesnie wydawalo sig ciemnym lub

1) Tak np. Chwistek zbudowa! nows antynomjg, pomimo uwzgled-
nieniz w rozumowaniu wszystkich warunkéw ograniczajgcych, postawio-
nych przez Russella. :
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blednym. Na szczgécie, matematyka moze pochwalié¢ sig tym, ze
rozwoj jej zawsze przynosil z czasem rozstrzygniecie tych spo-
réw: na korzy$é to jednej, to drugiej strony. I teraz mozemy
si¢ spodziewad, ze spér ten w lonie matematyki dlugo trwad nie
bedzie: matematyka znajdzie Srodki na pogodzenie matematy-
kéw przeciwnych obozéw. Jednak czy réwniez na pogodzenie
ich jako filozof6w? O tym watpié nalezy. Rdéznica bowiem filo-
zoficznych pogladéw, ktéra sig objawia w tym sporze, ktéra jest
jego Zrédlem — jest ta odwieczng rdéznica, ktéra powodowala
przez Sredniowiecze ciaggnacy si¢ spér miedzy nominalistami
a platonczykami, ktéry ciagnie si¢ i dzi§ miedzy pozytywizmem
a idealizmem.
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